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LSH: D 

LSH (Localité Sensitive Hashing), méthode de hachage introduite par 
Gionis, Indyk et Motwani en 1998 pour la recherche approximative 
dans les espaces de grande dimensions 

Formellement, selon Gionis et al. en 1998 

    est une famille de fonctions                         satisfaisant les conditions 
suivantes pour deux points quelconques                 et une fonction     choisie 
aléatoirement parmi la famille    : 

Sensible à la localité = la probabilité de collision des hash code est forte 
si les vecteurs sont proches et faible si les vecteurs sont éloignés 
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LSH: Intro 

LSH (Localité Sensitive Hashing), méthode de hachage introduite par 
Gionis, Indyk et Motwani en 1998 pour la recherche approximative 
dans les espaces de grande dimensions 

Pour certaines familles LSH, la probabilité de collision peut même 
s’exprimer comme une fonction décroissant avec la distance 

� 

Pr hθ (q) = hθ (v)[ ]pθ = f (d(q,v))
•  θ is i.i.d drawn from a known data independent distribution  
•  f(d) is the sensitivity function (monotonically increasing from 0 to 1) 

� 

d(q,v)
� 

Pr h(q) = h(v)[ ]

� 

1

� 

0
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LSH sensible au produit scalaire 

Exemple: famille LSH sensible au produit scalaire 

C’est le cas que l’on a déjà rencontré = projections aléatoires + 
quantification scalaire binaire 

On peux montrer que la fonction de sensibilité vaut 

Interprétation dans le cas normé: 

q
v 

Pour tous q, v 
� 

h(x) = sgn(wT x)

� 

pw = N(0,I)

� 

Pr hw (q) = hw (v)[ ]w =1− 1
π
cos−1 qTv

q v

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

� 

Pr hw (q) ≠ hw (v)[ ]w = angle(q,v) /π =
1
π
cos−1 qTv( )

� 

=
1
π
cos−1 1−

d(q,v)( )2
2

⎛ 

⎝ ⎜ 
⎞ 

⎠ ⎟ 
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LSH sensible au produit scalaire 

Exemple: famille LSH sensible au produit scalaire 

On forme un hash code de D bits en utilisant D fonctions de hachage de la 
famille   

q
v

z(q) = 1 hash code = [0 1 0 1 0 1 1 0 …0 0 1 0] 

z(v) = 1 hash code = [1 0 1 1 1 1 0 1 …0 1 0 0] 
≈   

� 

D
π
cos−1 qTv

q v
⎛ 
⎝ ⎜ 

⎞ 
⎠ ⎟ 

� 

h(x) = sgn(wT x)

� 

pw = N(0,I)

� 

Pr hw (q) = hw (v)[ ]w =1− 1
π
cos−1 qTv

q v

⎛ 

⎝ 
⎜ 

⎞ 

⎠ 
⎟ 

� 

z(x) = [h1(x),...,hD (x)] = sign(Wx)
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LSH sensible au produit scalaire 

La distance de Hamming entre deux hash code est un estimateur de la 
probabilité de collision et donc du produit scalaire entre q et v 

� 

qTv = q v cos π
D
dh z(q),z(v)( )⎛ 

⎝ 
⎞ 
⎠ 

La variance                de l’estimateur décroit avec le nombre de bits et converge 
vers le produit scalaire exact  

� 

qTv

� 

qTvVariance 

� 

lim
k→∞

qTv = qTv

dh 

dh+1 

� 

σ (k,qTv)

Les k plus proches voisins dans l’espace de Hammoing convergent vers les 
k plus proches voisins exactes 
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LSH: algorithme de base pour l’indexation et la 
recherche 

Tables multiples: création de L tables dont les clé sont 
générées par k fonctions de hachage (hash code de 
taille k pour chaque table). Taille index O(Ln) 

Recherche = accès simple dans chaque table O(L) 
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LSH: algorithme de base 

Probabilité de collision dans une table de k bits: 

Probabilité de non collision dans une table: 

Probabilité de non collision dans L tables: 

Probabilité de collision dans au moins une table: 

� 

Pr hw (q) = hw (v)[ ]w = f (d(q,v))
Fonction de sensibilité 

� 

Pr z(q) = z(v)[ ]W = f (d(q,v))( )k

� 

Pr z(q) ≠ z(v)[ ]W = 1− f (d(q,v))( )k

� 

1− f (d(q,v))( )k( )L

� 

1− 1− f (d(q,v))( )k( )L
� 

1

� 

0

� 

d(q,v)

Très faible 
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LSH: algorithme de base 

Si on veux retrouver α (e.g 95%) des v tels que d(q,v)<r, il faut que la 
probabilité de collision dans au moins une table soit supérieure à α 

� 

1− 1− f (r)( )k( )L > α

� 

L >
ln(1−α)

ln(1− f (r)k )
L (nombre de 

tables) 

k (nombre de bits par table) 

A qualité α constante et rayon r 
constant, le nombre de tables 
doit croitre pour compenser 
l’augmentation de k 
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LSH: algorithme de base 

D’un autre côté, l’augmentation de k permet de réduire la probabilté 
de fausses collisions dans chaque table. Si on veux que la probabilité 
de collision soit faible lorsque d(q,v)>r+ε 

� 

n f ((1+ ε)r)( )k < β

� 

k >
ln(β)

ln( f ((1+ ε)r))
k (nombre de bits 
par table) 

Proba de collision dans une table 

� 

β
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Propriété fondamentale de LSH dans le cas 
général 

Requête à un rayon près (1+ε)-approximatives 
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Propriété fondamentale de LSH dans le cas 
général 
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Propriété fondamentale de LSH dans le cas 
général 
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Propriété fondamentale de LSH dans le cas 
général 
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LSH sensible aux distances Lp 
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LSH sensible aux distances Lp 
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LSH sensible aux distances Lp 



November 1st 2012 ALEXIS JOLY – SCALABLE MINING OF SMALL VISUAL OBJECTS - 19 

LSH sensible à la distance de Jaccard 

MinHash: the min-wise independent permutations locality sensitive 
hashing scheme 

Jaccard distance = mesure de similarité entre des ensembles d’objets 

Ci Cj 

Hash function= 



Limitations de LSH et variantes 
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Problème de LSH: espace mémoire 

LSH peux nécessiter un grand nombre de tables pour atteindre des 
qualités suffisantes ce qui rend la méthode problématique lorsque 
les données sont grandes 

 Utilisation d’accès multiples pour réduire le nombre de tables 

[0 1 0 1 …0 1 1 0] Query Vector 
LSH 

Multi-probe LSH 

± δ 

± δ 
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Exemple: LSH pour vecteurs binaires de grande 
dimension 

Vecteurs d’entrée déjà binarisés (souvent le cas en audio fingerprinting) 

Fonction de hachage = une réduction de {0,1}d dans {0,1}k. Le choix des 
composantes se fait selon une loi binomiale:  

Projection dans des 
sous espaces aléatoires 
de dimension avec k<<d 
typiquement: 

k=log(d) 

= 
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Exemple: LSH pour vecteurs binaires de grande 
dimension 

Recherche à (δ1,δ2)-près = conserver les vecteurs à moins de d.δ1 bits de la 
requête, rejeter ceux à plus de d.δ2 bits de la requête 

Indexation/pré-traitement: 

Recherche: 

Visite des buckets 
voisines de la requête 
dans chaque table. 

= 

Buckets voisines à un 
rayon près = 
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Autre problème de LSH: mauvais balancement 

Sur certaines données réelles, LSH peux conduire à des partitions 
loin de l’uniformité. Certaines bucket peuvent concentrer presque 
tous les points: 

  Augmentation du nombre de fausses collisions 
  Augmentation du temps de raffinement 
  Problématique dans les contexte distribués (load balancing) 

Solution: utiliser des fonctions de hâchage dépendant des données. 
De nombreuses fonctions « data dependent » ont été proposées 
récemment dans la littérature (spectral-hashing, KLSH, RMMH, etc.) 
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Random Maximum Margin Hashing 

RMMH = une famille de fonctions de hachage basée sur le 
partitionnement aléatoire des données  

Avantage = fonctions indépendantes + adaptabilité aux données 

Basé sur un concept théorique nouveau = l’apprentissage aléatoire de 
classifieurs (1 par fonction de hachage = 1 par bit) 

Labels positifs et négatifs 
purement aléatoires !! 

M échantillons 
aléatoires 

SVM 
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Random Maximum Margin Hashing 

Pourquoi ça marche ? 
Cas extrême: M (nombre d’échantillons) = N (toute la base) 

Uniformité parfaite de la partition apprise (≈Voronoï) 

Overfitting = points proches éclatés de manière aléatoire 

M trop faible: Underfitting = mauvais load balancing  

M optimal = compromis éclatement parfait / préservation du voisinage 
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Random Maximum Margin Hashing 

Pourquoi ça marche ? 
Cas extrême: M (nombre d’échantillons) = N (toute la base) 

Uniformité parfaite de la partition apprise (≈Voronoï) 

Overfitting = points proches éclatés de manière aléatoire 

M trop faible: Underfitting = mauvais load balancing  

M optimal = compromis éclatement parfait / préservation du voisinage 
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Random Maximum Margin Hashing 

Evaluation on ImageNet 
1.2M images described by BovW featrues (dim 1000) 

Supervised classification across 1000 semantic categories, 1000-NN 


