Files d'attente et modeles de
Trafic

Alain Jean-Marie
LIRMM

161 Rue Ada
34392 Montpellier Cedex 5

ajmQ@lirmm fr



Introduction: Réseaux, contention, attente et pertes
Partie |: Processus stochastiques

— Stationarité, autocorrélation

— Chaines de Markov
Partie Il: La théorie des files d'attente

— Paramétres, Notation de Kendall

— Mesures de performances

— Modeéles stochastiques de trafic
Partie I1l: Analyse exacte

— Analyse exacte dans le cas de tampons finis

— Analyse exacte dans le cas infini

— Réseaux de files d’attente
Partie 1V: Analyse asymptotique

— Bornes et asymptotiques exponentielles

— Mémoire longue, autosimilarité, sous-exponentialité
Partie V: Modéles déterministes

— Enveloppes de trafic et bornes (o, p)

— Régulateurs de trafic, courbes de service

Plan



‘ Introduction I

Dans un réseau de communication orienté datagramme, des files
d'attente se créent tout le long du chemin de communication.
Gestion du multiplexage statistique et de la contention.

Ces files créent attente et pertes .
Le probléme est de savoir les quantifier.

On se place dans un cadre stochastique étant donnée la nature
incertaine du trafic.

La théorie des files d'attente: un ensemble de concepts, d'outils et
de résultats pour aborder ces problémes.

Recherche de résultats permettant de définir puis garantir la fameuse
qualité de service.
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‘ Partie |I: Processus stochastiques I

— Variables aléatoires

— Processus aléatoires

— Stationarité, ergodicité

— Covariance, autocorrélation
— Chaines de Markov

I: Processus stochastiques



‘ Variables aléatoires I

Espace probabilisé: €2 ensemble de trajectoires ou réalisations.

Variable aléatoire X': fonction de |'espace des trajectoires {2 dans
un espace de valeurs.

Distribution:

P{X <z} = Plw | X(w) <z}.

Espérance, variance:
EX = / 2dP{X < )
Var(X) = /deIP{X <z} — EX”°

Si la variable aléatoire est discréte:

EX = Y nP{X=n}

n

Var(X) = Z n*P{X =z} — EX’

n

Variance: mesure de la variabilité de X autour de sa moyenne.
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Covariance de deux v.a.:
Cov(X,Y) = EXY)-EXEY.

Mesure de la dépendance de X et Y. Si X et Y sont indépen-
dantes, Cov(X,Y) = 0.

Transformée de Laplace (Laplace-Stiltjes) de X:
X*(s) = / eHP{X <t} = E(e—*X) .
0

Fonction génératrice d'une variable aléatoire discréte:

oo

X'(z) = > 2"P{X =n} = E(z").

n=0

Loi d'addition: si X 1LY alors,

(X +Y)(s) = X"(s) Y'(s) .

I: Processus stochastiques 5



‘ Processus stochastiques I

Un processus stochastique “vit" dans un espace d'état £.

Deux catégories:

en temps discret {Xn,n € Z}
en temps continu {X(t),t € R}

Temps discret: suite de variables aléatoires.
Temps continu: famille de fonctions aléatoires w +— X (¢; w).
Exemples classiques:
— suite de tirages Bernoulli (Pile ou Face) indépendants:
X, = 0 avecprobal/2, X, = 1 avec proba 1/2.
— mouvement Brownien: { X (t),t € R} tel que

X(s+t)— X(t) ~ N(0,0t) .

I: Processus stochastiques



‘ Evénements discrets |

Dans le domaine des systémes d'information (calculateurs, réseaux)
on travaille avec des systéemes a événements discrets tels que
X (t) ou X (t) est constant par morceaux.

> >

Processus a événements discrets

Modéles mathématiques de cette situation:

— Processus d'arrivée d'événements: Processus Ponctuels (Bac-
celli, Bremaud).

— Plus généralement: dynamique déterministe + sauts aléatoires
dans le temps et dans |'espace
=> PDP = Piecewise Deterministic Processes, processus (Mar-
koviens) déterministes par morceaux (Davis).

I: Processus stochastiques 7



‘ Stationarité I

Stationarité au sens strict: X (+) = X (- 4+ s) en distribution.
En particulier, Ef (X (1)) = Ef (X (t2))
La stationarité exclut les périodicités. Exemple:
X(t) = sin(t) + &
avec &; aléatoire et petit.

Alors
P{X(t+m) >0} #P{X(t) >0}.

-1.5

2 I I I I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 8 10

Trajectoire de sin(t) + U(—1,1)
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Mais il existe des processus essentiellement périodiques station-
naires:

X(t) = sin(t+¢), £~U(0,7).

1

THTAT
T

Trajectoires de sin(t + £(w))

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

15
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Convergence

Un processus n'est en général pas stationnaire mais il peut le
devenir:

X(t) —- X, t—

X, — X, n—> o
en distribution (ou autrement...).
Si pour tout s,
X[t,t +s] — X][0,s], en distribution ¢ — oo.
Le processus converge vers un état stationnaire.

Si la convergence est assez rapide, on peut utiliser la distribution
de X comme approximation de celle de X ().

I: Processus stochastiques 10



‘ Ergodicité I

Ergodicité: coincidence des moyennes spatiales et temporelles:

EAX(s) = Jim o [ rX(@)at,
Bf(X(n) = Jim — > F(X).

Application: la loi des grands nombres pour les estimateurs statis-
tiques de quantités.

|| existe des processus stationnaires mais non ergodiques.

I: Processus stochastiques 11
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‘ Dynamique des probabilités I

On cherche les probabilités de transition a n pas:

p(i,j;n) = P{X(n) =7 | X(0) =i},

Soit P(n) la matrice des p(%, j; n). Alors:

P(n) = P".

Soit maintenant, pour n € Net j € £,

m(j) = P{X(n) =3}

On a alors:

m(j) = Zﬂo(i) p(i,j;n) .

1€€

Sous forme matricielle: Pour tout n € N:

™y = LX) Pn

I: Processus stochastiques — Chaines de Markov, temps discret 15



‘ Exemple de chaine de Markov I

Diagramme de transition

Matrice de transition:

0.2 0.2 0.6
P = 0O 0.5 0.5
1 0 0
Vecteurs de probabilité:
pO — (17070)
pl — (0.2 0.2 0.6)
p. = (0.64 0.14 0.22)
ps; = (0.348 0.198 0.454)
p, = (0.5236 0.1686 0.3078)
P = (5/11,2/11,4/11)

I: Processus stochastiques — Chaines de Markov, temps discret
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‘ Equations d’équilibre I

Si lim,, 7v,, = 7t existe, alors:

T = TwP.

Ces équations d'équilibre s'écrivent: Vi € &,

m(i) = ZW(J') Pj; .

JjEE

Le calcul des probabilités stationnaires se réduit a la résolution d'un
systéme linéaire!

Probléme: il est souvent trés grand voire infini.

I: Processus stochastiques — Chaines de Markov, temps discret 17



‘ Le temps continu |

Une variable aléatoire X a une distribution exponentielle de para-
métre A > 0 (X ~ Exp(A)) si:

Fx(z) = P{X <z} =1 A

1 T T T T 2

' ' ' ' " 2.0%xp(-2.0%) ——
09f E 181 E

0.8 3 161

0.7 3 14r
0.6 b 12r
05 3 1
041 b 0.8
031 b 0.6
02 3 0.4

0.1 b 021

0 I I I I 0 I I I L
0 0.5 1 15 2 25 3 0 0.5 1 15 2 25 3

Fonction de répartition et densité de la variable exponentielle

La distribution exponentielle est sans mémoire: Vs, t > 0,

P{X >s+t]|X >s} = P{X >t}.

La famille des distributions exponentielles est stable pour la mini-
misation: si X1 ~ Exp(A1), X2 ~ Exp(A2) et X7 et X5 sont
indépendantes alors min{ X7, Xo} ~ Exp(A1 4+ A2).

I: Processus stochastiques — Chaines de Markov, temps discret 18



‘ Le processus de Poisson I

Soit une suite aléatoire Tp < Ty < ... < T, < Thy1 < ...
Le processus de comptage:

N(a,b) = #{n|a<T,<b} = > lie<tycn
n=0

est un Processus de Poisson de paramétre A si {141 — Ty}
est une suite i.i.d. de variables Exp(\).

Pour tout wu:

— (Au)k —A\u

P{N(z,z +u) = k} ¢

En particulier, EN (x, x + u) = Awu: X est le taux d arrivée du
processus.

Théoréme limite: si on superpose un grand nombre de processus
rares, le processus résultant est asymptotiquement Poisson.

I: Processus stochastiques — Chaines de Markov, temps discret 19



‘ Chaines de Markov en temps continu I

Soit {X (t),t € RT}, ayant les propriétés suivantes. Quand X
entre dans |'état 4:

— X reste dans |'état 4 un temps aléatoire, exponentiellement
distribué avec paramétre 7;, indépendemment du passé; puis

— X saute instantanément dans |'état j avec probabilité p;;. On
api; €[0,1], pi; = O et

Zpij = 1.
J

La loi exponentielle étant sans mémoire, on obtient un processus
qui a la propriété que:

]P{X(tn+1) = jn+1|X(tn) — jna s ey X(to) — .70}
— P{X(tn-i-l) — jn+1|X(tn) — Jn} .

I: Processus stochastiques — Chaines de Markov, temps continu 20
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‘ Dynamique des probabilités I

Equations de Chapman-Kolmogoroff

Piys(i,5) = > Pi(i k) Pu(k,j) ,
ke&

ou encore, sous forme matricielle,

Pt—l—s — Pt Psa

Si le processus { X (t)} est suffisamment “régulier”, alors il existe
une matrice Q = P’(¢) telle que:

— = QP, = P,Q.
dt Qt tQ

C'est le générateur infinitésimal.

Alors:

I: Processus stochastiques — Chaines de Markov, temps continu 23



‘ Construction des générateurs I

Sous les hypothéses d'évolution ci-dessus: le processus { X (t),t €
Rt} est une CMTC de générateur infinitésimal:

q(i,73) = Tipi; SitFJ
q(z,z) —T; -

I: Processus stochastiques — Chaines de Markov, temps continu 24



‘ Equations d’équilibre I

Si lim; 7v,, = 7v existe, alors:

0O = Q.

Ces équations d'équilibre s'écrivent: Vi € &,

QD aig)7w(@) = > w(§)aj -

JFi JFi

Interprétation: flux entrant = flux sortant.

Généralisation: équations d'équilibre global. Pour S C &:

doow@) aiy; = > w(i)aiy -

i€S,j€S i€S,j€S

I: Processus stochastiques — Chaines de Markov, temps continu 25



‘ Partie Il: La théorie des files d’attente I

— Files discrétes, files fluides
— Processus d'arrivée, processus des services; notation de Kendall

— Mesures de performances: nombre de clients, temps d'at-
tente/réponse, probabilité de perte, gigue

— Dynamique de la file; courbes de charge; Equations de la dyna-
mique

— Capacité: finie ou infinie?

— Files simples ou réseaux?

— Modeéles stochastiques de trafic
— Processus i.i.d.
— Processus de Poisson

— Processus modulés par Markov

[1:Files d’attente 26



‘ Les files d’attente I

File d’'attente

salle d’attenteserveur

—

arrivées attente service départ

a;, g .. 01 05...

Représentation habituelle d'une file d'attente

Les éléments constitutifs d'une file d'attente sont:

— Un ou plusieurs serveurs

— Une salle d’attente

— (éventuellement) des classes de clients

— Un processus d'arrivée par classe

— Un processus des durées de service des clients

— Une discipline de service

[l:Files d'attente



‘ Notation de Kendall I

Cette notation permet de s'y retrouver dans la grande variété de
possibilités.

Un modéle de file d'attente se note par:

A/S/P/K/D

A la loi des inter-arrivées

S loi des services

P nombre de serveurs

K taille de la salle d'attente (par défaut: co)
D discipline de service (par défaut: FIFO)

Exemples: la file M/M/1, M/GI/1/K, etc.

[1:Files d’attente 28
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‘ Dynamique d'une file d'attente I

Quantités fondamentales:

N (t) nombre de clients présents dans la file a la date t;

W (t) quantité de travail présente dans la file a la date ¢ (workload,
backlog).

Evolution de W (¢): la courbe de charge.

A WO

Pl PA Pl PA Pl PA PI PA

Une courbe de charge

Périodes d'activité (PA) et inactivité (PI).

[1:Files d’attente 32
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Relation entre nombre de clients et

charge

w@) 12}

NE 4]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
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‘ Attente virtuelle, attente réelle I

Si a,, est la date d'arrivée du client n et si FIFO:
W, = W(a,) .
= W (t) est aussi nommé temps d'attente virtuel.

Attention! W,, et W (t) n'ont pas nécessairement la méme
distribution! Exemple: la file D/D/1.

N(t)
1 I
0

0 o T T+ 0 27 + 20
o \(W(t) \

0 o T T+ 0 27 + 20

Propriété PASTA (Poisson Arrivals See Time Averages)
les arriveés sont Poisson, les distributions stationnaires de W,, et
W (t) coincicent.

[1:Files d’attente 35



‘ Files fluides I

Plus de clients, mais du “fluide” arrivant avec un certain débit r(¢)
(variable) et servi a une certaine vitesse C' (possiblement variable
aussi).

Exemple: arrivées selon un processus “on/off" (typique de la voix

numérisée):
Off Off Off
r¢ On On On
Charge ' | l l 1
W(t) o 1 1 1
\ Lo 1 1 1
8 o 1 1 ‘
71 o l l
61 o ‘ l
St o l
4t o l
3L | I v
2| T
1k \\\ N
0 LN ‘ . -
T T T Temps
t1 t2 t3

ti = fin du traitement de la charge apportée dans la i-eme période «Onx»

[1:Files d’attente 36



‘ Résultats généraux I

Stabilité
Stabilité: W,, admet un régime stationnaire.

Résultat:

La file G/G/1 est stable si et quasiment seulement si

FEo < ET

Formule de Little

Le temps moyen de réponse R et le nombre moyen de clients N
son liés par la formule:

AT = N

[1:Files d’attente 37



‘ Modeéles de trafic I

Le trafic est décrit par:

— le processus de arrivées { a,, } nen ou des inter-arrivées { 7, }nen.

— le processus des services {0, }nen.

Modeles “iid". Distribution de proba. du temps entre arrivées fixe +
indépendance. Idem pour les services.

Cas classiques: déterministe, loi exponentielle
P{r >z} = e
Lois Gamma/Erlang (sommes d’exponentielles).

Nouvelles tendances: lois a "queue lourde™: Pareto

P{r >z} = <ai$>a.

Weibull, LogNormale.

P{r >z} = P{X >log(z)}, X ~ N(m,o).

[l:Files d’attente — Modéles de trafic 38
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‘ Partie Ill: Analyse exacte I

— Analyse exacte dans le cas de tampons infinis

— la file M/M/1, la file M/GI/1, la file GI/M/1.
— la file MMPP/GI/1.

— Analyse exacte dans le cas de tampons finis

— la file M/M/1/K.
— les QBD

— Réseaux de files d'attente

[11:Analyse Exacte
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‘ La file M/M/1 I

Caractéristiques: Salle d'attente infinie, 1 serveur.

inter-arrivées: loi exponentielle de paramétre A:
services: loi exponentielle de paramétre

P{r <zl=1—¢, Plo<z}=1-e ",

Stabilité: A < w.

{N(t)} est une Chaine de Markov: un processus de naissance et
de mort

Performances:
A
P{W >z} = — e~ (K=
I
A n
P{N > n} = <—>
L
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‘ Autres résultats classiques I

La file M/GI/1

Arrivées: exponentielles, taux A,
Services: loi quelconque, transformée de Laplace S™(s).

La transformée de Laplace du temps d'attente et du nombre de
clients (formule de Pollaczek-Khinchine):

Wis) = TR a s )

S*(A(1 —2)) —z

En particulier, les moyennes valent:

EW AEo? EN L, u? Eo?
= — = p pr—.
2(1 —p) 2(1 —p)

p = A/ u: est le taux d'utilisation.
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La file GI/M/1

Arrivées: loi quelconque, transformée de Laplace A™(s),

Services: exponentielles, moyenne 1/ .

Distribution du temps d’attente:

P{W >z} = 6e 797,

avec:

0 = A"(u(1—0)) .
= distribution exponentielle!

Taux de service équivalent

/):=9,u.

—> Bande Passante équivalente pour les réseaux.

[11:Analyse Exacte
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‘ La file MMPP/GI/1 I

Arrivées: MMPP avec N états, un générateur Q et matrice de
taux A;

Services: indépendants avec une distribution générale H (x), de
transformée de Laplace H™(s).

Distribution de la quantité de travail W
W(s) = s(1—p)g[sl+Q—(1— H*(s))A]™" 1,
g vecteur & déterminer.

Si o ~ Exp(p) (la file MMPP/M/1), alors:

N
—0 —6
P{W >z} = E are K~ aye 17,
k=0

avec 0}, tel que:

det{—0rsl + Q — (1 — H*(—0;))A} = 0.

= 3 nouveau: queue de distribution asymptotiquement exponen-
tielle.
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‘ La file M/M/1/K I

Comme la M/M/1 mais avec capacité finie K.

Chaine de Markov: elle est finie
A A A A
RN
@O -8 8 ®
~_
u u u u
Performances: soit p = A/ .

I—p

_ _ K
P{N =K} = p vl

Probabilité de perte d'un client: c'est justement P{N = K}.

Note: avec I'approximation tampon infini, on aurait obtenu:

P{N =K} ~ p“(1-p).

[11:Analyse Exacte
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‘ Les QBD processes I

QBD: “quasi birth-death”.

C'est une structure de chaine de Markov qu'on obtient quand le
processus d'arrivée ou le processus de service est "3 phases’.

Par exemple:
‘*ﬁ ak

666 58

On les résoud par la méthode de Neuts (par exemple).
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‘ Les réseaux de Kelly I

Les clients appartiennent a des classes.

A chaque classe k est affecté une route dans le réseau:
— (! "k
T = (s T,7)

Les clients arrivent suivant des processus de Poisson, et les serveurs
délivrent des temps de service exponentiels.

2 3
7 S— d —\J Routes
,,,,, —1 (1,2,3)
\J P (1,2,5)
\\ - - (174)
_é _©5> _____ (1,4,5)
_ \\ —_—

Un réseau de Kelly

Le flux szk de clients de classe k entrant dans la file d'attente 4:
Air = A\p X (nombre de i dans 7).

Flux total, toutes classes confondues:

k
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Probabilités stationnaires

Soit M = ((m;r)) une matrice de populations par file et par
classe. La probabilité stationnaire que le réseau se trouve dans |'état
M est:

N s K " Mik

i—1 27

L

Statistiques
Nombre moyen de clients dans la file 4,

_ X
N, = ——
i — A

Temps de réponse de bout en bout sur la route k:

A

1 "k
:/\_z:: ,

pr&n

7"]7{: ’7‘

.

Temps moyen toutes classes confondues:

_ 1 N i
T =5 2

k=1 Ak =1 Mi = A
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Questions pour les réseaux

|| existe des extensions aux formes produits des Réseaux de Jackson
et Kelly: réseaux multiclasses, mixtes ouverts/fermés, et avec des
politiques de service variés: Théoréme BCMP.

De nombreuses questions restent ouvertes. Par exemple:

— hypothéses moins contraignantes sur le modéle de trafic: pro-
cessus d’arrivée non Poissonnien, services non exponentiels

— capacités finies, pertes, rétroaction
— disciplines de service et stabilité

— distributions de temps de réponse de bout en bout
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‘ Partie IV: Analyse asymptotique I

— Principe
— Bornes et asymptotiques exponentielles
— Bornes de Chernoff et borne de Kingman

— Processus markoviens additifs

— Bande passante équivalente

— Mémoire longue, autosimilarité, sous-exponentialité

— Processus autosimilaires dans la nature

— Sous-exponentialité et dominance asymptotique

— Mémoire longue et capacité finie

IV: Analyse asymptotique
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‘ Principe I

Analyse asymptotique brute: trouver un équivalent a:

P{W > z}, r — 00
dont on espére tirer une approximation.

Typiquement: un équivalent asymptotique exponentiel:

P{W >z} ~ Ce ¥, z— .
Bornes: on essaie de trouver des bornes de cette nature:

B(6) e <P{W >z} < C(8) e,
soit pour x "grand”, soit pour tout x.

Qutils: borne de Chernoff, grandes déviations.

IV: Analyse asymptotique
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‘ Borne de Chernoff I

Soit t un nombre réel fixé, et X une variable aléatoire.

Transformée de Laplace-Stiltjes de X

X*(s) = E(e*").

On a:
1{a:§t} S eH(a:—t) VCE, 0
El{xﬁt} S Eee(X_t) Vo
P{X <t} < X*(—0) e % 7
P{X <t} < infe{X*(—6)e "}

IV: Analyse asymptotique
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‘ Borne de Kingman I

On considére la file GI/GI/1.

P{W >z} < e
pour tout nombre 8 > 0, tel que:

E(eH(a—T) )

IA
(Y

Donc, en prenant le plus grand @ possible:

0" = sup{6 > 0|E(""") <1}

Conclusion: décroissance exponentielle dans le cas ou 8* > 0.

IV: Analyse asymptotique

62



‘ Grandes déviations I

On généralise ce résultat a des processus d'arrivée/service moins

simples:
Si le processus {U,} = {0, — 7,}, stationnaire et ergodique,
satisfait:
.1 0(Ug+...+U,_1)
d(0) = tliglo n log E[e ],

alors:

.1 x

lim —P{W >z} = -—-6.

T—00 ¢
avec

6" = sup{0 >0]| ®(0) =0} .

IV: Analyse asymptotique 63



‘ Mémoire longue et autosimilarité I

Des mesures ont montré que le processus d'arrivée d’'information
montre une certaine autosimilarié et une corrélation a long terme.

Or les modéles “classiques” n'ont pas cette propriété.
D’ou provient ce phénoméne?

Quelle est I'influence de cette mémoire longue sur les probabilités
de perte? Faut il jeter les modeéles connus?

Quels nouveaux modéles peut-on analyser? Modéles avec arri-
vées/services “a queue lourde”.

Notion de sous-exponentialité des distributions de probabilité.
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‘ Autosimilarité I

Soit X = { X (n)}, un processus stationnaire au sens large.

X est autosimilaire si:

X =4 % (Xttma1)+1 + - - -+ Xim)
pour tout m.
H : paramétre de Hurst.
Exemple: le mouvement Brownien fractionnaire est autosimilaire.

C'est également un processus a mémoire longue.

IV: Analyse asymptotique 65



Sous-Exponentialité

Le probléme, graphiquement.

1 N T T T
0.01 R s _
\ ~
0.0001 - \f :
le-06 b
1le-08 | B
le-10 | B
Exponentiel
Born@ -
Pareto
le-12 L
0 2

10

IV: Analyse asymptotique
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Exemple: deux sources On/Off indépendantes.

— Aq durées de "On" a queue lourde
— Ay durées de "On" arbitraires, de débit moyen p

— (' capacité du serveur.

W12 charge stationnaire quand A; et Ao sont superposées.

W charge avec A; seul mais capacité C' — p.

Alors:

P{W't? > z} ~ P{W' > z}

Conclusion: A1 “dicte” le comportement asymptotique de W' .

IV: Analyse asymptotique
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‘ Partie V: Modéles déterministes I

— Enveloppes de trafic et bornes (o, p)

— Reégulateurs de trafic, courbes de service

V: Modéles déterministes
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‘ Principe I

Fonction d’arrivée de travail:

S(a,b)

Z on  (discret)

a<an<b

= /b r(t)dt (fluide)

Enveloppe de l'arrivée de travail: le pire des situations pour les
intervalles d'une certaine longueur ¢:

S(t) = sup S(s,s+t).

Exemple: bornes “ (o, p)":

S(s,s+t) < o + pt, Vs.

V: Modéles déterministes 69



‘ Résultats I

Si un processus admettant une enveloppe bornée par une fonction

affine “(o, p), alimente une file d'attente, alors:

w(t) < o,

De plus, le temps de réponse est borné:

o

R, <
> 12,

quelle que soit la politique de service.

= dimensionnement des tampons.

V: Modéles déterministes
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