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‘ Evolution des séquences génétiques |

On considére une séquence
s(t) = (a(t), La(t), ... Ln(t) )

de «lettres» d'un alphabet génétique:
- bases (4 lettres ATCG),

- acides aminés (20 lettres),

- codons (#STOP, 61 lettres).

Chacun de ces «sites» évolue au cours du temps, de facon aléatoire.
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Etant donné un arbre phylogénétique, on peut connaitre la séquence
dans les différentes feuilles de I'arbre. Mais quid des nceuds?
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Un modeéle courant est:

e on néglige (ou compense) les insertions et délétions
e les sites évoluent indépendemment les uns des autres
e les sites évoluent indépendemment sur les différentes branches

e |'évolution est selon un processus de Markov en temps continu
(réversible)
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Exemple de générateur infinitésimal:

— vomr Vi MTTG
VA — Ut Vg
vma UTT — vmnag
unTa UVnr VTo —

(Hasegawa, Kishino et Yano, 1985: HKY85).

Il a pour distribution stationnaire:

(7TA7 T, TC, 7TG) )

est réversible, et a des vitesses de «transition» et «transversion>»
différentes.
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‘ Estimation Bayesienne |

Le probleme: estimer les parameétres

e la forme de |'arbre
e les longueurs des branches
e |la matrice Q

e les séquences inconnues.

Quelle que soit la forme du calcul, on a besoin de:
P{U(t) = b]L0) = a} = (eVW)ap .

étant données une valeur de t et une matrice Q.

Estimation



‘ Vitesse d’'évolution variable I

Les statistiques ont fait apparaitre le fait que les sites n'évoluent pas
a la méme vitesse.

Plusieurs approches:

e sites invariables et sites variables

e sites a vitesse constante, mais la vitesse est différente selon les sites
(Uzzell & Corbin).

Les vitesses sont aléatoires, typiquement selon une loi I' discrétisée.

e sites a vitesse variable (on/off, modéles «covarion» de Fitch (1971),
Tuffley & Steel (1998), Galtier (2001)).
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Covarion 71: un modeéle ad hoc.

e une certaine proportion ¢ des sites sont variables,

e aprés une substitution, un site reste variable avec probabilité p (de
persistance)

e s'il change de catégorie, un autre site invariable est choisi au hasard
et devient variable.

Avantage: le nombre de sites variables/invariables est constant au
cours du temps.
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‘ Processus de Markov Modulés I

Les processus de Markov modulés sont des processus d’arrivée d'une
certaine quantité:

N(t) €N nombre d’occurrences d'un processus ponctuel
(mutations, transitions, arrivées d’événements)

N(t) €R quantité de fluide/d’'information (bits, octets)
arrivés a un élément de réseau

N(t) €R quantité de «temps» écoulée
(vidéo, temps-CPU, biologie,...)

lls utilisent un processus markovien «caché» (environnement).
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lls constituent une famille de modéles pour lesquels on arrive a

e modéliser des processus complexes (rafales, dépendances dans le

temps),
e faire du calcul stochastique: distributions, files d’'attente,

asymptotiques...
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‘ MAP: Markov Arrival Process I

Soit {X(t);t € R} une chaine de Markov en temps continu dans un
espace fini.

{N(t);t € R} compte le nombre de transitions de X dans [0, [.

10
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‘ BMAP: Batch Markov Arrival Process I

Aussi nommé «N-process» (N comme Neuts), processus «versatile»
modulé par Markov.

{(X(t),N(t));t € R} est un chaine de Markov en temps continu dans
£ X N dont le générateur a la structure:

Do Dy D, ...
0 — Do D, D
- Do D
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On peut avoir

e des changements de phase + — j sans arrivée, avec taux (Do)i,j

e |'arrivées d'un groupe (batch) de taille £ sans changement de la
phase ¢, avec taux (Dy);

e changement de phase et arrivée d'un groupe de taille k£, avec taux
(D), -
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‘ MMPP: Markov Modulated Poisson Process I

Soit {X(t);t € R} une chaine de Markov en temps continu sur un
espace fini £.

Soient \; > 0 des taux d’'arrivée, pour chaque 7 € £.

On suppose que les arrivées ont lieu selon un processus de Poisson
d'intensité Ax(;): intensité \; dans les intervalles ou X(t) = .

10
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C’est un cas particulier de processus BMAP, pour lequel

e les arrivées se font un par un: D, =0, k > 2;

e les changements de phase ne provoquent pas d’arrivée

Cas particulier, le processus IPP (Interrupted Poisson Process): )y =0,
A= A\

Et le processus de Poisson non interrompu:

i = A Vie& .

MMPP 15



‘ MMRP: Markov Modulated Rate Process I

Soit {X(¢);t € R} une chaine de Markov en temps continu sur un
espace fini £.

Soient r; (> 0 en général) des taux d’arrivée (accumulation, déplétion),
pour chaque i € £.

On suppose que les arrivées ont lieu selon un processus fluide de débit
rx(t), C est-a-dire d'intensité r; dans les intervalles ou X(t) = .

Soit N(t) la quantité de fluide arrivé a la date t¢:

dN
E(t) = TX(@) -
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Exemple. £ a trois états, r3 =0, 0 < ry < ry:

>

1 2 A(t)

. 1 1N I
L

—t+

MMRP



‘ Sources On/Off I
Processus On/OfF:

e alternance de périodes On et Off, de durées IID (deux distributions)
e pendant les périodes On, un processus fluides (débit constant) ou

discrets (Poisson ou périodique).

— bon modéle de téléecommunication voix/vidéo numériques, ainsi
que sources TCP, etc.

LI s B B o |

On/Off
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— processus de renouvellement alterné.

MMPP, BMAP, etc ont tous des durées exponentielles. On/Off peut
avoir des durées non-exponentielles (en particulier, queues lourdes!).
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‘ Superposition de sources I

Si on superpose plusieurs sources Markov-modulées, le processus
résultant est toujours Markov-modulé.

Les matrices (générateur et taux) s'obtiennent comme des sommes de
Kronecker.

Produit de Kronecker de deux matrices A (n xn) et B (m X m): une
matrice nm X nm avec

AllB ce AlnB
AR B = : ;
AqB ... A,.B
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Somme de Kronecker:

AeB = A ® Im) + I(n) ® B

A’I’L'I’L

Bl

Bl

Bin 1

Bonl

Superpositions
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Exemple: pour deux chaines de Markov {X(?)} et {X5(¢)}, on a:

A %
A
] ——» 2 1
1/ A;/ _I_a 1G] - o 8 « 8 « 16,
1A

(—Aano\
O — |0 a O
_OA _A 0 @ —o o B vy 0 —10 0 «
a5 B B 3 0 0|— X 0
0O 8 0|0 — pu
\005u0—/
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‘ Résultats pour les chaines de Markov Modulées I

Pour ces processus, on connait

e des formules pour les transitoires (équations différentielles,
transformées de Laplace, décompositions spectrales)

e des asymptotiques

e des principes grandes déviations.

Résultats 23



‘ Modulation des vitesse et algebre de Kronecker I

Le site Z évolue sur un alphabet selon un processus de Markov de
générateur infinitésimal M = (my).

Son «environnement» X évolue selon une CMTC de générateur
G = (gij)-

Quand X est dans I'état i, la vitesse de Z (taux de transition) est
multipliée par v;.

Le générateur du processus (Z(t), X(t)) a pour transitions:

(i,a) — (7,b) avec taux mgpv;
(¢,a) — (j,a) avec taux g;;
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Sous forme matricielle (par blocs):

viM + g4l g12l g1kl
_ g21l voM + goal g2k
Q o H L.
gkl 9Kl oo VxkM 4+ gr Kl

Et en utilisant le produit de Kronecker:

Q=G +V M.

V = diag(vy,...,vk) -
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Pour calculer th, une méthode est de diagonaliser Q. On doit trouver
ses valeurs propres et vecteur propres. Ayons |l'idée de prendre x et y
tels que

M = Az
y = (az,...,anT) = a @ T .
Alors
yQ = @®2z) (G I +V e M)

= aGRzl + aVRxzM
= a (G+ V) ® x .

Il suffit de prendre a tq a(G + A\V) = pa pour que yQ = uy.
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‘ Algorithme de diagonalisation I

Donnée: un générateur infinitésimal Q résultant de la modulation
d'une matrice G par des vitesses vy, ...,V

Q=G I1I +V o M.

Résultat: les valeurs propres, vecteurs propres droits et gauches de Q
(= diagonalisation de Q)

Algorithme de calcul 27



Algorithme:

e Trouver les éléments spectraux de G:

e Pour chaque 7, trouver les éléments spectraux de G + \;V:

— (/Lij;aij,b@'j) 1= 1..K, j =1..N .

e Former les éléments spectraux de Q:

— (,uij; ai; & CC,L',bZ'j ® yz) 1= 1K, ] = 1..N .

Algorithme de calcul
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Complexité:

e soit NV la taille de I'alphabet, K le nombre de vitesses
(N =4,20,61, K =4,10,...)

e |la matrice Q est de taille NK x NK

e la diagonalisation directe est en O(N*K*)

e I'algorithme est en O(K* + KN*) .

Le stockage des matrices entiéres n'est méme pas nécessaire.

Algorithme de calcul
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