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���� ������� �� ������� �� ��� ���������� �� ������ ������ �� ���������� ���������� �������� ��
���������� � ���������� �� ��� ������� ����� ����� ��� ����� �� ��� ������

�� �� ���������� ���� ��� ��������� ������� �� ���������� ������������ �� �� ������� ����������
�� ����� ��� ���� ����� ���� ��� �� ��������� �� ������ ������ ��� ������� ���� �������� �� ���
������������ �� ���������� ����

• ��������� ��� �������� �� ���� ������ �������

• ������ ������� �� ��� ������ �������� X(n) ��� �������� ��� ������������ πn�

• ������ ������� �� ��� ���������� ������������� ���� ����� ���� �� ���������� ������

• ������ ������� �� ����� �� ������ ��������� (X(n), X(m)) ��� �������� ����� ������������
����� ��� �������� ������� �� ��� ������ ��������

• ������ ������� �� �������� ������ ���� ��� ��� ���� �� ����� �� ����� � ������� ���� �� ��� �����
������ �������� ������������� �� �������� ���� �������� �� �������� ��������� �� ��� �������
������

• ������ ������� �� � ����� ������ ��� ������ ����������� ����� ��� �����������

��� ���� �� ������������� ������ �� ������� ���� �� ������� ���� ���� ��� ������� �� ����������
��������������� ������ ��� ��������� �� ���� �� ������� ���� �� ���� ������� �� ������� ��� ������
���� ������� ��������� ��� �������� �� ��� ����� ������ �� �������� ������ ������ ���� ������ ��
������� �� ��� ����� �������� �������� �� ������� ���� �� ����� ��� ������� �� �������� ����
���������� ������������� �� ������ �������

��� ���������� �� ������������� ������ ������

��� ���������� �� � ���� �������� �� ���������� � ����� �������� �� ������ �x[0]� x[1]� � � � � x[N ]�
����� �� ����������� ��������� �� ��� ������� {X(n);n ∈ N} ����� ���������� ����� �������� �� ����

��� ���� �� ��� ������� ��� ��� ���������� ������ P� ��� ��� ������� ����������� ������������ π0�

��



�������� ������ �������� � ������� � ��

�� ��� ����� �� ��� ���������� ����� �� ��� �������� �� �������� �������������� �� �������� �� π0�
����� ��� n �������� ������������� �� �� ����������� ��� ��� ����� �� E � �� ��� ����� ����� �� ����� ��
�������� ���� ��� ����� � ��������� �������� ���� ���� �� ��������� �� ������� ���� ��� �i ������ ���
������������ ������������� �� ���� i �� ��� ������ P� � ������ ����� ����� ���� ���� ������������
����������� �� � ���� ���� ����� i� ��������� �� ��� ����� �� ��� ������ ������

��������� � ��������� ��� ������� �������������� �� � ���������� ��� ����� �� ���� ����������
��� ��������� N �� ��� ������ �� ���� ����� �� �� ���������� �� �������� �� ��� ������� ����� �� ��
������ ��� ������� �� �������� �� ��� ����������� �� ������� ���� ��� ������� ����� ���� ������ ��
�������� �� �� ����� �� �������� �� ���� ����������� ���� ������ �� ���������� �� ��� �������
������ ����� �� � �������� ���������� �� ����� �� �� ��� ������ �� ����� ��� ��������� �� ���� �����

��� ��������� ������� ��� ��������� �� � �������� ��������������� ���� �������� � ��������
������������� ����� ������� � ������ �� ���� ������������� ���� �������� ��� ��������� �� �����������
����� �������� ������ ���������� �� �� �������� �� �� ��� ����� ������� ���� ���� ���� ��������
�� ��������� ������ � ����� ������ �� ������ �� �� ��������� ��������� ���� �� �� ��������� ��� ������

��������� �� ���������� �� � ����

����� � ���������� ������ P� �� ��� ���� �� n ������������� �i� i ∈ E
����� �� ������� ������������ π0

����� � ���� ������� N ∈ N
������� � �������� �� N + 1 ������ x[i]� 0 ≤ i ≤ N
�����

x[0] ← ��������������(π0)
��� n ���� � �� N ��

nextDist← �x[n−1]

x[n] ← ��������������(nextDist)
�� ������ ���� ��� ���������� �� ������ x[n]

�� ������ ���� ��� ���������� �� ��� �������� x[0 : N ]
������ x[0 : N ]

�� ��� ���� �� ��� ���������� �������� �������� ����� ��� ���������� �� ��� ���������� ������
������ ������ ���������� ��� �� ����������� ������������� �������� �������� �� ������� �� ���������
���������� ��� ������� ��������� �� ������� ���� ���������� �������� ���� ��� ���� ������ ���������
x[n] �� ��� �������� �������� x[0 : N ]� �� ��� �� �������� ��� ��� ��� ������ ��� ����� ����� ��
���� �� ��� ��� �������������������� �� �� ��������������� �� ���������� �� �� �������� �� �������� ����
������� ��� ������ x[n]� ���� ��� ������� ��� �� ������� ���� ��� ������ �� ��������� ������� ��
������� �� N �� � ����� �������

��� ���������� �� ��������������� ������ ������

��� ���������� �� � ���� �� � �������� ����� E �� � ������������������ �������� �� ����� ���� �� ���
��� ��������� �� ������ ���� ��� ���������� ������� ������ �� �������� �������� �� ���� ����� ���� �
������ ������� {Tn;n ∈ N}� ����� ���� �������� �� ���� �� �������������� ��� ����� �� ��� ��������
Tn ��� �� �� ������� ��� ����� ���������� �� �� �������� ���� ��� ���������� �� �����������������

������� ���� �������� �� ����
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���� �� ������������ �� ��� ����� ���� �� ������ ����

�

�

�

T0 T1 T2 T3 T4 T5

t

X(t)

������ ���� ��� ���������� �� � ������� ����

��� ������� �� ��� �������� �� ���� �� ��� ����������� �� ������ ������ ��������� �� ��� ���
���������� ��������� �� ��� ������ ��� ���� ������� �� ������� �� � ������ ������������� �� ����
�������������

����� ������������ ��� ��� ������������ �� ����������

��� ������ �� ��� �������� �������� �� ��� ���������� ��� ������ ���������� ����� ��� ������ �������
����� �� ��� �������� ������� �� ���� ��� ��������� ����������� �������

������� ���� �������� � ���� ���� ��������� Q ���� ��� �������� ����� ����� E� �����
�� ��� ������� ���� �� ����� i �� � ������ �������� ���� ����������� ������������ ���� ���������

νi := |Qii| = −Qii� �������� ������� ����� ��� ����������� ������ ����������

��� ��� ����������� ���� ��� ������� ����� �� ����� j ����� ��� ���� �� ����� i �� Qij/νi� ��� ��������
���� ������ ��� ����������� ���� ��� �������� ��� ��� ����������� �� ������� ������

���� ������ ������� ��� ����������� ��������������� �� ��� ������� ������ ��� �� ������� �������
������ ������������

• ��� ������� ������� ���� �� ����� i �� mi = 1/νi�

• ��� ����������� �� ����� ���� i �� j �� pij = Qij/νi�

����������� ��� ��������� ����� ���� ��� ���������� ��������� �� ������� ��� ��� ������ ����
�������� � ������ �������������� �� ��� ������������ ��������� Q �� � �������� ���� � ����������� ��
��� ����� �� ���������� �� ������� ��� ���� ��������������

������� ��� ������������� ���� �������� � ���������� ������� �� ���������� ����� {X(t), t ∈ R+}�
������ ��� ��������� ����������� ���� X ������ ����� i�

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

� �� ����� �� ���� ����� � ������ �������� ���� ����������� ������������ ���� ��������� τi�

� ���� ����� ��������������� �� ����� j �= i ���� ���� ����������� pij�

��� �� ���� ���� ����� ��� ��������� ��� ����������� ������ ����������
���� ��� ������� {X(t), t ∈ R+} �� � ���� ����� ������������ ��������� Q ���

Q(i, i) = − τi Q(i, j) = τi pij , i �= j .

����� �� ������� �������������� �� ��� ��������� �� ������ ������� ����� �� ������ �� �������
���������� ����� ����������� ��� �������� �� ������� ������ ���������

������� ��� ������������� � ��� �������� � ���������� ������� �� ���������� ����� {X(t), t ∈
R+}� ������ ��� ��������� ����������� ���� X ������ ����� i�

� � ��������� ���������� �� ����� j ������ ����� ���� ������ ���� Yij ������������� �����������
���� ��������� νij� �� �� �������� ���� νij = 0� �� ����� ���� Yij = +∞�

� ��� ������� ���������� ����� �� ����� i ��� � �������� ����� �� minj{Yij}� ���� ����� �� ���
����� k ����� �������� ��� ��������

��� �� ���� ���� ��� ��������� ��������� Yij ��� ����������� ������ ���������� �� �� ���� ������� �����
j νij <∞� ��� ��� i�

���� ��� ������� {X(t), t ∈ R+} �� � ���� ����� ������������ ��������� Q ���

Q(i, i) = −
�

j

νij Q(i, j) = νij , i �= j .

��� ���� ���� ���� ������ ������������ ������� �� � ���� �� � ����������� �� ��� ���� ����
��� ������� �� ����������� ������������� ����������� ������ ��������� �� ����� �������������
������������ ��� ������� ������

��������� �������� ����� ��� ��������� ���� �� �� ������� �� ������� ������

Q =



−0.3 0.3 0
0.6 −1.2 0.6
0.3 0.6 −0.9


 .

��� ���������� ������������� �� ������������ �� �������� ���� ����

τ =




0.3
1.2
0.9


 , P =




0 1 0
1
2 0 1

2
1
3

2
3 0


 .

���� ���� ���� ������ P �� ���� �� �������� ��� ����������� ���������� ������ �� Q�
�������� ��� ��� ����������

Q =



−2α α α

0 −β β
γ 2γ −3γ




������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��� ���������� ������������� �� ������������ �� ����

τ =




α
β
γ


 , P =




0 1
2

1
2

0 0 1
1
3

2
3 0


 .

����� ���������� ����������

�� �� ���� ���� ������ ��� ������������ �� � ���� ��� ������ �� � �������� �� ��������� �����
X(t) �� ��������� ���� � ������������������ �������� �� ������������ ����������� �� � ��������
{(Tn, Xn);n ∈ N} ������ 0 = T0 < T1 < . . . ���� �� �����������

X(t) = Xn , ��� ��� t ∈ [Tn, Tn+1) .

���������� ��� ���� �������� �� ��������� � ����� ������� �� ���� �� ������� ���������
�� �� ��� ���� �� ����� � ���������� ���� ��� � ������� ���� �������� ���� ������ ��� ��

�������� �� ��� ���������� �� �� ���������� ����� �� ���� �������� ����������
������������ ��� ��� ������� � ������� ������ �� ����������� N �� �� ���������� �� ���� �����

��� ����� �������� �� ��� ���������� ���� ��� �� ����� �� ��������
��� ���� ���������� ���������� ��������� �� �� �������� �������� ���� ��� �������������� ��

������� ��� ��� ������������ ��� ��� ����� ������ ������ ��� �������� �� ��� ����������
������������ ����� ������� ������� �� ������������� ����������� ������ ���������� ��� ���������������
����� ������� ������� �� ���� �������� ������������� ��� �������� ����� ��� ����� �� ����� ��� �����
������������

������� ����������� �� �� ��� �������������� �� ������� ��� ���� �� � ������ ���� �� � �������
������� ��� � ���� ���� ������� ������ � ��������� ν �� ������ ����� �������� ��������� �������
���� ������ � ���������� ������ Pν = � + ν−1Q� ��� ���������� �������� �� ������� �� �������
��������������� � ������� ������� ��� ��� ���� ���� ���������� ������ P� ���� �� ��������� ��

���� �������������� ������ �� ����� �� ��� ��������� ����� �� ��������� ����� ��� ����� ��
�������� ���� ������ ���� ���� ��� ��������� �� ��� ������������ ���������� ��� ����� i �= j�

P(X(t+ δt) = i | X(t) = i) = 1 − τiδt + o(δt)
P(X(t+ δt) = j | X(t) = i) = Qijδt + o(δt) .

��� ���� �� ���� �� ����� δt ������ ������ ��� ��������� ���������� ������ �� X(mδt)� m = 0, 1, 2, . . .�
����� ���� X(mδt) = i�

• ���� X((m+ 1)δt) ��������� �� ��� �������� ������������

P(Y = j) = δtQij , i �= j, P(Y = i) = 1− δtτi .

�� ���������� ������ ����� ��� �� �������� ������ ���

• ���� � ������ B �� � ��������� ������������ ���� ��������� τiδt� ���� ��� ���� ���� P(B =
1) = τiδt ��� P(B = 0) = 1− τiδt�

• �� B = 0� ��� X((m+ 1)δt) ← i�

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��������� �� ���������� �� � ����

����� �� ������������ ��������� Q� �� ��� ���� �� ���������� ����� τi� i ∈ E � ���
������������� �i� i ∈ E

����� �� ������� ������������ π0

����� � ���� ������� T ∈ R
������� � ������ �� ������ N
������� � �������� �� N + 1 ���� �������� T [i]� ��� ������ x[i]� 0 ≤ i ≤ N
�����

T [0] ← 0
x[0] ← ��������������(π0)
N ← 0
������

N ← N + 1
sojournT ime← ������������τx[N−1]�
nextDist← �x[N−1]

T [N ] ← T [N − 1] + sojournT ime
x[N ] ← ��������������(nextDist)
�� ������ ���� ��� ���������� �� ������ T [N ], x[N ]

����� T [N ] ≥ T �
�� ������ ���� ��� ���������� �� ��� ��������� T [0 : N ]� x[0 : N ]

������ N � T [0 : N ]� x[0 : N ]

��������� �� ���������� �� � ���� ������� ��������������

����� � ����������� ������������ ��������� Q� �� ��� ���� �� � ���� ν ��� n ����������
������������� �ν

i � i ∈ E
����� �� ������� ������������ π0

����� � ���� ������� T ∈ R
������� � ������ �� ������ N
������� � �������� �� N + 1 ���� �������� T [i]� ��� ������ x[i]� 0 ≤ i ≤ N
�����

T [0] ← 0
x[0] ← ��������������(π0)
N ← 0
������

N ← N + 1
sojournT ime← ������������ν�
nextDist← �ν

x[N−1]

T [N ] ← T [N − 1] + sojournT ime
x[N ] ← ��������������(nextDist)
�� ������ ���� ��� ���������� �� ������ T [N ], x[N ]

����� T [N ] ≥ T �
�� ������ ���� ��� ���������� �� ��� ��������� T [0 : N ]� x[0 : n]

������ N � T [0 : N ]� x[0 : N ]

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

• �� B = 1� ���� ���� X((m+ 1)δt) ��������� �� ��� �������� ������������

P(Y = j) =
Qij

τi
.

���� ��������� ��� ��� ���������� ������ �� ����� ���� �� ����������� ����������� ��� ��������
�� ������ �������� ���� ��� ���� ��� ����� ������������ �� ��� ���� ���� ��������� Q� ������� ��
�������� ���� ����������� ������������� ����� δt ��� �� �� ������ ���� ������ ��� ������� ����
����� i ��� ���� ����� ���� ����� i� ��� ���� ������� �� ��������� �� ��������� ��� �������� ��������
δt ���� �� ������������� ����������� ������ ����� ���� ������� �������� δt� ���� �� �������� ����
���� ��� ����������� ��������� �� ��� ������ ������� �� ��������� �� ���������� ��� ������� �����
���� ��� ���� ������ �� ���������� �������� ��� ������� ����� �� ��� �������� ������� ���� �� ����
��������� � ����� �� �������� ���� ��������� ������ ����� �� ����� ������ ����� �� � ���� ����
������ ��� ��� ����� ���������� � �� ��

��� ��������������� ����������

���� ��� ����� ����� E �� ���� ������ �� ���� �������� ��� ���������� ���������� �������� �� ���
�������� ������� ������ �� ����� ������� �� ���� ��� �������� ���� ���� �� ����� �������� ���
������� ����� ��������� � ������ ���� �� ��� ����� �� #E � ��� ���������� �� ���� ������� �� ����
���� ������� �� ��� �� ���� ��� ������ �� ��� ���������

�� ��� ����� ����� ���� ��� ���������� ������� �� � ����������� ���� ��� � �������� �� T �������
����� T �� ��� ���� ������� ��� ������ �� ������������� �� �� ������ ���� ��� ������� �� ���
������ �� ��� ����� �������� � ������ ������ �� ������ ��� ���� ������ ��� ����� ����� ������ ��
������� �� �� ����� �������� �� ����� ������������� �� ��� ���� �� ���� �������� �� ���������� ������� ��
������� ��� �� �������� ���� � ������� ��� ������� ���� ���� �� ���� �� ���������� ��� ���������
�� ���������� ����������� �� ������� ������

����� � ������� ����� �����

��� ��������� ����� �� �������� ���� ��� ���������� ����� ����� �� ����������� ��������� �� ��������
�� �� ����� ���� �����

�������� � ��� �� P ������������ ���� �� ���� ��� � ������ ����� �� �� ������� �� {−1,+1}� ���
����� �� �������� k ∈ {1, . . . , P} �� ������� ���� σk� ��� ������ σ = (σ1, . . . , σP ) ������� ���������
��� ����� �� ��� ������ �� ���������� ��� ����� ����� �� ���� ������ �� E = {−1,+1}P � �� ��� 2P

���������
��� ��������� ��� ������� �� �� �������� �� ���� ��������� ������������� ���� ������ �����

��� �� ������ ������ ���

E(σ) = −
�

i,j

Aijσiσj −
�

i

Biσi , �����

����� ��� ������� Aij ��� ����������� �� �������� ���������� ��� Bi ��������� ��� ��������� �� ��
�������� ���� ������ ��� ��������� �� ��� �������� ��������� ������� �� ��� �������� ������� ���
���������� �� ���� ����������� �� �� �������� ���� ������ � ������� ������ Aij = 0 �� d(i, j) > R�

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��� �� ������� ��� �������� �� ��� ������� ���� �� ��������� ����� ���� ��� ������� ����� �� σ�
��� ���� ����� �� ���������� �� �������� ��� ��������� ������

• ������ ��� ��� C �� ��������� ����� ��� ��������� ��� � ������ �� ���������� ������ ��� ��������
��� �������� ����� ��� ����� ���� ��� �� ����������� ��������� �� ��� ����������� �� ���
������

���� �� ������ ��� ��������� ��������� �� ������ �� ��� ��� {1, . . . , P} ����� �� ��� ���� ����
�� ����� ����� �� �� ������ ��� �������� �����������

���� �� ������ ���� ��������� ������������� ���� ���� ����������� p�

• ��� ���� �������� k �� ��� ��� C� ������� ��� ��������� �� ������ ������� ��������� �������

σ+
k = (σ1, . . . , σk−1,+1, σk, . . . , σP ), σ−

k = (σ1, . . . , σk−1,−1, σk, . . . , σP ),

���� ���
ΔkE(σ) = E(σ+

k )− E(σ−
k ) .

���� ��� ��� ����� �� σk ���

+1 ����
e−βΔkE(σ)

e−βΔkE(σ) + eβΔkE(σ)
, ��� −1 ����

eβΔkE(σ)

e−βΔkE(σ) + eβΔkE(σ)
.

��� ��������� β ≥ 0 �� ������� �� ��� ����������� �� ��� �������

���� P �� ������ ���� ��� ���� ��� ����� ����� �� ��� ����� �� �� ������ �� ��� ������ �� �������
���������� �������� ����� ��� ����� �� ��� ������ ��� �� ����� �� P ����� �� �� ��������� ��������
�� �������� ��� ����� ������������� ��������� � ���� �����

��� ��������� ����� ��� ���������� ����������� ��� �������� ���������������������� �������
��� ������� ������������� ��������� �� ��� ������� �� ��� ����������� ���� ������������ ��� ��
��� ������� ����������� ���� ���������� ������ �� +1� �� �� −1� �� ��� ��������� ���� ���� +1 ���
��� ���� ���� −1�� �� ��� ������ ������������ ���� ���� �������� ���������� ������� ����� ��������
������� ���� ���� ����� ������������

��� �������� ������������������ ���������� ���� � �� ���� � ������
��� �� ��� �������� ��� ����������� ���������� �� ���� ����������� ������� ��� ���� �������� �

������ O(P 2) ������ ������ ����������� �� ����� ��� �������� ������ �� ���� ������ �� �������
��� �� ������� �� ��� ������ �� ������� ���� ��������� ������ ��������� �� ��� ����������� ��� �
����� ������ ��� ������ ��� ������� ��� �� ������� ������� �� ��� ����������� ����� ���� �������
����� ���� �� ��� ��������� Aij = �{d(i,j)≤R} �� Aij = γd(i,j)� �� ���� ����� ��� ������� �� � ��� ��
��������� ���� ����������� ��� ��� ���������� ��������� ���� ����� ��� ������� ���� �������� Aij

���� ������� ��� ���� ������������ ����� �� ��� ������ B�
�� ����� �� �������� ��� ����������� ���� �������� �� ��� ����������� ������� ���� ��� ����

���� �������� � ������� ������ �� ��������� ��� ��������� ��� ��� ���� �� ����� ������������ ���
���������� ����� ���� �� ������� ��� �������� �� ��������� ����� ���� �� ��� ������ �� ���������
�������� �� � ������ ������� ��������� ���� P ����������� ������ ������ ������� ������� �� ���
�������� ��� ������������ �� ��������� ��������� ���� ������� p× P �

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��������� �� ���������� �� ��� ������� ����� �����

����� ��� ������ �� ��������� P � ��� ����������� ��������� β
����� �������� ���������� Aij � ���� ���������� Bi

����� � ���� ������� N ∈ N
������� � �������� �� N + 1 ������ x[i]� 0 ≤ i ≤ N
�����

x[0] ← ����������������������

��� n ���� � �� N ��
C ← ������������������

������� k ∈ C ��
������� δ ← ΔkE(x[n− 1])
p← e−βδ/(e−βδ + eβδ)
U ← ����([0, 1])
�� U ≤ p ����

x[n]k ← +1
����

x[n]k ← −1

������� k �∈ C ��
x[n]k ← x[n− 1]k

�� ������ ���� ��� ���������� �� ������ x[n]
�� ������ ���� ��� ���������� �� ��� �������� x[0 : N ]

������ x[0 : N ]

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��� ���� �������� ��������� ��� ����� �� ΔkE(σ) ���� �� ��������� σ ����� ��� ������� ������
������ ������������� ���� �� ��� ��������

ΔkE(σ) = − 2


�

i�=k

(Aik +Aki)σi + Bk


 . �����

��� ������ �� ���������� ������ �� �������� ���� �� O(P )� ���� �������� ���������� �� � �� �������
��� ������ ��� ���� �� ��� ������������ �� ���� �� �������� ����� ���� ��� ������������� ���� ���
����� �� P �� N � �������� ��� ����� ������������� ���� ��� ���������� N ����� �� ���� ����� ��
O(NP ) ��� ���� �� ��� O(pNP 2) ��� ���� �� �� ��� ���� �� ����������� ������������� ���� ��� ��
������� �� O(N) ��� O(pNP ) �������������

�� � ���������� ��� ���� ���������� �� ��������� ���� ������������� �������� ���� ���� �������
���� ������� ��� ����� ���� ��� �� ���� ���� ������ �� �����������

• ������ ������ ��� ������ ����������� �� ������� �������� � ������ �� ������� �������

�� ���� ����� ������ ���� �������� ��� �� ���������� �� � ��������� ������ ��� ��������� �����
����� ��� � ���� ���� ����� ������������� ���� ��� ������ �� ���������� �������

• ��� ����������� �� ���� � ����� ������� ������ ���� ���� ��� �� ���������� ����������� �����
������ ������� ������������ ���� ���� ���� �� ������ ���������

�� ��� ������� ������ �������� ������ ������� ��� ������ ��������� ������� ���� �� ��������
������ �� ��� ��������� �� ��������� ����� ��� ������ ����� �� ���� ����� ��������� ��� ��
������� ������������ �� �� ���� ��

• ��� �������� �� ��� ������ ��� �������� ��� ���������� ������ �� � ������������� ����������
����������� �� ������ ������� ��� ������� ���� ����������� �� ��������� ��� �� �����������
������������ �� ��� ������ �� ������ �� ��������� ��� �������� �� ��� ���������� ������ P ��
��� ��������� Q� ���� ��� ��� ������ �� �� �������� ��� ����������� �� � ����������

• ��� ����������� ���� ������ �� �������� ���� � ����� ����� ���������� �� � �������� �� ���
������ �� ���������� ������� �� ��� ����� �� �� ������ �� ���������� ������� ���� ��� ���� ��
��� ����� ����� �� ��� ������ �� ��������� ����������� ���� ��� ������

���� �� ������������ �������� ��� ������� ����� ����� ���� �� ������� ����� �� � �������� �����
������� �� ����� ��� ����� ���� ��� ����� �� ���� ����� �� ����� ������ ��� ���������� ������
�� � ���� ������� �������� ��� ���������� ���� �� ������������ �� ��� ������ �� ��� ������ ��
���������� ���������� ������� ����������� ����������� �������� ���������� �������� �������������
���� ���������� ��� ���������� ������� ���� ��� ����������� �� ���������� ������������� �������
��� ���������� �������� ���� �� ��������� �� ��� ��������� ����������� �� ������ ���� �� ����
�������� ����� ����� �� � ������� ������� ������ �� ��������� ���� ���� ���� �������� ������
������� �������� ��� ������� �� ������ �������� ������� � ������������� ����� ������ ��
������ ��������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������ ���� � �������� ����

��� �������� ���� ���������� �������������

�� ���� ������������� ��� �� ���������� �� ��������� ������� �� ��� ���������� ������������ �� ����
����� ������ ������ ������� �����������

���� ��� ����������� ���������� ������ �� ��� ����� �� ������ ��� ������� ����� ��� ����� ���
��������� ������ ��� ��� ����������� ������� �� ����� �������� ���� ��� ������

�� ����� ������������� � ������������ �� �������� �� ������ ��� ��� � ������ ������ ��� ���������
�� ���� �� ����� � ������ ����� ��� ��� ���������� ������� ���� ���� ��� ����� ������������ �� ���
���������� ������������ �� ��� ������ ������� �� ���� ������������ ��� ���� �������� �� �����������
������� �� ���� �������� ��� ������ ����������� ������ ������ ������ ��������

����� ������� ����������

��� ������� ���������� ������ �������� �� ����� ��������� � ���� ��� ���� ������� N ������
������� �� ���� ��� ������������ �� x(N) ���� ��������� �������� ������� �� ���� ������������� ��
����� ������ �� ��� ���������� ������������� ��� �������� �� ��� ������� �� ������ N �

������� ��� ���������� ���� ���� ���� �� ������ �� ��� ����� �� ����������� ��� ��������� ����������
�� ��������� �������� ������ ���� ���� ��� �������� ������� πN ��� ��� ���������� ������������ π
��������� �������������� ��� ��������� ��� ������� �� ��� ������ ���������� |λ2| �� ��� ���� ��
��������� ������ ���� � ����� �� ���� ����� �� ������ ��� ρ �� ���� ���� |λ2| < ρ < 1� �����
��������� �� ������� �� �����

||πN − π||∞ ≤ C ρN ,

��� ���� �������� C ����� �� ������ ����� ��� �� ��������� ����� ����� ����������� �� �� ��������
�� ��������� N(�) ���� ���� ��� �������� �� ���� ���� �� �� ������ �� �����

N(�) =
�

log(�/C)
log(ρ)

�
.

�������� ��� ������� �� |λ2|� ��� ������ ��� ������������ ��� �������� 1 − |λ2| �� ������ ��� ��������
��� �� ��� ���������� ������� �������������� �� �� ����� ���� ������� �� ������ ��� ����� �� |λ2| ��
���� � ���� ����� ����� ρ ���� ������������� � ����� ����� �� ��� �������� �����

�� ��������� ��� ����� �� ��������� ����������� � ���� ����� �� N � ����� ����� �� ����������
���������� ������� ��� �������� �� ��� ���������� ��� ��� ��������� �� ��� ������������� ���
��������� ����� ���� ����������� ����� ��� ���������� ��� ��������� ������������ �� ���� ������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

�������� �������� �� ��� ������� �� ���� ������������ ���� ��� ���� �� ������ ���� ���� N ��
���������� ��� ��������� ���� ��� ������ ���� ������ ������������ ��� ��� ����� �� N ��� �� �����

����� �������� ����������

��� ������ �� ��������� ����������� ������ �� ������ ������� �� ��� ����� ���������� �������������
�� ������� ���� ���� ���������� ��������� ���� ��� ���� ����� �� ������� �� ��� ������ �� �������� ��
�������������

�� ��� ����� �� ���������� ��� ���� ������� � ���� ����� �������� �������� ��� ������� ����
���� ��� ��������� ���������� �������

P =




0 1/2 1/2
3/4 1/4 0
1/6 1/3 1/2


 . �����

���� ��� ��������� ��� ��������� �� ���� ������ ����� ���� ��� �������� ��������� �� �� �� ���������
�� ������ ������� �� ��� ���������� ������������ ������������� �� ��� ������� ����� i� ���� ��� ������
�� �������� �� ������������ � �������� ϕi(u)� ��������� �� � ���� ��������� u ∈ [0, 1]� ���� ���� ��
U ∼ ����([0, 1])� �����

P(ϕi(u) = j) = pij .

���� � ������������ �� ������ ��������� ��� �������� ���� ��� ����� ��������� �� �� �������� ������
����� ����� �� ���� � �������� ��� ���� ������ �� ���� �������� � �������� Φ : [0, 1] × E ������ ���
Φ(u, i) = ϕi(u)� ��� ��� ���� u� ���� �������� �������� ��� ������� �� ������� ϕu(i) : E → E : i �→
Φ(u, i)�

u

i

�

� � � �

� �

�

�

1/2 3/4

�

�

�

0 111/12

ϕu =





(3, 1, 3) �� 0 < u ≤ 1/2
(2, 2, 2) �� 1/2 < u ≤ 3/4
(2, 1, 1) �� 3/4 < u ≤ 11/12
(2, 1, 2) �� 11/12 < u ≤ 1�

������ ���� ��� �������� ������� Φ(u, i) ��� ��� ������ P �� �����

������ ��� ���������� ���� � ������� ��� ������ P� ��� ������� ϕu �������� ��� ��� ��������
������ �� u �� ���� ������� ����������� �� ��� ������ (ϕu(1), ϕu(2), ϕu(3))�

����� � �������� Φ(·, ·)� ��������� � ��� �� ����������� �� �� ��������� ��
������ ��� ��� ������ �� ��� ������� ������ ��� ������ ������ �� ���������� �� ���� ��������� �� ���

����� �� ��� �������� ����([0, 1])� ������ ���� ������ ��� ��������� �� ��� ���������� ��� ��������

����� �������� ����������� ������ ��� ���� ����������� �� ��� ������ ��������� �������� �����

�������������������������������������

������� ���� �������� �� ����
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��������� �� ������� ���������� �� � ���� ����� ������ ��������

����� � ���������� ������ P� �� ��� ���� �� � ������� Φ : [0, 1]× E → E
����� �� ������� ������������ π0

����� � ���� ������� N ∈ N
������� � �������� �� N + 1 ������ x[i]� 0 ≤ i ≤ N
�����

x[0] ← ��������������(π0)
��� n ���� � �� N ��

U ← ����([0, 1])
x[n] ← Φ(U, x[n])
�� ������ ���� ��� ���������� �� ������ x[n]

�� ������ ���� ��� ���������� �� ��� �������� x[0 : N ]
������ x[0 : N ]

�� ������ ������� (U1, U2, . . .) ������� �� �� (0.3, 0.8, 0.9, 0.6, 0.2, . . .)� ��� ���������� ��������
�� �������� ϕUj � j = 1, . . . , 5� �� ����������� �� ������ ��� ������ ��� ������������ �������� ���
���� �������� ����� �� ��� ������� ����� ��� ���� ������������ ��� ���� ������������ ��� ��� ��������
(0.2, 0.3, 0.8, 0.9, 0.6, . . .) �� ����������� �� ������ ��� ���������

�� ���� ����������� ��� ������������ ������ ���� ��� �������� ������� ������ ������ ��� ���� �����
� ������� ����� τ = 4 �� ��� ���� ���������� τ = 3 �� ��� ������ ���� ��� ���� ���� ������������ ���
������� ��� τ �� ��� �������� ����� ����� �������� ��� �������� ��� ���������� ���� ��� ������ ��
��� ������� ������ ����� ���� �� ���� ��� �������������� �� ��� ���������� ������������ ���� ������� ���
��� ������� �������� � ������� ���� �� ���� ����� �������� ��� �������� ��� ������ ������ ���� �������
������������� �������� ���� �� ��� ���� �� �������� ����� �� �� ������ ��� ��� ������������ �� X(τ)
���� ����� �� ��� ������ �� ��� �������� ����� ������ �� π� �� ��������� ����� �� �� ������ ���� ��
�������� ��� �������� ���� τ �������

�� ��� ������� �� ���� ����� τ �� ����� ���� ����������� �� ������� ����� ������ ��� �������
���� ����� ����� ����� ���� ����� � ���� u ∈ [1/2, 3/4)�� ���� ����� ��������� ���� ��� ������ ������

����� ��� ������ ���� �������� �� ���� ���� ���� ������ ���� ��� ����� ��� ������������ �� ���
����� �� ��� ���� �� �������� �� ������ ��� ���������� ������������� �� ��� ������� ���� ��������

����� ��� ���� �� ����������� ���� ��������� ����� ��� ������������ �� � ����� �� �����������
(Xm, Xm+1, . . . , Xm+n)� ����������� �� ��� ����� �� ��� ����� Xm� ���� ��� ������ �� m� ��
����������� ��� ����������� ������������� �� (X0, X1, . . . , Xn) ��� (X−n, X−n+1, . . . , X0) ��� ��� �����
���� ���� ���������� ��� �� ���� �� ��������� �� ��� ����� �� ���� t = −n ��� ����� �������� �� ����
��

�������� ���� ��� ���� �������� �� ������ ��� ������� ���� �� ��� ���� ���� ���� ��� ������������
����������� ���� ����� ������ �� ���� t = 0� ���� �� ���� ���� ��������� �� ��� ���������
���� ������� ��� �������� ����� ���� �� ��������� ������ ��� ���������� ���������� ��� ��������� ���
�������� �� ��� ������� ������� ��� ��� �� ��� ��������� ����� �������������� �� �� ���������
���� ��� �������� �������� ������ �� ���� ��������� �� ��� ������ ����� ��� ��� ���� ��� ���������

��� ��������� �� ��� ��������� �� ����������� �� ������ ���� ����� �� �� ������� ���� ��� ��������
�� ������ ������� U �� (0.3, 0.8, 0.9, 0.2, . . .)� �������� ������ ����� τ = 4 ������ ����� 1� 2 ���
4 �� ��� ��������� ��� ���������� ��� ��� �� ��������� ������� �������� �� ���� � �� ������������ ��

������� ���� �������� �� ����
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������ ���� �������� ��� ������������ ��� ��� �������

��������� �� �������� ���������� �� � ����

����� � ���������� ������ P� �� ��� ���� �� � ������� Φ : [0, 1]× E
������� � ������ ����� �� E
������� � �������� ���� τ
�����

������� x ∈ E ��
���������[x] ← x

τ ← 0 ������
τ ← τ + 1
U ← ����([0, 1])
������� x ∈ E ��

�������������[x] ← ���������[Φ(U, x)]
���������← �������������

����� ��� ���������[x] ��� ����� �

������ ��� ���������[x]� τ

������� ���� �������� �� ����
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���� �� ��� ������������ ������� �� ����� �������
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0−1 −2 −1 0 −2 −1 0−3−3

������ ���� �������� ��� ������������ ��� ��� �������

��� ��������� ������� ���������� ���� ������� �������� �� ��������� � ��� ����������� ���������
�� ��� ���������� ������������� ����� �� ������� �� ��������� ���� ��� ��������� ���� ���� �� ��������
���� ������� �� ��� ������ �� ��� ������� Φ� ��� �� ��� �� �� ������� �������������

������� ���� ������ ���� ��� ������ ����� �� ������� ��� ���� ��������� � ����� ���� �����������
�� ���� ��� ������ �������� �� �� �� ����������� ��������� �� π�

��� ��������� ��������� �� ��������� � �� ���� �� ������� ������� �� ��� ����� ���������� ����
���������� ��� �� �� �������������� ��� ���� ������� ��� ������ �� ������ ������ ���������� ���
��������� �������� ��������� ����� �� ������� ��� �������

��� ��������� �������� �� ���� ��� ������ �� ������ �� ����� �� �� ����� ��� ���� �� ��� �����
����� E � ������� ��� ��������� ����� �� ����� ��� ������ �������������� �� ��� ����� �����
����� ���� ������ ��� �� ��������� ����� ��� �������������� �� ��� ������� Φ ��� ���� �������
� ������ ������������ �� |E|� �� ���� ����� ���������� ������ ������� �� �� ������� ��� ��� ������
�� ������ ������ ������������

������� �������� ������� ���� ��� ��������� �� ���� ��� ������� Φ ���� �� ��������� �������
�� ����� �� �������� ������ ������ ������� ��� �� ���� �� ��������� ��� �� ��� ����������� ���� ���
���� ��� ���� ������������� ����� ��������� ���� ��������� ��� �� ������� ���� ���� ������ �����
�������� ������ ���������� �� �������� �������

�������� �������� �� ��� ��������� �� ���� �������� �� �������� ���� ��� ����� ����� �� ��������
���� � ������� ������ ������� ���� ≺� ������ ���� ��� ���������� ���� ����� ����� ��� ������� σ+

���� ������� �������� ��� σ− ���� ������� �������� ���� ����� ∀σ ∈ E � σ− ≺ σ ≺ σ+�� ������
���� ���� ������� Φ(·, ·) ��� �� ����������� ���� ����

∀u ∈ [0, 1], ∀(i, j) ∈ E × E i ≺ j =⇒ Φ(i, u) ≺ Φ(j, u) . �����

��� ������� Φ �� �������� �� ��� ����� ���� �� �������� ��� ������� ����� �� �������

��� �������� ����� ��� ���� �� ������� ��� ������� ��������� ���� �� ��� ���������� ��������� �� ���� ������� ���

�� ����������� �� ���� ����������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

�������� ��� ������� ���������� �� ��� ������ ����� ���� ���� � �������� ���� ���� ��� �������
����� �� σ−� σ+ �� ��� σ ∈ E � ���� ������� �� ������ �� ���� ���� n �� ��� ����������� ��� �����
��������� ������ ��� ���� �����

�−[n] ≺ �[n] ≺ �+[n] .

�� �� ���� ���� τ �� ������� ���� �−[τ ] = �+[τ ]� ���� ������������ �[τ ] = �+[τ ] ��� ��� ��������
������� ����� σ� �� ����� ������ ���� ��� �������� �� ������ ��������� (U1, U2, . . .) ����� ��� �� ���
��������� �−[τ ] = �+[τ ]� ��� ��� �� ������������ ������ ���� �������� ������� ������ �� ���� −τ ����
���� ������� �� ���� �� ������������ �������� �� ��� ���� t ≤ −τ ���� ���� ��� ���� ��������� ��
����� �� ����� ���� �������� ��� �������� �� �� ��������� �������� �� �������� ���� ��� �������������
��� ���� ������������� �� ��� ��� �������� ���������

���� ���� ������� �� ���� �� �������� ���� ��� ����� ��� �� ���������� �� �� ������ �� �������� ���
������ �� ��� ���������� ������� �� σ− ��� σ+ ��� τ ����� �� ����� �� ��������� ���� �������� ���
������ ������

σ = Φ(U1,Φ(U2, . . . ,Φ(Uτ−1,Φ(Uτ , σ
+)) . . .)) = Φ(U1,Φ(U2, . . . ,Φ(Uτ−1,Φ(Uτ , σ

−)) . . .)) .

��� ������� �� ���� ��� ����� �� τ �� ��� ����� �� �������� ��� ���� �� ���� �� ��������� ���
�������� �� ��� ����������� ��� �������� ������� ����� �������� �� ���� � �� ��������� ��� ��� ����
��� ����� �� n� ��� ������ ���������� ���� �� ����� �� �� ��� �������� �� ����� ��� ������ �� ���
���������� �� n − 1 ����� �� ���� �� ��� ��� ������ �� ��� ���������� �� n ������ ���� ��� ���� ��
��������� � �� ������� ��� ������ �� ���������� �� ������ �� �� ������� ����� �� ���� �� ���������
���� ����� ������ ������������ ��� �������� �� ��� ���������� �� ��� ����� ��� �� �� �����������
������� ��� ���� ����� �� �� �� �������� �� ������ ��� �������� �� ��� ����������� ��� �� ���������
�� �� ����

���� ������� �� ��������� �� ��� ��������� ���� ������ ��� ������ ���������������� ����� ����
������ ���� �������� ��� �������� �� ��� ��������������� �� ���� −2T ≤ t ≤ 1� �� �� ���������
���� ��� ����������� ���� T ≤ t ≤ 1 �� �������� ���� ��� ���� ����� �� U � ���������� ����� �� �
���� ���� ��� ������� �� ������� ���� �� ��� ��� ��������� ������ ��� ������� �� ����([0, 1]) �� ����
���� ��� �� ������� ���� ����� �� ��� ���� �� ���� ������� ����� �� ������ �� � �������� �� τ � ����
�� ���������� �� ��� ����� �� ���� ���� τ �� ���������� ������ �� �������� ���� ��� ���� �� ��� �����
������ �� ��������� ����� ������ ������ ���������� ������� ���� ���� � ���� ������ �� ���������
��� ���� ����� ����������� �� ������ �� ����� ����� ������ �� ��� ����� �� ���� ��������������� ���
��� ��� �������

��� ������� ������� ����� ��������� �� ������� ����� �� � �������� ������� ����� ��� �������
����� �� ������ �� σ ≺ σ� �� σi ≤ σ�i ��� ��� i� ��� �������� �������� �� ���� ����� ��� σ− = (0, . . . , 0)
��� σ+ = (1, . . . , 1)� ������ ���� ��� �������� ���������� Aij ��� ������������ ��������� ��
�������� ������ �� ���� ��� ����� �������� k�

σ ≺ σ� =⇒ ΔkE(σ) ≥ ΔkE(σ�) =⇒ pk := P(σk → 1) ≤ p�k := P(σ�k → 1) .

����� ��������� � ������� ���������� � ������� �������� Φ ����� ��������� ��� ������ �������
��� ���� �� �� ���� �������� ������� ������� �� ���� ����� �� ��� ��� ������� ������ ��� ���� ����
σ ≺ σ�� ���� ��� ��������� ������ �� ���������� ��� � ���� ��� ������� ��� ���� ����� ���� ������ ����
��� ���� ���� �� ������������������� ���� ������ �� ������� �������� ����� ��� ���� k ����������

������� ���� �������� �� ����
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��������� �� �������� ���������� �� � ���� ��� � �������� �����

����� � ���������� ������ P� �� ��� ���� �� � ������� Φ : [0, 1]× E
������� � ������ ����� �� E
������� � �������� ���� τ
�����

T ← 1
�[T ] ← ����([0, 1])
������

T ← 2T
���������+ ← σ+

���������− ← σ−

��� t = T ������ T/2 + 1 ��
�[t] ← ����([0, 1])
���������+ ← ���������[Φ(�[t], ���������+)]
���������− ← ���������[Φ(�[t], ���������−)]

��� t = T/2 ������ 1 ��
�� ��� ������ �[t] ��� ������� ���� ��������
���������+ ← ���������[Φ(�[t], ���������+)]
���������− ← ���������[Φ(�[t], ���������−)]

����� ���������+ = ���������−�

������ ���������+� τ

��� ������ �� ��� ���� ����� �� σk �� ���� �� ��������� U �� pk� ���� �� ���������� �� ����� ���
������� ��������

Φσ(u, σk) =
�

+1 �� u ≤ pk

−1 �� u > pk�

���� �������� ���� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� �������� σk ������� ����������� �� ���� ����������
����� �� ��� ������ �� ��� ����� �� ��� ��������� �� ���� ������ �� ��� ������� ����� σ �������
��� ����� �� pk�

���������� ����� pk ≤ p�k� �� ����� ��� ��� u� Φσ(u, σk) ≤ Φσ�(u, σ�k)� ��� ������������
��������� �� ��� ���������� ������� �� ��������� ��������� ��� ��� ����� �������� ������ ��� ��
������� �� ���� �������

����� ��� ������������������� ���������

��� ������ �� ������������������� �� � ����������� ������ ����� ��������� ����� ���� �� ���
������� ������� �� � ����� ������������� ������� ��� ���������� �� � ������ ������

��� ���� �� ��� ������� �� � ����������� ������������ �������� f �� ��� ����� ����� E � ��� ���
����� �� ���� ������� �� � ������ �������� X ���� ������������ f � ���� ��� ��� ��� i ∈ E �

P(X = i) = f(i) .

��� ��������� ���������� �� ���� ��� ����� ����� �� ��� ����� �� ��� ��� �� ��� ������� ��������� ��
�������� ����� �� ������

������� ���� �������� �� ����
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��� ����� ����� x� ��� ������� � ����������� ������������ �� E � q(y|x)� ����� ������������� ���
������ ��������������� ����� ��� ������ ��� ���������

ρ(x, y) = min
�
f(y)
f(x)

q(x|y)
q(y|x)

, 1
�

. �����

��� ������ �� ���� �������� ��� ����������� ��� ���� ���� �� �� ��� ��������� �� ����������� �� �
������������

��� �������� ��������� �� ���� ��������� �� ��������� ��� �� ���� ����� ������ ����������� ���
��������������� ����� ������� ���� ����� �� E � ��� �������������� ����� �� ���� ������� �����
�� ���� �� ��� ����� ����([0, 1])� �� ���� ���� � ������ �� ����� N �� �� ��������� �� ������� ����
��������� ���������� �� ��� ������� ������� ��� ��������� �� � ���� ���� ���������� ��������������

pxy =
�

q(y|x) ρ(x, y) �� x �= y
q(x|x) +

�
y �=x q(y|x) (1− ρ(x, y)) �� x = y

�����

�������� ���� ρ(x, x) = 1�� �� ��� �� ������� ���� ��� ������������ π(·) �� ���������� ��� ���� �����
�������� ��� ������ �� ��� ������������ ���������

��������� ��� ��� ������������������� ���������

����� � ������������ �������� f(·) ��� � ������ �� ������������ ������������� q(·|x)
����� � ���� ������� T ∈ N
������� � ������ �� ��� ������������ f(·)
�����

x← ���������������

��� n ���� � �� T ��
y = ��������������(q(·|x))
r ← ρ(x, y) �� ����� �����
u← ����([0, 1])
�� u < r ����

x← y �� ���� ������ y
����

x← x �� ������ ������ y� ���� x

������ x

��� ��� ��������� �� ����� ���� ��������� ����������� ���� �� �������� �� ��� ������ �� �������
������ ��������������

• �� ���� �� ��������������� ���� �� ���� ������� ���� ��� ������������ q(·|x) ������ �����������
�� ������� ����� ������������� ������

• ��� �������� ρ(x, y) ���� �� ���� �� ����������

• ��� ��������� ������ ����� ���� �� ��������

����� ��� ����������� �������� �� ���� ������� ������ �����

������� ���� �������� �� ����
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• �� �� ��� ��������� �� ���� ��� �� ��������� ������� ���� π(x)� ��� ���� ��� ������ π(x)/π(y)�
�� ���� ����������� ���� �� �������� ���������� ��� ��������� �������� ��� ������������ ������� ��
������� ����� ��������� �� �������� ����� ��� ������

π(σ) =
1
G

e−βE(σ)

����� ��� ������ �������� �� ����� �� ������ ��� G �� � ����������� �������� ���� ���� ���
�������� π(·) �� � ����������� ������������� �� �� ����� �������� ���� ��� ����� �� G �� ����������
�� ��������� �������� �� ��� ����� �����

π(σ)
π(σ�)

= e−β(E(σ)−E(σ�))

��� �� �������� ������� G�

• ��������� �� �� �������� �� ���� ��� �� ������� ��� ����� q(y|x)/q(x|y) ��� �� �� ��������� ��
���� ��� �� ������ ���� ������������ q(·|x)�

����� ��� ������ �� ��� ������������ ������������� �� ����� ��� ������ ����� �� � �����������������
�� ��� ������� ��� ������ ������� ��� ������������ �������������

����������� ��������� ��� ������� ����� �� �� �� �� ������ ��� ������ ������������ ������������
g(·) ��� ���� q(y|x) = g(y) ��� ��� x �� E � �� ���� ����� ��� ���������� ��� ρ(x, y) �� �������

ρ(x, y) = min
�
f(y)
f(x)

g(y)
g(x)

, 1
�

.

������ ��� ������������ g(·) ���� �� ���������� ���� �� ������ ����� ������ ������� �������� ����
��� ����� ����� E �� ��������� �� ����� ���� g(x) = g(y) ��� ��� x ��� y� ��� ���������� �� ρ �������
������� ���

ρ(x, y) = min
�
f(y)
f(x)

, 1
�

.

���� ���� � ������ �� ��� ������������ ������������� ��������� �� ���� ������ � ��� ������ y ����
����������� � �� �� ��������� ��� �������� ���������� f(y)/f(x)�

�������� ���� ������� ��������� ������������� g(·) ������ ����� ��� ������ �� ������� ����������
��� ��������� �� ���� ������� �� ��� ������� y ��� �������� ���� ������ �� ����� ������ ��� ��������
ρ(x, y) ������ �� �� ����� �� ��������� ��� ����� ������ ��� �� ������� �� ���� g = f � �� ���� �����
ρ(x, y) = 1 ��� ��� x ��� y� ��� ������� ��� ������ ��������� ��� ��������� ���� �������� �����
������� �� ��� ������� ������������ �� ��� ����������

������ ���� ��������� ���� ��� ����� ����� E �� �������� ���� � ������������ ���������
���� �� �� �������� �� ��������� ������������ ������������� �� ���� ��������� �� �������� � ������
���� ���� ��� ����� ������

��� ��������� ������ ���� E = {0, 1, . . . , n, n+ 1, . . .}� ����� �� � ������� ������������ ��������
������� ����������� �������� ������������ ��� ��� ������� ��� ��� n ≥ 1�

q(n+ 1|n) = q(n− 1|n) = 1/2 .

������� ���� �������� �� ����
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���� n = 0� ����� ����������� ��� ������� ��� q(1|0) = q(0|0) = 1/2� ���� ��������� ��� ��
����������� �� ����� ������ ���� ������� �����������

��� ��� ��������� �� ���� ������ �� ���� �������� ��� ������������ ������������ �� ���� ����� ���
����� ������ �� ���� �� ������ ��� ������������ �� ���� ��� �������� �� ��� ���������� �� ���� ������
��� ���� ��� ���������� ��������� ��� ���� �� ��� ��� � ���� ���� �� ����� �� ������ ������� ����
��� ����� �� ��� ����� ������ ���� ������� ��� �� ���� ���� ����� �� ������ ������ �����������
������� ������� ����� �� ��� ����� ������

����� ������� ��������

������� ������� ���������

���� ������ ��� ��������� �������� �� �� ���� � ������ �� ��� ������� ������������ �� � ����� ���
����� ����� E � ���� �� ��������� ��� ���� �� �������� �������� �������� ����������� �� �����������
�������� ��� ��� E �� ���� � ��� �� ������������� ������� ������� ������ ������� ������������ ��
�����������

�� ����� �� �� ����� ��� ��� ��������� � ������ ����� �� ��� ����� ����� E � ���� � ����������
������ P ���� ���� ��� ������� ������������ �� ��� ������ ���������� ������������ �� P� ������ ����
M ��� �������� �� |E|� ��� ���������� ������������ �� E �� ����������� �� ��� ������ π = M−1��

��������� ���� � �� ��� ������ �� ����� ��� ���� ��� ������� ��� ������������� �� �������� �� ���������
��������� ���� ���� ������ �� ���������� ��� P ����� ���� M−1��P = M−1�� �� �������������

��P = �� . �����

�������� P ����� ������� ���� �������� ���� ��� �������� ���� ����� ������� ��� �� �� �� �� ���� ��
����� ������ ��� ���� ������� ���� ��� ������ ������������ ���������

��� ��������� ������� ������������ �������� ���� � ������� �������� � ��� S = {σ1, σ2, . . . , σk} ��
���������� ��� ���������� ��������� �� E � ����� ��� �������� ���������� �� E � �� ����� �� ����������
�������� ������������ �������� σ �� E ���� ���� σ ◦ σ = Id� ��� (α1, . . . , αk) �� � �����������
������������ ���� S� ��� ���� ����� i ∈ E � ��� jp = σp(i) ��� p = 1..k� ��� ���������� �������������
��� ���� ��� ���

Pi,jp = αk , p = 1, . . . , k , �����

��� � ���������� ��� ���������� �� ���� ����� ������������� ��� �� �������� ������� �� ��� ������
jp ��� ��� �����

����� ���� ��� ����� ��� �� ���������� S ��� ����� ������������ α = (α1, . . . , αk)� ��� ������ P
������ �� ����� �� �������������

������ ��� ��� �� ��� ���������� ������������� ��� �� i ��
�

k αk = 1 ����� ��� ���������� �������
��� ������ �� ��������� �����������

�������� ��� ����� i� ����� ��� �������� σp �� S ��� ����������� ���� ��� ����������� ��� ��� ���
i� ����� ����� ������� k ������ jp = σ−1

p (i)� p = 1..k� ���� � ���������� jp → i� ��� ��� �� �����
������������� ��

�
k αk = 1� ��� ������ �� ��������� �������������

������� ���� ���� ��� �������� �� S ��� ������������ ��� ������ P �� �������� ���������� ��
Pi,j �= 0� �� ����� ���� j = σp(i) ��� ��� �� ������� ����������� �� S� ����� σp(j) = i� �� ����
���������� i→ j �� ������� �� ���������� j → i ���� ��� ���� ������������

������� ���� �������� �� ����
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