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��������� �� ������� ���� ��� ���������� ������������ �� � ����� �� ������ ����� �� ��� ��������
�� ��� ������ �������

π P = π ,

�������� ���� ��� ������������� �������� π.� = 1� ��� � ����� ��� ������ ������ �� ����� ���
��������� �� ������� �����

π Q = � ,

����� ���� π.� = 1�
��� ���� ����� i ∈ E � ��� �� ��� ��������� �� ����� ������� ���������� ��� ����������� ��

������� �������� ��� ���� ������ �� ��������������
�

j∈E
pi,jπ(i) =

�

j∈E
π(j)pj,i . �����

�� ����������������
(
�

j �=i

qi,j)π(i) =
�

j �=i

π(j)qj,i .
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��� ������������� �� ����� ��������� �� ����� ���� ��� ������ ����� �� ����������� ��� ������������
���� ���� ����� i �� ��� ���� �� ��� ��� ��� �� ����� i� ����� ������� ��������� ��� ����������� ��
��� ������������ ����������

���� ������������ ��� ��� �� ����������� �� ��� ������ �� E � ����� ����� � �������� ���� ������
��� �������������

������� ��� ������� ������� ����������� ������ � ������ ����� ���� E ��� � ���������� ����

��������� π� ��� ��� S ⊂ E� �� S �� ��� ���������� �� S �� E� ����� ������

• �� ��� ����� �� �� �������� �����

�

i∈S,j∈S
π(i) Pi,j =

�

i∈S,j∈S
π(i) Pi,j .

• �� ��� ����� �� �� ���������� �����

�

i∈S,j∈S
π(i) qi,j =

�

i∈S,j∈S
π(i) qi,j .

������ �� ����� ��� ������ ��� ������������� ������� ��� ����� ��� ��������������� ���� �� ��������
�������� ���� ��� ���������� ����� ������� ���������� ��� ��� ��� ������ �� ����������������

�

i∈S,j∈S
π(i)Pi,j =

�

i∈S
π(i)

�

j∈S
Pi,j �����

=
�

i∈S
π(i)


1 −

�

j∈S
Pi,j


 �����

=
�

i∈S
π(i) −

�

i∈S,j∈S
Pi,j �����

=
�

i∈S

�

j∈E
π(j)Pj,i −

�

i∈S,j∈S
Pi,j �����

=
�

i∈S


�

j∈S
π(j)Pj,i +

�

j∈S
π(j)Pj,i


 −

�

i∈S,j∈S
Pi,j

=
�

i∈S,j∈S
π(j)Pj,i +

�

i∈S,j∈S
π(j)Pj,i −

�

i∈S,j∈S
Pi,j

=
�

j∈S,i∈S
π(j)Pj,i . �����

��� ������� ���� ����� �� ����� ���� ��� ���� ���� ���������� ������������� ���� ����� i ��� �� ��
�� ��� ������� ���� ����� �� ����� ���� ������ ��� ������ �� ���������� �� ����� ���� � ������ ��
��������� ��������

������� ���� �������� �� ����
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������� ������������ ����� ��� ����� ���������

�� ���� ���������� ��� ��� �� ������� ��� �� ��� ���� �� ����� ��� ����� ����������
� ����� ��� ����� ������� �� � ���� �� ��� ����� ����� E = N ��� �� �������� �� ��� �����

����������� ����� ���� ������� ����������� ������ n ��� n±1� ��� ���������� ������� �� �����������
�� � ������ ��� ���������� ��������� �� � ������ ����� ��� ���� �� ��� ��������

��� ��������� �� ��� ����� ������������ X(t) �� ��������� �� ��� ���������� ������

n → n + 1 ���� ���� λn

n → n− 1 ���� ���� µn n > 0

�� ����� ������ ��� ������� �� ��� ������������ ��������� Q ����

Qn,n+1 = λn , Qn,n−1 = µn , Qn,n = −(λn + µn)

��� ��� ����� ������� ��� �� ��� ���������� ������� �� ���� ������� �� ����������� �� ������ ��������

0

µ1 µn µn+1

λn+1λnλ1λ0

µn−1

λn−1

n� n− 1 n + 1

������ ���� ��� ������� ����������� �������

��� �� ������� ��� ���������� �������������� ��� ����������� ��������� ��� ��� ���������� �����
��������� π(n) ����

(λn + µn) π(n)� �� �
������ ���

= λn−1π(n− 1) + µn+1π(n + 1)� �� �
����� ���

.

�������� ���� n ≥ 1� ���� ��� �� ��������� ��� �� �� ������ ��� ��� �������� π(n), n ∈ N�
���� ���� �� ��������� �� ����� ��� ������ ������� ���������� ���� ��� ��� S = {0, 1, . . . , n}�

�������� ������� ��� �� ���� ���� ��� ����� ��� ���� ���� ���� ��� ���������� ���� ��� �� S ���
���� ��� ���� ���� S� �� �������

λnπ(n) = µn+1π(n + 1) .

���� �� � ������ ����������� ��� �������� �� ����� ��� ��� �� ����������

π(n) = π(0)
n�

i=1

λi−1

µi
. �����

����� ������� ��� ������� ������ π(0)� �� �� �������� ����� ��� ������������� ��������� 1 =�
n π(n)� ���� ����� ���

π(0)

� ∞�

n=0

n�

i=1

λn−1

µn

�
= 1 . �����

������� ���� �������� �� ����
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����� ��� ���������� ������ ������ ��� ���� ������ �������� �� ������ ��� G �� ��� ������ ����
π(0) = 1/G� �� ���� ����� ����� �� � �������� �������� �� ��� ������ πQ = 0� ��� ��������� ��
������� ����� ��� ����� �� ��������

�� ����� ��� ������ �� ��� ���� �� �������� �������� �� �������� �� ���� ���� ����� �� �� ����������
������������� ����� ��������� �� ������� �����

������� ��� ������������� �����������

��� ���� ���� ����� ��� ����� ������� �� ��� ��� ���� �������� ����� ���� ��� �������� ����� �����
�� ����������� �� ��� ����� �� ��� �������� ������� ���� ��� ���������� �������

λn = λ µn = µ

��� ��� n� ��� ���������� ������� �� ����������� �� ������ ����

µ

λλ

µ

λλ

µ

λ

µ

0 � nn− 1 n + 1

������ ���� ������������� ����������� �������

��� ���������� ����� ����������� �� ���� ���� ������

π(n) = π(0)
�
λ

µ

�n

. �����

��� ������� ����� π(0) �� ����� �� ����� ����� ������� ���� ���

1 = π(0)

� ∞�

n=0

�
λ

µ

�n
�

=
π(0)

1− λ/µ
. ������

��� ���������� ����� �� ����� ���� �� λ/µ < 1� �� ���� ����� �� �������� ������ ��� ����� π(0) =
1− λ/µ� ��������� ��� �������� �� ��������� �� ������ ��� ���� ��� ���������� ������������ ������
��� �� ����� ��� ��� ��� n ∈ N�

π(n) =
�

1− λ

µ

� �
λ

µ

�n

.

���� �� � ��������� ������������� ��� ������ ����� ����� ��� ��������� ���� λ < µ� �� �����
������ ���� ��� ����� ���� �� ������� ���� ��� ����� ����� ���� � ��������� �� ������ �� ����������

����������
�� ���� ��������� ���� ��� ����� ����� �� �� ���������� ������������� ��� ������� �������� �� ���

���� ���� �� ��� ����� �� ���� ��������� ����� �� ��� ���������� ����� �� λ = µ� ��� ����� �� ����

���������� �� λ > mu� �� �� ����������

������� ���� �������� �� ����
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������� ������������� ����� ��� ����� ���������

��� ������������� ������� �� ��� ������� ������� �� ������� ������� �� ����������� �� ������ ���� ����
� ������� �� ��������� ������ � ������� ������ �� ��� ����������� ������ ��� ����� �� ���� �� �
�������� ��� � ����� ���� ��� ������� �� ��� ������� �������� ��� ��������� ��� ������� �� ����
�����

0 2

1−p 1−p−q 1−p−q 1−p−q 1−p−q 1−p−q

ppp
� n− 1 n n + 1 n + 2

��

� �

���

������ ���� � ������ ���� �� N

����� p ��� q ��� ��� ������������ �� � ����� ��� � ������ ������������� �� �� �������� ����
p+ q ≤ 1� ��� ��������� ����������� 1− p− q �� ��� ����������� �� ������ ���� ������� ��� �������
����� ��� ��� ����������� �� ������� �� ����� ��

��� ������ ������� ��������� ������� �� ��� ��� S = {0, . . . , n} ������ ��� ��� n ∈ N�

p π(n) = q π(n + 1) ,

��� �� � ������������ ��� ��� n�

π(n) = π(0)
�
p

q

�n

.

�� �� ������� �������� ��� ����� ���� �� �� ����������� ������ p < q ��� ����� ������ � ����������
������������ ����� ���

π(n) =
�

1− p

q

� �
p

q

�n

.

���� �� ����� � ��������� ������������� ���� p ≥ q� ��� ����� �� �� ���������� �������������

������� ��������� ������

���� ��� ���������� ������� ��� � ��������� ���� ���� ��� ��� ��������� �� ������ ���� ������
������� ��������� ��� ���� �� ���� �� ������� � ������ ���������

������� �������� ��� ������ s ��� t ����� ��� ��������� �� ��� �������� �� ��� ������� ��� ���
����������� s→ t ��� t→ s� ��� ���� �� ������������ �� �� ������� ��� ��������� ����������� ���
S �� ��� �� ����� ���� ��� ������ ������� �������� ������� �� ���� ��� ������

π(s)ps,t = π(t)pt,s .

����� ���� � ���������� ����� Ω ���� ������ �� ��� ������ ��� ��� ����� s� ����� �� � ������ ���� �����
���� Ω �� s� ��� �� ������ �� ���� γ(s) = (Ω = s0, . . . , sm = s)� ��� ������ �� ���� ���� |γ(s)| ������

������� ���� �������� �� ����
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�

�

�

� � ��

������ ���� � ��������� �����

�������� �� ������ �� ������ �� ������ ��� ����� �� s ���� ������� �� ��� ���� Ω� �������� ���
�������� ������ �� �� ����� �����

π(s) = π(Ω)
|γ(s)|�

i=1

psi−1,si

psi,si−1

.

��� ������� ����� π(Ω) �� �������� �� ��������������

π(Ω) =


�

s∈E

|γ(s)|�

i=1

psi−1,si

psi,si−1



−1

�������� ��� ������ ����������

������� ���������� ������������� �� �����������

���� ��� ����������� ���� � ������� ���������� ��� �������� ��� ��������� �� �������� �����
������������ ����� ����������� �� ���� ��� ���� �� �������� ��������� �� ���������� ��� ���������
������� � ���� �������� ���� ��������� ������� �� ���� ����������� ��������� ��� ���� �� �����

�������� ��� �������� ��� ����� �������� �� ������ ����

µ

λ λ

µ

λ λ λ

µ µ µ

ν ν ν ν

0 2� n− 1 n n + 1 n + 2

������ ���� � ���� ���� ������� ���������

��� ����� ������� ��������� ��� ��� ����������

(λ + ν)π(0) = µπ(1) ������

(λ + ν + µ)π(1) = µπ(2) ������

(λ + ν + µ)π(n) = µπ(n + 1) + νπ(n− 2) , n ≥ 2 . ������

������� ���� �������� �� ����
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���� ���� �������� ��� �� ���� �� � ���������� �������� �� ������� π(n + 1) �� � �������� �� π(n)
��� π(n− 2)� ���� �� � ������ ���������� ���� �������� ���������� �� ����� ��

�� ��� ������� ��� ������ ������� ��������� �� ��� ��� S = {0, . . . , n}� ��� ���� �������� ���
����� ������� ��������� ��� ��� ���������� �������� ������ ���

(λ + ν)π(n) + νπ(n− 1) = µπ(n + 1) , n ≥ 1 . ������

���� �� ����� � ������ ���������� ���� �������� ����������� ��� �� �� �� ����� ��
�� �� ����� ���� ��� ������� �������� �� ���������� ������ �� �� ��� �����

π(n) = Aαn
1 + Bαn

2 ,

����� α1 ��� α2 ��� ��� ��� ����� �� ��� �������������� ��������

µα2 − (λ + ν)α− ν = 0 .

��� �������� �� ��� ������� �� ��������� π �� �������� �� �� ��� ��������� ��� ��������� A ��� B�
�� ���� ���� �� ��� ��� ��������� ��� ���� ���� ��� ������� �������� ������ ��� ��� �������������
�������� π� = 1� ����� ��� ������� ���� ��� π(n) ��� �� |α1| < 1 ��� |α2| < 1� �� ���� �����

1 =
A

1− α1
+

B

1− α2
.

�������� ������ ������ ���
(λ + ν)(A + B) = µ(Aα1 + Bα2) .

��� �������� �� ��� �������������� ���������� ������ ��� ��������� ������ ��� �� ��� ����� α1 �� ������
�� ��� �������� (−1, 0) �� ν > 0� ��� �� � �� ν = 0� ��� ����� ���� α2 �� ��������� ��� α2 < 1 �� ���
���� �� µ > λ + 2ν� �� ���� ��������� ��������� �� ��� ��������� ����� �� �� ���������� �������������

�������� ��������� µ > λ+2ν� ��� ���� ���������� ��� ��� �������� ��� �� ��������� �� ��������

π(n) = Aαn
1 + Bαn

2

A =
µ− 2ν − λ

2µ
(1− λ + ν

Δ
)

B = − A
λ + ν − µα1

λ + ν − µα2

Δ =
�

(λ + ν)2 + 4µν

α1 =
λ + ν −Δ

2µ

α2 =
λ + ν + Δ

2µ
.

���� �������� ������� �� ���� �� ������� ������� �� ν = 0�

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������� ������������� ��� ����������

�� {X(t); t ∈ R} �� � ���������� ����� ��� �������� ����� �� ��� ������� {X(−t); t ∈ R}� �� �� ����
� ���������� �����

��� Q �� ��� ������������ ��������� �� ��� ����� {X(t)}� ��� ��� π �� � ���������� �������������
���� ��� ������������ ��������� �� ��� �������� ������ ��� Q�� �� ����� ���

Q�
i,j = Qj,i

π(j)
π(i)

.

�� ��� �� ������� ���� π �� ���� � ���������� ������������ ��� ��� �������� ������ �������� ���
���������� �� ��� �������� �� �������� ���� �� ��� � ������� ����� �� ������ ������ ���� �� ���
����������

��������� ��� ����������� ������ �������� � ��������������� ������ ����� �� ���������� ��

{X(t)} ���� {X(−t)} ��� ���� ���������� ���� ��� �� ��� ��� ���� �� ������ (i, j) ∈ E × E�

π(i) qi,j = π(j) qj,i . ������

� ���� �� ���� �� ������� ��� ����� ������� ��������� �� ��� ��� ���������� j ↔ k�

π(j) qj,k = π(k) qk,j .

���� ������� ���� ���� ���������� j → k ������� ���������� k → j ���� ����� �� �����
��� ����� �� ���������� ������ ������ ��� �������� ���� ������ ��� ��������� �������������� ��

�� ������ ���� ������� �� �����������

��������� ��� ���������� ������ ������� �������� � ���� ���� � ��������� ����� ����� E ���

��������� Q� ��� A ⊂ E� ��� ��������� ������ ����� ���� ��� ��������� A �� ��� ���� ����

��������� QA ������ ���

(qA)jk =
�

qjk �� j, k ∈ A
0 ����������

������

�� ������ ��� ����������� �� ��� ������� ��� ��� ���� �� ��� �������� ������� �� ���� �� ��� �����
�� �� A� ��� ����������� ������� A ���� ���� �� �� ��� ������� ������ ������ A� �� ����� ����� ��������
��� �� ��� �� ���������� �� � ���� �� ��� ����� A�

������� ��� ����������� ������������ �� ��������� ���������� �������� ��� A ⊂ E� �������� ����

���������� ����� ���� ���������� ������������ π� ���� ��� ��������� ������ ����� ���� A �� ����

����������� ��� ��� ���������� ������������ �� ����� ��� ��� i ∈ A

π(i)/
��

j∈A
π(j)

�
.

�� ���������� ���� ��������� �� ���� ��������� �������� ���� ��� ����� ��� ����� ������� ��
������� �������� ���� ���� �� ���������� �������� �� �� ���� ����� �� �������� ��� ����� �������
���������

λnπ(n) = µn+1π(n + 1) .

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

0 �� ��� ���

λ0 λ1 λK−2 λK−1

µKµK−1µK−2µ1

������ ���� ��� ��������� ����� ��� ����� �������

�������� ��� ��� ���� �������� ��������� �� ��� ��� E � = {0, . . . ,K}� ��� ������� �� ��� ���������
���� �� ����������� �� ������ ����

�������� ������� ���� �� ������ �������� ��� ������ ���� ��� ���������� ������������ �� ����
��������� ����� �� �� ��� ����

π(n) = G

n�

i=1

λi−1

µi
,

��� ���� ������������� �������� G� ���� ������ �� ������� ������� ����� ������ ������� ���������
�� �� ������� ��������

�� � ������� ���� ������� �������� �������� ��� ���� ��������� �� ������ ��� ������� �����
������� �� ��� ����� ����� E = N2� ���� ����� �� ���� ����������� ���� ���������� �������������

π(i, j) =
�

1− λ

µ

� �
λ

µ

�i �
1− α

β

� �
α

β

�j

.

������� �� ��� �� ������� ����� ���� ������� ���� ��� ���������� ����� ������� ��� ��� �������� �� �����
������� ���������� ��� ��� (i, j) ∈ N× N�

π(i, j) λ = π(i + 1, j) µ

π(i, j) α = π(i, j + 1) β .

����� �������� ��� ����� ���� ��� ���� ����������� ��� ��������� �� ��� ����� ����� E � = {(i, j) ∈
N×N | i ≤ 3, j ≤ 3, i+j ≤ 4}� �� ������ �������� ����������� ���� �� ������� ���� ���� ��� �������
�� ���� ����� �� �� ������ ��� �������� �������� ������� ���� �� ��� �������� ���� ��� ����������
������������ �� ���� ��������� ����� �� �� ��� ����� ��� ����� (i, j) ∈ E ��

π(i, j) = G

�
λ

µ

�i �
α

β

�j

,

����� G �� � ������������� �������� ���� ����
�

(i,j)∈E � π(i, j) = 1�

����� ��������� �������������

��������� �� ������� ���� ��� ���������� ������������� ��� ����� ������������� �� � ���� ��� ��
�������� ����� ��� ������ �� ��� ���������� ������ P� ������� ������ �� ���������� ������� ����

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

α β α β α β α β

(0,1)

λ λ λ λ

µ µ µ µ
α β α β α β α β

(0,0)

λ λ λ λ

µ µ µ µ

α β α β α β α β

(0,2)

λ λ λ λ

µ µ µ µ

α β α β α β α β

(0,3)

λ λ λ λ

µ µ µ µ

����� ����� �����

����� ����� �����

����� ����� �����

����� ����� �����

α β α β α β

α β α β

α β α β α β α β

(0,3)

λ

µ

(0,1)

λ λ λ

µ µ µ

(0,2)

λ λ

µ µ

(0,0)

λ λ λ

µ µ µ

�����

����� ����� �����

����� �����

����� ����� �����

������ ���� � ��������������� ���������� ���� ������ ��� � ��������� ������� �������

�������� ������� �������� ��� ������ �� ��������� �� ����������� �� P �� ��������������� ����� �����
�������� �������� Ai ���� �����

Pm =
n�

i=1

λm
i Ai ,

����� ��� λi ��� ��� ����������� �� ������ P�
���������� ��������� �� ������� ����� ��� ���������� ������������� ��� ��� ��������� ����� �����

��������� ��� �� �������� ����� ��� ����������� �� ��� ������������ ���������� etQ� �� ���� ���
��� ���� �� ������ �������� ���������� ��� ���� �������

�� Q �� ��������������� ����� ����� �������� R� S = R−1 ��� � = ����(λ1, . . . , λn) ���� �����

Q = S � R .

�����

etQ = S




eλ1t

� � �

eλnt


 S−1 . ������

�� � ������������ �� ���� ��� �������� �������������� ����� ����� �������� ����� ���� �� A1, . . . , An

���� �����

etQ =
n�

i=1

eλit Ai .

�� �� ��������� �������� �� ������ �������� �������� ��� Pm �� etQ� ��� π(m) �� π(t)� �� �� ��
�������� �� ���������� ����������� ��� ������ P �� Q�

�� ��� ��������� ���������� �� ����� ������� ���� ������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������� ��� ��������� ����

��� {Xn, n = 0, 1, . . .} �� � ���� ���� ����� ����� E = {0, 1} ��� ���������� �������

P =
�

α 1− α
1− β β

�
0 ≤ α, β ≤ 1 .

������ ��� ��� n = 0, 1, ...� ��� ������ πn = (πn,0, πn,1) = (P (Xn = 0), P (Xn = 1))�
��� ����������� �� P ��� � ��� α + β − 1�
������ ��� ��� �� ��� ���� ����� ��� ��� ����������� ��� ������ α + β = 2 ���� ��� α = β = 1�

����� P = I ��� P �� ������� ���������
���� α + β �= 2� �����

S =
�

1 1− α
1 β − 1

�
,

��� ����

P = S�S−1 =
�

1 1− α
1 β − 1

��
1 0
0 α + β − 1

��
β − 1 α− 1
−1 1

�
1

α + β − 2
.

�� � ������������ ��� �������� ������������� ������

Pn =
1

α + β − 2

�
β − 1 α− 1
β − 1 α− 1

�
+

(α + β − 1)n

α + β − 2

�
α− 1 1− α
1− β β − 1

�
.

���� ��� ���� α + β = 1 ����� Pn = P ��� ��� n� ����� �� α + β = 0� ��� ��� ��� ��������� Pn = P
��� n ��� ��� Pn = I ��� n ����� �� α + β = 2� ��� ������� ����� ���� ��� ����� ��� Pn = I ���
��� n�

��� ����� ������������� ��� �������� �� �������� ���� α + β = 2� πn = π0 ��� ��� n� �� �������
�� ��� ���� α + β < 2� ��� ����� ���������� ��� ��� �������� πn = π0Pn ����� ��� ��� n ∈ N�

πn,0 =
1

α + β − 2
[β − 1 + (α + β − 1)n((α− 1)π0,0 + (1− β)π0,1)]

πn,1 =
1

α + β − 2
[α− 1− (α + β − 1)n((α− 1)π0,0 + (1− β)π0,1)] .

��� ��������� πn,0 ��� πn,1 �������� �� ��� ���� �� −1 < α + β − 1 ≤ 1� ���� �� ��� ���� �� α > 0 ��
β > 0� ��� �������� ������ ����� ������ �� �����

lim
n→∞

πn = π =
�

1− β

2− α− β
,

1− α

2− α− β

�
.

�� ��� ���� ���� α + β = 0� ��� ����� �� ������������ ��� �������� ��� ��� �� ������ ����� �������

������� ��� ��������� ����

��� {X(t), t ≥ 0} �� � ���� ���� ����� ����� E = {0, 1} ��� ������������ ����������

Q =
�
−λ λ
µ −µ

�
λ, µ > 0 .

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������ ��� ��� n = 0, 1, ...� ��� ������ p(t) = (p0(t), p1(t)) = (P (X(t) = 0), P (X(t) = 1))�
��� ����������� �� Q ��� � ���� ����� ���������� (1, 1)t ��� −(λ + µ) ���� ����������� (−λ, µ)t�

��� ����������� ��� ������ �������� ������� λ > 0 ��� µ > 0� ��� �����

Q =
�

1 −λ
1 µ

��
0 0
0 −(λ + µ)

��
µ λ
−1 1

�
1

λ + µ
.

��� �������� ��������� ���

eQt =
1

λ + µ

�
µ λ
µ λ

�
+

e−(λ+µ)t

λ + µ

�
λ −λ
−µ µ

�
.

���� ��� ����� ����������� ��� p(t) = p(0)eQt� ��� ����

p0(t) =
1

λ + µ

�
µ + e−(λ+µ)t(λp0(0)− µp1(0)

�

p1(t) =
1

λ + µ

�
λ− e−(λ+µ)t(λp0(0)− µp1(0)

�
.

�� λ + µ > 0� ��� ��������� p0(t) ��� p1(t) ������ ���� � ����� ���� t ���� �� ��������

lim
t→∞

p(t) = p =
�

µ

λ + µ
,

λ

λ + µ

�
.

���� �� ��� ���������� ������������ �� ��� ����� ���� ���� ��� ����������� �� ������������� �����

������� �������������� ����������

��� ����� �� ����������� �� ���� �� ��������� ���������������� �������� ���� ��� ������ ��� ���� ���
���� ����

qi,j = µpj , i �= j , qi,i = − µ(1− pi) ,

����� π = (p1, . . . , pN ) �� � ����������� ������������� ��� µ > 0 � ���� ���������� �������������� ��
�����

Q = µ (�π − �) .

����� �������� ��� �������������� ���������
��� ���������� ������������ �� ���� ��������� ��� �� ������������� π�
��� �������� �� ��� �������� �� Q ������ ��� ��������� ������

• ��� ����������� ��� α1 = 0� ��� α2 = . . . = αN = −µ�

• ���� ������������ ��� S1 = π ��� ��� 2 ≤ i ≤ N � Si = (0, . . . , 0, 1,−1, 0, . . . , 0)� ����� ��� ���
�� �� �������� i− 1�

• ��� ������ �� ����� ������������ ���������� ���� ��� ����� ���� ������������ �� R1 = � ��� ���
2 ≤ i ≤ N �

R�i = (1, 1, . . . , 1� �� �
i−1 �����

, 0, . . . , 0) −




i−1�

j=1

pj


 � .

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��� �������� ���� N = 4� �� �����

Q =




p1 p2 p3 p4

1 −1 0 0
0 −1 1 0
0 0 −1 1







0 0 0 0
0 −µ 0 0
0 0 −µ 0
0 0 0 −µ







1 p2 + p3 + p4 p3 + p4 p4

1 −p1 p3 + p4 p4

1 −p1 −p1 − p2 p4

1 −p1 −p1 − p2 −p1 − p2 − p3


 .

����� ���� �������������� �� ������ ��� ��������

eQt = e−µt � + (1− e−µt) �π . ������

�������� �� ���� ������� ����� ����� �� � ������ ��� �� ������ ���� ������� ������ ����� ��� ������ �

�������� ���� ��� ������� �� ���� ���� �������� �����

eQt = eµt(�π − �) = eµt�π − µt� = eµt�π e−µt .

����� ���� ��� ��������� �� ��� ������������

eµt�π =
∞�

m=0

(µt)m

m!
(�π)m .

��� (�π)0 = � ��� (�π)m = �π ��� ��� m > 0� �������������

eµt�π = � + �π

∞�

m=1

(µt)m

m!
= � + �π (eµt − 1) .

���� ����� �������

������� ������������������������ ���������� ��������

� ������������� �������� �� ��� ����� �� ������� ������� ��� ���� �������� �� ��� �� ���������
������ ���� ��� ���������� ������������� ��� ���� �����

pi,j = (1− λ)pi , i �= j , pi,i = λ + (1− λ)pi ,

����� π = (p1, . . . , pN ) �� � ����������� ������������� ��� λ ∈ [0, 1]� �������������� �� �����

P = λ�+ (1− λ)�π .

��� ���������� ������������ �� ���� ��������� ��� �� ������������� π� �� ����������� ��� ������ �� P
��� �������� ��������� ���

Pm = λm�+ (1− λm)�π .

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������� ������������� ����������

���������� �������� ����� ��� ������ ��� ����� ��� �×� �������� ���� ��� ��������� ����������

Q =




− πC κRπG πT

πA − πG κY πT

κRπA πC − πT

πA κY πC πG −


 ,

����� π = (πA, πC , πG, πT ) �� � ����������� ������������� κR > 0 ��� κY > 0 ���� ����������� ���
�������� ����� ��� ���� ���� Q �� �� ������������ ���������� ��� ���������� ������������ �� ����
��������� �� π� ������� ����� �� ���� ������ ������� ������������������������ �������� ��� ����
κR = κY = κ� ��� �������������� ��� �������� ���� κR = κY = 1�

��� ��������������� �� Q ������ ��� ��������� ��������������

Q = R � S =




0 −πG −πY 1
−πT 0 πR 1

0 πA −πY 1
πC 0 πR 1


 �




0 − 1
πY

0 1
πY

− 1
πR

0 1
πR

0
−πA

πR

πC
πY

−πG
πR

πT
πY

πA πC πG πT


 , ������

����� � = ����(−(πR + κY πY ),−(κRπR + πY ),−1, 0)� ��� ���� ��� �������� πR = πA + πG ���
πY = πC + πT �

�����

etQ = �π + e−t(πR+κY πY ) R1S1 + e−t(κRπR+πY ) R2S2 + e−tR3S3 .

��� ������� Ri ��� ��� ������� �� ��� ������ R ����� �� ������� ��� ������� Si ��� ��� ���� �� S ��
��� ���� �������� � �������� ����������� ���������� ��� ���������� ������������� �� ����� ������ ���
���������� ���� �� ����� �������� �� ���� ������ ������ �� ����� R = {A,C} ��� Y = {G,T}� ���
���� �� i �� � ������ i� �� ��� ����� ����� �� ��� ���� ����� p ������� ��� ���� �� i ������� p� �������
��� ����� �����

(eQt)ii = πi + πi
πp�

πp
e−t +

πi�

πp
e−(κpπp+πp� )t

(eQt)ii� = πi� + πi�
πp�

πp
e−t − πi�

πp�
e−(κpπp+πp� )t

(eQt)ij = πj

�
1 − e−t

�
j �∈ p .

������

��������� ��������� ��������� ��� ������ ���� �� ��������� ���� ��� ����� ��� �������� �� ���
���� ���� ���� πA = πC = πG = πT = 1/4 ��� κR = κY = κ�

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��� ���������� ������������� �� �������� ������ ���� ���

(eQt)ii =
1
4

�
1 + e−t + 2e−t(κ+1)/2

�

(eQt)ii� =
1
4

�
1 + e−t − 2e−t(κ+1)/2

�

(eQt)ij =
1
4
�
1 − e−t

�
j �= i, j �= i� .

������

������� ���� ����������� ���������

��� �������� ��������������� �� ��� ��������� �� ����� ��� ���� ����� ��� ����� ����������

��� ������������� ����������� �������� ��� ������������� ����������� ������� ��� �������
�� ������� �������� �� �������� ���� ��� ��������� ������� ���� N ������� ��� ���� ������� ��������
��� ��������� �� ��� ������� �� ��� ������ �� MN×N �

�(N ;λ, µ) =




−λ λ
µ −(µ + λ) λ

� � �
� � �

� � �

µ −(µ + λ) λ
µ −µ




. ������

��� ����������� �� ���� ������ ��� �� ���

ωk = − (λ + µ) + 2
�

λµ cos
kπ

N
, k = 1..N − 1 .

��� ρ = λ/µ� ��� k, p ∈ {1, . . . , N − 1}� ����� ��� �������

φpk = sin
pkπ

N
− ρ−1/2 sin

p(k − 1)π
N

γk =
N

2

�
1− 2ρ−1/2 cos

kπ

N
+ ρ−1

�
.

��� k = 0� ������

φp0 = ρ(p−1)/2

γ0 =
1− ρN

1− ρ
,

�� ρ �= 1� ��� γ0 = N �� ρ = 1� �������� ����� ��� ���������

Φ = ((φpk))1≤p≤N,0≤k<N , Ψ = Φ� = ((φkp))0≤k<N,1≤p≤N .

Ω = ����(ω0, . . . , ωN ) Γ = ����(γ0, . . . , γN ) .

�� ������ ��� ����� ��� �������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

����� ���� ��� ������ �(N ;λ, µ) �� �������������� �� ��� ���� �� 0 �= λµ� �� ���� �����

�(N ;λ, µ) = Γ−1/2ΨΩΦΓ−1/2 . ������

����� ����� ���� �� �� �������� �� ����� ���� �������� �������� ��� ��� ���������� �������������

e�t ��� ��� ��������� ��������������
�� �� ������������� �������� ��� ���� N = 4� �� ���� ����� ������� σ = ρ−1/2 �� ��������

������������

Φ =




1
�

1/2 1
�

1/2
σ−1

√
2− σ

�
1/2 −σ −

√
2− σ

�
1/2

σ−2
�

1/2− σ
√

2 −1
�

1/2 + σ
√

2
σ−3 −σ

�
1/2 σ −σ

�
1/2




Γ = ����

�
1− ρ

1− ρ4
, 4(1−

√
2σ + σ2), 4(1 + σ), 4(1 +

√
2σ + σ2)

�

Ω = ����
�
0,−(λ + µ) +

�
2λµ,−(λ + µ),−(λ + µ)−

�
2λµ

�
.

�������������� ����������� �������� �������� ��� ��� ��������� ��������� Q = �(N ;λ, µ)�
����� N ∈ N� λ ��� µ ��� �������� �������� ���� ��������

�(N ;λ, µ) =




−Nλ Nλ
µ −(µ + (N − 1)λ) (N − 1)λ

� � �
� � �

� � �

(N − 1)µ −((N − 1)µ + λ) λ
Nµ −Nµ




. ������

���� �� � ����� ��� ����� ������� ���� ���������� �����

λk = (N − k)λ, 0 ≤ k ≤ N µk = kµ, 0 ≤ k ≤ N

��� � ���������� ��� ���������� ������� ������������� �� ���� ��������� �� ����������� �� ������ ����
��� ���������� ������������ �� ���� �������� �� ��������� �� ����������� ������ ������ �� ��� ��������

������������

π(n) =
1

(λ + µ)N

�
N

n

�
λnµN−n .

���� ������� ������� �� ���� ���������� ���� ��� �� ����������� �� ��� ������������� �� �������
���������� ��������� ������������ ��� ������� �� ��� ������������������� ������� �� ������� ��� �����
�� ��� ������ �� ���� ��� ������ �� ��������� �� ��� ��������� ������ ������� �������� ������ �� ���
�������� �� ������� �� ����� �� ������������������� ��� ����� �� ��� ������ �� ���� ��� ������ ��
������� ���� ��� ��������� �������

������ ��� k ∈ {0, . . . , N}�
ωk = − k(λ + µ) . ������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

0

µ

Nλ 2λ λ

Nµ

(N − 1)λ

(N − 2)µ (N − 1)µ

� NN − 2 N − 1

������ ���� � ����� ��� ����� �������

����� �������� σ = −µ/λ� ��� ������� � ��� σ ��� ��� ����� �� ��� ��������

λσ2 − (λ− µ)σ − µ = 0. ������

��� φk = (φk(0), . . . , φk(N)) �� ��� ��� ������ ���� ����������� ����� �� ��� ��������� �� xi �� ���
���������� �������� (x− 1)k(x− σ)N−k�

φk(i) = [xi](x− 1)k (x− σ)N−k

= (−1)i
i�

j=0

�
k

j

��
N − k

i− j

�
σi−j . ������

�������� ����� ��� (N +1)× (N +1) �������� ��� �� ��� ��� ������� φi ��� ��� ������ ������� ψj �

Φ = (( φi(j)))i,j , Ψ = (( ψj(i)))i,j := (( φi(j) σi+j−N ))i,j . ������

�� ���� ���� ��� ��������� ������ ���� ��� ��� ���� ��� ���� ��������� ������� �� �������� ���� λ ���
µ ��� ��������� ������� �������� �������� �� ��� ������ ����� ������������ ����� ��� �������� ����
��������

����� ���� ��� ������ �(N ;λ, µ) �� �������������� �� ��� ���� �� 0 �= λ + µ� �� ���� ����� ��

Ω = ����(ω0, . . . , ωN )�
�(N ;λ, µ) = (σ − 1)−N ΨΩΦ . ������

��� ���� ���� ΩΦ = Φ� �� � ������ ����������� �� ��� �������� �� ��� ��� �����
�� ����� �� ��������� ������� �� ������� �� �� ������ �����

Φ Ψ = (σ − 1)N � . ������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

�� ���������� �� �����

N�

k=0

φikψkj =
N�

k=0

[xk](x− 1)i(x− σ)N−iφkjσ
k+j−N

= σj−N
N�

k=0

[xk](x− 1)i(x− σ)N−i[yj ](y − 1)k(y − σ)N−kσk

= σj−N [yj ](y − σ)N (x− 1)i(x− σ)
��
x=σ(y−1)/(y−σ)

= σj−N [yj ](y − σ)N
(σ(y − 1)− 1(y − σ))iσN−i(y − 1− y + σ)N−i

(y − σ)N

= σj−i(σ − 1)N [yj ]yi

= (σ − 1)N δi=j .

���� ������� �� ��� �������� ������ �������� ���� 1−σ �= 0� �� ������������� λ+µ = 0� ���� �� ���
��������� �������� �� ����� ����

����� ����� ���� �� �� �������� �� ����� ���� �������� �������� ��� ��� ���������� �������������

e�t ��� ��� ��������� ��������������
�� �� ������������� �������� ��� ���� N = 3� �� ���� �����

�(3;λ, µ) = (σ − 1)−3 ΨΩΦ

=
1

(σ − 1)3




−1 3 −3 1
−1 2 + σ −1− 2σ σ
−1 1 + 2σ −(σ + 2)σ σ2

−1 3σ −3σ2 σ3


Ω




−σ3 3σ2 −3σ 1
−σ2 2σ + σ2 −1− 2σ 1
−σ 1 + 2σ −σ − 2 1
−1 3 −3 1




�����
Ω = − (λ + µ)���� (0, 1, 2, 3) .

��� ��������� ������������

���� ������� �� ������� �� ������� ���� ������� ��� ������������� �� ��������� �� � ��������� ����
���� ������ �� �� �������� �� ���������� ��� ��������� �� ��� ������ �� �� ��� ��� ���� �� ������� ����

����� ��� ��� ����� �� ��������� ���� ��� ������ �� ��������� ����� ���� ����������� ���������
�����������

��������� ��������� ���� ��������� ������� ���������� ����������� ���� ��������� ���������
������� ������� ���� ������ ��� ��� �� ��� ���� ���� ������� ��� ������ �� � ������ ����
������� ���������� ���� ������ ��������� ������� ��������� ���������� ���� �� ��������������
�� �������� ��� �������� ���� �������������� ���� ������� ���������� ��� �������� ��� ������
���� �� ��������� ��� ��� ��������� ���� ���������� �� ������ ���������� �������������

� ����������� �� ���� �� ���� ���� ���������� ��� ���������� �� ����������� ������� ���� ����
�� ������� ������� ������ �� ����������� ������� ���� ���� �������� ������ �� ����������
��� ������������ ������� �� �������� ������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������� ������ �� ������ ���� �� ��� ����������� �� ���� �������������� ��������� ���� ��
������ ������ ����� ����

����������� ���������� ����� ����� ������� ������� ������� ��� ����������� �� ������� � ����
���� ������� ���� ��� ��� ���� ���� ������ ������ ���� ������� � ��������� ���� ���
��������� ���������� �� ����� ����������� ����������� ���������� ��� ���������� �� � �����
��������� �������� �� ��������� ��� ������ �� ������������ ���������� �� ��������� ��� �����
�������������� �� ���� �� ���������� ������� �� ��� �������� ���������� ���������� ��� ��
���������� ���������� ��� �� �� ��� ������ ����������� ���������� �� ������ �� ��� ������� ��
����� �� ���� ���������

���� ������ ���� ������ �� ���������� ���� ��� ������ �� ��� ����� ����� �� ��� ����� ��� ��
���� ������ ���������� ��� ��������� ��������� ������� ���������� ��������� ���� � ����������
���� ������� �� ��� ���� n �� ��� ������� ��� ��� �� ��� ������� ������� �� ��� ������� ���������
����� ���������� ���� ��������� ������������ ���� ������ �� ��� ������ �� ����� n� �� �����
m �� ���� ����� ����� ���������� ��� ��� �� ��� ����� ������������ �� ����� ��� ������

���� ���� ��� ������ �� ���������� �� ��� ��������� ���� ������ �� ��� ����� �� �� �����
�������� �� ���� ����� ��� ����� ���� ����������� ���������� �� �������� � ����� �� ���
������� �����

�� ���� ������ �� �� �������� �� ������� ������� ��� ������ �� ���������� �� � �������� �� n ���
����� ������������ �������� ��� ���� ������ ����������� �� ��� �������� �� ���� ����� ����
n �� ������ ������������ ��� ������������ �� ��� ���������� �� ������� ������� �� ��� �������
����� ����� �� �� 2n2/3� 7n3/8 ��� ��������� �� �� ����� �������� �� ���� ����� ��� ����� ��
��������� �� ��� ����������� ��� ���� ���� ��� �������� �������� �� �� O(n2) �� O(n3)�

�� �������� ��� ������ �� � ��������� ��������� �� ������� �������� �� � ���������� �������
���� �������� ��������� �������� ��� ������ �� �� ��������� �� ��� � ���� ��������� ����� ����
��� ������� ��� ����� ������� �� ��� ����� ����� ���������� ������ ���� ��������� ������������� ��
������� ��� ���� ���������� ����������� �� ��������� ������������ ���� �������� ���� �������� ��������
�� ������� ����� ���� � ���������� ��������� �������� ��� � ���������� ����������� �����������

�� ��� ���������� �� ������ ���� �� ��� ��������� ��������� ������� ��� ��������� �����������
���� ��������� ������������� ��� ������ �������

����� ������� ��������� ������� ��� ���������� �������������

������ ���� ��� ��������� �� ������� � ���� ��������� ��� ���������� ����������� �� ���� ������
����� ������� �� ������� ��� ������ ������ πP = π �� πQ = �� ���� ��� ���������� ���������� ����
π.� = 1�

������� ������ �������� �� ��� ������ ������

��� ������ ������ �������� �� ������ ������� ��� ������ ������� �� ���� ��� ���� ��� ����
������ ��� ������ �� �� ������ �� �� ��� �����

π� = � , π.� = 1

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

���� ������ � = P − � �� � = Q� �� P �� Q �� ����������� � ���� ��� ���� �� � �� n − 1 ��� n
������� ��� ���� �� ��� ������� ����� �� ���� ��� �������� �� E�� ���� ����� ���� ��� ��� �� ������
�� ����������� �� ��� ������ ������� �� ��� ����� ���� �� �� � ������ ����������� �� ��� ����� ���� ��
��������

��� �� ������ ���� � ��� n× (n− 1) ������ �������� ���� � �� �������� ��� n��� ������ ���
�������� ��� �������� ��� ������ ������ �� �� ������ �� ���������� �� ��� ��� ����




�
t

�


 . πt =




0
���
0
1


 .

��������������� �� ���� ������� ���� ������ �������� �� ��� ����� ������� ����� ������� ����� �����
���� �� ��� ���������� ���� �� ���� �������� ��������� ����� ������� ��������� ��� ����������� �������
������ �������� ���� ����� ����� ����� ������ �� ��������� ��� ������ P− � �� Q ��� �� �������
��� �� �������� � ������ �� � ������� �� � ����

��� ��������� �������� �� ���� ������ �� ��� ���������� �� ����� ������� ��� ��������� ��
���������� �� ��������� � ������� ����� �� ��� ������� ���� ������� ��� ������ �� ������� ����������
������� ��� �������� �� ����� ����� n ��������� �� �� �� �� ���

��� ����������� ���������� �� ���� �� ������� � ������ ������ �� ���������� �� ��� ����� �� n3

������������ �����������
���� ���������� �� ���������� �� ���������� ������ ��� ������ ������ �� ���������� �� ��������

������ ��� ����� ������ �� n ������ ���� ���� ���� ������� �� �������� �� �������� ��� �����������
�����������

������� ��� ����� ������

��� ����� ������ ��� ���� ���� ������� ���� ������������ ��� �������

lim
n→∞

π0 Pn = π .

��� ���� �� ���� �� ������� πn ��� ���������� ������ �� n ����� ���� N � �� N �� ������ �������� ���
������ πN ������ �� ������ ������� �� π� ���� ���� ����������� ������ ���� �� P �� ���������� ����
���� ���� ��� ���� �� ���� �� ��� ��� ����� ���� ���� ���� ����������� ������ ������������� ��� ���
������ �� ��� ������� ������ π0� �������� �� ��������� ���� ������� �� π0 ��� ������ ���� �������

�� �� ��������� �� ������� ���� ���� ������ �� ������������ ��� ��� �� ��� �� ������� π ��� ��
������������� �� ��� ���� �� ��������� ������������ ���� ��������� ��������� ���� ��������� �����
��� ���� ��� ����� �������

�� ��������� �� �� ��� ���� �� ��������� ��� ����� �� N ���� ���� ��� ������ �������� �� ������
� �������� ε �� ��� ����� ����� π� ��������� �� ������� ���� ��� �������� ������� πn ��� π �����
�� � ���

||πn − π|| = O(ρn) ,

����� ����� ���� ����� �� ���� �������� C ���� �����

||πn − π|| ≤ C ρn .

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��� ��� ρ ���� ���� |λ2| < ρ < 1� ����� |λ2| �� ��� ������ ������� ���������� �� P� ��� �� ����� �� ��
���� ���� ��� �������� �� ���� ���� ���� ε� ��� ������ n ������ �� ���� �����

Cρn ≤ ε ⇐⇒ n ≥ logC/ε

log 1/ρ
=

logC − log ε

log 1/ρ
.

����� ������� C ��� λ2 ��� ����� ������� �� ��������� ���� ���� ���� ��� ������� � �������� ��� ��
��������� N � �� �� ��������� �������� ����� �� ���� ���� ��� ������ |λ2| �� �� �� ��� ������ N ������
���

�� ��������� ��� ���� � �������� ����� ��� ��������� ����� � ������� �������� ε� ��� ���� ���
��������� ����� ��� ����� N ���� �����

||πN − πN−1||∞ := max
s∈E

|πN (s)− πN−1(s)| ≤ ε .

���� �������� ���� ��� ����� ���� ���� ����� πN (s) �� ������ ���� ε �� ��� ����� ����� π(s)�
��� ��������� ��������� �� ���� ��������� ��������� �� ���������� �� ����� ������� ��� �������

�������� ��� ��������� ��� ������� � ��� �� ����� ��� �� �������� ���� ������ �� ���������� ���
����� ����������� �� ���� ��� ��� �� ��� ������� �� ������ πn �� ��� ������� �� �� ���� ����� �� ��
��������� �� ����������� ���� ������ ������������� ���� ���������� ���� ��� ������ ��� �����������
���������

�� ���������� �� ������������� �� ��� ���������� ������������ ��� �� �������� ����� �����
����� � �� ��� �� ��� ��������� ������� ������ ���� �� �� ���� ������� ��� ��� ��������� �� ��
������������ ������ ����� ��� ������� ������ ��� ��� ������� ����� ���������� ������� ����� �� �������
������� ������������ �� � ���������� ������ �� ������� �������������� ��� ������ �� � ������������
��������� ���� ������� �������� ��� ������ �� � ������ ������ �� �������������� ������� ��� ������
��� ���������������� ��� �� �� ������� ��������������� �� ���� ����� ��������� �� ��� ������ ���
������ �� ��� �������� ���� �� ��� �������������� ��� ��� ���������������� ��� ������

��� ����������� ���������� �� ��������� � �� N ����� ��� ������ �� ���������� �������� ���
� ������������� ��������������� ����� N �� ��� ���� ������ �� ���������� ���� ������� ��� ���� ��
��� ������������� �������������� ������� �� ���� ������� �� ��� ��� ��� ������ �� ������������ ��
��� ����� ����� ���� �� O(n2) ����������� ���� ������ ��������� ���� �� O(m)� ��� �������� �����
��� �������� ��� ���� �� � ��������������� ���� ��������� � �� 2n ����������� ��������� �� ���
����� �� m� ���� ��� �� ���������� �� ����� �� � ��������������� �� �� ����������� �� ��� ���� �����
��������������� ��� ����� ���������� �� ������ �����

��� ����� ������ ��� ����� ���� ��� ������� �� �� ��� π ���� ���� πQ = �� �� �� ��������
�� ��� ��������������� ������� ��������� �� ������� ����� ��� ���������� ������������ �� Q ��� ���
����������� ������ Pν = �+ ν−1Q �� ��� �����

��� ����� ������ ��� ���� ��� �� ���� ���� ��� ����� �� ν ���� �������� ��� ��������������
��������� ������� �������� �������� ν ��� ����� ��� ��� ����� ���� ��� ����������� �� P ��� �����
�� �� �� �� ���� ���� ������ ���� ����� ����������� ������� �� ��� ����� ����� �� ν �� ������ ��
��� ������� ������� �� ��������� ������� ����� �� � ����������� ���� ��� ������ Pν �� ��������� ��
����� ���� ��� ��������� ���� ��� ��������� ��� ������ �� ν ������ ������� � ���������� �������
����� ��� ��������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��������� �� ��� ����� ������ ��� ��������� ����������� ���������� �������������

����� � ����������� ���������� ������ P
����� �� ������� ��������� K ��� ���������� ����������������
����� � ��������� ��������� ε
������� � ������������ ����� ������������ ��� ���������� ������������ �� P
�����

x← ��� ����������� ������������
n← 0
������

n← n + 1
y ← x×P
dist← ||x− y||
x← y
�� n mod K = 0 ����

x← �����������(x)

����� dist < ε�
x← �����������(x)
������ x

��������� �� ��������������� ��������������� �� � ������

����� � ������ �� ������� x ������� �� E
������� � ������ ������������ �� x ����� ������� ��� �� �� �
�����

sum← 0
��� i ∈ E ��

sum← sum + x[i]
��� i ∈ E ��

x[i] ← x[i]/sum
������ x

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������� �����������

��� ������ �� ���������� ���� ���������� ��� ���� �������� �� ��������� ������ ������� ��� �� ���
���� ����� ����� �� ��� ����������� �� ��������� �� ������ �������� ��� ������ ������ �����������
�� ������� ���� ��� �������

��� ���������� ������� �� ������ �� �� ������� ��� ������ �� ��������� �� �� ������ ���

(1− Pii) π(i) =
�

j �=i

π(j)Pji,

���

π(i) =
�

j �=i

π(j)
Pji

1− Pii
, i ∈ E .

����� ��� ���� ���� ω ∈ (0, 2) ��� ����������� �������� � �������� �� ������� π(1), . . . , π(k), . . .
��������� �� ��� ��������

π(k+1)(i) = (1− ω)π(k)(i) +
ω

1− Pii


�

j<i

π(k+1)(j) Pji +
�

j �=i

π(k)(j) Pji


 .

���� ���� ����������� �� ��������� ���� ���������� ������ �� i� ��� ������� ���� �� ���� �������
������ �� ����� ��� ������ π(k+1) �� ��� ���� ����� �� ��� ���� π(k)� ����� ����� i �� �������� ���
����� �� π(k)(i) ���� ����� �� ���� ������ �� ��������� ���� � ������ ������ �� ω ��� �����������
��� �� ������ ���� ���� �� ��� ����� ������� �������������� ����� �� �� ������ ��� �� �������
��� ���� ������ �� ���� � ������ ������ ��� ����� ω = 1.2 �� ����������� �� ����� �� ��� ����
������ ���� ��� ������ �� �������� ��� ���� ��� �������� �� ����

���� ��� ������ �� ω = 1� ���� ������� �� ��� ������ �� ������������� ���� ������ �� ����� ��
�������� ����� ��� �������� ���� ��� ���������� ��������� ���� Pii ≥

�
j �=i Pij ��� ��� i ∈ E �

����� ������� ������� ��� ��������� �������������

������� ���������� ��� ����� �� ��������� ����� �� ���� ��� ����������� ��� ������� ��� �����������
��������� πt �� ��� ���������� �������� Pn �� etQ� ����� �������� ��� �������� ���� �� ��� ���������
���� �������� ��� ������� ��� �� ����� ����� ���������� ������� �������� ��� ���������� ������

�� �� ������� πn ��� ��� ������ �� n ��� ���� π0 ��� �������� ������ �� πti ��� � �������� �� n
���� �������� ti ��� ���������� ������

�� �� ������� πn ��� ���� ����� �� n ��� ���� π0�

�� �� ������� πn ��� ���� ����� �� n ��� ���� ������ �� π0�

�� �� ������� �� �������� ����� �� ��� ����
�

s∈E
v(s)πn(s)

��� ���� ����� ������ � ��� ���� ����� �� n�

��� ������������ �� ������ ��� ������ �� ��� ���� ��������� ���������� ������� �� ��� ��������
��� ����� �� n ��� ��� ���� �� ��� ����� ����� E � �� ��������� ������� ���� �������� �� �����������
�� ����� ��� ���������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������� ������������� ������

������������ ����� ��� ���������� πn+1 = πnP �������� ��� ������ �� πn ��� ��� 0 ≤ n ≤ N � ���
�� ������ ������� �� �� ���� �� ������� ��� ���� ���������� �� �������� ��������� �� �� � �������
����� ��� ��������� ����� ����� N ������ ��� ��� ���� ���� ����������� ��������� �� ������������
��� ����������� ���������� �� ���� �� N ×O(m)� ��� ��� �������� ������

�� ������� ������ �� �� ������ �� ������� Pn ��� ���� ������� ����� n�
��� �������� �� ��������� � ����� ����� � ������� ������ �� ��������������� �� ��� ����� ��

���� ������� ������� ��� ��������� �� n = 2�� ��� ��� ��� ��� �������� ��������

�2�
=

�
�2�−1

�2
������

����� ������ �� ������� ��� ����� Pn �� � = log2(n) ������ ���������������� ����� ���� ����������
��� ����� Pn ��� �� �������� �� ���� ���� 2 log2(n) ����������������

���������������� ������ ���� P ��� ���� ����������� ������������� ����� �� ���� ��� ��������
���������� ����� ���� ������� ��� �����

Pn =
p�

i=1

λn
i �i.�i

���� ��� ������� ������� ��� ������ πn ���

πn =
p�

i=1

λn
i (π0.�i) �i .

��� n ������ �������� π0.�i ��� �� ������������� ���� ����� p × O(m) ���������� ����� m ��
��� ������ �� �������� ������� �� π0� ��� ���������� �� � ����� λn

i �� ���������� �� �� ����������
���������� ���� ��� ���������� �� πn �������� �� ��������� ��� ������ ����������� �� p ������� ��
���� p� ���� ����� O(p2) ����������� ������������� �� n�

�������������� ��� ������ ������������� ���������� ��� �������� ������������� ���� �� �������
�� ����� �� �� ����������� ��������� ���� �� ��� �� ��� ���� ����� �� ���� ������ ��� �������� R
��� S ��� ���� ������� ���� �������� ���� ��� ���� �������� ����������� ��� ��������� ����� �����
�� ������� ���� �� ����� �� ��������� ������� ���� ������ �� ��������� ��� ������������

� ���� ������ ������ ���� �� ����������� �� ��� ��� ���� �� ����� �� ������� �������������
��� � ������������������������ ���� ����� �� ��� ��������� �� �� ���������� �� ���� ������� �� ���
���������

������� ��������������� ������

�� �� ��� ���� �� ������ ������������� Q �������� � ��� �� ������� ����������� ��������� ������
��������� ��� ��� ������ �� ����������� ��������� ��� ������������� �������� ��������� �� ���������
���� Q �� ����������������

eQt =
p�

i=1

eλit �i.�i

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��� ��� ������� ������� ��� ������ πt ���

πt =
p�

i=1

eλit (π0.�i) �i .

���������� ��� ����������� ������� ��� ���� �� �� ������� �������� ��� ����������� ������ ����
������ �������� ���������� ��� ������� ���� �� �� ��� N ���� ���� ��� ��������� �������������
����� �� ���� ������

etQ =
∞�

n=0

tn

n!
Qn ≈

N�

n=0

tn

n!
Qn .

�� �� ��������� �� �������� ���� ��������� ���� �������������
����� �� ���� �� �� �������� �� ������ � ������ N �� ���� � ��� ���� ��� ������ �� ��� ������ ��

������� ���� ���� ε� ��� �������� ��� �� �� ���� �� �� ��� ��� ��������� ������ ��� z �� � ��������
���� ������� ����

RN (z) :=
∞�

n=N+1

zn

n!
=

∞�

n=0

zn+N+1

(n + N + 1)!
≤

∞�

n=0

znzN+1

n!(N + 1)!
=

zN+1

(N + 1)!
ez .

��� �������� N �→ zN/N ! �� ������������ ���������� ��� N ≥ z� �� ��������� ������� �� �� �� ����
����� ���� ε ��� ���� ���� z� �� �� ����������� ���� �� ��� ���� N(ε, z) ≥ z ���� ���� RN(ε,z)(z) ≤ ε�

����� �������� ��� ������ �� ��� ������ ������� ��� ����������� �� � ������ ��

RN (�) :=
∞�

n=N+1

�n

n!
= e� −

N�

n=0

�n

n!
.

��� ��� ������ � ������ ���� ���� �������� ����� ����� ��n� ≤ ���n� �� �����

RN (�) ≤ RN (���).

���������� �� N �� ������ �� N(ε, ���)� ���� ��� ����� ���

SN (�) :=
N�

n=0

�n

n!
������

������������ ��� ����������� e� ���� �� ����� ���� ���� ε� �� �������� ���� ��� ������ ���� �·��
��� ��������� ������ SN ��� ���� �� ��������� ����� N ������ ��������� ��� N �������������
����������������

��� �� �������� ��� ����������� �� ���� ��������� �� ��� ������ etQ�

etQ =
∞�

n=0

tn

n!
Qn = SN (tQ) + RN (tQ) .

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

�� �� ���������� �� ������ ��� ������� ��� ��� ���� ������ �� ���� ���� �������� �����

�� �∞ = max
i

�

j

|Aij | .

���� ��� ���������� �� ������������ ����������� �� �����

�tQ �∞ = tmax
i∈E


�

j �=i

Qij + |Qii|


 = tmax

i∈E
(|Qii|+ |Qii|) = 2tmax

i∈E
|Qii| ,

����� ������ �� ���� �� ������� N(ε, t �Q�)� �������� ����� ���� ������ �������� ���� Q ��
���������� �� ��� ������� ���� ������ ��� �������� ��� �������� ������ �� ��������� ��� ���������
�� ��� �������� �� Qn �� ��� ������� ���� n �� ������ �� � ������� ��������� ������������� ���
������ ���� ���������� ��� ��� SN (tQ)� ��� ���������� �� ���� ��� ���� � ���� ��������� �� ����
� ��������

��� ����� �������� �� �� ��� �������������� �� ��������� ��� �������� ��� ��� ν ����������
��������� ������� �� ���� ���� ��� ����� �� ������� ���� �� ����

etQ = et(−ν�+(Q+ν�)) = e−νt et(Q+ν�) = e−νt
∞�

n=0

tn

n!
(ν� + Q)n . ������

���� �� �� ������������� ������ ε �� ������� �� �� ������ �� ������ �� ������������� �� et(Q+ν�)

������ eνtε� �� ��������� �� �����

�t(Q + ν�)� = tmax
i∈E


�

j �=i

Qij + ν + Qii


 = tν .

�� �� ν �� ������ �� maxi∈E |Qii|� ��� ���� �� ��� ������ �� ������� ��� �� �� �������� �� ������ ����
N(ε) ������� ���� ���� Q� �������� ����� ��� ��� SN (t(Q + ν�)) ���� �������� �������� ���������
��� ������ �� ���� ���� �������

��� ������������� ��������� ��� �� ������� �� ������� ��� πt ������� �� ��� ������ Q� �������

πt = π0 etQ =
∞�

n=0

tn

n!
π0Qn = e−νt

∞�

n=0

tn

n!
π0 (ν� + Q)n . ������

��� ����� �� �� ������������� �� πt �� �������� ���� � ������ ����� �� ����� �� ����� ���
������ ������ ��� ������ ������ � ������ ���� ���������� ���� ���� ������ ����� �� ��� �����
���� ��x� ≤ ��� �x�� �� ���� ����� �� ���� �����

�πt − π0SN (Q)� ≤ �π0�
��eQt − SN (Q)

��

����� ��� �� ���� ���� ���� ���� ε �� � �������� ������ �� N � ���������

��πt − e−νt π0SN (ν� + Q)
�� ≤ �π0�

��eQt − e−νtSN (ν� + Q)
�� .

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

���������� ��� ��� π0SN (�) ��� ���� ������ � ��� �� ���� ����� ������������� �������� ���
������ ���������� �� �� ��������� ������ ���� ��������� ��� ������ SN (�)� ���� ����������� �� ���
������ π0�

��� ������� ��� ��� ��� ��������� ���� ������ �� ���������� ���� ��� ��� ���� ��� ��������

�π�1 =
�

i∈E
|π(i)| .

���� ���� �� ������ ����� �� � ��� ����������� ��������

��������� ������������ ��� ������ �� �� ������� ��� ���� ���� ��� �������� t �→ Pt �� ��������
�� ��� ����������� ������ ������ ���� ������� ���� ���� ����

�Pt

�t
= QPt = PtQ

���� ������� ��������� P0 = �� � ������� ������ ���� ��� ���� ���� t �→ πt �� �������� �� ���
����������� ������

�πt

�t
= πt Q ������

���� ������� ��������� π0� ���� �� � ����������� �� ������� ��� ���� �� ���� �� ��������� �����������
���� ������� ����� � ��������� �������

��� ������ �� ��� ������ �� ��������� �� ����� �� ����� ��������� ������� �� ����� �� ����������
����� �������� ������� ������ ������� �� ������� ����� �� ����������� ���� δt� ��� ������ ����������
������������ �������������� �πnδt ��������� �� ��� �����������

�π(n+1)δt = �πnδt + δt �πnδt Q .

����� ����� ��� ��� ������ �������������� ��� ���������� ��� �� �������� ���

�πnδt = �π(n−1)δt (�+ δtQ) = �π0 (�+ δtQ)n . ������

��� ���� ���� �� ���� ���� ���� �� ������� �� ��� ���������� ��� ����� ������� ��� ������ ��
���� ���������� �� ���� �� � ����������� ������ P1/δt �� ν := 1/δt �� ����� ������ �� ������� ������
���� ������� �� ������������ �� δt �� ����� ������� �� � ������������ ��� ����� �� ��� ���������� ��
������ ��� ���� �� ��� ����� �� Pt ���� t → ∞ ���� ���� ������� ������ ��� ���� ���� ��� ����
���� ����� ���� �� ��� ���������� �� ����� �� ��� ��������� ������������� πt�

������� ������ �� ���� ��� �������� �� � ������ �� ��������� ����������� ������� ���� ���� ����
��������� ������� ����������� ��� �� ������������� ������ �� ����� � ����������� �� ����� ��
��� ������� ���������� �� ��� �� ����� ���� �� �� ���������� �� ���������

�πnδt = �π(n−1)δt

�
�+ δtQ +

1
2
(δt)2Q2 +

1
6
(δt)3Q3 +

1
24

(δt)4Q4

�
. ������

���� ��������� ������ ��� ������� �� ��� ���� ���� ��������� ����������� ������� ������� �������
�������� �� ��� ������������� ���� ��� ����� �� ��� ������������� �� ��� ����� ���������

�π(n+1)δt = �πnδt eQδt = �πnδt SN (Qδt)

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

����� SN �� ��� ����� ��� ������ �� ������� ��� ����� N = 1 ����������� �� ������� ������� ���
����� N = 4 �� ���� �� ���� ������ �� �� ��� ������ ������ �� ������� ��������� ����������� �������
�� �������� ���������� ������ �����

�� ���� ������ ���� ����� ��� ��� SN (δtQ) ��� ����� ��������� �������������� ��� �����������
���� ��������� ��� ���� �� ���� �� ���� �������� �� ��� �������� ��� ������ �� �������� �t = e−νtπt

�� ������� ��� ���� ��� ����������� �������

��t

�t
= �t (ν�+ Q) .

���� ��������� ����������� ���� �� �� ������ �� ������ ��� �� ����� ���� Q �������� �� ν� + Q� �
�������� ������� ������������� �������� ������ ���� ������� ��� ��� �������� �� ���� ��� ������
�������� �t �� ��� �������� ��� ����� ������� ������ ���� ������� ���� ��� ������ ���� πt �����
������� ��������

���������� ��������������� ��������� �� ��� ����� �� �������� ��� ��� ���� �������� t� ���
��������� �������� ��� �� �������

�� t �� ������ ��� ��������� �� ��� ����������� �� �������� �������� ��� ����������

etQ � � + tQ +
t2

2
Q2 +

t3

3!
Q3 + ...

���� �� �������� ��� ��������� �� ��������� ����������� �������� �� �� ���� ����� ���� ���������� ���
���� ��������� �� �� ��������������

������� �� ��� �� ��������� �� ���� ��������� ��� ������� �� ������ ��� �������� Qm�
m ≤ m0� �� ��� ���� ������� πm = π0Qm� ��� ����� �� m0 �� ������ �� �� ����� ������ �� ����
������ ��� ������� �� ���� �������� ε� ��� ���� s ��� ���� ti� ��� ����� �� πti(s) �� �������� �����
O(m0) �����������

�� t �� ������ ���� ��� �������� ��������� �������� �����

etQ =
N�

i=1

eλit Ai �
i0�

i=1

eλit Ai ,

����� i0 �� ������ ����� ������ �� ���� ��� ��������� �� ��� ��������� ����� �� ���� ���� ���� ε�
����� ��� ����������� �� Q ���� ���� ������ �� ���������� ����� �� �������� ������

����������� �� �������� ��� ������ ���� ��� ���� ����� ��� ��� ������� M ��� ��� ������ ��

e� =
�
e�/M

�M
.

�� M �� ����� ������� ��� ��� ��� �� ���������� ������������� SN (�/M) �� ����������� ���
����� ����� ���� ����� ��� ������ �� ��� ����������� ������ ��� ������ �� M = 2� �� ����� �������
�� ��� �������� ������� ������� ��� �������� �� ���� �� ������������� �� ��������� �� ��� ���������
����� ��� ������� ������ ��� ����� ������ ����� ����� ������ �� ��� ����� ������� N ��� M �

�e� − (SN (�/M))M � ≤ ���M+1

MN (N + 1)!
e��� .

��� ���� M = 1 ����������� �� ��� ����� �� RN (�) �� ���� ���� ������

������� ���� �������� �� ����


