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�� ���� �������� ��� ��������� ����� ������� ����� �������������� ������ ������ ��� ���������
��� ����� ��� ������������ �� ������ ����� �������� �� ��� �� � ����� ���� �� ��� ���� ���� ����

����������� ������������ ��� �� ������� �� ������ ������� ������������� �������� � �������� ���
��������� ��������

��� ������������� ������ ������

����� ����������

���������� ���� ��������� E ���� ������ � ��� �� ���� ���������� ���� ��� ������ ����� �� ���������
��������

��������� ��� �������������� ������ ������� ��� E �� � ��� �� ���� ���������� � ������� {X(n), n ∈
N} �� � ������������� ������ ����� ����� ��� ������ ���� E �� ��� ���� ��� X(n) ∈ E ��� ��� n�
����

�� ������� ��������� ��� ��� t ∈ N� ��� ��� t+ 2� ���� (j0, j1, . . . , jt, jt+1) �� �������� �� E�

P(X(t+ 1) = jt+1|X(t) = jt, . . . , X(0) = j0) = P(X(t+ 1) = jt+1|X(t) = jt) ; �����

���� ����� �� ����������� �� �� ���������

��� ������������� ��� ��� ���� (i, j) �� E� ����� ������ � ������ Pi,j ���� �����

P(X(t+ 1) = j|X(t) = i) = Pi,j , �����

��� ��� ����� �� t�

�� ����� ����� ��� ������ ��� ������������� ������ ������

�
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����� ������������ ������ ������

�� ���� ������� ��� �� ��� ���������� ��� ����� ����� E ���� �� ������� �� �� ������ �� ���� ����� ���
������ ����� ��� �� ������������� �� � ������� ��� ���� ������������� ���������� ��� �� �������
���� ��� ���������� �� ���� �������

������� ������ ������ ��� ��������

��� ������� Pi,j � (i, j) ∈ E×E ��� ��� ���������� �������������� ��� ��� ������ P� ����� ����������
��� ��� Pi,j � �� ��� ���������� ������ � ���� ������ �� �����������

��������� ��� ����������� �������� � ���������� ������ �� � ������ ������ ����� ������� ��� ���
���� ��� ��������� ��� ���� ����� ��� ��� ���� ���� ��� �� ����� �� ��

���� �������� ��� �� ��������� �� ��� �������� �� ������ �������� ��� � �� ��� ������ ������
���� �� ���� � = (1, . . . , 1)T � ����

P � = � . �����

����������� ����� � ���������� ������ P� �� �� ���� �� ����� � ������� {X(n), n ∈ N} ����� ��
�� ����������� ������ ����� ���� P �� ���������� ������� ��� ������� ��� ��� ��� ������������ ��
���� ��������� �� �����������

� ������ ����� �� ��������� ������������� �� ��� ���������� ����������� �������
����� �� �� �������� �� ��������� � �������� ����� �� ����� ������ ���� ������� ����� �� ���������

� ����� G �� ����� ������ ������ ���� ����� �� ������ ��� ���������� �������� �� ������� ��
����� �� ������� ������

������� ��������� �������������

��� ���� ������� ����� ������ �� �� ������� ��� ����������� ���� ��� ������ ����� �� �� ���� �����
����� ����� ���� ����� ������ �� ������ ����� ��� ������ ��� ���������� ���������������

��������� ��� ����� �� ������������� ��� ������������ ��� n����� ���������� ��������������

p(i, j;n) = P(X(n) = j | X(0) = i) , �����

��� ��� n��� ���� ����� ��������������

πn(j) = P(X(n) = j) . �����

��� ���� ��� �� ��� ����������� �� ����� ���� ����� i �� ����� j �� n ������ ��� ������ ��� �� ���
����������� �� ����� �� ����� i ����� n ������

������ �� P (n) ��� ������ ����������� ���� ��� ������� p(i, j;n), (i, j) ∈ E × E �
����� ������������� p(i, j;n) ��� ����� �� ��� ��������

������� ��� ���������� ��������������� ��� ��� n ∈ N�

P (n) = Pn .

����� ������� ��� ����� ������� ������ �� �������� ��� ��������� �� ������������ �� ���� ����
��� ��������� ����������� ��� ��������� �� Γn(i, j) �� �� ��� ��������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � �

��������� ���� ��� ��� n ∈ N� (i, j) ∈ E × E� �� �����

p(i, j;n) =
�

(i, i1, . . . , in−1, j) ∈ Γn(i, j)
pi,i1 pi1,i2 . . . pin−1,j . �����

��� �������������� �� ���� ������� �� ��� ���������� �������� � ���� �� ������ n ��������� ��
��� ������ �� ����� �� ����� G� i = i0, i1, . . . , in = j� �� ���� ���� �� ���������� ��� �������
pi0,i1 . . . pin−1,in � ��� ����������� p(i, j;n) �� ��� ��� �� ��� ������� �� ��� ����� �� ������ n �����
���� i �� j�

���� ����������� �� ��������� �������� �������� �� ��� ���� �� ����� ������ � ���� �� ������ n �����
���� i �� j �� ��� ���������� ��������

�������� ��� ��� ������������� πn(j)� n ∈ N ��� j ∈ E � ������ �� ������ �� ����� �� �� ���� ��
������� ���� ������������ �� �� ��������� �� ��������� ��� ������� ������������ �� ��� �������� ����
���

π0(j) = P(X(0) = j), j ∈ E .
�� ���� ����� ������������ �� ��� ������� ������

πn(j) =
�

i∈E
π0(i) p(i, j;n) . �����

���� ��� �� ��������� �� ������ ����� �� ���� ���� �� ������ ���� πn ��� ����� ������ ����
���������� πn(j)� ����� �������� ����� �� ���������� ���

������� ���� ��� ��������� ����� ������������� ��� ����� ���

πn = π0 Pn . �����

������� ��� ������ �� ������

� ������ �������� �� �������� �� ������ ������ �� ��� ������ �� ������ ���� �� ��� ������� ������
����� � ������ ����� {X(n), n ∈ N}� ����� �� ������� n ��� ���� ����� i ∈ E � ������

V (i)
n =

n−1�

m=0

�{X(m)=i} . �����

������ ���� ��� ��������� �������� �{A} �� 1 �� ��� ����� A �� ����� 0 �� ���� ������������ ��� �����

V
(i)
n ������ ��� ������ �� ����� ��� ����� X ��� ������� ����� i ������� ����� 0 �������� ������ ���

���� n− 1�
������ ��� ������������ ����������� �� ������ �� �����

EV (i)
n =

n−1�

m=0

P(Xm = i) =
n−1�

m=0

π0 Pm �i , ������

����� �i �� ��� ������ ������ (0, . . . , 1, . . . , 0)T � ����� ��� ��� �� �� ��� i� ��������� �� ���� ��������
��� ������� ������ �� ������ ��� �� ��������� ����� ��� ������� ������������ ��� ��� ���������� �������

������� ���� �������� �� ����
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����� ���������� �������� ��� ��� ������������� �� ������

�� ���� �������� ��� ��� E �� ����� ������
��� ���� ��������� �������� �� �� ���� ��� ��� ��������� �� ������� p(i, j;n) ��� πn(j)

������ ���� n ����� �� �������� ����� ������� ��� ��� ������� ���� ��� �������� �� ����������
�� ����������� ��� �������� �� Pn ��� π0Pn ���� n → ∞� ��� ��������� ������� ������� �����
������ �� �������� ��� �������� �� ������� ���� �� ����� ����� ���� ���� �� ��� ���������� ������
P�

��� ����� �� ����������� ��� ������ �� ��������� a) ������� ����� ���� ����� ����� ��������� ���
������������� ��������� ��� ���� �� ����� ������ ��� b) ���� �� ��� ����� �� ������������

������� ������������� �� ������

��� G �� ��� ���������� ����� �� ��� ���������� ������ P� �� �� �������� �� ������� � �������������
�� G ���� �������� ��������� ���������� ���� �������� ����� �� ��� �������� �� ������ �����
������� ����� ���������� ��� ������ ��� ������������� ������� �� ��� ������

����� �������� ��� ����� C �� ������������� �������� ���� ����� �� ����������� ���� ��� ������
��� ���� ������������� ������ ��� ���� ����� ������� ������� C1 ��� C2 �� ����� ����� ��� ���� (i, j)�
i ∈ C1� j ∈ C2 ���� Pi,j > 0� �� ����� ������ �� �� �� �������� �� �� ���� C1 �� C2 ���� ��������
������������

�� ������������� ��� ����� C ��� �� ������ �� �� ������ � ���� �������� ������� ������ ��
���� ������� ����� ��� ������ �������� ���� �� �������� ����� ����� �������� �� C ���������� ��
������������� ������� ���� ��� ������ ��� �������� ������������� ������

�� ��� ��� ��������� ��� ����������� ��� �������

��������� ��� �������� �� �������� ��� ������ �� �������� ������������� ������� ��� ������ ������

����� ��� ����� ������ ��� ������ ����������
���� � �������� ������������� ����� �������� �� � ������ ������ ���� ����� �� ������ ����������

�� �� ����������� ����������

������ ���� ��������� ��� ���� � ������ P �� ����������� �� ��� ������ ��� �� � ������ �������������
������ �� ����� ������ �� P �� ������������ ��� ������ ��� ����������

��� ������������� �� ��� ����� ����� �� ������������� ������� ��� ��� ��������� ��������� ������
���������� �� ��� ���� �� ����� ��������� �� P �� ���������� ���� �� �� ����������� �� �� � �����������
�� ��� ������� �� � ����� ���������� �������




P11 P12 . . .

� P22
� � �

��� �
� � �

� . . . � Ppp



. ������

���� �� ����� ������ ���������� �� � ������������� ������ ��� ��� ������ �� ��� ����� C� �� ���
������������� ����� c �� ��������� ����� �� ���� ��� �������� ����� �� ��� ������� ��� ��������
����� Pcc� ���� ���������� �� � ���������� ������� �� �� ��� ������ �� � ������ ����� �������� �� ���
������������� ����� Cc� ���� ������ ����� �� ������������ ��� ��������� ������������� ��������
����� �� ���� ���� ��� ����� �� ��� ������������� �����

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � �

������� ����������� �� �������������

�� ���� ����� ������� ������� ���������� ��� ����������� �� �������������� ����� ������� ��� ��������
����� �������� ����������� �� ��� ������ P�

��� ���� ������ �� �� ����������� �� ������� ��� ������������������� ��� ����� ������� ��� ��
������ ����� ��� �������� ������������� �� �������� �������� ���� ��� ��� ������� �� ������� ����
��� ������� ��� ������� �����

������� ��� ���������� �� � ���������� �������������� ������ P �� � ����������� ����������� �������
���� ����� ������ � ������ ����������� ������ π ���� ���� πP = π ��� π� = 1� ��� ������ π ��
�������� ���������

���� ������ �� ������ ��� ������ �� ���������� ������������� �� ��� ������ ������

��� ������������ �� ��� ����� ����� E ������������� �� ���� ������ π �� ������ ��� ����������

������������� ��� ���� ������������ ����� ���� ��� ����������� ���� �� ��� ������� ������������ ��
� ������ ����� �� π� ���� ��� ����� ������������ ���� ��� ������ ���� ����� ��� ����� �� �����������
���� ��� �� ������� �������������� �� π0 = π� ���� ��� ��� n�

πn = π0 Pn = π Pn = (πP)Pn−1 = π Pn−1 = π .

������� ���� ��� P �� � ����������� ����������� ������ ��� π ��� ������ �� ���������� ��������������
�����

n−1�

m=0

Pm = n �.π +O(1) ,

��� �� �����������

lim
n→∞

1
n

n−1�

m=0

Pm = �.π . ������

�� � ������������ ��� ��� ����������� ������ π0� �� �����

lim
n→∞

1
n

n−1�

m=0

πm = π . ������

���� ������ �������� ��� �������������� �� ��� ���������� ������������ �� ���� ���� �� ������ ����
��� �������� ������ �� ������ �� ����� i ���

EV (i)
n =

n−1�

m=0

πm(i) .

����� ����� ������� �� �����

πi = lim
n→∞

1
n

EV (i)
n .

�� ������ ��� ���������� ������������ �� ����� i �� ��� ������� ������ �� �������� �� ��� ���� ��
����� i ��� �����

�� ��� ������ P �� ������� �� �� ��������� �� �������� ���� ��������� ��� �� �� ���� ��� �������
����� ������ �� ���������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � �

������� ���� ��� P �� � ����������� ����������� ��� ��������� ������� ��� π �� ��� ������ ����������
����������� ������� �����

lim
n→∞

Pn = �.π . ������

�� � ����������� ��� ��� ����������� ������ π0� �� �����

lim
n→∞

πn = π . ������

��� ����������� �� ���������� ��� ��� ������ �����

||πn − π|| = O(ρn) ������

��� ��� ρ ���� ���� |λ2| < ρ < 1� ����� |λ2| �� ��� ������ ������� ���������� �� P�

����� ��� ���������� �� ������� ��� ��� ��� ������� ���������� �� P� ��� ��������� �����������
�� �����

��������� ��� �������� �������� � ���������� ������ ����� �� ����������� ��� ��������� �� ������
��������

���� ��� ������ �� ��� ������������ ��� ������������� �� ������ ���������� �� ��������� ���
������� ���������

��������� ��� ������ �� �������� � =
�∞

n=0 Pn� �� �� ������ ��� ��������� ������ ��� �� ��� ������
�� R ∪ {+∞}� �� ��� �� ������� ���� �������� ������ ���� ���� ������ �� ������� ���� ��� ������
�� ������� ������� ��� ������� Vij �� ��� ������� ����� ������ �� ������ �� ����� j �� ��� ����� ����
�� ������ �� ����� i�

Vij = lim
n→∞

E
�
V (j)

n | X(0) = i
�
. ������

������� ���� ��� {X(n), n ∈ N} �� � ���� ���� ��� ����� ����� ����� E� ��� i ∈ E� �����

�� �� i �� ���������� ���� (πn)i = O(ρn) ��� ���� ρ < 1� ��� Vii �� ������

��� �� i �� ���������� ���� Vii = +∞�

���� ������ �������� ��� ����������� ��� ��� ������������� �� ������� ��������� ������ ��� ������
���� ��� ������� ��� ������ ����� ���� ������� ���� ������ ���� � ����� ������ �� ����� ����
����������� ���� �� ��� ����� ����� ��� ����� ���� ������� � ��������� ������ ������ �� �������
������ �� ����� ��� ��� ����� ������� ��� �������� ����� ���������� ���� ������ �� ����� ��� ��� �����
������� ������� �������� �������

�������� �� ����� ��� ��������� ������� ����� �� �������� �� ������� ��� ��� �������� � ��������
����������

��������� ���� ��� {X(n), n ∈ N} �� � ���� ���� � ����� ����� ����� E� ���� ���������� ������
P� �� P �� ������������ ���� ��� ������ ����� ���� �� ������� ������ �� ����� ������� ���� �����
i ∈ E ���� ����������� �� �������� ��� ������� �������������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � �

����� ������ ������ ���� ������� ����� ������

���� ��� ����� ����� E �� ��������� �������� ���������� ����� ��� ����� ��� ����� ������ ��� ���
����������� ��������� ��� ���� ����� �������� ��� ������� �� ������� �������� �� ��� ���� ������
�� �������� ���� �� ������� ������� ���� ��� ��� ��������� �������� �� ��� ���� �� �����������
�������� ��� ����������� �������� ��� ������ ����� ������ �� �������� �� ��������� ��� ��� ������ ��
������������

��� ���������� ����� �� ������ �� �� ��� ���� �� � ����� ����� ������ �������� ���� �� �� �������
������� ��� ������� �� �������������� ��� �������������� ��� �� ������ ��� ���� ����

��� ������������� �� ������ ���������� �� ��������� ��� ���� �� ������ �� ��� ������� ����� ��� ���
�� ��������� ������ �� ������� ���� ��� �������� ������ ��� ��������� �� ��� ������ Vij � �������� ������
�� ������� ��������

��������� ��� ������� ������������� �� �������� � ����� �� E �� �������

• ��������� �� Vii <∞�

• ���� ��������� �� Vii = ∞ ��� (Pn)ii → 0

• �������� ��������� ��� ������� ���������� �� Vii = ∞ ��� (Pn)ii �→ 0�

���� ��� ����� ����� �� ������ ��� ���� ����� ���������� �� ��� ��������� ������� ��� ���
��������� ��� ���� ��� ���� ������ �� ��������� ����

��� ������������ ��� ������� ������ ������ �� ���� ���� ��� ��� �������� �� ��� ������ ��
������������� ������� �� ��� ������ �� �������� ��� ������ ����� ��������� ��� ��� ������� �����
���� ����� ����� ������� �������� �������� ��� ������ �� ���� ����� ��� �� �� ��� �� ��� ����� ������

�� ��� ����� ����� ����� �� � ����������� �������� ��� �������

������� ��� ������������� �� P �� ������������ ���� ��� ������ ���� ��� ���� ���� ���������� �� ����
��������� �� �������� ���������� ��� ���� ��� ���� ��� ���� �������

���������� �� ��� ���� �� ����������� ������ ��� ��� ����� �������� ����� �� � ��������� �������
�� ��� �� ��� ������ ��� ���� �������� ���������� ��� ������ ���� ���� ��������� ��� �������� ���������
���������� �� ���� ����� �� ��� ������ ������ �������� ��� ���� ��������� ��� ����������

�������� �� ���� ��� ��������� ������������� ��������

������� ���� �������������� �� ����������� ������� �������� ��� P �� �� �������� ����������� ���
��������� ���������� ������� ��� ������������� ���� ������

• ������ ��� ������ �� ��������� �P = � ��� �� ����� ��� �������� �������� �������� � ���� �����
i∈E xi <∞�

���� ����� ������ � ������ �� ���������� ������������� π ��� πn → π ��� ��� ������� ������������
π0� ��� ����� �� �������� ����������

• �� ����� ����� �� �������� �� �P = � ���� ����
�

i∈E |xi| <∞�

�� ���� ����� πn → � ��� ��� ������� ������������ π0� ��� ����� �� ������ ���� ���������� ��
����������

��� ��������� ����� �� ����� ���������� ���� ��������� �� ������� ������� ��� ��� �������� ��� ����
������� ���� ������ ������� ���� ��� ���� �� ��� ����� ���� �� ��� ���� �� ��������

������� ���� �������� �� ����
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����� �� �������

�������� ��� ���������� �������

P =
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0 0.5 0.5
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 .

��� ������������� ���������� ������� �� ����������� �� ������ ������
�������� �� ������� ������������ π0 = (1, 0, 0) ��� �������� ������� ���� �� ������ ��� ���������

�������� �� ��������� ����������� ��������

π0 = (1, 0, 0)
π1 = (0.2, 0.2, 0.6)
π2 = (0.64, 0.14, 0.22)
π3 = (0.348, 0.198, 0.454)
π4 = (0.5236, 0.1686, 0.3078)
���

���
���

π100 � (0.45454545, 0.18181818, 0.36363636)
π101 � (0.45454545, 0.18181818, 0.36363636)
���

���
���

π∞ = (5/11, 2/11, 4/11) .

��� ����� �� �������� ���� ������� ���� ������� ��� ������ �� ����������� ��� ���������� �� ����
��� ����� ������� ��� �� ��� ������ �������� �� ��� ������ �� ���������� πP = π ��� π� = 1�

��� ��������������� ������ ������

��� �������� ���������� ��� ������������� ������ ������ ���� ��������������� ��� ���������������
������ �������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

����� ����������

��������������� ������ ������ ��� ������� ������� �� ����������� ������������� ��� ������� ����
������� ����� �� ��������� �����

��� ����������� ������������

��������� ��� ������������ �������������� X ��� �� ����������� ������������ �� ��������� λ > 0
�������� ��� X ∼ ���(λ)� �� ��� x ≥ 0�

FX(x) = P(X ≤ x) = 1 − e−λx ,

��� FX(x) = 0 ��� x < 0� ������������� X ��� ��� ������� fX(x) = λe−λx ��� x ≥ 0 ��� fX(x) = 0
��� x < 0�

��� ������������ �������� FX(x) ��� ��� ������� fX(x) �� ��� ����������� ������������ ���
����������� �� ������ ������

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

2.0*exp(-2.0*x)
0.117

������ ���� ���������� ������������ �������� ��� ������� �� ��� ����������� ������ ��������

��� ����������� ������������ ������ ������� ��������� �����������

• ��� ������� �� X ∼ ���(λ)� ��� ����� ���

EX = λ−1 EXk = k!λ−k

��� �� ����������� ���(X) = λ−2�

• ��� ����������� ������������ �� ����������� ∀s, t > 0�

P(X > s+ t | X > s) = P(X > t) .

• ��� ������� ���� �� ��� ����������� ������������ �� ��������� ��� ��� t ≥ 0�

lim
h→0

1
h

P(X ∈ [t, t+ h[ | X > t) = λ . ������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

• ��� ������ �� ����������� ������������� �� ������ ����� ������������� �� X1 ∼ ���(λ1)� X2 ∼
���(λ2) ��� X1 ��� X2 ��� ������������ ����

min{X1, X2} ∼ ���(λ1 + λ2) . ������

���������

P(min{X1, X2} = Xi) =
λi

λ1 + λ2
. ������

����� ���������� ��� �� ����������� �� ��� ������ �� ����������

��� ������� ������� ����� � �������� �� ���� �������� T0 ≤ T1 ≤ . . . ≤ Tn ≤ Tn+1 ≤ . . .� ���
������ ��� �������� ������� �� ���� �������� ���

N(a, b) = #{n | a ≤ Tn < b} =
∞�

n=0

�{a≤Tn<b}

��������� ��� �������� ��������� � �������� �� ���� �������� (Tn;n ∈ N) �� � ������� ������� ��
��������� λ �� ��� �������� �� ���� ���������� (Tn+1 − Tn;n ∈ N) �� � ������ �������� �� ���������
���(λ)�

��� ������� ������� ������ ������� ��������� ����������� ����� ������

• ��� ��� u�

P(N(x, x+ u) = k) =
(λu)k

k!
e−λu .

�� ������ ��� ������������ �� ��� ������ �� ���� �������� �� ��� �������� �� ������ u �� �
������ �������� ���� � ������� ������������ �� ��������� λ��

�� ����������� EN(x, x+ u) = λu� λ �� ������ ��� ������� ���� �� ��� ��������

• ��� ��� t4 ≤ t3 < t2 ≤ t1�

P(X(t1)−X(t2) = k | X(t3)−X(t4) = j) = P(X(t1)−X(t2) = k) .

�� ������ ��� ������ �� ������ �� ��� ������� ������� �� ��� �������� ��������� ��� �����������
������ ����������

��������������� ������ ������

��������� ��� ���������������� ������ ������� ��� E �� � ��� �� ���� ���������� � �������
{X(t), t ∈ R+} �� � ����������� ���������� ���� ������ ����� ���� ������ �������� �� ��� ����
���

�� ������� ��������� ��� ��� n ∈ N� ����� n + 2����� �� ����� t0 < t1, < . . . < tn < tn+1 ���
����� n+ 2����� (j0, j1, . . . , jn, jn+1) �� �������� �� E�

P(X(tn+1) = jn+1|X(tn) = jn, . . . , X(t0) = j0) = P(X(tn+1) = jn+1|X(tn) = jn) ;
���� ������ ��� ������� ��� ������� ������������ ��� ��� ������� ��������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

��� ������������� ��� ��� ����� s, t ��� u� ��� ����� ���� (i, j) �� E� ������������� �� u �� �����

P(X(t+ u) = j|X(s+ u) = i) = P(X(t) = j|X(s) = i) = Pt−s(i, j) .

�� ����� ����� ��� ������ ��� ��������������� ������ ������

����� ��������� ������������� ��� ��� ������������������ ���������

�� �� ��� ������������� ����� �� ��� ���������� �� ��� ���������� �������������� ��� t ∈ R+� i, j ∈ E �

pt(i, j) = P(X(t) = j | X(0) = i) , ������

��� �� ��� ����� ��������������
pt(i) = P(X(t) = i) . ������

�� �� ��� ������������� ����� ��� ����� ��� �������� Pt ���� ��� ������ pt(i, j)� (i, j) ∈ E2� ��� ���
������� πt ���� ��� ������� pt(i)�

���� ��� ������ �������� ��� ��� ����������� ��������� ��� ������� ���� ��� ��� ���� �� ������
i ��� j� ��� ��������� �������

������� ���� ������������������� ����������� ��� ��� i, j ∈ E ��� t, s ∈ R+� ��� ����������
������������� ������� ��� ��������� ����������

pt+s(i, j) =
�

k∈E
pt(i, k) ps(k, j) , ������

��� �� ��������� �����

Pt+s = Pt Ps ������

����� ��� ����� �� ��� ������������������ ����������

����� ��������� ��� ��� ���� ������ �� ������� ��� ������� pt(i, j)� �� ���� ��� ���� ��������
��������� ������� �� ���� �� ������� ��� �� ��� ������������� �����

�� ��� ������� {X(t)} �� ��������� ������� ���� ����� ������ � ������ Q ������ ���

Q = lim
t→0

Pt − �

t
. ������

��������� ��� ������������� ����������� ��� ������ Q �� ������ ��� ������������ ���������� ��
���� ��������� ��� ���������� �� ��� ������ ������

���� ��������� ������ ��� ������� ��������� �����������

������� ����� ��� ������������ ��������� Q ��� ��� ��������� �����������

i) ��� ��� i �= j� Qij ≥ 0� ��� ��� ��� i� Qii ≤ 0�

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

ii) ��� ��� i ∈ E� �

j∈E
Qij = Qii +

�

i�=j

Qij = 0 . ������

�� ������ ����� ���� �� ������� ��� Q� = ��

iii) ��� ��� t�
�Pt

�t
= QPt = PtQ . ������

��� ��������� ����� �� ��� ������������ ��������� ���� ��� ���� ��������� ���������������� �����
���� �� ��� ����� �� ������� � �������� ��� �� ������������

��� ��������� ������������� ��� �� ��������� ����� ��� ������������ ���������� ������ ��� ����
������ �� ��� ������ ����������� �� �������� ����

������� ����� ��� {X(t); t ∈ R} �� � ������������ ��������������� ������ ����� ���� � �����
����� ����� E� ��� ���� ��������� Q� �����

Pt = etQ ������

���

πt = π0Pt = π0e
tQ , ������

����� π0 �� ��� ������� �������������

���� ������ �� ��� ��������� �� ������� ��� �� ��� ������������� ����� ��� �� ����� �� ���������
�� ���������� �� ������� ����������� ��� ��������� �������������� ���� �� ��� ����� �� ������� ��

��������� �� ���� �������� ��� ������ ��������� �� ��� ������ Q �� ������ �� ��������� ���
�������� ������ �� �������� {Pt; t ∈ R}� ���� �� ��� ������ ��� ��� ���� ����������� �������� �� ���
� ��������������� ������ ����� �� ������������� �� ��� ����������

�� �� ��� ������������� ����� �� ��������� � ����� G �� ����� ������������ ��������� Q� ����
����� �� ������ ��� ���������� �������� ��� ���������� �� ��� �� ��������� ��� ������ ���� �����
���� ����� i �� ����� i� �� ������� �� ����� �� ������� ������

���� ���� ���� ��� ����� ����� E �� ��������� �������� �� �� ��� �������� ������� �� ����������
����� ������ ��������� �� ��� ������������� ����� ���� �� �������� ������� �������� ��� �������
���� ���� �������� ��� ������� �������� ����� ��� ��������� ������ Q ��� �������� ������� �� ���
��������� ��� �������� ��������� ���� �� ��� ��������� ������������� ��� ������� etQ �� ����� ����
�� ��� �������� �������� �� ��� ����������� �������� ������� ���� ���� ��� ������� � ��������� ���
�� ������� ��������������

����� ���������� ��������

��� �� ���� �� ��� ����� �� ��� �������� �� ��� ������ �������� Pt �� ��� ������ �������� πt ����
t→∞�

�� ��� ���� ����� E �� ������ ����� ��� ������� ������� �� �������� ��� ��� ����

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������� ���� ���������� �� � ���������� �������������� ������ Q �� �� ����������� ������������
���������� ���� ����� ������ � ������ ����������� ������ π ���� ���� πQ = � ��� π� = 1� ���
������ π �� �������� ���������

���� ������ �� ������ ��� ������ �� ���������� ������������� �� ��� ������ ������

���� ������� ������ ���������� ��� �������� ���� Q ��� � �� �� ����������� ���� π �� � �����
������������ �� ���� ������� ���� ������� ���� ii) ���� � �� �� ����������� ���� 1 �� � ������
������������

������� ����� ��� Q �� �� ����������� ������������ ���������� ��� π �� ��� ������ ����������
����������� ������� �����

lim
t→∞

eQt = �.π . ������

�� � ������������ ��� ��� ����������� ������ π0� �� �����

lim
t→∞

πt = π . ������

��� ����������� �� ���������� ��� ��� ������ �����

||πt − π|| = O(eφt) ������

��� ��� ���� ������ φ ���� ���� �(λ2) < φ < 0� ����� λ2 �� ��� ���������� �� Q ���� ��� ������� ����
���� ����� ��

�� ��� ���� ����� E �� ��������� �������� ����� �� � ������ ������� �� ������� �����

������� ����� ��� Q �� �� �������� ����������� ������������ ���������� ��� ������������� �������
������

• ������ ��� ������ ������ �� ��������� �Q = � ������ � �������� �������� � ���� ����
�

i∈E xi <
∞�

���� �� ������ � ������ ���������� ����������� ������ π� ��� πt → π ��� ��� ������� ������������
π0�

• �� ����� ���� ��� ����� ��������� �� �Q = � ����� ��� ���� ����
�

i∈E |xi| <∞�

�� ���� ����� πt → � ��� ��� ������� ������������ π0�

�� �������� ����� ��� ���� ������������ ������� ���� ��� ����� ���� ��� �������� P ��� Q
������� � ������� ����� ����� ��� ���������� ���� ��� ����������� ������� ��� ���� �� ��� �������
��� ������������ ����������

����� �������������� ��� ����� ����������

���� ������� �� ������� �� ��� ����� ���� ��� �� ����������� ������� � ���� ��� ���� �����
��� ������� ���� �� �� ��������� ��� ���� �� ���������� ���� ��������� ���� ������� �� � ���������

���� �������� ������ �� ��� ���� ����� ������ ���� ����� ������� ��� ������ ��������� ��� ���������
������� �� � ����� ��� ���������� ������������� �� ���� ������ ����� ������ �� ��� ��� �����������
������ ���� ���� ������� �� ��� ���� ���������� �������� ���� �������� ������ ����� ���

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������������� ������� ��� ��������� ��� ���������� ������������� �� ��� �������� ���� ��� ���
�������� ������ ����� �� ������ ��� ������� ������������ ��� ������������

��� �������� �������������� �� � ���� ���� ��������������� ��������� �� ���� ��������� ����
����� ���� �� ����������� ���������� ����� ����� �� ������� ��� ����� �� ��� ������� ���������

������� ��������������

��� ������ ���������� ������� ������ ������ �� ���������� ���� ��� �� �������� ���� �� �������
��� ������� �� ��������������� ������� ��������� ������������ � ���� �� ������������ � ��������
������� ���� ����� ��� ��� ����������� �� � ���� ��� � ������� ��������

�� � ������������ �������� ��� ��������� ������ ��� ����� ����� E �� �� ���� ����������

����� ����� ��� {X(t), t ∈ R} �� � ���� �� ��������� Q� ��� ��� ν �� � ������ ���� ����

ν ≥ qm := sup
i
{|Qii|} . ������

����� �������� ��� ������ P�

P = � +
1
ν

Q .

���� ������ P�

i) �� �����������

ii) �� ������������ �� ��� ���� �� Q �� ������������

iii) �� ����������� ��� ��������� ����� ��� ��������� �� Q �� ����������� ��� �� �������� ν > qm�

������ ��� ����������� �������� �� P ���� Pij = Qij/ν� ���� ��� ��������� ������������ ���
�������� �������� ��� Pii = 1 + Qii/ν� ��� �� ��������� �� qm� ����� ������� ��� ����������� ��
����� �������� �� ����� P� = ��+ 1

ν Q� = � ������� Q� = �� ���� ������ i)�
�� ��� ����� i)� ������ ������� ���� ��� ���������� �������� ���������� �� Q ��� P ���� ���

���� ����� ������ ��� ��� �������� ������� (i, i) ����� �� ��� ����� ��� �������������� ���������
�������� �� ν > qm� ���� ����� ������ ���� ����� i ���� ���� Pii > 0� ��� ���� ������� �������������

����� ����� ���������� ������ �� ��� ���������� ������ �� � ����� �� ��� ����� ��� ����������

��������� ���� ������������ ������ ������� �������� � ���� ���� ��������� Q ��� ν ≥ qm
�� �� ����� ����� ��� ���� ���� ���������� ������ P = �+ 1

ν Q �� ������ � ����������� �����
�� ��� �����

�� ������ �������� �������� ��� ���������� �� ��� ������ P �� ��� ����� �� ν� ��� �� �� ���
������ ��� ���������� �� P ���� ��� �� �� ����������� ���� ���� ������

��� ���������� ������������ ������� ��� ��� ��������� �� ���� �������� �� ��� ��������� ��������
��������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

������� ����� ��� {Tn, n ∈ N} �� � ������� ������� ���� ��������� ν� ��� {Y (n), n ∈ N} �� �
���� ���� ���������� ������ P� �������� ��� ������� {X(t), t ∈ R+} ������ ���

X(t) = Y (n) Tn ≤ t < Tn+1 .

���� ���� ������� �� � ���� ���� ��������� Q�

������ ��� �� ������� P (t)i,j ��� ��� ������� X(t)� ������������ �� ��� ������ �� ������ �� ���
������� ������� {Tn} �� ��� �������� [0, t[� �� ����

P(X(t) = j|X(0) = i) =
∞�

k=0

(νt)k

k!
e−νt P(X(t) = j | X(0) = i, k ����� �� Y �� [0, t))

=
∞�

k=0

(νt)k

k!
e−νt P(Y (k) = j | X(0) = i)

=
∞�

k=0

(νt)k

k!
e−νt (Pk)i,j .

����������

P (t) =
∞�

k=0

(νt)k

k!
e−νt Pk =

∞�

k=0

(νtP)k

k!
e−νt = eνPt e−νt� = eν(P−�)t .

�� �� ������ ���� P (t) = eQt�

�� ����� ������ ��� ���� {X(t)} ��� �� ���� �� �������� �� ����� �� ���� ������� T (n) �� �
������� ������� ���� ��������� ν� ��� ���������� ������ ����� P� ����� �� ������� Pii �= 0� �� ��� ��
�������� ���� ��� ������� ���� ��� ������ �� ������

��� ������������ �� ��������� ���� �� ������ �������� ���� E �� ������ ��� ��������� ����
������������� ��� �������� ����� ���� ������ �� ν ��� ��������� �� E �� �������� ��� ������������ ��
�������� ���� �� qm < +∞� ���� ���� ��� ������ ��������������

�� �������� ���� ��������� ���� ��� ��������� ��������� ������ �������� ��� ��� ���� �����
���������� ��������������

������� ����� �������� ��� ������������ ��������� Q �� ���� ���� ���� � ����� ����� �����
E� ��� P �� ��� �� Q �� ������������ ���� ��� ������ ���������� ����������� ������ π �� ���� ��� ������
���������� ����������� ������ �� P�

������� ��������� �� � ���� ���� � ����

�������������� �� � ���������� ���� �� �� �������� ������ �������

�������� � ��������������� ������� {X(t); t ∈ R}� ��� ������ ���� {T (n);n ∈ N} �� �� ��������
��� �������� �� ���� ��������� �� �� ������ �������� �� ����� ��� �������� ��������

Y (n) = X(T (n)) .
����� ����� �� ��� ���� �� ��� ������� ������� ��� �� ��������� ���� ��� �������������

������� ���� �������� �� ����
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0.3
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0.3
0.6

0.6
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1

������ ���� ���������� ������� �� � ��������������� ������ �����

���� �� � ������������� ��������
����� ������� ����������� �� ��� �������� {T (n);n ∈ N}� �� ����� ��� ���� {Y (n);n ∈ N} �� �

����� ���� ����� �� ���� ������ �������� ���� ��� ����� X(t)�
��������� �������� �� ���� ������������ ����

• ����������� ������� �� �� ��� �������� ����������

• ��� ����� �������� �� �������� �������� T (n) = n× T0� ��� ���������� ������ ��� P = eT0Q�

• ��� ����� �������� �� ��� ������ �� ���� ����������� ������� ������� �� ���� λ� ��� ����������
������ �� P = (I − 1

λQ)−1�

• ��� ����� �������� �� ���� ����� �� X(t)�

• ��� ����� �������� �� ����� ���� X(t) ������ ���� ��������� E � ⊂ E �
�� �������� ��� �������� ������������� ������ ������ �� ��� ���� ��� ���� ���������� ������

����������� ���������� �������������� �� ��� ���� �� ����� ���� ��� ��������� ��� ���������� ��
����������� ������ �������� ����� �� ���� ���������� �� ���� ��������

����� �� �������

�������� ��� ������������ ����������

Q =



−0.3 0.3 0
0.6 −1.2 0.6
0.3 0.6 −0.9


 .

��� ������������� ���������� ������� �� ����������� �� ������ ���� �������� ���� � �������� ���������
�� ��� ����� ���� ����� �� ���� �� ��������� �� ������� ����� ���� ��� �������� �������� �� Q ���� ��
�� ��� ����� ��� ������� �� ��� ������� ������� ���� �� ��� ���������� ������� ������������ ��� �����
����� �� ���� ������ ������� �� ����� � ���� �� ���� �� ������ � �� ��

�� ��� ������� ��� ����� ν = 1.2� ��� ����������� ���� ��� ��� ��������� ���������� �������

P =




0.75 0.25 0
0.5 0 0.5
0.25 0.5 0.25


 .

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � ������� � ��

�� ��� ������� ��� ����� ν = 10� ��� ����������� ���� ��� ��� ��������� ���������� �������

P =




0.97 0.03 0
0.06 0.88 0.06
0.03 0.06 0.91


 .

�� ���������� ���� ������� ����� ���� ����� �������� ���� ��� ������ ���������� ����������� ������

π =
�

8
13
,

3
13
,

2
13

�
.

�� ��� �� ������� ���� ���� �� ���� ��� ������ ���������� ����������� ������ �� ��� ������ Q�

������� ���� �������� �� ����


