
�������� �

����������� �� ������ �������

��� ��� �� n × m �������� ���� ������� �� ��� ���� F �� ������� �� Mn×m(F)� � ������ ������
A ∈ Mn×n(C) �� ������ ������������ �� A−1 ������� �� ������������� �� ���(A) �= 0� ��� ��������
������ �� Mn×n ���� �� ������� �� �� ��� ��������� ���� �������� �� ����� ���� ��� ��������

��� ������������� ��������� �������� �� ��������� ���� ��� ������� �� � ������� �� �� �������
���� ��� ����������� �T �� �� A ∈Mn×m� ���� AT ∈Mm×n�

�� ����� ��� ��� ���� �� ���������� ��� �������� ������ ������� �� Mn×1 ��� ��� ��� �������
�� M1×n� ��� ��������� �� � ��� ������ �� � ������ ������� ��� ���� ������ ��� ������� ��� � ������
�� �� �� ������� ��� ��� ���� �������� �� �� ������� ���� ���� ����� ���� �� ������ �� ��� ������������

� ��� ������ ����� �� ������ �� �������� ������� ����� ��� �� �� � �� ������ � ����������� ����
���� �� ��������� ��������� ��� �������� π� = 1 ��������� ��� ���� ���� ��� ��� �� ��� ����������
�� ������ π �� ��

��� ������������ �������� ��� ������ �������������

��� A ∈ Mn×n(C) �� � ������ ������ ���� ������� �������� ��� ������� ������ λ �� �� ������
����� �� A �� ����� ������ � ������ x �= 0 ���� ���� Ax = λx� ���� � ������ �� ������ � ������
����������� ���������� �� ���������� λ� ��� ���� ����������� ����� ��� ���� ������������������

��� ��� �� ��� ����������� �� ����� ��� ������ ��� �������� �� ��� ������� �� ����� ������ ��
�� ��(A)� ��� �������� ������ �� A �� ������ ���

ρ(A) = max{|λ| | λ ∈ ��(A) } .

��� ������� �������� �� �� ������ �� ����� ��� ������

ρ2(A) = max{|λ| | λ ∈ ��(A) ��� |λ| �= ρ(A) } .
���� ���� ����� �� ������������ ���� �� ������ ��� ������ ������� ���������� ��������� ρ2(A) ��
��� �� ���������� �� A �� ���������

��� ����������� �� A ��� ��� ����� �� ��� �������������� �����������

χA(x) = ���(A− xI) =
p�

i=1

(λi − x)αi . �����

��



�������� ������ �������� � �������� � ��

������������ ��� �������� ����������� ��� ������� ��� λ1, . . . , λp� ���� ��������� �������������� α1, . . . , αp�
����� ��� �������������� ���������� �� �� ������ n� �� �����

�
αi = n�

�� αi = 1� ��� ���������� λi �� ������ �������

����� ������ ������ A ∈ Mn×n(C) ������ � ������ �������������� ����� ������ � ����
�������� ������ S ���� �����

A = S J S−1 �����

�����

J =




Jν1(µ1)
Jν2(µ2)

� � �

Jνk
(µk)


 .

����� ��� ������ �������� Jm(µ)� ��� ������ ������ ������ ��� ��� �� ��� �����

Jm(µ) =




µ 1

µ
� � �
� � � 1

µ




��� ��� µm ��� ����������� �� A ����� ��� ��� �� ��� λi�� ��� ������ ������ J �� ��� �������������
�� ������ �� �� ����������� �� ��� ������ ������� ��� �������������� ������ S �� ��� �������

����� ��� �� ������� ������ ������ ��� ��� ���������� ���������� λi� ���� �� ��� ���� ��� ���
�������� ������ ��� ���������

���� ��� ������ ������ ��� �� ���� m = 1� ��� ������ �� ������ ��������������� �� ���� �����
��� i��� ��� �� ������ S �� � ���������������� ��� ��� i��� ����������� ������� ��� i��� ������ ��
������ S−1 �� � ����������������� ��� ���� �����������

��� �������� ��� ������

��� ������ ��� �� ���������� �� � �������� ������ ��� ���������� �� ���� ����� ��� ������ �� ������
����� ���� �� ��� �������

� ������ �������� ����� �� � ������ G = (V, E ,W) ���� ���� E ⊂ V ×V ��� W : E → C\{0}�
��� ��� V �� ��� �������� ���� ��� ��� �������� ��� ������ ��������� E �� ��� ��� �� ����� ����������

��� ��������� W �� � �������� ���� ��� ��� �� ����� �� C \ {0}� �� ���� ���� �� ���������� � ������
������ �������� �� ��� ����������

�� ���� ������ ������ �� �� �������� �� ��������� � ������ ������ ���� ������� �� C ��� ���������
N = |V|� ����� �� �������� �� ��� �������� �� V� V = {v(1), . . . , v(N)}� ��� Ai,j = W(v(i), v(j)) ��
(i, j) ∈ E ��� Ai,j = 0 ����������

����������� �� ��� ������ A ∈ MN×N (C)� ��� ���������� ��������� � ������ �������� �����
G[A]�

• ��� �������� �� V ��� {1, 2, . . . , N}�

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � �������� � ��

• ��� ���� (i, j) �� �� E �� ��� ���� �� Ai,j �= 0�

• ���� ���� ��� ���� ��� ������ W(i, j) = Ai,j �

� ���� �� � ����� G �� � �������� �������� �� �������� γ = (i1, . . . , ip) ���� ���� (ij , ij+1) ∈ E
��� j ∈ {1, . . . , p− 1}� ��� ���� ���� i1 �� ��� ������ �� ��� ����� ��� ���� ��� �� ��� ��� �� ��� �����
��� ���������� ���� �� ���� ��� ������ �� ��� ����� ����� |γ|� �� ��� ������ �� ����� ���� �� ��������
���� ��� ������ �� ���������� ���� ��� p− 1� � ���� ���� � ������ �������� ���� ��� �������

��� � ������ ������ �� ��������� �� ���� ���� γ � ���������������� ������ w(γ) �� ��������

γ = (i1, . . . , in) =⇒ w(γ) =
n−1�

j=1

W(ij , ij+1) . �����

�� ����������� w(γ) = 1 �� |γ| = 0� �� ��������� �� ��� �������� ������ ��� ������ �� � ���� ��
����� �� ��� ��������� ��� ��� ���������� ��� ���������� ���� ��� ��������� �� ��������� ������
�� γ1 = (i1, . . . , ip) ��� γ2 = (j1, . . . , jq) ��� ��� ����� ���� ���� ip = j1� ���� ��� ������ ��� ����
γ = (i1, . . . , ip, j2, . . . , jq)� ���� |γ| = |γ1|+ |γ2| ��� w(γ) = w(γ1)w(γ2)�

���� ��������� ���������� ���������� �� ��� ������ ��� �� ������ ���� ���������� �� ���� ������
�� ������ �� ����� ���� ��� ����� ����������� ����� ������ �� ��� ������ �� ��� ������ �� ���
������

��������� ���� � ���������� ��������� ��������� �� � ����� G �� � ��� C �� �������� ���� ����
����� ������ � ���� �� ��� ����� ������� ��� ��� ����� �� ���������

� ����� ���� � ������ ��������� ��������� �� ������ �������� ����������
��� ����������� �� � ������ i �� ��� ������ p(i) ����� �� ��� ������ ������ ������ �������� ��

��� ������� �� ��� ������ �� G[�] ����� �� ������� i� ��� �������� �� � ��������� ��������� ���� ���
���� ������������

���� � ����� �� �������� ���������� ��� ��� ����������� �� ��� �� ��� �������� �� p� ��� ����� ��
������ �������� ���� ������ p�

�� ��� ��� ����� ���������� ���������� �� ��������� ������ ����� ���������� �� ��� ������ ��
��� ������ �� ��� �������� ���� �� ��� ����� ���� ��� ��������

��������� ���� ��� � ∈ Mn×n �� � ������ ������� ��� G[�] �� ��� ���������� �������� ������
��� ������ �� ���� �� ���

����������� �� ��� ����� G �� �������� ����������

��������� �� �� �� ��� �����������

�������� ���� ������ d �� ��� ����� �� �������� ���� ������ d�

��������� �� ��� ����� �� �������� ���� ������ d = 1�

��� ������ �� ��������

���� ������� ������� ������� ��� ������� ��� ��������� ������ �� ��������� �� ��������� ��������
���� ������ �� ���� ���� ��� ������ ��� ������ ���� ������ ����������� �� ��� �������� ������ �� ���
�������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � �������� � ��

����� ������ ��� �����

��� ���� ��������� ����������� �� ���� ������ �� �������� ��� ����� �� ������ ��� ������� ��������

������� ���� ��� � �� � ������ ������� G ��� ���������� �������� ������ ��� Γn(i, j) �� ��� ���
�� ����� �� ������ n �� G ����� �� ���� i �� j� ��� ��������� �������� ������

(�n)i,j =
�

γ∈Γn(i,j)

w(γ) =
�

(i1,...,in)∈Γn(i,j)

W(i1, i2)W(i2, i3) . . .W(in−1, in) . �����

������ ��������� ��� ������� ��� ��� ����� �� ��������� ��� ��������

(�n)i,j =
�

i1,i2,...,in

Ai1,i2Ai2,i3 . . . Ain−1,in .

��� ��� ���� ����� ���� ��� ��� � �� ���� ��� ���������� ��������� �� ��������� (i1, . . . , in) �����
��� ����� �� G� ��� ������ ������� ���� ��� ��������� �� ��� ������ �� ����� ������

������� ����� ��� ����������� �� ��� ����������� ���� �� ��� ������ �� ����� ��� ����� ��������
�� n = 0 ��� ��������� ��� Γ0(i, j) �� ����� ���� ������ � ����� ���� i �� j ��� �� ����� �� i �= j� ��
���� �0

i,j = 0� �� ������� �� (i, i) �� i = j� �� ���� �0
i,i = 1� �� ��� ��� �������� ��������� �0 = ��

��� ��������� �� ��������� ����� ����� ���� ���� ��� ������ ��������� �p+q = �p�q�

����� ������ ��� ������ �������������

���� ��� ������ ������������� ������ ��� ����

An = (SJS−1)n = SJnS−1 . �����

����� ��� ���� �� J � ���� ���

An = S




Jn
ν1

Jn
ν2

� � �

Jn
νk


 S−1 . �����

��������� ��� ����� �� � ������ �� ������� �� ��������� ��� ����� �� � ������ ������ ��� ������
��� �� ��� �����

((Jm(µ)k))i,j =
�

k

j − i

�
µk−(j−i) �{j≥i} ,

���� ���

Jm(µ)k =




µk kµk−1
�

k
n−1

�
µk−n+1

0 µk � � �
� � �

� � � kµk−1

0 µk




. �����

��� ���� ������� �������� ��� ����� ����� �� �n �� �������� �� n ��� ��� ����������� �� �� ���
���� ������� ���� ���� �� ������ �� ������ � �������� ����������

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � �������� � ��

������� ��� ��������� ����������� �� ��� � �� � ������ ���� �������� ����������� λ1, . . . , λp�
���� ���������� �������������� α1, . . . , αp� ���� ����� ����� p �������� �i(n, λi)� 1 ≤ i ≤ p�
���� ���� ���� ����� �� �i �� � ���������� �� λi ���� ������ �� ���� n� ����� ���������� ���
��������� �� n �� ������ �� ���� αi − 1� ��� ���� �����

�n =
p�

i=1

�i(n, λi) . �����

��� �� ��� ���� ����� λi �� � ������ ����������� ���� �i(n, λi) = λn
i �i� ����� �i �� ��������

��� �� ���� �� ����� ����� � ��� ������ �i ��� � ������ ������ �i ���� ���� �i.�i = 1 ���
�i = �i.�i�

������ �������� ��� ������ ������������� ����� ��� ��� �������������� �� ������ ������ ��� ������
�� �������� ��������

�i(n, λi) =
�

µm=λi

S




0
� � �

Jνm(µm)n

� � �

0




S−1 .

��� �������� �i ���� ��� �������� ���������� ����� S ��� S−1 ��� ��������� ��� ����� ��� ����������
����� ��� ��� ������ �� � ������ ������ ���� ������ i/�

���� λi �� ������� ��� ������������� ������ ����� �� �� ���� �� ���� ii/ ������� �� ������� ���
�i ��� ������������� ������ �� S� ��� �i ��� ������������� ��� �� S−1� ��� ������ ������� ��
����� ��� ������� �� � ������� �� ��� �������� S−1S = �� ���� ������ ii/�

����� ���������� ��������

���� ������� �������� ������� ����� ��� ������ �� ��� ���������� �� ��� ������ �n ���� n→∞�
�� ������� �������������� ��� ������ �� � ������� �� ��� ��� ����� ��� � ∈MN×N �

µ(�) = max{|Aij |, 1 ≤ i, j ≤ N} .

������������ �� �� ����� ���� µ(�n) = O(f(n))� �� ������� ��� ���� ���� ��� ���������� �� ��� ������
�n ��� ������� �� ���� �������� ����� f(n) �� n→∞�

����� ���� ��� A ∈MN×N (C)� ��� ��� n ∈ N ��� ε > 0� �� �����

µ(�n) = O((ρ(�) + ε)n) , �����

����� ρ(�) �� ��� �������� ������ �� ��

����������� ���� ���������� �� ��� ������ �� �� ���� ��� �������� �������

������� ���� ��� � ∈MN×N (R+) �� � ����� �������� ��� ����������� ������� �����

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � �������� � ��

�� µ(�n) = O(ρ(�)n)�

��� ����� ����� � ��� ������ � ��� � ������ ������ � ����� ��� �������� ��������� ���� ���� �.� = 1
����

µ

�
�n

ρ(�)n
−��

�
= O(ϕn)

��� ��� ϕ ���� ���� ρ2(�)/ρ(�) < ϕ < 1�

��� ��� ����������� �� ��������

��� � ∈ Mn×n(C) �� � ������ ������ ���� ������� ����������� ��� ����������� �� � �� ������
���

e� =
∞�

n=0

1
n!
�n . ������

���� ������ ��������� ��� ��� ������� ���� �� � ����������� �� ����� ����
��� ��������� ���������� ��� ���� �� ��� �������

• �� � = diag(d1, . . . , dn) �� � �������� ������� ���� e� = diag(ed1 , . . . , edn)�

• �� ����������� ��� ��� x ∈ C�

ex� = ex � .

• �� ���������� ������ e� = ��

• ��� �������� � ��� e� �������� �e� = e��� �� �� p(�) ��� e� ��� ����� ����������
p(·)�

• �� � ��� � ��� ������ �������� ���� ���� �� = �� ���������� ���������� �����

e�+� = e� e� = e� e� .

��� �������� �������� ��� ��� ���������������� �������

�������� �������� ����� � ���� ���������� ��������� ����� �������� ������ �� �� ���� ��� �� ��� ������
������� ���� ������ ��� ������� ���� ��� ������� �� ��� ��������� ��������

������� ��� ������������������� ��� � ∈ MN×N (R+) �� � ������ ������� �������� ��� �����
�������� ���� ����� ������ ��� ���������� �� �� ��� r� ���� ��� ��������� �����������

�� r > 0�

�� ����� ��� � ���������������� ��� � ����������������� ��� r ����� ��� �������� ���������

�� ��� ��� ���������� λ �� �� |λ| ≤ r�

�� ��� ���������� ���������� ���� r �� �� ��������� ��

������� ���� �������� �� ����



�������� ������ �������� � �������� � ��

�� ��� ��� ������ � ���� ���� 0 ≤ � ≤ �� ��� ��� ���������� β �� �� |β| ≤ r� ��� ��� ��������
|β| = r ������� ���� � = ��

�� r �� � ������ ���� �� χ�� ��� �������������� ���������� �� ��

�� �� � �� �������� �� ������ d� ���� ��� ����������� �� � ���� ������� r ��� ������� ��� ωj�
0 ≤ j < d ���� ω = e2iπ/d�

������� ��� �� ���������� d/ ��� f/ �� �� ��� ���� ��� ���������� r �� ������� ��� ��� ������
����� �� �� ��������� ��

��� ���������� r �� ������ ��� ���������������� ���������� �� �� �� ��� ��������� �����������

��� ������ ����� ��� ������ �����

��� V �� � ������ ������ � ������ ���� �� � �������� � · � : V → R+ ���� ����� �� �x� = 0 ��
��� ���� �� x = 0� �� �cx� = |c|. �x� ��� ����� ������ c� �� �x + y� ≤ �x� + �y� ���� ����������
������������

����� ��� ��������� ��� ������� �������� �� � · � �� � ����� ���� d(x, y) = �x− y� �� � ��������
��� �������� �� V �

���� ��������� �� V = Rm ��� ���� ����� ���� �� ���������

�x�1 =
�

i |xi| ��� ���� ����� �� ��1 ������

�x�2 =
��

i(xi)2
�1/2

��� ��������� �����
�x�∞ = maxi |xi| ��� ���� ����� �� ���� ����� �� ��∞ ������

� ������ ����� �� � �������� �·�� Mn×m → R+ ���� ���� �� ��� = 0 �� ��� ���� �� � = 0�
�� �c�� = |c|. ��� ��� ����� ������ c� �� ��+�� ≤ ��� + ��� ���� ���������� ������������ ��
���� ≤ ��� ���� ���� ���� ����������� ����� �� �������� ���� � ���� �� Mn×m� ����������
�� � ������ ������ �� ��������� � ������ ���� �� ���� �� �� ���������� ���� � ������ ���� ���
��x� ≤ ��� �x�� ���� ���� ������������� ���� ��� �������� y� ��� ������������� ���� ������
�������� �x �� ��� ��� �����

����� �������� �� ������ ����� ����

�A�1 =
�

i,j |Aij | ��� ���� ����� �� ��1 ������

�A�1 = maxj
�

i |Aij | ��� �������� ������ ���� ����� ���������� ���� ��� ������ ����
�·�1 ��� ��� �������� ��� ��� ������ ���� �·�∞ ��� ������ ��������

�A�∞ = maxi
�

j |Aij | ��� �������� ��� ���� ����� ���������� ���� ��� ������ ����

�·�∞ ��� ��� �������� ��� ��� ������ ���� �·�1 ��� ������ ��������

���� ����������� ������� ����� �� ����� ��������� �� ��� ���� ���� ��� ���� ����������� ������ ����� �� �����

������� ���� �������� �� ����


