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Avant-propos

Cette introduction aux graphes expandeurs a été rédigée pour la première Journée Combinatoire du
Littoral Méditerranéen le 20 octobre 2006 à Sophia-Antipolis. Les principales sources qui l’ont inspirée
sont le survey de Hoory, Linial et Widgerson [12] sur les expandeurs, celui de Ram Murty [22] sur les
graphes de Ramanujan, le mémoire de David Y. Xiao [25], le chapitre 9 du livre de B. Chazelle [6].

1 Introduction

Soit G = (V, E) un graphe. Son nombre de sommets |V | sera également noté n. Ses sommets seront
dénotés v1, v2, . . . , vn.

Soit S, T ⊂ V . L’ensemble des arêtes internes à S est dénoté E(S) = {uv | u ∈ S, v ∈ S, uv ∈ E} et
sa cardinalité e(S). L’ensemble d’arêtes entre S et T est dénoté E(S, T ) = {uv | u ∈ S, v ∈ T, uv ∈ E}
et sa cardinalité e(S, T ).

Le bord d’un ensemble de sommets S est l’ensemble B(S) = E(S, S) d’arêtes ayant exactement une
extrémité dans S. On note b(S) = |B(S)| = e(S, S).

Le degré d’un sommet v, noté d(v), est le nombre d’arêtes incidentes à v. Ainsi s’il n’y a pas de boucle
en v, d(v) = b({v}). Le degré maximal de G, noté ∆(G), est défini par ∆(G) = maxv∈V d(v). Le degré

minimal de G, noté δ(G), est défini par δ(G) = minv∈V d(v).

S

Figure 1: Le bord d’un ensemble de sommets S (arêtes en gras).
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L’arête-expansion ou expansion d’un ensemble S dans G, dénotée expG(S) ou exp(S), est b(S)
|S| . L’arête-

expansion ou expansion du graphe G notée exp(G) est définie par:

exp(G) = min
{S | |S|≤n/2}

exp(S).

Un graphe G est dit c-expandeur si son expansion est au moins c, i.e. exp(G) ≥ c.
Par définition, l’expansion est inférieure où égale au degré minimum, exp(G) ≤ δ(G), mais elle peut

être beaucoup plus petite.

1.1 Expansion de quelques graphes particuliers

Graphes complets L’expansion du graphe complet Kn à n sommets est dn/2e. En effet, pour tout
ensemble S ⊂ V (Kn), on a b(S) = |S|(n − |S|). Donc exp(Kn) = dn/2e.

Cycles L’expansion du cycle à n sommets est 2
bn/2c , car le bord d’un sous-chemin est consitué de deux

arêtes.

Bipartis complets Pour n = 4p, l’expansion d’un graphe biparti complet K2p,2p est p = n/4. En effet,
si S a k sommets dans une partie de la bipartition et l dans l’autre partie, b(S) = k(2p− l) + l(2p− k) =
2p(k + l) − 2kl.

Hypercubes L’hypercube de dimension d ou d-cube est le graphe Qd ayant pour ensemble de sommets
V (Qd) = {0, 1}d tels que deux sommets v1 et v2 sont adjacents si et seulement si ces deux vecteurs
différent d’une coordonnée exactement. Si S ⊂ V (Qd) est de taille k alors b(S) ≥ k(d − log2 k) avec
égalité si et seulement si k est une puissance de 2, disons k = 2l et S induit un l-cube. Ainsi exp(Qd) = 1.

Grille torique Supposons que G soit la grille torique à deux dimension p× p. Elle a n = p2 sommets.
Un ensemble S à k sommets de plus faible bord, ressemble le plus possible à un sous-carré de la grille.

De plus, son bord est de taille b(S) ≈ 4
√

k. Ainsi l’expansion de la grille est ≈ 4
√

2√
n

.

1.2 Importance des graphes expandeurs

Les expandeurs jouent un rôle important dans de nombreux domaines des mathématiques, de l’informatique
ou de la physique. En informatique, s’il n’est pas surprenant que les expandeurs soient utiles à la con-
ception de réseaux de communication [3, 11], ils apparaissent dans bien d’autres domaines de manière
a priori moins évidente. On les retrouve ainsi dans la théorie des codes correcteurs d’erreurs [23] et la
théorie du pseudo-aléatoire [14]. En mathématiques, ils jouent un rôle dans l’étude des plongements
métriques (voir [15] ou les chaptitres de livres [18] et [13]) et en particulier sur les travaux autour de la
Conjecture de Baum-Connes [24]. L’expansion est également fortement liée à la vitesse de convergence
des chaines de Markov, et donc joue un role dans l’étude des algorithmes Monte-Carlo en physique statis-
tique. Cette liste d’applications des expandeurs est non exhaustive et continue à croitre. Dans ce papier,
nous ne détaillerons que l’application des expandeurs à la diminution de la probabilité d’erreur dans les
algorithmes BBP (Voir Partie 4). Nous renvoyons ceux qui désirent en savoir plus sur les autres liens des
expandeurs aux références ci-dessus ou au survey de Hoory, Linial et Widgerson [12].

Les graphes complets montrent que l’expansion peut être de l’ordre de n. Cependant, dans toutes les
applications, on cherche des graphes de taille n très grande et de degré borné. Comme l’expansion est
bornée par le degré minimum, on cherche donc des graphes d-réguliers d’ordre arbitrairement grand et
d’expansion la plus grande possible.

Dans toute la suite de cette partie, nous considérerons presque uniquement des graphes d-réguliers.
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Théorème 1 (Blum et al. [5]) Le problème suivant est co-NP-difficile:

Donnée: Un graphe G et c > 0.
Question: G est-il un c-expandeur?

1.3 Première borne supérieure pour l’expansion

Considérons un graphe G = (V, E) avec V = {v1, v2, . . . vn}.
Pour S ⊂ V , le vecteur caractéritique de S est 1S = (z1, z2, . . . , zn)T , avec zi = 1 si vi ∈ S et zi = 0

sinon.
Soit S un ensemble de sommets. Nous pouvons facilement exprimer son expansion exp(S) en fonction

de 1S . En effet, |S| =
∑n

i=1 zi et b(S) =
∑

vivj∈E, i<j |zi − zj |.
Par définition, exp(G) ≤ exp(S) pour tout S tel que |S| ≤ n/2. Ainsi pour tout vecteur z =

(z1, z2, . . . , zn)T de {0, 1}n dont au moins la moitié des coordonnées sont nulles, nous avons exp(G) ≤
∑

vivj∈E, i<j |zi − zj |
∑n

i=1 zi
.

Nous allons maintenant montrer que cette inégalité est également vérifiée pour les vecteurs à valeur
dans IR+ dont au moins la moitié des coordonnées sont nulles. Pour cela, nous allons majorer l’expansion
par la moyenne pondérée des expansions de certains ensembles emboités.

Lemme 2 Soit G un graphe sur les sommets v1, v2, . . . , vn et z = (z1, z2, . . . , zn)T un vecteur de (IR+)n.

Si au moins n/2 des zi sont nuls alors

exp(G) ≤
∑

vivj∈E, i<j |zi − zj |
∑n

i=1 zi
.

Preuve. Quitte à réindexer les sommets, on peut supposer z1 ≥ z2 ≥ · · · ≥ zn. Mettons chaque sommet
vi sur l’intervalle [0, z1] avec coordonnée zi. Considérons la fonction f , définie sur [0, z1], qui associe à
chaque réel t ∈ [0, z1] le nombre d’arcs vivj de G tel que vi < t ≤ vj . C’est une fonction constante par
morceaux qui vaut b(Vi) sur ]zi+1, zi] avec Vi = {v1, v2, . . . , vi}. Ainsi

∫ z1

0

f(t)dt =

n−1
∑

i=1

(zi − zi+1)b(Vi).

Comme zi = 0 si i ≥ n/2 et chaque Vi, 1 ≤ i ≤ n/2, est de taille i, b(Vi) ≤ exp(G)i, on obtient

∫ z1

0

f(t)dt ≤ exp(G)

n−1
∑

i=1

i.(zi − zi+1) = exp(G)

(

n−1
∑

i=1

i.zi −
n
∑

i=2

(i − 1)zi

)

= exp(G)

n
∑

i=1

zi.

D’autre part, une arête vivj , avec i < j compte 1 pour f sur ]zj , zi] et 0 sinon. Ainsi

∫ z1

0

f(t)dt =
∑

vivj∈E, i<j

(zi − zj).

�

Remarque 3 Si exp(S) = exp(G), alors posant z = 1S , on a exp(G) =

∑

vivj∈E, i<j |zi − zj |
∑n

i=1 zi
.
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2 Spectre du graphe et expansion

La matrice d’adjacence d’un graphe G à n sommets v1, v2, . . . , vn est la matrice n×n, dénotée A(G) (ou A
si G est explicite dans le contexte), dont l’entrée ai,j est le nombre d’arêtes entre vi et vj . Remarquons que
si le graphe est sans boucle alors la diagonale est nulle. Comme la matrice A(G) est réelle et symétrique,
elle possède n valeurs propres réelles λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. L’ensemble des valeurs propres de A(G) est
appelé spectre de G.

Le spectre d’un graphe est fortement relié à certaines propriétés du graphe. Nous allons voir que la
première valeur propre λ1 est reliée au degré maximal du graphe et que l’écart spectral, i.e. la différence
entre la première et la seconde valeur propre (λ1 − λ2), est une estimation de son expansion.

2.1 Première valeur propre et degré maximum

Théorème 4 Soit A la matrice d’adjacence d’un graphe G. Si λ est une valeur propre de A alors

|λ| ≤ ∆(G).

Preuve. Soit x = (x1, . . . , xn)T un vecteur propre de A associé à la valeur propre λ. Alors Ax = λx.
Soit i tel que |xi| = max1≤j≤n |xj |. Alors,

|λ||xi| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=1

ai,jxj

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |xi|
n
∑

j=1

ai,j = |xi|d(vi) ≤ |xi|∆(G).

Ainsi |λ| ≤ ∆(G). �

Pour les graphes d-réguliers, ∆(G) = d est trivialement une valeur propre. En effet, la somme sur
chaque ligne vaut d et donc 1 = (1, 1, . . . , 1)T est un vecteur propre asscocié à la valeur propre d. Si C
est une composante connexe, son vecteur caractéristique est également un vecteur propre associé à λ1.

Théorème 5 Si G est un graphe d-régulier alors d est une valeur propre de A(G) avec multiplicité le

nombre de composantes connexes de G.

Preuve. Soit C1, C2, . . . , Cp les composantes connexes de G. Considérons les vecteurs caractéristiques
1Cl

des Cl. Clairement, ces vecteurs sont des vecteurs propres orthogonaux et associés à d.
Considérons maintenant un vecteur propre x = (x1, . . . , xn)T associé à d. Soit |xi| = max1≤j≤n |xj |.

Sans perte de généralité, on peut supposer xi > 0. Alors dxi =
∑n

j=1 ai,jxj ≤
∑n

j=1 ai,jxi = dxi. Ainsi
pour tout j pour lequel ai,j 6= 0, nous avons xi = xj . C’est le cas pour tous les j tels que vivj soit
une arête. Répètant l’argument de proche en proche, pour tous les sommets vj de la même composante
connexe que vi, on a xi = xj .

Appliquant cet argument pour chaque composante connexe, on montre que x est une combinaison
linéaire des 1Cl

. �

Il est également facile de voir qu’un graphe d-régulier a pour valeur propre −d si et seulement si il est
biparti.

Proposition 6 Soit G un graphe d-régulier. Alors −d est valeur propre de G si et si G est biparti.

Preuve. Les valeurs propres d’un graphes non connexes etant l’union des valeurs propres de ces com-
posantes connexes, il suffit de le montrer pour un graphe connexe. Si G est connexe biparti, G2 est
d2-régulier et non-connexe. Or les valeurs propres de G2 sont les λ2

i . Par le Théorème 5, d2 est valeur
propre de G2 avec multiplicité 2 et d est valeur propre de G avec multiplicité 1. Ainsi −d était valeur
propre de G. La réciproque est similaire. �
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2.2 Ecart spectral et expansion

Nous venons de voir que le degré maximum d’un graphe est relié à sa première valeur propre. Le
théorème suivant, montré par Dodziuk [8] et indépendamment par Alon et Milman [2] et Alon [1], montre
que l’expansion d’un graphe d-régulier est fortement reliée à l’écart spectral, c’est-à-dire à la différence
λ1 − λ2 = d − λ2 entre sa première et sa deuxième valeur propre.

Théorème 7 Soit G un graphe d-régulier de spectre d = λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. Alors

d − λ2

2
≤ exp(G) ≤

√

2d(d − λ2).

Les bornes inférieures et supérieures de ce théorème sont serrées. En effet, nous avons vu Sous-
partie 1.1 que le d-cube a expansion 1. D’autre part son écart spectral vaut 2. Le cycle Cn a expansion
Θ(1/n) alors que son écart spectral vaut Θ(1/n2). Pour une preuve des estimations de ces écarts spec-
traux, voir partie 11.1 de [12] ou le livre de Lovász [21].

Preuve du Théorème 7.
Pour prouver ce théorème, nous devons prouver deux inégalités.

• d−λ2

2 ≤ exp(G): Pour prouver cette inégalité, nous avons besoin du Théorème de Rayleigh-Ritz

ou plus précisément d’un de ces corollaires. Ce théorème affirme que λ1 = max
x6=0

xT Ax

||x||2 . Rappelons que

||x||2 = xT x. Comme dans un graphe d-régulier, 1 = (1, 1, . . . , 1)T est un vecteur propre associé à λ1 = d,

un corollaire immédiat est λ2 = max
x6=0,xT 1=0

xT Ax

||x||2 . Il nous faut donc exhiber un vecteur x orthogonal à 1

tel que xT Ax
||x||2 ≥ d − 2exp(G).

Soit S un ensemble de taille au plus n/2 tel que exp(G) = exp(S). Considérons le vecteur x =
|S|1S − |S|1S . On a:

||x||2 = |S|2|S| + |S|2|S| = |S||S|(|S| + |S|) = n|S||S|,
xT Ax = 2( |S|2e(S) + |S|2|e(S) − |S||S|b(S) ).

Comme G est d-régulier, nous avons

2e(S) = d|S| − b(S)

2e(S) = d|S| − b(S)

Introduisant ces égalités dans les équations précédentes, il vient:

xT Ax

||x||2 =
nd|S||S| − n2b(S)

n|S||S|
= d − nb(s)

|S||S|
.

Comme |S| ≥ n/2, il vient xT Ax
||x||2 ≥ d− 2exp(G). De plus, il est facile de vérifier que xT 1 = 0. On a donc

bien λ2 ≥ d − 2exp(G).

• exp(G) ≤
√

2d(d − λ2): D’après le Lemme 2, pour tout vecteur z = (z1, z2, . . . , zn) tel que la moitié au
moins de ses coordonnées sont nulles, σ(z) = (

∑

uiuj∈E, i<j |zi − zj |)/(
∑n

i=1 zi) est une borne supérieure

de l’expansion de G. Nous allons donc trouver un vecteur z tel que σ(z) ≤
√

2d(d − λ2).
Pour cela, considérons un vecteur propre x associé à λ2. Notons que x est orthogonal à 1 donc il

a des coordonnées à la fois positives et négatives. Soit I+ = {i | xi > 0} et y le vecteur défini par
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yi = max{xi, 0}. Quitte à considérer −x (qui est également vecteur propre associé à λ2) à la place de x,
on peut supposer que |I+| ≤ n/2. Soit z le vecteur défini par zi = y2

i .
Par l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

∑

vivj∈E, i<j

|y2
i − y2

j | =
∑

vivj∈E, i<j

|yi + yj |.|yi − yj |

≤
√

∑

vivj∈E, i<j

(yi + yj)2.

√

∑

vivj∈E, i<j

(yi − yj)2 (1)

Evaluons maintenant les deux facteurs du membre droit de cette inégalité.

√

∑

vivj∈E, i<j

(yi + yj)2 ≤
√

2
∑

vivj∈E, i<j

(y2
i + y2

j ) =

√

√

√

√2
n
∑

i=1

y2
i =

√
2d.||y|| (2)

Nous avons
∑

uiuj∈E, i<j

(yi − yj)
2 = yT Ly. où L est la matrice L = dI − A (appelée Laplacien de G)

avec I la matrice identité. Or pour tout i ∈ I+,

(Ly)i = dyi −
n
∑

j=1

ai,jyj = dxi −
∑

j∈I+

ai,jxj

≤ dxi −
n
∑

j=1

ai,jxj = (Lx)i = (d − λ2)xi.

Comme yi = 0 pour i /∈ I+, on obtient:

yT Ly =

n
∑

i=1

yi.(Ly)i ≤ (d − λ2)
∑

i∈I+

x2
i = (d − λ2)

∑

i∈I+

y2
i = (d − λ2)||y||2.

Donc
√

∑

uiuj∈E, i<j

(yi − yj)2 ≤
√

d − λ2||y|| (3)

En reportant, les inégalités (2) et (3) dans (1), on obtient σ(z) ≤
√

2d(d − λ2).
�

Remarque 8 La preuve précédente permet de trouver un ensemble de petite expansion. Si on trie
les sommets vi par ordre décroissant de la coordonnée xi du vecteur propre x associé à λ2. Disons
x1 ≥ x2 ≥ · · · ≥ xn. Un des ensembles Si = {v1, v2 . . . , vi} 1 ≤ i ≤ n/2 a une expansion au plus
√

2d(d − λ2).

2.3 Bornes sur la deuxième valeur propre

Au vu Théorème 7, il est intéressant de connâıtre la valeur maximum que peut prendre l’écart spectral
et donc la valeur minimum que peut atteindre la deuxième valeur propre.

Si on regarde le graphe complet Kn, sa matrice d’adjacence est J − I où J est la matrice ayant des
1 partout et I la matrice identité. Ainsi le spectre de Kn est [n − 1,−1,−1, . . . ,−1]. En particulier
λ2 = −1.
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Cependant, nous sommes intéressés par des graphes d-régulier d’ordre n avec d très petit par rapport
à n. Dans ce cas, le théorème d’Alon-Boppana donne une borne inférieure sur λ2. La preuve originale de
ce théorème est parue dans [20]. Une preuve alternative a été donnée par Friedman [10].

Théorème 9 (Alon-Boppana) Pour tout graphe d-régulier d’ordre n,

λ2 ≥ 2
√

d − 1 (1 − o(1)) .

Ce théorème et le Théorème 7 donnent directement la borne supérieure suivante sur l’expansion d’un
graphe d-régulier d’ordre n.

Corollaire 10 Pour tout graphe d-régulier d’ordre n,

exp(G) ≤
√

2d
(

d − 2
√

d − 1
)

+ o(1).

Afin de prouver le théorème d’Alon-Boppana, nous allons établir le lemme suivant:

Lemme 11 Soit G un graphe d-régulier. Si son diamètre est au moins 2a + 2 ≥ 4 alors

λ2 ≥ 2
√

d − 1 − 2
√

d − 1 − 1

a
.

Soit G un graphe d-régulier G d’ordre n. Le nombre de sommets de G à distance au plus k d’un
sommet v est au plus 1+d+d(d−1)+ · · ·+d(d−1)k−1. Ainsi le diamètre d’un graphe d-régulier d’ordre
n est Ω(logd−1 n). Le Lemme 11 implique donc le Théorème 9.

Remarque 12 Cette preuve du Théorème d’Alon-Boppana donne un o(1) qui est un O
(

1
log n

)

. Par des

preuves plus fines que celle-ci, nous pouvons obtenir un o(1) de la forme O
(

1
log2 n

)

.

Preuve du Lemme 11.
Considérons le Laplacien L = dI −A. Il est facile de voir que les valeurs propres de L sont les d−λi,

1 ≤ i ≤ n. Ainsi par le théorème de Rayleigh-Ritz,

d − λ2 = min
x6=0,xT 1=0

xT Lx

||x||2 .

Notre but va donc être de trouver un vecteur x orthogonal à 1 pour lequel xT Lx
||x||2 est petit.

Soient u et w deux sommets de G tels que dist(u, w) ≥ 2a + 2. Pour 0 ≤ k, notons Uk = {z ∈
G | dist(u, z) = k} et Wk = {z ∈ G | dist(w, z) = k}. Posons U =

⋃a
k=0 Uk et W =

⋃a
k=0 Wk.

Clairement, les ensembles U0, U1, . . . , Ua, W0, W1, . . . , Wa sont disjoints et aucun sommet de U n’est
adjacent à un sommet de W . De plus, pour tout k ≥ 1, chaque sommet de Uk est adjacent à au moins un
sommet de Uk−1 et donc à au plus d− 1 sommets de Uk+1. Ainsi |Uk+1| ≤ (d− 1)|Uk| et, par récurrence,
|Ua| ≤ (d − 1)(a−k)|Uk|. De même, |Wk+1| ≤ (d − 1)|Wk| et |Wa| ≤ (d − 1)(a−k)|Wk |.

Nous allons maintenant considérer un vecteur x tel que xi = αk si vi ∈ Uk, xi = βk si vi ∈ Wk et
xi = 0 sinon. On prend αk et βk tels que α0 = α, β0 = β, αk = α(d−1)−(k−1)/2 et βk = β(d−1)−(k−1)/2

en choisissant α et β pour que xT 1 = 0. Notons en particulier que α0 = α1 et β0 = β1.

Nous avons xT x = S(U) + S(W ) avec S(U) =

a
∑

k=0

α2
k|Uk| et S(W )

a
∑

k=0

β2
k |Wk|.
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Etablissons maintenant une borne supérieure de xT Lx =
∑

vivj∈E, i<j

(xi − xj)
2. Cette somme peut se

voir comme la somme de deux sous-sommes:

Σ(U) =
∑

vivj∈E i<j

vi∈Uou vj∈U

(xi − xj)
2 et Σ(W ) =

∑

vivj∈E, i<j

vi∈Wou vj∈W

(xi − xj)
2.

Celles-ci correspondent respectivement à la contribution des arêtes incidentes aux sommets de U et à
celle des arêtes incidentes aux sommets de W (les autres arêtes ont une contribution nulle).

Nous allons maintenant borner Σ(U). Par définition des Ui, une arête incidente à un sommet de U
est

- soit interne à un niveau Uk et sa contribution est nulle,

- soit entre Uk et Uk+1 (0 ≤ k < a) et sa contribution est (αk − αk+1)
2,

- soit entre Ua et un sommet hors de U et sa contribution est α2
a.

Comme pour k ≥ 1, il y a au plus |Uk|(d− 1) arcs entre Uk et Uk+1, et α1 = α0 (donc les arêtes entre
u et ses voisins sont de contribution nulle), on a :

Σ(U) ≤
a−1
∑

k=1

|Uk|(d − 1)
(

(d − 1)−(k−1)/2 − (d − 1)−k/2
)

α2 + |Ua|(d − 1)(d − 1)−(a−1)α2.

Un calcul facile nous montre que le membre droit de cette inégalité vaut:

(
√

d − 1 − 1)2
a
∑

k=1

|Uk|(d − 1)−k+1α2 + (2
√

d − 1 − 1)|Ua|(d − 1)−b+1α2.

Comme |Ua| ≤ (d − 1)(a−k)|Uk|, il vient

Σ(U) ≤ (
√

d − 1 − 1)2

(

a
∑

k=1

α2
k|Uk|

)

+
2
√

d − 1 − 1

a

(

a
∑

k=1

α2
k|Uk|

)

≤
(

d − 2
√

d − 1 +
2
√

d − 1 − 1

a

)

S(U) (4)

De la même manière, posant S(W ) =
∑a

k=0 β2
k|Wk | on prouve

Σ(W ) ≤
(

d − 2
√

d − 1 +
2
√

d − 1 − 1

a

)

S(W ) (5)

D’où d − λ2 ≤ Σ(U) + Σ(W )

S(U) + S(W )
≤ d − 2

√
d − 1 +

2
√

d − 1 − 1

a
.

�
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2.4 Quelques expandeurs

Si on veut des graphes d-réguliers qui soient de bons expandeurs, d’après le Théorème 7, il faut que leur
deuxième valeur propre λ2 soit petite. D’autre part, le théorème d’Alon-Boppana, nous dit que nous
ne pouvons pas espérer avoir celle-ci plus petite que

√
2d − 1. Ainsi, de bons candidats pour être de

bons expandeurs sont les graphes d-réguliers pour lesquels λ2 ≤ 2
√

d − 1. De tels graphes sont appelés
graphes de Ramanujan. D’après le Théorème 7, les graphes de Ramanujan sont des c-expandeurs avec

c =
d − 2

√
d − 1

2
.

Lubotsky, Phillips et Sarnak[16] et Margulis [17] ont montré de manière indépendante qu’il existe
des graphes Ramanujan d-réguliers aussi grands que l’on veut lorsque d − 1 est premier. Ils ont de plus
donné une construction explicite de tels expandeurs qui sont des graphes de Cayley particuliers. Pour une
présentation de ce constructions, nous renvoyons le lecteur au livre de Davidovf, Sarnak et Valette [7].

Théorème 13 (Morgenstern [19]) Pour tout entier premier p et tout entier positif k, il existe une

infinité de graphes Ramanujan (pk + 1)-réguliers.

Conjecture 14 Pour tout d ≥ 3, il existe une infinité de graphes Ramanujan d-réguliers.

Les meilleurs expandeurs d-réguliers pour une valeur quelconque de d ont été donnés par Bilu et
Linial [4].

Théorème 15 (Bilu et Linial [4]) Pour tout d ≥ 3, il existe une famille infinie de graphes d-réguliers

tels que avec λ2 ≤ O(
√

d log3 d).

Leur construction est basée sur la notion de relevé. Soit G et H deux graphes. Une application
f : V (H) → V (G) est couvrante si pour tout sommet v ∈ V (H), f est une bijection entre NH(v) et
NG(f(v)). S’il existe une application couvrante de H sur G, on dit que H est un relevé de G et que G
est un quotient de H . Si f est une application couvrante d’un graphe H (fini) sur un graphe connexe G,
alors il est facile de voir que f−1(v) est une constante k ne dépendant pas de v. On dit alors que H est
un k-relevé de G.

001, 110

010, 101

000,111 100, 011

111

110

010

000

001

011 101

100

Figure 2: Le 3-cube est un 2-relevé de K4. L’application couvrante identifie les sommets antipodaux du
cube.

Il est facile de voir que si H est un relevé de G alors les valeurs propres de G sont des valeurs propres
de H . En effet, si x est un vecteur propre de G alors f(x) est un vecteur propre de H (avec f l’application
couvrante de H sur G). L’idée de Bilu et Linial est de partir d’un graphe Ramanujan d-régulier (Kd

par exemple) et de prendre une succession de relevés tels que les nouvelles valeurs propres soient petites.
Dans le cas idéal, celles-ci vaudraient au plus

√
2d − 1 et tous les graphes seraient Ramanujan.
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Conjecture 16 (Bilu et Linial) Tout graphe Ramanujan d-régulier G a un 2-relevé H tel que les

valeurs propres de H et pas de G sont inférieures ou égales à
√

2d − 1.

Pour montrer le Théorème 15, Bilu et Linial ont montré un résultat plus faible que cette conjecture,

à savoir qu’il existe un 2-relevé dont les nouvelles valeurs propres valent au plus O
(

√

d log3 d
)

.

Assez paradoxalement, alors qu’il est assez difficle de trouver des familles explicites de bons ex-
pandeurs, Friedman[9] a montré que les graphes d-réguliers aléatoires sont de bons expandeurs car ils
sont presque Ramanujan:

Théorème 17 (Friedman) Soit G un graphe d-régulier d’ordre n. Pour tout ε > 0,

Prob
(

λ2(G) ≤ 2
√

d − 1 + ε
)

= 1 − o(1).

3 Sommet-expansion

Le voisinage d’un sommet u est l’ensemble N(u) = {v | uv ∈ E} des sommets reliés à u par une
arêtes. Le voisinage d’un ensemble de sommets S est l’ensemble N(S) =

⋃

u∈S N(u) \S des sommets du
complémentaire de S qui sont voisins d’au moins un sommet de S. Le voisinage complet de S est l’union
des voisinages des sommets de S: Γ(S) =

⋃

u∈S N(u). Ainsi N(S) = Γ(S) \ S.

(S)Γ
S S

N(S)

Figure 3: Le voisinage N(S) et le voisinage complet Γ(S) d’un ensemble S.

De même, que pour l’arête-expansion, on peut définir la sommet-expansion d’un ensemble S comme

vexp(S) = |Γ(S)|
|S| et la sommet-expansion de G comme vexp(G) max

{S | |S|≤n/2}
vexp(S).

Remarque 18 On regarde parfois une autre sorte de sommet-expansion wexp(G) = max{S | |S|≤n/2}
|N(S)|
|S| .

Les deux définitions de sommet-expansion sont très proches: en effet, comme N(S) = Γ(S) \ S, on a
vexp − 1 ≤ wexp ≤ vexp. La seule sommet-expansion que nous considérerons ici sera donc vexp.

Clairement la sommet-expansion d’un graphe est au plus 2 si n est pair et 2 + 2
n−1 si n est impair..

En effet, pour tout ensemble S de taille bn/2c, vexp(S) = |Γ(S)|
|S| ≤ n

bn/2c .

3.1 Sommet-expansion de quelques graphes particuliers

Graphes complets La sommet-expansion du graphe complet Kn à n sommets est 2 si n est pair et
2 + 2

n−1 si n est impair. En effet, pour tout ensemble S ⊂ V (Kn), on a Γ(S) = V (Kn).

10



Graphes réguliers La sommet-expansion d’un graphe d-régulier est au moins 1. En effet, soit S un
ensemble de sommets. Chaque sommet de S à d voisins, il y a donc d|S| voisins comptés avec multiplicité.
Mais chaque sommet de Γ(S) est compté au plus d fois. Donc |Γ(S)| ≥ |S|. Cette borne de 1 est atteinte
pour les graphes bipartis réguliers. En effet, si on prend une des deux parties de la bipartition, elle est
de taille n/2 et son voisinage complet est l’autre partie elle aussi de taille n/2.

3.2 Sommet-expansion et valeurs propres

Les notions d’arête et sommet-expansion sont très fortement reliées. En effet, pour tout ensemble S,
b(S) ≥ |N(S)| ≥ |Γ(S)| − |S| et |Γ(S)| ≥ |N(S)| ≥ b(S)/∆(G).

Ainsi exp
∆ ≤ vexp ≤ exp + 1. Nous allons voir que ces deux facteurs sont cependant beaucoup plus

proches. Pour cela, nous allons relier la sommet-expansion aux valeurs propres de la matrice d’adjacence
dans le cas des graphes d-réguliers.

On dénote par λ la seconde plus grande valeur propre en valeur absolue:

λ = max
2≤i≤n

|λi|

Par le théorème de Rayleigh-Ritz:

λ = max
||x||=1,xT1=0

||Ax||

Alors que l’expansion peut être estimée avec la seconde valeur propre λ2, nous allons relier la sommet
adjacence avec λ.

Pour des raisons de simplicité, plutot que de travailler, avec le matrice d’adjacence, nous allons
travailler avec la matrice d’adjacence normalisée. Pour un graphe d-régulier, sa matrice d’adjacence nor-

malisée est Ā = 1
dA. Les valeurs propres de Ā sont les λ̄i = 1

dλi. De plus, on définit λ̄ = max2≤i≤n |λ̄i| =
1
dλ.

Théorème 19 Soit G un graphe d-régulier.

vexp(G) ≥ 2

1 + λ̄2
=

2

1 + λ2

d2

Remarque 20 Cette borne est optimale. En effet, pour un graphe G biparti d-régulier, λ = d d’après la
Proposition 6. Donc 2

1+ λ2

d2

= 1. Or vexp(G) vaut 1 comme nous l’avons vu précédemment Sous-Partie 3.1.

Afin de prouver le Théorème 19, nous allons d’abord établir un lemme sur les distributions (de prob-
abilités), c’est à dire les vecteurs π à coordonnées positives de somme 1 (πi ≥ 0 et

∑n
i=1 πi = 1). Le

support d’une distribution π est support(π) = {i | πi > 0}.
On désigne par πu = 1

n1, la probabilité uniforme sur V .

Lemme 21 Soit π une distribution.

||π||2 = ||π − πu||2 + 1/n ≥ 1

|support(π)|

Preuve. On voit facilement que π − πu est orthogonal à πu. Donc ||π||2 = ||π − πu||2 + ||πu||2 =
||π − πu||2 + 1/n.

Posons m = |support(π)|. Si x1 + x2 + · · · + xm = 1 alors x2
1 + x2

2 + · · · + x2
m est minimisée lorsque

x1 = · · · = xm = 1/m. Ainsi ||π||2 ≥ 1/m. �
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Preuve du Lemme 19. Soit S tel que |S| ≤ n/2. Soit πS = 1
S 1S la distribution uniforme sur S et

nulle ailleurs.
On a ||πS || = 1/|S|.
D’autre part, ĀπS est une distribution donc, par le Lemme 21, ||ĀπS − πu||2 + 1/n = ||ĀπS || ≥

1/|support(πS)| ≥ 1/|Γ(S)|. Or

ĀπS − πu = Ā(πS − πu + πu) − u = Āπu − πu + Ā(πS − πu) = Ā(πS − πu).

Donc ||ĀπS − πu||2 = ||Ā(πS − πu)||2 ≤ λ̄2||πS − πu||2 = λ̄2(||πS ||2 − 1/n).

D’où 1/|Γ(S)| − 1/n ≤ λ̄2(1/|S| − 1/n).

Comme n ≥ 2|S|, on a |Γ(S)| ≥ 2|S|
1+λ̄2 .

�

Théorème 22 (Alon [1]) Soit G un graphe d-régulier de sommet-expansion 1+α. Si les valeurs propres

de A(G) la matrice d’adjacence de G sont toutes positives alors λ(G) ≤ d − α2

8+4α2 .

Preuve.
Soit x un vecteur associé à λ ou −λ. Comme x est orthogonal à 1, il a des coordonnées négatives et

positives. Soit I+ = {i | xi > 0} et I− = {i | xi ≤ 0}. Sans perte de généralité, on peut supposer que
|I+| ≤ n/2. Soit y le vecteur définit par yi = xi si i ∈ I+ et yi = 0 sinon.

On a ||y||2 = yT y = yT x. Donc

λ =
λyT x

yT x
=

yT Ax

||y||2 .

Ainsi

λ||y||2 = yT Ax

=
∑

i,j

ai,jxjyi =
∑

i∈I+,vivj∈E

xjyi = d||x||2 −



d||x||2 −
∑

i∈I+,vivj∈E

xjyi





≤ d||x||2 −



d||x||2 −
∑

i,j∈I+,vivj∈E

xjyi



 = d||x||2 −



d||x||2 −
∑

vivj∈E

yjyi





= d||x||2 − 1

2

∑

vivj∈E

(yi − yj)
2

Donc

λ ≤ d −
∑

vivj∈E(yi − yj)
2

2||y||2 (6)

Construisons un digraphe D comme suit: V (D) = {s, t}∪ {vi | i ∈ I+}∪ {wj | 1 ≤ i ≤ n}. Pour tout
i ∈ I+, on met l’arc svi avec capacité 1+α. Pour tout 1 ≤ j ≤ n, on met l’arc wjt avec capacité 1. Enfin
pour tout i ∈ I+ et 1 ≤ j ≤ n tels que vivj ∈ E(G) alors on met l’arc viwj avec capacité 1.

Nous affirmons que la (s, t)-coupe minimum de de ce graphe vaut (1 + α)|I+|. Une coupe de cette
valeur est donné par le bord de {s}. Considérons maintenant une autre (s, t)-coupe C. Soit S = {vi ∈
V (G) | svi /∈ C}. Pour tout vj ∈ NG(S), dans D, il doit y avoir un arc de C incident à wj . Comme

12



|S| ≤ |I+| ≤ n/2, on a |ND(S)| = |ΓG(S)| ≥ (1 + α)|S|. Ainsi en ajoutant les arcs svi ∈ C on obtient
que C a capacité au moins (1 + α)|I+|.

Par le théorème “coupe-min=flot-max”de Ford et Fulkerson, il existe un flot sur D de valeur (1 +
α)|I+|. Notons que le flot qui passe à travers chaque vi doit donc être de 1 + α. En lisant ce flot sur les
arcs viwj , on obtient une fonction f : {1, . . . , n}2 → IR telle que:

• 0 ≤ f(i, j) ≤ 1 pour tout (i, j) dans {1, . . . , n}2;

• f(i, j) = 0 si i /∈ I+ ou vivj /∈ E;

•
∑

j | vivj∈E

f(i, j) = 1 + α pour tout i ∈ I+;

•
∑

i | vivj∈E

f(i, j) ≤ 1 pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Nous allons maintenant donner des bornes sur f .

∑

vivj∈E

f2(i, j)(yi + yj)
2 ≤ 2

∑

vivj∈E

f2(i, j)(y2
i + y2

j )

= 2

n
∑

i=1

y2
i





∑

vivj∈E

f2(i, j) +
∑

vivj∈E

f2(j, i)





Si
∑n

i=1 ai = 1 + α et 0 ≤ ai ≤ 1 alors
∑n

i=1 a2
i ≤ 1 + α2 donc

∑

vivj∈E f2(i, j) +
∑

vivj∈E f2(j, i) ≤
2 + 2α2, d’où

∑

vivj∈E

f2(i, j)(yi + yj)
2 ≤ (4 + 2α2)

n
∑

i=1

y2
i .

D’autre part,

∑

vivj∈E

f(i, j)(y2
i − y2

j ) =
n
∑

i=1

y2
i





∑

vivj∈E

f(i, j) −
∑

vivj∈E

f(j, i)





≤ α
∑

vivj∈E

f(i, j)

Multiplions l’Equation (6) par 1 =

∑

vivj∈E f2(i, j)(yi + yj)
2

∑

vivj∈E f2(i, j)(yi + yj)2
et utilisons l’inégalité de Cauchy-

Schwarz. On obtient:

λ ≤ d −
∑

vivj∈E(yi − yj)
2.
∑

vivj∈E f2(i, j)(yi + yj)
2

2||y||2.∑vivj∈E f2(i, j)(yi + yj)2

≤ d −

(

∑

vivj∈E f(i, j)(y2
i − y2

j )
)2

2(4 + 2α2)||y||2

≤ d − α2

8 + 4α2

�
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Corollaire 23 Soit G un graphe d-régulier de sommet-expansion vexp(G) = 1 + α. Alors

λ ≤
√

d2 − α2

8 + 4α2
.

Preuve. Considérons le graphe G2. Sa matrice d’adjacence est A2. Ainsi G est d2-régulier et ses valeurs
propres sont les carrés de celles de A et donc toutes positives. En particulier, λ(G2) = λ(G)2.

Montrons que G2 est un (1 + α)-expandeur. Soit S un ensemble de sommets de taille au plus n/2.
Alors |ΓG(S)| ≥ (1 + α)|S| ≥ |S|. Soit S ′ un sous-ensemble de ΓG(S) tel que |S| = |S′| ≤ n/2. Alors

|ΓG2(S)| = |ΓG(ΓG(S))| ≥ |ΓG(S′)| ≥ (1 + α)|S′| = (1 + α)|S|.

Donc par le théorème précédent,

λ(G)2 = λ(G2) ≤ d2 − α2

8 + 4α2
.

�

Comme λ2 ≤ λ, le Corollaire 23 et le Théoreme 7 entrainent immédiatement:

Corollaire 24 Soit G un graphe d-régulier de sommet-expansion vexp(G) = 1 + α. Alors

exp(G) ≥ 1

2

(

d −
√

d2 − α2

8 + 4α2

)

.

4 Marches aléatoires et expandeurs

4.1 Convergences des marches aléatoires

Soit D un digraphe sur les sommets v1, v2, . . . , vn. Une marche aléatoire sur D consiste à se balader
sur les sommets de D en suivant ses arcs selon une probabilité de transition. Plus précisément, pour
chaque sommet vi de D, une fois qu’on est sur vi, on suppose qu’avec une probabilité pi,j strictement

positive, on se déplace vers le sommet vj . Ainsi la probabilité de transition pi,j est nulle si et seulement
si vivj /∈ E(D).

Soit P la matrice de la marche aléatoire, dont les coordonnées sont pi,j . Pour tout i, le vecteur
(pi,1, . . . , pi,n) est une loi de probabilité, i. e.

∑n
j=1 pi,j = 1. On a donc

P1 = 1.

Ceci prouve que 1 est une valeur propre de P .
Le sommet de départ de la marche peut être fixé mais peut aussi être donné selon une loi de probabilité

initiale. Dans tous les cas, on suppose que le vecteur π0 désigne la loi de départ. Par πk , on désigne la
distribution1 des probabilités de présence sur les sommets de D à l’instant i, i.e.

πk
i = Prob(après k étapes, on est en vi).

πk peut se calculer facilement à partir de πk−1. En effet, la probabilité de présence sur vi à l’instant
k est la somme sur j de la probabilité de présence sur vj à l’instant k − 1 multipliée par la probabilité de
transition de vj vers vi. Formellement, πk

i =
∑n

j=1 πk−1
j pj,i. Donc

πk = πk−1P et par récurrence πk = π0P k.

1Dans la Partie 3, les distributions que nous considérions étaient des vecteurs colonnes. Ici ce sont des vecteurs lignes.
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Remarque 25 Une marche aléatoire sur un graphe (non-orienté) peut se voir comme une marche
aléatoire sur le digraphe orinté symétrique correspondant.

On aimerait connaitre le comportement de la marche aléatoire à l’infini et en particulier s’il existe
une distribution limite vers laquelle tend πk lorsque k → +∞.

Une telle distribution limite π∗, si elle existe, doit être stationnaire, c’est à dire inchangée en faisant
un pas de la marche. Autrement dit, π∗ = π∗P . Nous allons donc nous intéresser aux distributions sta-
tionnaires d’un digraphe. Nous allons montrer que pour un digraphe D fortement connexe, la distribution
stationnaire est unique.

Ensuite, nous verrons que sous certaines conditions d’apériodicité, toutes les marches aléatoires con-
vergent vers cette distribution stationnaire à l’infini. De plus, nous bornerons la vitesse de convergence en
fonction de la seconde valeur propre de D en valeur absolue. Cette estimation montre que les expandeurs
sont les graphes dont la vitesse de convergence est la plus grande.

Théorème 26 Soit D un digraphe fortement connexe et P une matrice de transition sur D. Il existe

une unique distribution stationnaire π∗.

Preuve. La matrice P est une matrice positive (pi,j ≥ 0). De plus, comme D est fortement connexe, P

est irréductible (P ne peut pas s’écrire sous la forme

(

A C
0 B

)

, avec A et B des matrices carrées, en

changeant la position des lignes et des colonnes).
On est donc en mesure d’appliquer le théorème de Perron-Frobenius qui nous dit que P a une valeur

propre réelle positive µ1 telle que

• µ1 est de multiplicité 1;

• le vecteur propre correspondant à µ1 est positif;

• toutes les autres valeurs propres µ de P sont de valeur absolue inférieure ou égale à µ1, i.e. |µ| ≤ µ1.

On a vu que pour la matrice P , la valeur propre µ1 correspondante est 1. Comme P T et P ont les mêmes
valeurs propres, 1 est également l’unique valeur propre maximum de P T . Il existe alors un unique vecteur
propre positif π∗ (de norme `1 = 1) correspondant à la valeur propre 1 de P t, i.e. tel que π∗P = π∗. Le
vecteur π∗ est l’unique distribution stationnaire de P . �

Remarque 27 Pour un digraphe non fortement connexe, il peut y a avoir plusieurs distributions sta-
tionnaires. En effet, si un digraphe D possède plusieurs composantes fortement connexes terminales (i.e.
desquelles aucun arc ne sorte), les distributions stationnaires de chacune de ces composantes sont des
distributions stationnaires de tout le digraphe. Plus généralement, les distributions stationnaires de D
sont les combinaisons convexes des distributions stationnaires de ses composantes fortement connexes
terminales.

Nous sommes particulièrement intéressés par les marches aléatoires ergodiques c’est-à-dire qui admette
une unique distribution stationnaire π∗, et tell que pour toute distribution de départ π0, on a limi→∞ πk =
π∗.

On peut facilement voir que certaines marches ne peuvent pas être ergodique car elles ont des dis-
tributions engendrant des marches périodiques. Par exemple, supposons qu’un graphe G soit biparti:
V (G) = (A, B). Si la distribution π0 somme à α sur A et β = 1−α sur B alors πk sommera à β sur A et
α sur B si k est pair et à α sur A et β sur B si k est impair. Donc si α 6= 1/2, πk n’admet pas de limite.

De même, si le digraphe est inclus dans le produit lexicographique d’un circuit par un stable, la
plupart des distributions n’admettent pas de limites, mais sont en quelque sorte périodiques.
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Plus généralement, s’il existe i tel que PGCD({s : P s
i,i > 0}) = 1, on dit que la marche partant de i

est périodique et il n’existe pas de limite pour certaines distributions.. Si pour tout i, PGCD({s : P s
i,i >

0}) = 1 alors la marche est dite apériodique. Pour qu’une marche soit ergodique, il faut qu’il y ait une
unique distribution stationnaire et donc que son digraphe soit fortement connexe et en outre qu’elle soit
apériodique. En fait, cette condition nécessaire est suffisante.

Théorème 28 Une marche aléatoire P sur un digraphe D est ergodique si et seulement D est fortement

connexe et si P est apériodique.

Notons que dans le cas des graphes non-orientés, la contrainte de non-apériodicité est équivalente
à être non-biparti. Afin de ne pas alourdir cette présentation, nous nous contenterons de montrer le
théorème suivant qui correspond au Théorème 28 dans le cas d’un graphe non-orienté d-régulier avec
probabilité uniforme.

Théorème 29 Soit G un graphe d-régulier connexe non biparti et P la matrice de transition uniforme

sur D. Alors quelle que soit la distribution de départ π0, on a limi→∞ πk = π∗, avec π∗ la distribution

uniforme.

Preuve. Soit 1 ≥ µ2 ≥ µ3 ≥ · · · ≥ µn les valeurs propres de P . Posons µ = max2≤j≤n |µj |. Comme
P = 1

dA(G), par le théorème de Perron-Frobenius et la Proposition 6, µ < 1.
Il est facile de voir que la ditribution uniforme π∗ est stationnaire et donc l’unique distribution

stationaire par le Théorème 26. Nous allons montrer

|πk − π∗| ≤ C.µk

pour une constante C. Comme µ < 1, ceci démontrera la convergence cherchée.

On sait que πk = π0P k et π∗ = π∗P k, donc πk − π∗ = (π0 − π∗)P k. Comme P est symétrique, on a

πk − π∗ = P k(π0 − π∗)T .

D’autre part, π0 − π∗ est orthogonal à 1. En effet,

(π0 − π∗)1T =

n
∑

j=1

(π0
j − π∗

j ) =

n
∑

j=1

π0
j −

n
∑

j=1

π∗
j = 1 − 1 = 0.

Donc π0 − π∗ est dans l’espace vectoriel engendré par des vecteurs propres z2, z3, . . . , zn associés
aux valeurs propres µ2, µ3, . . . , µn Ainsi π0 − π∗ s’écrit comme combinaison linéaire de ces vecteurs:
π0 − π∗ =

∑

j≥2 αjzj . On a donc

πk − π∗ = P k(π0 − π∗)T =

n
∑

j=2

αjµ
k
j zj .

Comme |µj | ≤ µ pour tout 2 ≤ j ≤ n, il vient

|πk − π∗| ≤ µk (α2|z2| + · · · + αn|zn|) = C.µk .

�

Remarque 30 Pour avoir une convergence dans le cas d’un graphe biparti, il suffit d’apporter une
petite pertubation en rajoutant une boucle, c’est-à-dire une probabilité non-nulle pi,i de rester sur place,
en chaque sommet.
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4.2 Algorithmes BPP et marches alétoires sur les expandeurs

4.2.1 Algorithmes BPP

Un algorithme probabiliste est un algorithme déterministe qui prend en entrée, l’entrée proprement dite
x que l’on étudie, et une chaine A de bits aléatoires de longeur m , i.e. un élément uniformément choisi
dans {0, 1}m.

La classe RP pour Randomized Polynomial est la classe des langages L pour lesquels il existe un
algorithme probabiliste tel que :

• lorsque x ∈ L, alors l’algorithme rejette x avec probabilité au plus α < 1 et donc l’accepte comme
élément de L avec probabilité au moins 1 − α > 0;

• lorsque x /∈ L, l’algorithme rejette la chaine avec une probabilité 1.

L’algorithme reconnait L avec probabilité d’erreur α. Cependant une erreur ne peut arriver que lorsque
l’entrée est acceptée. Si on veut diminuer la probabilité d’erreur, il suffit de faire tourner l’algorithme
plusieurs fois consécutives avec des chaines de bits aléatoires indépendantes. En effet, en faisant n fois le
test (et donc en utilisant m × n bits aléatoires), un mot x ∈ L est rejeté avec probabilité αn.

Il existe une classe plus générale de langages pour lesquels une erreur est possible lorsque l’entrée est
rejetée et lorsque elle est acceptée : la classe BPP pour Bounded-error Probabilistic Polynomial est la
classe des langages L pour lesquels il existe un algorithme probabiliste tel que:

• lorsque x ∈ L, alors l’algorithme rejette x avec une probabilité au plus α < 1
2 ;

• lorsque x /∈ L, l’algorithme accepte x avec probabilité au plus α < 1
2 .

De même que pour les langages RP, on peut diminuer la probabilité d’erreur en effectuant n fois
l’algorithme avec des chaines de bits aléatoires indépendantes. Pour cela, il suffit de considérer le vote
à la majorité. En effet, soient A1, A2, . . . , An des chaines aléatoires indépendantes de longeur m et pour
chaque Ai, soit Ri la variable aléatoire des réponses de l’algorithme, i.e. Ri = 1 si l’agorithme accepte x
comme un élément de L, et Ri = 0 si la chaine x est rejetée. Comme les chaines Ai sont indépendantes,
les variables Ri sont indépendantes. Soit R la variable aléatoire obtenue à partir des Ri en faisant un
vote de majorité.

Estimons la probabilité que R soit une mauvaise réponse. On a

Prob( R = 1 | x /∈ L ) = Prob
(

∑

Ri ≥
n

2
| x /∈ L

)

= Prob
(

∑

(Ri|x /∈ L) ≤ n

2

)

.

Or Prob( Ri = 1 | x /∈ L ) = α, donc E(Ri|x /∈ L) = α < 1
2 . D’après la borne de Chernoff,

Prob
(

∑

(Ri|x /∈ L) ≤ n

2

)

= Prob

(

∑

(Ri|x /∈ L) − α.n ≤ (
1

2
− α).n

)

< e−( 1
4α

n)/2 = 2−Ω(n).

Ainsi Prob( R = 1 | x /∈ L ) = 2−Ω(n). Un raisonnement identique nous donne Prob( R = 0 | x ∈ L ) =
2−Ω(n).

Exemple de langage RP: test de primalité. Soit L l’ensemble des entiers composés (i.e. non-
premiers). Le Petit Théorème de Fermat nous dit que si p est premier alors pour tout 1 ≤ a < p alors
ap−1 − 1 est divisible par p.

Si p est notre entrée et que l’on trouve un entier a tel que p ne divise pas ap−1−1 alors a est un témoin

du fait que p n’est pas premier. Habituellement (attention c’est une simplification), si p est composé alors
au moins la moitié des entiers 1 ≤ a < p sont des témoins.

Ainsi si l’on prend un a au hasard dans {1, . . . , p − 1} et que l’on accepte p si ap−1 − 1 n’est pas
divisible par p, si p est composé, on l’accepte avec probabilité au moins 1

2 et si p est premier on le rejette
tout le temps.
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4.2.2 Marche aléatoires sur les expandeurs et les algorithmes BPP

Nous avons vu qu’en utilisant m × n bits alétoires, on peut réduire la probabilité d’erreur à 2−Ω(n). On
peut cependant se demander si une telle quantité de bits aléatoires est bien nécessaire pour faire cela. La
réponse est non:

Théorème 31 On peut réduire la probabilité d’erreur à 2−n, en utilisant au plus O(m+n) bits aléatoires

et en faisant tourner l’algorithme au plus O(n) fois.

Preuve. Afin de prouver le Théorème 31, nous allons effectuer une marche aléatoire uniforme sur un
expandeur G d-régulier d’ensemble de sommets {0, 1}c1m afin de générer une suite pseudo-aléatoire de
chaines de c1m bits. La matrice de transition et la matrice de transition uniforme:

pij =
1

d
si i 6= j et vivj ∈ E(G).

On commence par la distribution aléatoire uniforme Πu sur les sommets de G, ce qui nécessite c1m bits.
Nous allons ensuite trouver l = n/k chaines de c1m bits pour chacune desquelles nous faisons tourner
l’algorithme c1 fois (correspondant aux c1 sous-chaines successives de m bits). On prend ensuite le vote
à la majorité pour décider ou non d’accepter l’entrée. Pour passer d’une chaine à une autre, on effectue
k pas dans la marche aléatoire. Pour chaque pas de la marche aléatoire, nous avons besoin d’au plus
c2 = dlog d + 1e bits. Ainsi, comme nous effectuons n pas nous aurons besoin de c2n bits. Au total, nous
aurons donc besoin de c1m + c2n bits.

Il nous reste donc à montrer que pour c1 et k des constantes bien choisies, la probabilité d’erreur est
2−Ω(n).

Choississons d’abord les constantes c1 et k.
La probabilité d’erreur de l’algorithme est petite (< 1/2). Cependant, avant de démarrer notre marche

aléatoire, nous avons besoin qu’elle soit très petite i.e. < 1/100. Pour cela nous faisons tourner notre
algorithme un nombre c1 constant de fois. Ainsi l’ensemble Fx des mots de c1m bits qui empêchent
l’algorithme BPP de donner une bonne réponse pour l’entrée x est de taille au plus 2c1m/100.

Soit λ1 ≥ · · · ≥ λc1m les valeurs propres de la matrice d’adjacence de G. Alors les valeurs propres de
P sont les µi = λi

2d . Ainsi µ1 = 1 > µ2 ≥ · · · ≥ µc1m > −1 car G n’est pas biparti. Le fait que G soit un
expandeur nous garantit que µ = max{µ2, |µc1m|} est petit, et ceci indépendamment de la valeur de m.
Soit k le plus petit entier tel que µk ≤ 1

10 . Soit la suite v0, v1, . . . , vl, la suite de sommets visités durant
les n premiers pas de la marche aléatoires, v0 ayant été choisi de manière uniforme sur V (G).

Nous allons montrer que la probabilité que la marche aléatoire ait plus de la moitié de ses sommets
dans Fx est au plus 2−Ω(n), ce qui prouvera le théorème.

Pour une distribution donnée π, la probabilité de présence dans Fx pour une distribution donnée π
est tout simplement π1Fx

. On peut aussi voir cela comme la norme `1 de π.T où T est la matrice carré,
l’identité sur Fx, et nulle sur Fx. En d’autres termes, toutes les coordonnées de T sont nulles à part les
coordonnées Ti,i pour vi ∈ Fx. On introduit les variables aléatoires de passage en Fx à l’étape i; Xi. Plus
formelement:

Xi =

{

1 si à l’étape i, on est dans Fx

0 sinon

Soit a0, . . . , al une suite données dans {0, 1}. Pour la suite des variables aléatoires Xi, on s’intéresse
maintenant à calculer Prob(X0 = a0, . . . , Xl = al). Pour cela considérons la suite de matrices carrées Ti

définie à partir de ai de la façon suivante: Ti = T si ai = 1, et sinon Ti = 1 − T . Une simple récurrence,
nous donne

Prob(X0 = a0, . . . , Xl = al) = |πuT0P
kT1P

k . . . P kTl| =
∑

(πuT0P
kT1P

k . . . P kTl)i
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Estimons maintenant la probabilité p de passage par Fx un nombre de fois plus grand que la moitié.
On a

p = Prob(

i=l
∑

i=0

Xi >
l

2
) =

∑

{(a0,a1,...,al)∈{0,1}l |
∑

ai>
l
2
}

Prob(X0 = 0, . . . , Xl = al)

≤ 2l max
{(a0,a1,...,al)∈{0,1}l |

∑

ai>
l
2
}
Prob(X0 = 0, . . . , Xl = al)

Nous allons maintenant majorer le membre droit de cette inégalité.

Lemme 32 Soit x un vecteur non négatif.

• ||xP k(1 − T )|| ≤ ||x||

• ||xP kT ||2 ≤ 1
5 ||x||

Preuve. La première inégalité est triviale, étant donné que ||xP || ≤ ||x||.
Pour démontrer la deuxième, après la normalisation, on peut supposer que x est une distribution de

probabilité sur G.
Maintenant

||xP kT || ≤ ||πuT ||+ ||(xP k − πu)T ||.
Or πuT = 1

2c1m 1Fx
. Puisque |Fx| ≤ 2c1m/100, il vient ||πuT || ≤ 1

10
√

2c1m
. De plus, par Cauchy-

Schwarz, 1 =
∑

xi ≤ ||x|| × ||1|| = ||x||
√

2c1m. Ainsi

||πuT || ≤ ||x||
10

.

La distribution uniforme πu est stationnaire pour P . Donc x − πu est une combinaison linéaire des
vecteurs propres z2, . . . , zc1m correspondant aux valeurs propres de P µ2, . . . , µc1m. Ainsi il existe des αi

tels que x − πu =
∑

αizi. On a alors

||(xP k − πu)T || ≤ ||(xP k − πu)|| = ||(x − πu)P k|| = ||
∑

µk
i αizi|| ≤ µk||

∑

αizi|| = µk||x|| ≤ ||x||
10

.

Les trois inégalités nous donnent

||xP kT || ≤ ||x||
10

+
||x||
10

≤ ||x||
5

.

�

En itérant l fois le lemme, on obtient

Prob(X0 = a0, . . . , Xl = al) ≤ (
1

5
)N ||πuT0||

où N désigne le nombre de ai = 1. Donc

Prob

(

i=l
∑

i=0

Xi >
l

2

)

≤ 2l(
1

5
)

l
2 ||πuT0|| = 2−Ω(n).

�
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Remarque 33 Dans le théorème précédent, nous avons utilisé un sommet-expandeur non-biparti. On
peut également le faire sur un graphe biparti en rajoutant des boucles, i.e. des pi,i non-nuls.

On peut également, faire une marche aléatoire sur un arête-expandeur. Il faut alors prendre la marche
aléatoire définie par

pij =

{

1
2 si i = j
1
2d si i 6= j et vivj ∈ E(G)

Alors les valeurs propres de P sont les µi = 1
2 + λi

2d . Ainsi µ1 = 1 > µ2 ≥ · · · ≥ µc1m ≥ 0, donc µ = µ2.
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