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Les parties localement denses de graphes globalement peu denses (communaut́es) apparaissant dans la plupart des
réseaux d’interactions réels jouent un r̂ole important dans de nombreux contextes. Nous proposons une mesure de la
similarité structurelle (au sens des communautés) entre sommets basée sur des marches aléatoires. Nous montrons en-
suite comment calculer efficacement cette distance. Nous l’utilisons alors dans un algorithme de clustering hiérarchique
qui fonctionne en tempsO(mn2) et en espaceO(n2) dans le pire des cas, cependant il tire profit des caractéristiques
des ŕeseaux ŕealiste, la complexité en temps pour la plupart des cas pratiques est alors deO(n2 logn) (n et m sont res-
pectivement le nombre de sommets et d’arêtes du graphe). Les résultats exṕerimentaux montrent que notre algorithme
produit des structures de communautés de meilleures qualité que celles obtenue grâce aux algoritmes existants, tout en
restant comṕetitif du point de vue du temps de calcul.
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1 Introduction
L’existence dans les réseaux d’interactions de zones plus densément connectées que d’autres découle

souvent de la présence dans le graphe d’une structure de communautés. Ce type de structure intervient dans
de nombreux ŕeseaux d’interactions et apporte de l’information sur leur organisation. Les communautés
peuvent avoir des interprétations diff́erentes suivant le type de réseau consid́eŕe (ŕeseaux sociaux, réseaux
biologiques, ŕeseaux d’information, réseaux de télécommunication, ...).

La notion de communauté dans un graphe est cependant difficileà d́efinir formellement. C’est pourquoi
toutes les approches récentes ont utiliśe une notion intuitive des communauté : une communauté est alors
vue comme un ensemble de sommets dont la densité de connexions internes est plus forte que la densité de
connexions vers l’extérieur (sans pour autant définir de seuil formel). Le but est alors de trouver une partition
des sommets en communautés v́erifiant ce crit̀ere (sans savoir a priori le nombre de telles communautés).
Le domaine a ŕecemment reçu un vif regain d’intér̂et avec l’arriv́ee de nouveaux algorithmes pouvantêtre
clasśees en deux grandes familles :

– Les approches séparatives [GN02, NG04, RCC+04] scindent le graphe en plusieurs communautés en
retirant progressivement les arêtes reliant deux communautés distinctes. Les arêtes sont retiŕees unèa
une,à chaquéetape les composantes connexes du graphe obtenu sont identifiéesà des communautés.
Le processus est réṕet́e jusqu’au retrait de toutes les arêtes. On obtient alors une structure hiérarchique
de communautés. Les ḿethodes existantes diffèrent par la façon de choisir les arêtesà retirer.

– Les approches aggloḿeratives [New04, DMn04] utilisent une approche s’apparentantà celle du clus-
tering híerarchique dans lesquelles les sommets sont regroupés it́erativement en communautés. Notre
approche en fait partie.

2 Evaluation de la similarité et de la différence des sommets grâce
à des marches aléatoires courtes

Nous consid́erons un graphe non orienté G = (V,E) posśedantn = |V| sommets etm= |E| ar̂etes. Afin
de pouvoir grouper les sommets du graphe par communautés, nous allons introduire une distance entre
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sommets (quíevalue leur proximit́e structurelle) baśee sur des marches aléatoires dans le graphe.

2.1 Marches aléatoires dans un graphe
Nous allons nous intéresser̀a un processus de marche aléatoire (ou de diffusion) dans le grapheG. Le

temps est discrétiśe (t = 0,1,2, . . .). À chaque instant, un marcheur est localisé sur un sommet et se déplace
à l’instant suivant vers un sommet choisi aléatoirement et uniforḿement parmi les sommets voisins. La suite
des sommets visités est alors une marche aléatoire, et la probabilité de transition du sommeti au sommetj
està chaquéetape :Pi j = Ai j

d(i) (où A est la matrice d’adjacence du graphe etd(i) le degŕe du sommeti).
Ceci d́efinit la matrice de transitionP de la châıne de Markov correspondante. Nous pouvons aussiécrire

P= D−1A en introduisant la matrice diagonale des degrés des sommetsD (Dii = d(i) etDi j = 0 pouri 6= j).
Nous noteronsPt

i j = (Pt)i j la probabilit́e d’aller du sommeti au sommetj ent étapes.

2.2 Communautés et marches aléatoires courtes
Nous allons consid́erer des marches aléatoires de longueur fixéet suffisamment courte pour ne pas at-

teindre le ŕegime stationnaire mais suffisamment longue pour collecter des informations globales sur le
voisinage du point de d́epart de la marche (en pratique nous prenons 3≤ t ≤ 6). Nous supposons donc
connâıtre pour tous sommetsi et j les probabilit́es Pt

i j d’aller de i à j en t pas. Chaque probabilité Pt
i j

apporte de l’information suri et j. Ainsi si nous voulons comparer deux sommetsi et j nous utiliserons
l’information fournie par les probabilitésPt

ik, Pt
jk, Pt

ki et Pt
k j pour tout sommetk. Cependant, il est facile de

montrer qued(i)Pt
i j = d( j)Pt

ji , cette relation nous montre que ces deux probabilités apportent exactement
la même information.

Pour comparer les sommetsi et j nous pourrons donc nous contenter de comparer les vecteursPt
i. etPt

j.
correspondant aux lignesi et j de la matricePt . Pour cel̀a nous nous appuyons sur le fait que les sommets
d’une m̂eme communauté ont tendancèa “voir” les sommetśeloigńes de la m̂eme façon, ainsi sii et j sont
dans la m̂eme communauté etk dans une autre communauté il y a de fortes chances quePt

ik ' Pt
jk. Nous

devons aussi tenir compte de l’influence du degré d( j) du sommet d’arriv́ee sur la probabilit́e Pt
i j (cette

probabilit́e est d’ailleurs directement proportionnelle au degré lorsquet → ∞). Dans cette optique, nous
introduisons la distancer i j suivante :

r i j =

√
n

∑
k=1

(Pt
ik−Pt

jk)2

d(k)
=

∥∥∥D−
1
2 Pt

i.−D−
1
2 Pt

j.
∥∥∥ (1)

Nous ǵeńeralisons naturellement cette distance entre les communautés (ensembles de sommets) en utili-
sant les probabilit́esPC.= 1

|C| ∑i∈C Pi. pour toute communautéC⊂V.

Théorème 1 La distance ri j s’exprime directement en fonction des vecteurs propresà droite vα de P as-
socíes aux valeurs propresλα.

r2
i j =

n

∑
α=2

λ2t
α (vα(i)−vα( j))2 (2)

Cette formuléetablit un lien entre notre distance et les propriét́es spectrales de la matrice de transfert, ainsi
son comportement est principalement dominé par les vecteurs propres deP li és aux plus grandes valeurs
propres. Soulignons que de nombreux travaux ont montré ou constat́e que les propriét́es structurelles du
graphe sont capturées par ces vecteurs propres [SEMS04, DMn04]. Cependant ces approches ont toutes
l’inconvénient de devoir calculer explicitement les valeurs propres et les vecteurs propres associés. Notre
approche s’appuie sur les mêmes fondements théoriques mais visèa s’affranchir du calcul ṕenalisant des
valeurs propres, comme nous allons le voir dans le paragraphe suivant.

2.3 Calcul de la distance
La définition donńe par l’́equation (1) der i j permet un calcul enO(n) à partir des probabilitésPik et

Pjk. Le calcul exact de ces différentes probabilités peut̂etre fait en calculant la matricePt . Les graphes
rencontŕes en pratique sont géńeralement peu denses, il est alors judicieux de calculer chaque vecteurPt

i.
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en multipliantt fois le vecteurP0
i. (P0

i.(k) = P0
ik = δik) parPT . Chaque multiplication demandeO(m), le

calcul de chaquePt
i. demande donc un tempsO(tm).

Suivant la ressource ḿemoire, nous pourrons soit calculer tous les vecteurs probabilités en un temps
O(tnm) et les stocker en ḿemoire pour pouvoir ensuite faire chaque calcul de distance en un tempsO(n),
ou bien calculer̀a la voĺee chaque distance en un tempsO(tm).

3 Description de l’algorithme
Le but est maintenant de construire une structure de communautés en accord avec notre distance. Nous

allons pour ceci proposer une variante de la méthode de clustering hiérarchique de Ward.

3.1 Principe de notre algorithme

Nous allons partir d’une partition du graphe enn communaut́es contenant chacune un seul sommet et fu-
sionner successivement des communautés jusqu’̀a obtenir une seule communauté correspondant au graphe
entier de la façon suivante :

– Choisir deux communautésà fusionner selon la procédure d́ecrite en 3.3.
– Fusionner ces deux communautés en une nouvelle communauté.
– Mettreà jour les distances entre communautés.
– Calculer et ḿemoriser un param̀etre de qualit́eQ présent́e en 3.2

Nous obtenons ainsi une suite den partitions des sommets en communautésP0 . . .Pn−1 parmi lesquelles il
va falloir choisir la meilleure (maximisantQ).

3.2 Evaluation de la qualité d’une partition du graphe en communautés

Nous utilisons pouŕevaluer la qualit́e de la partitionPk la modularit́eQ(Pk) = Qk introduite dans [NG04,
New04] :

Qk = ∑
C∈Pk

(eC−a2
C) (3)

où eC est la fraction d’ar̂etes internes̀a la communautéC et aC est la fraction d’ar̂etes ayant une extrémit́e
dans la communauté C. Cette quantit́e est calculable en un tempsO(m) et peutêtre miseà jour apr̀es
chaque fusion enO(1). Nous retenons comme résultat de notre algorithme la partition du graphe possédant
la meilleure modularit́e.

3.3 Choix des communautés à fusionner

Pour diminuer le nombre de casà consid́erer et ainsi la complexité, nous envisagerons uniquement les
fusions de communautés ayant au moins une arête entre elles. Nous utilisons ensuite le principe de l’algo-
rithme de clustering hiérarchique suivant la ḿethode de Ward [War63]. Cette méthode fusionne les com-
munaut́es de telle sortèa minimiserà chaquéetape la moyenneσ de la distance au carré de chaque sommet
à sa communauté :

σ(Pk) =
1
n ∑

C∈Pk

∑
i∈C

r2
iC (4)

Nous devons alors connaitreà chaquéetape les valeur∆σ des variations deσ apr̀es chaque fusion possibles
de communautés. Celles-ci peuventêtre efficacement obtenues grâce au th́eor̀eme suivant :

Théorème 2 La variation∆σ(C1,C2) deσ lors d’une fusion de deux communautés C1 et C2 en une nouvelle
communaut́e C1∪C2 est :

∆σ(C1,C2) =
1
n
|C1||C2|
|C1|+ |C2|

r2
C1C2

(5)
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3.4 Complexité
Le calcul initial des probabilit́esPt

i. pour tous les sommetsi se fait enO(tmn). À chaquéetape de fusion,
le maintien de la structure de donnée codant les communautés se fait apr̀es chaque fusion en temps constant
et le calcul dePt

(C1∪C2). se fait en tempsO(n). Ces deux́etapes demandent donc pour lesn− 1 étapes

un temps total enO(n2). La partie la plus côuteuse est le calcul des nouvelle valeurs de∆σ(C1∪C2,C3).
À chaque fusion, il faut recalculer les distances entre la nouvelle communauté cŕeée et chacune de ses
communaut́es voisines en tempsO(n).

Théorème 3 Le nombre total de calculs de distances effectué lors des fusion est au plus2Hm òu H est la
hauteur de la structure arborescente des communautés trouv́ees par l’algorithme.

La complexit́e totale de l’algorithme est doncO(mnH), soit O(mn2) dans le pire des cas. Cependant les
graphes ŕealistes sont peu denses (n =(O)(n)) et leurs communautés s’organisent ǵeńeralement de manière
hiérarchique, de plus l’algorithme de Ward que nous utilisons a tendanceà cŕeer des communautés de
tailleséquilibŕees. Ces deux remarques font qu’en pratique la structure arborescente hiérarchique des com-
munaut́es s’approche du cas favorable où H = O(logn) qui correspond̀a une performance de l’algorithme
O(n2logn).

4 Conclusion
Nous avons proposé et impĺement́e (disponible sur [www]) un algorithme efficace de détection de com-

munaut́es dans les grands réseaux d’interactions basé sur l’́etude des marches aléatoires dans les graphes.
Notre approche s’appliquèa des graphes de grandes tailles qui ne pouvaient pasêtre trait́es par la plupart
des algorithmes existants. Ainsi, nous avons pu obtenir les structures de communautés de graphes de tailles
allant jusqu’̀a 100 000 sommets. Cette courte présentation ne peut malheureusement contenir ni les nom-
breuses aḿeliorations et optimisations que nous avons proposées ni les tests de comparaison que nous avons
effectúes. Ces tests ont souligné la qualit́e des partitions trouv́ees par notre algorithme par rapportà celles
trouvées par les autres algorithmes existants.
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