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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà äèññåðòàöèè

Ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè ïîÿâèëèñü â 20-õ ãîäàõ XX âå-
êà â ðàáîòàõ Ïîñòà è Ëóêàñåâè÷à. Íåñêîëüêî ïîçäíåå áûëî
ïðåäëîæåíî åù¼ íåñêîëüêî ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê, òàêèõ êàê
ëîãèêà Áî÷âàðà, ëîãèêè Ã¼äåëÿ, ëîãèêà Êëèíè. Èíòåðåñ-
íûé áèáëèîãðàôè÷åñêèé ýêñêóðñ â ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè
ìîæíî íàéòè â [7]. Èçîáðåòåíèå ýòèõ ëîãèê áûëî ìîòè-
âèðîâàíî ðàçíûìè çàäà÷àìè. Òàê, Ëóêàñåâè÷ è Áî÷âàð
èñõîäèëè èç ôèëîñîôñêèõ ïðåäïîñûëîê, ââîäÿ òðåòüå çíà-
÷åíèå â ñâîè ëîãèêè äëÿ ôîðìàëèçàöèè íåïîëíîãî èëè
ïðîòèâîðå÷èâîãî çíàíèÿ; Ïîñò è Ã¼äåëü ðóêîâîäñòâîâà-
ëèñü áîëåå òåõíè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, êîãäà îáîáùàëè
êëàññè÷åñêóþ ëîãèêó â n-çíà÷íûõ ñèñòåìàõ; Êëèíè æå
ïðîñòî èñêàë óäîáíûé ôîðìàëèçì äëÿ àíàëèçà ïîíÿòèÿ
÷àñòè÷íî îïðåäåë¼ííîé ðåêóðñèâíîé ôóíêöèè. Îäíàêî
âñå ýòè ëîãèêè îáúåäèíÿåò âàæíàÿ îòëè÷èòåëüíàÿ îñî-
áåííîñòü: â íèõ ìåòàòåîðåòè÷åñêè çàëîæåíà êîíöåïöèÿ,
êîòîðóþ íàçûâàþò èñòèííîñòíîé ôóíêöèîíàëüíîñòüþ .
Ñîãëàñíî åé, âñÿêîå âûñêàçûâàíèå èìååò íåêîòîðîå çíà-
÷åíèå èñòèííîñòè, è ýòî çíà÷åíèå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî
âû÷èñëåíî íåêîòîðîé çàðàíåå îïðåäåë¼ííîé ôóíêöèåé ïî
çíà÷åíèÿì âõîäÿùèõ â ýòî âûñêàçûâàíèå ïîäâûñêàçûâà-
íèé. Òàê, â ñëó÷àå êîíúþíêöèè A ∧ B âûñêàçûâàíèé A è
B èñêîìîé ôóíêöèåé áóäåò íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ f∧ îò çíà-
÷åíèÿ A è çíà÷åíèÿ B.

Åñëè ëîãèêà èñòèííîñòíî-ôóíêöèîíàëüíà, ýòî íåïî-
ñðåäñòâåííî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå ìåòîäà âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèÿ èñòèííîñòè äëÿ ëþáîãî âûñêàçûâàíèÿ, çàïèñàí-
íîãî íà ÿçûêå ýòîé ëîãèêè. Â ýòîì ñîñòîèò ïðèâëåêàòåëü-
íàÿ â òåõíè÷åñêîì ñìûñëå ñòîðîíà ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê:
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ïî ëþáîé ôîðìóëå ìîæíî ëåãêî ñêàçàòü, ÷òî îíà ¾çíà÷èò¿.
Ñîõðàíÿåòñÿ ëè ýòà ïðèâëåêàòåëüíîñòü ìíîãîçíà÷íûõ ëî-
ãèê â òåîðèè âûâîäà? Ê ñîæàëåíèþ, íåò, ïîñêîëüêó ñ
ðîñòîì ÷èñëà èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé ðàñò¼ò è òî âíèìà-
íèå, êîòîðîå èì ïðèõîäèòñÿ óäåëÿòü, à â ýòî âðåìÿ ïàäàåò
ýôôåêòèâíîñòü ðàññóæäåíèé.

×òî æå â òàêîì ñëó÷àå äåëàòü, åñëè âîçíèêàþò çà-
äà÷è, òðåáóþùèå ìíîãîçíà÷íîãî ðåøåíèÿ? Îòêàçàòüñÿ îò
èñòèííîñòíîé ôóíêöèîíàëüíîñòè è ïåðåéòè â äðóãóþ êîí-
öåïöèþ? Â äàííîé ðàáîòå ôîðìèðóþòñÿ ïðåäïîñûëêè,
ïîçâîëÿþùèå íå òîðîïèòüñÿ ñî ñòîëü ïîñïåøíûì ðåøåíè-
åì.

Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû . Â íàøåé ñòðà-
íå áûëî ïîëó÷åíî áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðåçóëüòàòîâ â îáëà-
ñòè ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê. Ñðåäè íèõ ìîæíî îñîáî îòìå-
òèòü ñëåäóþùèå: âû÷èñëåíèå ßáëîíñêèì âñåõ ïðåäïîëíûõ
êëàññîâ ôóíêöèé äëÿ òðåõçíà÷íîé ëîãèêè Ïîñòà â 1954 ãî-
äó, à òàêæå íåñêîëüêèõ êëàññîâ äëÿ ñëó÷àÿ k > 4 çíà÷åíèé
â 1958 ãîäó; äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ k-çíà÷íûõ çà-
ìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé, íå èìåþùèõ êîíå÷íîãî áàçèñà,
äëÿ k > 2, íàéäåííîå ßíîâûì è Ìó÷íèêîì â 1959 ãîäó (ñì.
[1]); îïðåäåëåíèå ôóíêöèîíàëüíûõ ñâîéñòâ ëîãèê Ëóêàñå-
âè÷à Ôèííîì [2] â 1970 ãîäó; ïîëó÷åíèå ìåòîäà àêñèîìàòè-
çàöèè ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê Àíøàêîâûì è
Ðû÷êîâûì [3] â 1982 ãîäó; óñòàíîâëåíèå Êàðïåíêî [8] ñâÿçè
èìïëèêàöèè Ëóêàñåâè÷à ñ êëàññàìè ïðîñòûõ ÷èñåë â 1999
ãîäó; ïîñòðîåíèå Êîñîâñêèì è Òèøêîâûì [4] ñåêâåíöèàëü-
íûõ èñ÷èñëåíèé äëÿ êëàññîâ êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê â 2000
ãîäó. Çà ðóáåæîì ìíîãîçíà÷íàÿ ëîãèêà â íàøå âðåìÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëîæíîé ðàçâåòâë¼ííîé îòðàñëüþ íàóêè. Ìíîãèå
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ðàáîòû îáùåòåîðåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ïóáëèêóþòñÿ íå îò-
äåëüíûìè àâòîðàìè, à êîëëåêòèâàìè àâòîðîâ, íàïðèìåð,
ñòàòüÿ ïî ñåêâåíöèàëüíûì èñ÷èñëåíèÿì ñ ìåòêàìè äëÿ
êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê [11] èëè ìîíîãðàôèÿ ïî àëãåáðà-
è÷åñêèì îñíîâàíèÿì ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê [14].

Àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè . Ñåãîäíÿ äëÿ áåñ-
êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê íå ñóùåñòâóåò õîðîøî îáîñíîâàí-
íîé òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ, õîòÿ äëÿ êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê
òàáëè÷íûå èñ÷èñëåíèÿ áåç ñå÷åíèé áûëè ïîñòðîåíû åù¼
Ðóññî [15] â 1967 ãîäó. Íåêîòîðûå èñ÷èñëåíèÿ äëÿ áåñ-
êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê Ëóêàñåâè÷à âñ¼ æå îïðåäåëÿþòñÿ
â ëèòåðàòóðå, íàïðèìåð, Àãóööîëè è ×èàáàòòîíè [9] â
2000 ãîäó ñòðîÿò ñåêâåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå äëÿ áåñêî-
íå÷íîçíà÷íîé ëîãèêè, îïèðàþùååñÿ íà èäåþ Ìóíäè÷è î
ñâîäèìîñòè ïðîáëåìû ðàçðåøèìîñòè ñ áåñêîíå÷íîçíà÷íîé
ëîãèêè íà ïîäõîäÿùèé êëàññ êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê, è,
ñëåäîâàòåëüíî, îñíîâàííîå íà èñ÷èñëåíèÿõ äëÿ êîíå÷íî-
çíà÷íûõ ëîãèê. Â 2001 ãîäó Ñîôðîíè-Ñòîêêåðìàíñ [17]
ïðåäëîæèëà ìåòîä äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì, îñíîâàííûé íà
òåîðåìå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé äëÿ
áîëüøîãî êëàññà ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê. Êðîìå ñâîåé ýô-
ôåêòèâíîñòè, ýòîò ìåòîä èíòåðåñåí åù¼ è òåì, ÷òî â í¼ì
ïîñðåäñòâîì ñòðóêòóð Êðèïêå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòâåò-
ñòâèå ìåæäó ìíîãîçíà÷íûìè è ìîäàëüíûìè ëîãèêàìè. Ê
ñîæàëåíèþ, ìåòîä [17] íåïðèìåíèì ê ðÿäó øèðîêî ðàñ-
ïðîñòðàí¼ííûõ áåñêîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê. Äàííûé ìåòîä
èññëåäîâàí â äèññåðòàöèè, è íà îñíîâå ýòîãî èññëåäîâà-
íèÿ ñäåëàí âûâîä î âîçìîæíîñòè åãî îáîáùåíèÿ íà êëàññ
áåñêîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê íà îñíîâå ïîäõîäÿùåé òåîðåìû
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé.
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Öåëü äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ � ôîðìè-
ðîâàíèå åäèíîãî ïîäõîäà ê òåîðèè âûâîäà ìíîãîçíà÷íûõ
ëîãèê íà îñíîâå èçó÷åíèÿ èõ ñåìàíòèê è èñ÷èñëåíèé.

Ïðåäìåò èññëåäîâàíèÿ � ýòî ëîãè÷åñêèå ñåìàíòèêè
ðàçëè÷íûõ âèäîâ, ëîãè÷åñêèå èñ÷èñëåíèÿ äëÿ ìíîãîçíà÷-
íûõ ëîãèê, òåîðèè, â êîòîðûõ ôîðìàëèçîâàíà êîíöåïöèÿ
ìíîãîçíà÷íîñòè, è ìîäåëè òàêèõ òåîðèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå èñïîëüçîâàëàñü ëî-
ãè÷åñêàÿ òåõíèêà, êàê òðàäèöèîííàÿ, íàïðèìåð, ñåêâåíöè-
àëüíûå ëîãè÷åñêèå èñ÷èñëåíèÿ, òàê è íåòðàäèöèîííàÿ: èñ-
÷èñëåíèÿ ñ ¾îòìå÷åííûìè ôîðìóëàìè¿, S-êëàññèôèêàöèÿ
çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê, äóàëü-
íûå ìíîãîçíà÷íûì ñåìàíòèêàì òîïîëîãè÷åñêèå ìîäåëè.
Àâòîðîì ðàáîòû ââîäèòñÿ îðèãèíàëüíûé ìåòîä íà îñíîâå
èñ÷èñëåíèÿ ðåçîëþöèé äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì â ìíîãî-
çíà÷íûõ ëîãèêàõ ñ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè
èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è ïîëîæåíèÿ,
âûíîñèìûå íà çàùèòó:

• Îïðåäåëåíà ñïåöèôèêà òåîðèè âûâîäà â ìíîãîçíà÷-
íûõ ëîãèêàõ, à èìåííî îïðåäåëåíî, ÷òî ðåøàþùåé
ÿâëÿåòñÿ ñâÿçü ëîãè÷åñêèõ èñ÷èñëåíèé ñ êîíêðåòíû-
ìè èñòèííîñòíî-ôóíêöèîíàëüíûìè ñåìàíòèêàìè, è
ñóòü ýôôåêòèâíûõ âûâîäîâ â ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêå
ñîñòîèò â íàõîæäåíèè óïðîù¼ííûõ àíàëîãîâ èñõîä-
íûõ ñåìàíòè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé.

• Ïîëó÷åíî êîððåêòíîå èñ÷èñëåíèå ðåçîëþöèé äëÿ âñå-
ãî êëàññà êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê Ïîñòà. Ýòîò ìåòîä
ñëóæèò ñõåìîé äëÿ ñîçäàíèÿ àíàëîãè÷íûõ ìåòîäîâ
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äëÿ äðóãèõ êëàññîâ êîíå÷íîçíà÷íûõ ëîãèê ñ ëèíåéíî
óïîðÿäî÷åííûìè ìíîæåñòâàìè èñòèííîñòíûõ çíà÷å-
íèé.

• Ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû î ìîùíîñòè è ãðàíèöàõ ïðè-
ìåíèìîñòè ðåçîëþòèâíûõ ìåòîäîâ ïîèñêà äîêàçà-
òåëüñòâà òåîðåì íà îñíîâå òåîðåì ïðåäñòàâëåíèÿ ê
ïåðâîïîðÿäêîâûì ìíîãîçíà÷íûì ëîãèêàì.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî â íåé

• ïðåäïðèíÿòà ïîïûòêà öåëîñòíîãî ôèëîñîôñêîãî àíà-
ëèçà ôåíîìåíà ñèìâîëè÷åñêèõ ñèñòåì ìíîãîçíà÷íûõ
ëîãèê � îò èõ âîçíèêíîâåíèÿ â ïåðâîé ÷åòâåðòè XX
âåêà äî íàøèõ äíåé;

• ïðîâåäåíà ñóùåñòâåííàÿ ðàáîòà ïî ñèñòåìàòèçàöèè è
óïîðÿäî÷åíèþ çíàíèé î ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèêàõ, èõ
ñâîéñòâàõ, èíòåðïðåòàöèÿõ è ïðèëîæåíèÿõ â íàóêå,
â ýòèõ öåëÿõ, â ÷àñòíîñòè, âïåðâûå â ðóññêîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå óêàçàíû ìíîãèå ðåçóëüòàòû ñîâðåìåííîé
çàðóáåæíîé ëîãèêè èç îáëàñòè ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê;

• èñïîëüçîâàí ðÿä ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ïîäõîäîâ ê
ìíîãîçíà÷íûì ëîãèêàì, òàêèõ êàê ïîäõîä íà îñíî-
âå òåîðåì ïðåäñòàâëåíèÿ äëÿ àëãåáð èñòèííîñòíûõ
çíà÷åíèé ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê, ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ
èñ÷èñëåíèé ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê íà îñíîâå ¾îòìå÷åí-
íûõ ôîðìóë¿;

• ïîëó÷åí ðÿä ëîãèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ â
òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê, â ÷àñò-
íîñòè, ðåçóëüòàòû î ìîùíîñòè è ãðàíèöàõ ïðèìåíè-
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ìîñòè ðåçîëþòèâíûõ ìåòîäîâ ïîèñêà äîêàçàòåëüñòâ
òåîðåì ê ïåðâîïîðÿäêîâûì ìíîãîçíà÷íûì ëîãèêàì.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû îáóñëîâëåíà îá-
îáù¼ííûì õàðàêòåðîì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Íàïðè-
ìåð, ïðåäëàãàåìûé â ðàáîòå ìåòîä ðåçîëþöèé äëÿ ñìå-
øàííîé ëîãèêè Ïîñòà ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïîäîáíûõ ìåòîäîâ äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìíîãîçíà÷íûõ
ñèñòåì. Êðîìå òîãî ðåçóëüòàòû ðàáîòû ïîçâîëÿþò ñôîðìó-
ëèðîâàòü ðÿä îòêðûòûõ ïðîáëåì â îáëàñòè òåîðèè âûâîäà
ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê, áëàãîäàðÿ ÷åìó ìîæíî îöåíèòü ñðàâ-
íèòåëüíîå ñîñòîÿíèå èññëåäîâàíèé â ýòîé îòðàñëè ëîãèêè
îòíîñèòåëüíî äðóãèõ ëîãè÷åñêèõ äèñöèïëèí.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû ñëåäóåò èç ïðè-
êëàäíîãî õàðàêòåðà òîé îáëàñòè, â êîòîðîé ïðîâîäèòñÿ
äèññåðòàöèîííîå èññëåäîâàíèå. Ñ ñàìîãî âîçíèêíîâåíèÿ
ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè èìåëè ÿñíûå ñåìàíòèêè. Áëàãîäàðÿ
ë¼ãêîñòè çàäàíèÿ èíòåðïðåòàöèé è áîëüøîìó êîëè÷åñòâó
ðàçíîîáðàçíûõ èíòåðïðåòàöèé ìíîãîçíà÷íûå ëîãèêè äàâ-
íî èñïîëüçóþòñÿ íå òîëüêî â àêàäåìè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè,
íî è â ïðîìûøëåííîñòè è ïðîèçâîäñòâå. Îíè èìåþò ìíî-
æåñòâî èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèé, à òàêæå îíè ïðèìåíèìû
â ïðîãðàììèðîâàíèè çàäà÷ èç ðàçíûõ ñôåð ïðàêòè÷åñêîé
äåÿòåëüíîñòè. Òåîðåòè÷åñêàÿ áàçà, çàëîæåííàÿ â äèññåð-
òàöèè, ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ ñîçäàíèÿ ýô-
ôåêòèâíûõ ïðèëîæåíèé íà îñíîâå ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê
è âíåäðåíèÿ ýòèõ ïðèëîæåíèé â ïðîèçâîäñòâåííûå ñôå-
ðû. Îñîáåííîãî âíèìàíèÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîé
çíà÷èìîñòè çàñëóæèâàþò ðåçóëüòàòû î áåñêîíå÷íîçíà÷-
íîé ëîãèêå Ëóêàñåâè÷à. Íà îñíîâå ýòîé ëîãèêè ñòðîÿòñÿ
ìíîãèå èç ò.í. íå÷¼òêèõ ëîãèê, èìåþùèõ ïðèëîæåíèÿ â
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ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ
óïðàâëåíèÿ ñëîæíûìè ïðîöåññàìè, íå èìåþùèìè ïðîñòûõ
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, òàêèõ êàê íåëèíåéíûå ïðîöåññû,
à òàêæå â çàäà÷àõ îáðàáîòêè áàç çíàíèé, ñôîðìèðîâàí-
íûõ ÿçûêîâûìè äàííûìè, ïîëó÷åííûìè îò ýêñïåðòîâ.
Ïðèâåä¼ì äëÿ íàãëÿäíîñòè íåêîòîðûå ïðîìûøëåííûå ðå-
àëèçàöèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ íà îñíîâå íå÷¼òêèõ ëîãèê:
ïðîèçâîäñòâî ïîëóïðîâîäíèêîâ (Canon), îïòèìèçèðîâà-
íèå àâòîáóñíûõ ðàñïèñàíèé (Toshiba), ñèñòåìà àðõèâàöèè
äîêóìåíòîâ (Mitsubishi Electric), ñèñòåìà ðàííåãî ïðåä-
ñêàçàíèÿ çåìëåòðÿñåíèé (Èí-ò ñåéñìîëîãèè, ßïîíèÿ), äèà-
ãíîñòèêà ðàêîâûõ çàáîëåâàíèé (Kawasaki), ðàñïîçíàâàíèå
íàïèñàííûõ îò ðóêè òåêñòîâ êàðìàííûìè êîìïüþòåðà-
ìè (Sony), îäíîêíîïî÷íàÿ ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ äëÿ ñòè-
ðàëüíûõ ìàøèí (Matsushita, Hitachi), ÿäåðíûå ðåàêòîðû
ïîâûøåííîé áåçîïàñíîñòè (Hitachi, Bernard), ñèìóëÿöèÿ
ñóäåáíûõ ðàçáèðàòåëüñòâ (óí-ò ã. Íàãîÿ, ßïîíèÿ).

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâà-
ëèñü àâòîðîì íà çàñåäàíèÿõ èññëåäîâàòåëüñêîãî ñåìèíàðà
ëîãè÷åñêîãî öåíòðà ÈÔ ÐÀÍ, à òàêæå íà ñëåäóþùèõ íà-
ó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ:

• Ñìèðíîâñêèå ÷òåíèÿ 3, ñåêòîð ëîãèêè ÈÔ ÐÀÍ,
2001 ã.;

• Ñîâðåìåííàÿ ëîãèêà: ïðîáëåìû òåîðèè, èñòîðèè è
ïðèìåíåíèÿ â íàóêå, ÑÏáÃÓ, 2002 ã.;

• 14th European Summer School for Logic, Language and
Information, Òðåíòî, Èòàëèÿ, 2002 ã.;
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• Ñìèðíîâñêèå ÷òåíèÿ 4, ñåêòîð ëîãèêè ÈÔ ÐÀÍ,
2003 ã.;

• Summer School and Workshop on Proof Theory,
Computation and Complexity, Äðåçäåí, Ãåðìàíèÿ,
2003 ã.

Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò
èç ââåäåíèÿ, ñåìè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæåíèÿ è ñïèñêà
ëèòåðàòóðû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè

Âî ââåäåíèè ðàñêðûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû äèñ-
ñåðòàöèè, ôîðìóëèðóþòñÿ ïðîáëåìû èññëåäîâàíèÿ, îïðå-
äåëÿåòñÿ öåëü ðàáîòû, îáîñíîâûâàåòñÿ òåîðåòè÷åñêàÿ è
ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü äèññåðòàöèè, ââîäÿòñÿ íåîáõî-
äèìûå îáîçíà÷åíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå � ¾Èñòèííîñòíî-ôóíêöèîíàëüíûå ñå-
ìàíòèêè¿ � îñóùåñòâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíîå ôèëîñîôñêîå
èñòîëêîâàíèå êîíöåïöèè èñòèííîñòíîé ôóíêöèîíàëüíî-
ñòè, ëåæàùåé â îñíîâå ÿâëåíèÿ ìíîãîçíà÷íîñòè. Ðàñêðû-
âàåòñÿ ïîíÿòèå èñòèííîñòíî-ôóíêöèîíàëüíîé ñåìàíòèêè,
ïðèâîäÿòñÿ íàèáîëåå ðàñïðîñòðàí¼ííûå âàðèàíòû òàêèõ
ñåìàíòèê, è ñðåäè íèõ: ñåìàíòèêà ãîëîñîâàíèÿ, ñåìàíòè-
êà ñõîäñòâà, ñåìàíòèêà ðèñêîâ, ñåìàíòèêà äîïóñòèìîñòè,
ñåìàíòèêà ïðèáëèæåíèé.

Âî âòîðîé ãëàâå � ¾Ôîðìàëèçàöèÿ ìíîãîçíà÷íûõ
ëîãèê¿ � äàþòñÿ ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèé ìíîãî-
çíà÷íîé òåîðèè âûâîäà, òàêèõ êàê: ëîãèêà âûñêàçûâàíèé,
ëîãèêà ïåðâîãî ïîðÿäêà, àáñòðàêòíàÿ àëãåáðà, ëîãè÷åñêèé
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âûâîä, ôîðìóëà ñ ìåòêàìè, ëîãè÷åñêîå èñ÷èñëåíèå (ñå-
êâåíöèàëüíîå, òàáëè÷íîå, ãèëüáåðòîâñêîå, ðåçîëþòèâíîå).

Òðåòüÿ ãëàâà � ¾Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç ìíîãî-
çíà÷íûõ ëîãèê¿ � ñîäåðæèò èçëîæåíèå îñíîâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ àíàëèçà è êëàññèôèêàöèè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íûõ
ëîãèê â êëàññå ôóíêöèé n-çíà÷íûõ ëîãèê Ïîñòà. Ïðè-
âîäÿòñÿ îïðåäåëåíèÿ çàìêíóòûõ è S-çàìêíóòûõ êëàññîâ
ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê, à òàêæå êðèòåðèè ïîëíî-
òû è S-ïîëíîòû äëÿ ýòèõ êëàññîâ. Äà¼òñÿ ïðåäèêàòíàÿ
õàðàêòåðèçàöèÿ S-çàìêíóòûõ êëàññîâ ïî Ìàð÷åíêîâó. Ïå-
ðå÷èñëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíûå ñâîéñòâà èçâåñòíûõ ìíîãî-
çíà÷íûõ ëîãèê.

×åòâ¼ðòàÿ ãëàâà � ¾Ìåòîä ðåçîëþöèé äëÿ ñìåøàí-
íîé ëîãèêè Ïîñòà¿ � ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ òàê íà-
çûâàåìîé ñìåøàííîé ëîãèêè Ïîñòà PostL, ïðåäëîæåííîé
Êîñîâñêèì è Òèøêîâûì [4], è îáîáùàþùåé â ñâî¼ì èñ÷èñ-
ëåíèè ñâîéñòâà êëàññà èñ÷èñëåíèé âñåõ n-çíà÷íûõ ëîãèê
Ïîñòà. Â ãëàâå ñòðîèòñÿ èñ÷èñëåíèå ðåçîëþöèé â äóõå [10]
äëÿ ñìåøàííîé ëîãèêè Ïîñòà.

Ó ëîãèêè PostL åñòü äâà óðîâíÿ. Íà ïåðâîì, âíóòðåí-
íåì, óðîâíå ðàññìàòðèâàþòñÿ ôîðìóëû ìíîãîçíà÷íîé ëî-
ãèêè. Ìíîæåñòâî èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé è èíòåðïðåòàöèÿ
ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê îïðåäåëÿþòñÿ âî âíóòðåííåé ñèãíàòó-
ðå. Ïðåäìåòíûå ïåðåìåííûå � ìíîãîñîðòíûå. Íà âòîðîì,
âíåøíåì, óðîâíå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé ïðåäèêàò ñðàâ-
íåíèÿ çíà÷åíèÿ âíóòðåííèõ ôîðìóë ñ íóë¼ì. Âíåøíèé
ÿçûê íå ñîäåðæèò ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ. Ìíîæåñòâî
âíåøíèõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì
âíóòðåííèõ ïðåäìåòíûõ ïåðåìåííûõ. Ôîðìóëû âòîðîãî
óðîâíÿ � ýòî ôîðìóëû äâóçíà÷íîé (êëàññè÷åñêîé) ëîãèêè.

10



Áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé PostL-ôîðìóëû ìîæíî
ïîñòðîèòü ñêîëåìèçèðîâàííóþ êëàññè÷åñêóþ ÊÍÔ (òàêæå
ìû áóäåì íàçûâàòü å¼ ìíîæåñòâîì äèçúþíêöèé PostL),
ìû ïîëó÷àåì ñõåìó ïðàâèëà ðåçîëþöèè. Ïóñòü ≺ îáî-
çíà÷àåò îäíî èç îòíîøåíèé 6 èëè < íà ðàöèîíàëüíûõ
÷èñëàõ. Çäåñü ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ëþáîé 2-çíà÷íûé
ëèòåðàë (0 ≺ A[+B]) (ò.å. ôîðìóëà âíåøíåãî óðîâíÿ
ñ îòðèöàíèÿìè èëè áåç), âõîäÿùèé â äèçúþíêöèþ ëè-
òåðàëîâ PostL, ÿâëÿåòñÿ ñêîëåìèçèðîâàííîé ôîðìóëîé,
ïîëó÷àþùåéñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðèìåíåíèé
ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè ïåðåâîäà δ (îíà îïðåäåëåíà â òåê-
ñòå) ê íåêîòîðîé PostL-ôîðìóëå, A è B � ýòî àòîìû
(ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû) âíóòðåííåãî óðîâíÿ, ñ îòðè-
öàíèÿìè èëè áåç. Âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ (ñ
îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè, åñëè îíè ïðèñóòñòâóþò), ïðè ÷òå-
íèè ìîæíî îäíîâðåìåííî îïóñòèòü.

Îïðåäåëåíèå (Ðåçîëþöèÿ). Ïóñòü ∆1 è ∆2 � äèçú-
þíêöèè ñî ñêîëåìèçèðîâàííûìè ëèòåðàëàìè âèäà (0 ≺
A[+B]), òîãäà áèíàðíàÿ ðåçîëþöèÿ � ýòî ïðàâèëî

∆1 ∪ {(0 ≺ A1[+B]1)} ∆2 ∪ {(0 ≺ ¬A2[+C]2)}(
∆1 ∪∆2 ∪ {(0 ≺ [B]1[+C]2)}

)
σ

,

ãäå çíàê ≺ â çàêëþ÷åíèè îáîçíà÷àåò 6 òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ≺� ýòî 6 â îáåèõ ïîñûëêàõ, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
≺ îáîçíà÷àåò <; σ � ýòî íàèáîëåå îáùèé óíèôèêàòîð ôîð-
ìóë A1 è A2. B è C � ýòî àòîìû, âîçìîæíî ïóñòûå; â
÷àñòíîñòè, åñëè îáà ýòè àòîìà ïóñòû, ìû ïîëó÷àåì ïóñòóþ
äèçúþíêöèþ ëèòåðàëîâ 0 ≺ ∅.

Âìåñòå ñ áèíàðíîé ðåçîëþöèåé ìû äîïóñêàåì èñïîëüçî-
âàíèå ïðàâèëà (≺ Split), ÷òî ïîçâîëÿåò ïåðåãðóïïèðîâû-
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âàòü âíóòðåííèå ôîðìóëû â ïîñûëêàõ. Âíåøíèå ôîðìóëû
â äèçúþíêöèÿõ ëèòåðàëîâ ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíî ðàñ-
ñòàâëåíû, òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì ëèøü íåóïîðÿäî÷åí-
íóþ ðåçîëþöèþ. Êðîìå òîãî äîïóñêàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
ïðàâèëà ïðîòèâîðå÷èÿ:

∆ ∪ (0 < A+ ¬A)

∆ ∪ (0 < ∅)

Ëåììà (Îñíîâíûå äèçúþíêöèè ëèòåðàëîâ). Ïóñòü
Φ � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî îñíîâíûõ äèçúþíêöèé ëèòå-
ðàëîâ PostL. Åñëè Φ íåâûïîëíèìî, òî ïóñòàÿ äèçúþíêöèÿ
(0 ≺ ∅) âûâîäèìà èç Φ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïðèìåíåíèé ïðà-
âèëà áèíàðíîé ðåçîëþöèè.

Ëåììà (ïîäú¼ìà). Åñëè ∆′1 è ∆′2 � ýòî ïîäñòàíîâî÷íûå
ñëó÷àè äèçúþíêöèé ëèòåðàëîâ ∆1 è ∆2 ñîîòâåòñòâåííî,
è åñëè ∆′ � ýòî ðåçîëüâåíòà ∆′1 è ∆′2, òîãäà ñóùåñòâóåò
ðåçîëüâåíòà ∆ äèçúþíêöèé ∆1 è ∆2, òàêàÿ ÷òî ∆′ åñòü
ïîäñòàíîâî÷íûé ñëó÷àé ∆.

Òåîðåìà (Ïîëíîòà è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü). Ìíîæå-
ñòâî Φ äèçúþíêöèé ëèòåðàëîâ PostL íåâûïîëíèìî, åñëè è
òîëüêî åñëè ïóñòîé äèçúþíêò (0 ≺ ∅) âûâîäèì èç Φ êîíå÷-
íûì ÷èñëîì ïðèìåíåíèé ïðàâèëà áèíàðíîé ðåçîëþöèè.

Êàê ñëåäñòâèå òåîðåìû î ïîëíîòå ìû ïîëó÷àåì ðåçóëü-
òàò:

Ñëåäñòâèå. Ïðîáëåìà âûïîëíèìîñòè â PostL ïîëíà â
êëàññå ïðîáëåì, ðàçðåøèìûõ íà íåäåòåðìèíèðîâàííîé
ìàøèíå Òüþðèíãà ïîëèíîìèàëüíûìè ïî âðåìåíè àëãîðèò-
ìàìè.
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Â ïÿòîé ãëàâå � ¾Òåîðåìà ×åíà¿ � âïåðâûå íà ðóñ-
ñêîì ÿçûêå äà¼òñÿ ïîëíîå îðèãèíàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû ×åíà î ïîëíîòå áåñêîíå÷íîçíà÷íîé ëîãèêè Ëóêà-
ñåâè÷à îòíîñèòåëüíî ìíîãîîáðàçèÿ MV -àëãåáð.

Ëåììà (êîìïàêòíîñòè). Òîæäåñòâî E èìååò ñèëó â
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé MV-àëãåáðå ([0, 1],⊕,�,¬, 0, 1)
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî èìååò ñèëó â êàæäîé
ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííîé MV-àëãåáðå.

Òåîðåìà (×åí). Â áåñêîíå÷íîçíà÷íîé ëîãèêå Ëóêàñåâè÷à
âñÿêàÿ ôîðìóëà îáùåçíà÷èìà, åñëè è òîëüêî åñëè îíà
äîêàçóåìà.

Äàæå â ñòàòüå ×åíà [13], ãäå îí äîêàçûâàë ýòó òåî-
ðåìó àëãåáðàè÷åñêèì ñïîñîáîì, äîêàçàòåëüñòâî íå áûëî
ñàìîäîñòàòî÷íûì. Ìû ïðèâîäèì ïîëíîå ñàìîäîñòàòî÷íîå
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñ äîêàçàòåëüñòâàìè íåîáõîäèìûõ
ëåìì. Òåîðåìà ×åíà èñïîëüçóåòñÿ äàëåå â ãëàâå 6 ïðè ïîëó-
÷åíèè ðåçóëüòàòà îá îãðàíè÷åííîñòè êëàññà ìíîãîçíà÷íûõ
ëîãèê, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ êîððåêòåí ñïåöèôè÷åñêèé
ìåòîä ðåçîëþöèé, îïèñûâàåìûé â òîé æå ãëàâå.

Øåñòàÿ ãëàâà � ¾Ìåòîä ðåçîëþöèé íà îñíîâå òå-
îðåìû ïðåäñòàâëåíèÿ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê ñ îïåðà-
òîðàìè¿ � îñâåùàåò ïðîáëåìàòèêó ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð
ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê è çíàêîìèò ñ ìåòîäîì ïîèñêà äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåì ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê, îñíîâàííîì íà
ðåçóëüòàòå [16]. Â äàííîé ãëàâå ìû èññëåäóåì òåîðèþ âû-
âîäà ìíîãîçíà÷íûõ ëîãèê ñ àëãåáðàè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ.
Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëèðîâêà êðèòåðèÿ
ïðèìåíèìîñòè ê ïðîèçâîëüíîé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêå ïðåä-
ëîæåííîãî â [17] ìåòîäà ðåçîëþöèé íà îñíîâå òåîðåìû
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ïðåäñòàâëåíèÿ Ïðèñòëè äëÿ äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òîê ñ
îïåðàòîðàìè. Äàííûé ìåòîä ðåçîëþöèé, êàê è âñå ñó-
ùåñòâóþùèå ìåòîäû ðåçîëþöèé, ñèìóëèðóåò ðàçðåøàþ-
ùóþ ïðîöåäóðó ïåðâîïîðÿäêîâîé ëîãèêè ïðåäèêàòîâ, ïî
ïðè÷èíå ÷åãî ëþáîé ðåçîëþòèâíûé âûâîä ìîæåò áûòü
ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëåí, íàïðèìåð, â ãèëü-
áåðòîâñêîì èñ÷èñëåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ëîãèêè (ïðèìåð
òàêîãî ýêâèâàëåíòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ñì. ïðèëîæåíèå).
Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ äàííîãî ìåòîäà, áëàãîäà-
ðÿ êîòîðîé îí â ðÿäå ñëó÷àåâ áîëåå ýôôåêòèâåí, ÷åì
ãèëüáåðòîâñêèé, ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå ñïåöèàëüíûõ ìå-
òîê, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò îáëàñòü îöåíêè ìíîãîçíà÷íîé
ôîðìóëû íåêîòîðûì ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà èñòèí-
íîñòíûõ çíà÷åíèé.

Òàê íàçûâàåìûå åñòåñòâåííûå òåîðåìû ïðåäñòàâëå-
íèÿ (ñì. [18]), ê êîòîðûì îòíîñèòñÿ è òåîðåìà Ïðèñòëè,
ìîòèâèðîâàíû ñëåäóþùèìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ïóñòü L �
ýòî íåêîòîðàÿ ëîãèêà. Åñëè L ïîëíà è íåïðîòèâîðå÷èâà îò-
íîñèòåëüíî êëàññà M ìàòðèö, è ýòîò êëàññ ìàòðèö ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ ðåëÿöèîí-
íûõ ñòðóêòóð â êëàññå R, òîãäà ðåëÿöèîííûå ñòðóêòóðû â
R ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíûìè êàíäèäàòàìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ
êëàññà KM,R ìîäåëåé Êðèïêå äëÿ L. Â ÷àñòíîñòè, ïðè
îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèÿõ ïîëíîòà è íåïðîòèâîðå÷èâîñòü ëî-
ãèêè L îòíîñèòåëüíî êëàññà KM,R åñòü ïðÿìîå ñëåäñòâèå
ïîëíîòû è íåïðîòèâîðå÷èâîñòè L îòíîñèòåëüíî M.

Íèæå ìû ïðèâåä¼ì îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, íåîáõîäèìûå
äëÿ ôîðìóëèðîâêè áàçîâîé òåîðåìû [18, 16].

Íåïóñòîå ìíîæåñòâî L ñ îïðåäåë¼ííûìè íà í¼ì äâóõ-
ìåñòíûìè îïåðàöèÿìè ∧ è ∨ íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêîé, åñëè
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∧ è ∨ àññîöèàòèâíû, êîììóòàòèâíû, èäåìïîòåíòíû è
óäîâëåòâîðÿþò çàêîíàì ïîãëîùåíèÿ. Äèñòðèáóòèâíîé ðå-
ø¼òêîé íàçûâàåòñÿ ðåø¼òêà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ çàêîíàì
äèñòðèáóòèâíîñòè ∧ îòíîñèòåëüíî ∨, à òàêæå ∨ îòíîñè-
òåëüíî ∧.

Íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî F ðåø¼òêè A íàçûâàåòñÿ
ôèëüòðîì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ F èìååò ìåñòî x∧y ∈ F ,
è äëÿ ëþáûõ x, y ∈ A, åñëè x ∈ F è x 6 y, òîãäà y ∈
F . Ôèëüòð F , ìàêñèìàëüíûé îòíîñèòåëüíî ñâîéñòâà 0 /∈
F , íàçûâàåòñÿ óëüòðàôèëüòðîì. Ôèëüòð F íàçûâàåòñÿ
ãëàâíûì, åñëè F 6= A è äëÿ âñåõ x, y ∈ A, åñëè x ∨ y ∈ F ,
òîãäà x ∈ F èëè y ∈ F . Äàëåå, íàçîâ¼ì ïîðÿäêîâûì
ôèëüòðîì ìíîæåñòâî Fx = {y : y > x}, ãäå x, y ∈ L.

Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ îòêðûòûì, åñëè îíî ñî-
äåðæèò âñå îáúåäèíåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî êîëè÷åñòâà ëþ-
áûõ ñâîèõ ïîäìíîæåñòâ è âñå ïåðåñå÷åíèÿ ïðîèçâîëüíî-
ãî êîíå÷íîãî èõ êîëè÷åñòâà, è çàìêíóòûì � åñëè åãî
äîïîëíåíèå ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì ìíîæåñòâîì. Îáîçíà÷èì
îïåðàöèþ çàìûêàíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà êàê C.
Ìíîæåñòâî ñ îïðåäåë¼ííîé íà í¼ì îïåðàöèåé çàìûêàíèÿ
íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì.

Êëàññ B îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà X íà-
çûâàåòñÿ áàçèñîì X, åñëè êàæäîå îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
X åñòü îáúåäèíåíèå íåêîòîðûõ ìíîæåñòâ, ïðèíàäëåæà-
ùèõ B. Êëàññ B0 îòêðûòûõ ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà
X íàçûâàåòñÿ ïîäáàçèñîì X, åñëè êëàññ B, ñîñòîÿùèé èç
ïóñòîãî ìíîæåñòâà ∅, ñàìîãî ïðîñòðàíñòâà X è âñåõ êîíå÷-
íûõ ïåðåñå÷åíèé âèäà B1 ∩ · · · ∩ Bn, ãäå B1, . . . ,Bn ∈ B0,
åñòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà X.

Ïóñòü X è Y � ïðîñòðàíñòâà. Âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
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îòîáðàæåíèå f : X −→ Y , ñîõðàíÿþùåå îïåðàöèþ
çàìûêàíèÿ, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùåå f(C(A)) = C(f(A)), äëÿ
êàæäîãî ìíîæåñòâà A ∈ X, è f−1(C(B)) = C(f−1(B)), äëÿ
êàæäîãî B ⊆ Y , íàçûâàåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì X íà Y .

Îïðåäåëèì äóàë Ïðèñòëè äëÿ îãðàíè÷åííîé äèñòðèáó-
òèâíîé ðåø¼òêè A êàê ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå òîïîëîãè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî D(A) = (FP (A),⊆, τ), ãäå FP (A) �
ýòî ìíîæåñòâî ãëàâíûõ ôèëüòðîâ íà A, à τ � ýòî òîïî-
ëîãèÿ, ò.å. ñèñòåìà çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ, ïîðîæä¼ííàÿ
ïîäáàçèñîì, ñîñòîÿùèì èç ìíîæåñòâ âèäà Xa = {F ∈
FP (A) : a ∈ F}, äëÿ âñåõ a ∈ A, à òàêæå èç èõ äîïîë-
íåíèé.

Ïóñòü A � ýòî îãðàíè÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼ò-
êà. Ãîìîìîðôèçìîì (àíòèìîðôèçìîì) íà A íàçûâàåòñÿ
ôóíêöèÿ k : A −→ A, ñîõðàíÿþùàÿ (îáðàùàþùàÿ) ïî-
ðÿäîê. Ãåìèìîðôèçìîì îòíîñèòåëüíî äèçúþíêöèè íà A
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f : An −→ A, ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå
0, åñëè ëþáîé å¼ àðãóìåíò ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, è, åñëè
å¼ i-òûé àðãóìåíò ðàâåí a1 ∨ a2, ðàâíàÿ äèçúþíêöèè äâóõ
ôóíêöèé f , ó êîòîðûõ íà i-òûõ àðãóìåíòíûõ ìåñòàõ íàõî-
äÿòñÿ a1 è a2 ñîîòâåòñòâåííî. Ãåìèìîðôèçì îòíîñèòåëüíî
êîíúþíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì: â ïðå-
äûäóùåì îïðåäåëåíèè 0 çàìåíÿåòñÿ íà 1, à äèçúþíêöèÿ
� íà êîíúþíêöèþ. Ãåìèàíòèìîðôèçìîì îòíîñèòåëüíî
äèçúþíêöèè íà A íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ g : An −→ A,
ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 0, åñëè ëþáîé å¼ àðãóìåíò ïðè-
íèìàåò çíà÷åíèå 1, è, åñëè å¼ i-òûé àðãóìåíò ðàâåí a1 ∧
a2, ðàâíàÿ äèçúþíêöèè äâóõ ôóíêöèé g, ó êîòîðûõ íà
i-òûõ àðãóìåíòíûõ ìåñòàõ íàõîäÿòñÿ a1 è a2 ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ãåìèàíòèìîðôèçì îòíîñèòåëüíî êîíúþíêöèè òàêæå
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îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì.
Îáîçíà÷èì êàê Σ êëàññ âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ, àíòèìîð-

ôèçìîâ, ãåìè(àíòè)ìîðôèçìîâ îòíîñèòåëüíî äèçúþíêöèè
è ãåìè(àíòè)ìîðôèçìîâ îòíîñèòåëüíî êîíúþíêöèè íà ïðî-
èçâîëüíîé îãðàíè÷åííîé äèñòðèáóòèâíîé ðåø¼òêå A.

Òåîðåìà (Òåîðåìà ïðåäñòàâëåíèÿ Ïðèñòëè, [16]).
Êàæäàÿ îãðàíè÷åííàÿ äèñòðèáóòèâíàÿ ðåø¼òêà A ñ îïåðà-
òîðàìè èç ñïåöèàëüíîãî ìíîæåñòâà Σ èçîìîðôíà ðåø¼òêå
O(D(A)) îòêðûòî-çàìêíóòûõ ïîðÿäêîâûõ ôèëüòðîâ íà
D(A). Èçîìîðôèçì f : A −→ O(D(A)) çàäà¼òñÿ êàê
f(x) = {F : F � îòêðûòî-çàìêíóòûé ïîðÿäêîâûé ôèëüòð
íà A, è x ∈ F}.

Ïðàâèëî áèíàðíîé ðåçîëþöèè íà îñíîâå äóàëüíîñòè
Ïðèñòëè âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì (ñð. [17], ñëåäñòâèÿ
5 è 6):

Èç ïîñûëîê ( α Lt)∨C1è( β Lf )∨C2 âûâîäèòñÿ C1∨C2

ïðè óñëîâèè, ÷òî α, β ∈ D(A) è α 6 β,

ãäå çàïèñü α Lt (èëè α Lf ) îáîçíà÷àåò, ÷òî ìíîãîçíà÷-
íûé ëèòåðàë L (ò.å. ýëåìåíòàðíàÿ ôîðìóëà ìíîãîçíà÷íîé
ëîãèêè ñ îòðèöàíèÿìè èëè áåç) îáùåçíà÷èì (ñîîòâåòñòâåí-
íî, îïðîâåðæèì) íà ìíîæåñòâå èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé α;
C1 è C2 ñóòü äèçúþíêöèè ëèòåðàëîâ ñ ìåòêàìè âèäà α ;
D(A) åñòü ìíîæåñòâî âñåõ ãëàâíûõ ôèëüòðîâ íà àëãåáðå
èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé A ðàññìàòðèâàåìîé ëîãèêè, óïî-
ðÿäî÷åííîå ïî âêëþ÷åíèþ. Äëÿ ÿñíîñòè èçëîæåíèÿ ìû
ïðåäïîëàãàåì, ÷òî L, C1 è C2 óæå óíèôèöèðîâàíû. Çà-
ìåòèì, ÷òî óïîìÿíóòîå ïðàâèëî ðåçîëþöèè ïî ñóòè ñâîåé
îñòà¼òñÿ êëàññè÷åñêèì (ñð., íàïðèìåð, [5]), èçìåíåíèÿ êà-
ñàþòñÿ òîëüêî ñòðóêòóðû ëèòåðàëîâ.
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Ìû äîêàçûâàåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó î ìåòîäå ðåçîëþ-
öèé íà îñíîâå òåîðåìû Ïðèñòëè è î ëîãèêàõ Ëóêàñåâè÷à:

Òåîðåìà (Êîððåêòíîñòü ìåòîäà ðåçîëþöèé). Ïóñòü
 L � ýòî ïðîèçâîëüíàÿ ëîãèêà Ëóêàñåâè÷à, òîãäà ìåòîä
ðåçîëþöèé íà îñíîâå äóàëüíîñòè Ïðèñòëè êîððåêòåí
îòíîñèòåëüíî  L, å.ò.å.  L êîíå÷íîçíà÷íà.

Òàêæå ìû ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò:

Òåîðåìà (Êðèòåðèé ïðèìåíèìîñòè ìåòîäà ðåçîëþ-
öèé). Ìåòîä ðåçîëþöèé íà îñíîâå òåîðåìû ïðåäñòàâëåíèÿ
Ïðèñòëè êîððåêòåí îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíîé ìíîãî-
çíà÷íîé ëîãèêè, åñëè è òîëüêî åñëè ìíîãîîáðàçèå V ,
ïîðîæä¼ííîå å¼ àëãåáðîé A èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé, çà-
ìêíóòî îòíîñèòåëüíî êàíîíè÷åñêèõ ðàñøèðåíèé, ò.å. äëÿ
âñåõ A ∈ V âåðíî, ÷òî O(D(A)) ∈ V .

Â ñåäüìîé ãëàâå � ¾Ýôôåêòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåì â ëîãèêàõ Ëóêàñåâè÷à¿ � ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå
îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì â ëî-
ãèêàõ Ëóêàñåâè÷à. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ áåñêîíå÷íîçíà÷íîé
ëîãèêè Ëóêàñåâè÷à  Lℵ0 äà¼òñÿ ìåòîä (ñì. [12]), îñíîâàí-
íûé íà òåîðåìå Ìàê-Íîòîíà [6].

Òåîðåìà Ìàê-Íîòîíà óñòàíîâèëà ñâÿçü ìåæäó ìíîæå-
ñòâîì ôóíêöèé, îïðåäåë¼ííûõ íà n-ìåðíîì åäèíè÷íîì
êóáå, è ôîðìóëàìè  Lℵ0 ñ n ðàçëè÷íûìè ïåðåìåííûìè.
Ïðèâåä¼ì íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � ýòî ôîðìóëà  Lℵ0 , à f � ýòî
n-ìåñòíàÿ äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ. Ôîðìóëà A ïðåä-
ñòàâëÿåò ôóíêöèþ f (èëè ôóíêöèÿ f ïðåäñòàâëÿåòñÿ
ôîðìóëîé A), åñëè è òîëüêî åñëè
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1. A ñîäåðæèò â òî÷íîñòè n ðàçëè÷íûõ ïðîïîçèöèî-
íàëüíûõ ïåðåìåííûõ,

2. f îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå [0, 1] è

3. äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn èíòåðâàëà [0, 1] è
ëþáîé ôóíêöèè ïðèñâàèâàíèÿ çíà÷åíèé v, òàêîé ÷òî
v(pi) = xi ïðè 1 6 i 6 n, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

f(x1, . . . , xn) = v(A).

Îïðåäåëåíèå. Äåéñòâèòåëüíàÿ ôóíêöèÿ fA(x1, . . . , xn)
íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïðèïèñûâàíèÿ çíà÷åíèé ôîðìóëû
A(P1, . . . , Pn) ëîãèêè  Lℵ0 , åñëè âåðíî, ÷òî

1. åñëè A = Pi, òîãäà fA = xi,

2. åñëè A = ¬B, òîãäà fA = 1− fB,

3. åñëè A = B → C, òîãäà

fA(x1, . . . , xn) =


1, åñëè fB(x1, . . . , xn) 6

fC(x1, . . . , xn)

1− fB(x1, . . . , xn) + fC(x1, . . . , xn)

â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ .

Òåîðåìà. Åñëè A(P1, . . . , Pn) � ôîðìóëà  Lℵ0 , òî A ïðåä-
ñòàâëÿåò å¼ ôóíêöèþ ïðèïèñûâàíèÿ çíà÷åíèé fA(x1, . . . , xn).

Òåîðåìà (Ìàê-Íîòîí). Åñëè A � ýòî ôîðìóëà  Lℵ0 , òî-
ãäà å¼ ôóíêöèÿ ïðèïèñûâàíèÿ çíà÷åíèé fA óäîâëåòâîðÿåò
ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
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1. fA íåïðåðûâíà íàä [0, 1]n è Img(fA) ⊆ [0, 1];

2. îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, [0, 1]n, ïîäðàçäåëÿåòñÿ íà êî-
íå÷íîå ÷èñëî m ïîäîáëàñòåé Di, 1 6 i 6 m, ýòî äåëå-
íèå èñ÷åðïûâàþùåå è âíóòðåííèå ÷àñòè ïîäîáëàñòåé
íå ïåðåñåêàþòñÿ;

3. ñóùåñòâóåò m ìíîãî÷ëåíîâ g1, . . . , gm âèäà

gi = ai,0 + ai,1x1 + · · ·+ ai,nxn,

ãäå âñå ai,j (1 6 i 6 m, 0 6 j 6 n) � ýòî
íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå, òàêèå ÷òî åñëè (x1, . . . , xn) ∈
Di, òî

fA(x1, . . . , xn) = gi(x1, . . . , xn).

Çàäà÷à ïðîâåðêè ôîðìóëû A íà îáùåçíà÷èìîñòü òðå-
áóåò îïðåäåëåíèÿ òîãî, ïðèíèìàåò ëè ôóíêöèÿ fA çíà÷åíèå
1 íàäî âñåé å¼ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ. À ýòà çàäà÷à, â
ñâîþ î÷åðåäü, ñâîäèòñÿ ê óñòàíîâëåíèþ, ïðèíèìàåò ëè
êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç f1, . . . , fm çíà÷åíèå 1 íàä âñåé òîé
÷àñòüþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, íà êîòîðîé îíà îïðåäåëÿ-
åò fA. Ñîâåðøåííî çàêîíîìåðíî, îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D
ðàçäåëÿåòñÿ íà ïîäîáëàñòè D1, . . . , Dm , ãäå fi îïðåäåëÿåò
fA íà Di. Ïðèâîäÿòñÿ íåêîòîðûå òàáëèöû è äèàãðàììû,
èëëþñòðèðóþùèå ñîêðàù¼ííûé ìåòîä ïðîâåðêè ôîðìóëû
ëîãèêè  Lℵ0 íà îáùåçíà÷èìîñòü.

Â çàêëþ÷åíèè ïîêàçàíî, èç êàêèõ âñïîìîãàòåëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ è ïîñûëîê ñëåäóþò îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáî-
òû. Ïðèâîäÿòñÿ íàó÷íî çíà÷èìûå ñëåäñòâèÿ èç îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ è îáùåãî ñîäåðæàíèÿ ðàáîòû. Â îñîáåííî-
ñòè óêàçûâàåòñÿ íà îòêðûâàþùóþñÿ ïåðñïåêòèâó ñîçäàíèÿ
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îáùåé òåîðèè âûâîäà äëÿ áîëüøîãî êëàññà ëîãèê, îñíî-
âàííûõ íà äèñòðèáóòèâíûõ ðåø¼òêàõ èëè ïîëóðåø¼òêàõ
ñ îïåðàòîðîì ðåçèäóàöèè, ò.å. äëÿ íå÷¼òêîçíà÷íûõ ëîãèê
(âêëþ÷àÿ ëîãèêè Ëóêàñåâè÷à) è ðåëåâàíòíûõ ëîãèê.

Â ïðèëîæåíèè äîêàçûâàåòñÿ âëîæèìîñòü ïðîèçâîëü-
íîãî ïðîïîçèöèîíàëüíîãî íåìîäàëüíîãî ãèëüáåðòîâñêîãî
èñ÷èñëåíèÿ â èñ÷èñëåíèå ðåçîëþöèé ñ îäíîìåñòíûìè ïðå-
äèêàòàìè è ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ïîäîá-
íîå âëîæåíèå: äîêàçàòåëüñòâî ðåôëåêñèâíîñòè èìïëèêà-
öèè â àêñèîìàòè÷åñêîé ñèñòåìå {B,C,W,K1,X3}, ðàñ-
ñìîòðåííîé â [7], ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììû àâòîìàòè÷åñêîãî
ïîèñêà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì OTTER. Òàêèì îáðàçîì
äîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà àêñèîì ÿâëÿåòñÿ àêñèîìà-
òèçàöèåé èìïëèêàòèâíîãî ôðàãìåíòà êëàññè÷åñêîé ëîãèêè
âûñêàçûâàíèé.
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