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Description physique du phénomène de la rupture

Les tremblement de terre surviennent essentiellement dans des zones fragiles
(frontières des plaques tectoniques et failles). On s’interesse à simulation de
la propagation des ondes émises lors d’un séismes, mais aussi et surtout, à la
propagation de la faille elle même.

Les lois qui gouvernent la propagation des ondes sismiques à l’intérieur de la
terre sont en général bien comprises. Celles qui gouvernent le mécanisme des
rupture le sont moins. Des relations constitutives, déduites principalement à
partir des observations des failles exposées à la surface de la terre et des
expériences en laboratoire, contrôlent le rapport entre déformations et
contraintes au voisinage des failles.

movie
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Propriétés du schéma GD

Bien adapté à des solutions discontinues

Maillages non structurés, non-conformes

Matrices de masses locales

Schémas d’ordres élevés

Hautement parallèlisable
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Équations de l’élastodynamique

Équations de l’élastodynamique : formulation vitesses-contraintes

ρ
∂~v

∂t
=
−−→
div σ (1)

∂σ

∂t
= λ div ~v In + µ

(
~∇~v + (~∇~v)t

)
, (2)

n = 2, 3 est la dimension de l’espace

~v ∈ Rn est le vecteur vitesse des particules

σ ∈ symn(R) est le tenseur des contraintes

ρ est la masse volumique et λ et µ sont les coefficients de Lamé locaux.
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Changement de variables

En deux dimensions d’espace, le tenseur des contraintes s’écrit

σ =

(
σxx σxz

σxz σzz

)
.

On introduit le changement de variables suivant

T =
σxx + σzz

2
et T ′ =

σxx − σzz

2
.

On pose aussi
~σ = (T ,T ′, σxz)

t

donc
σ  ~σ
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Équations de l’élastodynamique

Le système (1)-(2) est équivalent

ρ
∂~v

∂t
= (

∑
α∈{x,z}

Mα ∂α)~σ (3)

Λ
∂~σ

∂t
= (

∑
α∈{x,z}

Nα ∂α)~v (4)

Mx =

(
1 1 0
0 0 1

)
et Mz =

(
0 0 1
1 −1 0

)
.

Nα = Mt
α , α = x , z

Λ = diag(
1

λ + µ
,
1

µ
,
1

µ
)
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Équations de l’élastodynamique

Si on note

F (~σ) = (Mx~σ, Mz~σ) et G (~v) = (Nx~v , Nz~v)

on obtient en intégrant les équations (3)-(4) sur un volume T ,∫
T

ρ
∂~v

∂t
=

∫
∂T

F (~σ)~n dS (5)∫
T

Λ
∂~σ

∂t
=

∫
∂T

G (~v)~n dS (6)

où ~n est la normale unitaire à T , dirigée vers l’extérieur.
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Schéma volumes finis

Soit Ω un domaine de R2, et désignons par ∂Ω son bord. Soit V (Ω) une
partition en triangles de Ω. Pour chaque volume de contrôle ou cellule Ti

supposée polygonale de V (Ω) , on désigne par ρi , λi et µi respectivement la
densité et les coefficients de Lamé, supposés constants dans chaque cellule.

Notations

1 Ai =
∫
Ti

dS volume de la cellule Ti .

2 Tij = Ti ∩ Tj interface entre les deux cellules voisines Ti et Tj .

3 ~Iij =
∫
Tij

~nij dS où ~nij est la normale unitaire dirigée de Ti vers Tj .

4 lij =‖ ~Iij ‖ longueur de Tij .
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Schéma volumes finis

Figure: Deux cellules (volumes de contrôle) adjacentes dans le maillage.

mesh
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Schéma volumes finis

Le système (5)-(6) peut s’écrire

Ai ρi

(
∂~v

∂t

)
i

=
∑

j∈V (i)

lijFij (7)

Ai Λi

(
∂~σ

∂t

)
i

=
∑

j∈V (i)

lij Gij (8)

(
∂~σ

∂t

)
i

et

(
∂~v

∂t

)
i

sont respectivement des approximations, supposées

constantes, de
∂~σ

∂t
et

∂~v

∂t
dans chaque cellule Ti .

lijFij et lijGij sont des approximations des flux
∫

∂Ti
F (~σ)~n dS et∫

∂Ti
G (~v)~n dS respectivement
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Schéma volumes finis

Flux centrés en espace

Fij = F (~σi , ~σj ,~nij) ,

avec

F (~u, ~v ,~n) =
F (~u) + F (~v)

2
· ~n = (

∑
k∈{x,z}

nkMk)︸ ︷︷ ︸
P

~u + ~v

2

et
Gij = G (~vi , ~vj ,~nij) ,

avec

G (~u, ~v ,~n) =
G (~u) + G (~v)

2
· ~n = (

∑
k∈{x,z}

nkNk)︸ ︷︷ ︸
Q

~u + ~v

2
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Schéma volumes finis

Schéma saute-mouton en temps

∂~v

∂t
∼

~vn+ 1
2 − ~vn− 1

2

∆t
et

∂~σ

∂t
∼ ~σn+1 − ~σn

∆t
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Schéma volumes finis

On obtient le système suivant

Ai ρi
v

n+ 1
2

i − v
n− 1

2

i

∆t
=

∑
j∈V (i)

lij F n
ij (9)

Ai Λi
σn+1

i − σn
i

∆t
=

∑
j∈V (i)

lij G
n+ 1

2

ij (10)

avec F n
ij = Pij

σn
i + σn

j

2
où Pij =

∑
k∈{x,z}

nijk Mk

et G
n+ 1

2

ij = Qij

v
n+ 1

2

i + v
n+ 1

2

j

2
où Qij =

∑
k∈{x,z}

nijk Nk
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Définition et étude d’énergie

L’énergie du système est donnée par

E =

∫
Ω

1

2
ρ ‖ ~v ‖2︸ ︷︷ ︸
Ec

+

∫
Ω

1

2
(~σ)t Λ~σ︸ ︷︷ ︸
Em

On défini alors l’énergie discrète par

E n =
1

2

∑
i

Ai

(
ρi

(
v

n− 1
2

i

)t

v
n+ 1

2

i + (σn
i )t Λi σ

n
i

)
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Définition et étude d’énergie

La variation de l’énergie entre n ∆t et (n + 1) ∆t est donnée par

∆E = ∆t
interfaces∑
spéciales

lij

[(
v

n+ 1
2

i

)t (
F

[n+ 1
2 ]

ij − Pij σ
[n+ 1

2 ]
i

)
+

(
σ

[n+ 1
2 ]

i

)t

G
n+ 1

2

ij

]

avec w [n+ 1
2 ] =

wn + wn+1

2
, et le terme “interfaces spéciales” désigne toute

surface à travers laquelle le champ subit une modification (discontinuité,

réfléction, absorption, etc ...)
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Conditions aux limites

Conditions aux limites absorbantes

Sur ∂Ω, on propose les flux absorbants suivants

F n
ij =

1

2
Pij σn

i −
1

2
A v

n− 1
2

i (11)

G
n+ 1

2

ij =
1

2
Qij v

n+ 1
2

i − 1

2
B σn

i (12)

où A et B sont deux matrices symétriques positives.

A ' diag (Vp,Vs)

B ' diag (Vp, 2 Vs , 0)

avec Vp =

√
λ + 2 µ

ρ
est la vitesse de l’onde de pression P,

et Vs =

√
µ

ρ
est la vitesse de l’onde de cisaillement S.
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Conditions aux limites

Conditions aux limites absorbantes

Sur ∂Ω, on propose les flux absorbants suivants

F n
ij =

1

2
Pij σn

i −
1

2
A v

n− 1
2

i (11)

G
n+ 1

2

ij =
1

2
Qij v

n+ 1
2

i − 1

2
B σn

i (12)
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Conditions aux limites absorbantes

La variation d’énergie s’écrit

∆ E = −∆t

4

interfaces∑
absorbantes

lij

[(
v

n+ 1
2

i

)t

A
(
v

n− 1
2

i + v
n+ 1

2

i

)
+ (σn

i )t B
(
σn

i + σn+1
i

)]
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Conditions aux limites absorbantes

Termes correcftifs

En = E n + ∆t
interfaces∑

absorbantes

lij
8

((
v

n− 1
2

i

)t

A v
n− 1

2

i − (σn
i )t B σn

i

)

∆E = − ∆t

8

interfaces∑
absorbantes

lij

[(
v

n− 1
2

i + v
n+ 1

2

i

)t

A
(
v

n− 1
2

i + v
n+ 1

2

i

)
+

(
σn

i + σn+1
i

)t B
(
σn

i + σn+1
i

) ]
A et B positives =⇒ ∆ E ≤ 0
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v
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2

i
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i
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v

n− 1
2

i + v
n+ 1

2

i

)t

A
(
v

n− 1
2
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2

i
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+
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Conditions aux limites absorbantes

Conditions CFL
(i) Sur les interfaces internes Tij , ∆t2 <

16

3

Ai Aj

pi pj
min

(
ρi

λj + µj
,

ρj

λi + µi

)

(ii) Sur les interfaces absorbantes Ti , ∆t <
4

Vp

Ai

pi
min

(
Vs

Vp
,
1

2

)
En est une forme quadratique définie positive, décroissante

=⇒ Stabilité L2 du système
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Conditions aux limites

Conditions aux limites sur la faille

Idée : Sur une surface de la faille, le champ est totalement (ou partiellement)
réfléchi, donc ne dépend pas (ou partiellement) du champ voisin. mesh
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M. Benjemaa (INRIA, projet caiman) Méthodes GD pour l’élastodynamique 21 / 33



Conditions aux limites

Conditions aux limites sur la faille

Idée : Sur une surface de la faille, le champ est totalement (ou partiellement)
réfléchi, donc ne dépend pas (ou partiellement) du champ voisin. mesh

Flux sur la faille

F n
ij =

1

2
Pij σn

i +
1

2

(
Aij σn

i + Bij σn
j

)
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Conditions aux limites

Ainsi

F n
ij =

1

2
Pij σn

i +
1

2

(
Aij σn

i + Bij σn
j

)
(13)

G
n+ 1

2

ij =
1

2
Qij v

n+ 1
2

i +
1

2

(
Cij v

n+ 1
2

i + Dij v
n+ 1

2

j

)
(14)

où Aij , Bij , Cij et Dij sont des matrices à déterminer.
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Conditions aux limites sur la faille

La variation de l’énergie s’écrit

∆E =
∆t

2

interfaces∑
r éfléchissantes

lij

[(
v

n+ 1
2

i

)t (
Aij + Ct

ij

)
σ

[n+ 1
2 ]

i +
(
v

n+ 1
2

i

)t (
Bij − Dt

ij

)
σ

[n+ 1
2 ]

j

−
(
v

n+ 1
2

j

)t (
Aij + Ct

ij

)
σ

[n+ 1
2 ]

j −
(
v

n+ 1
2

j

)t (
Bij − Dt

ij

)
σ

[n+ 1
2 ]

i

]
.

Condition suffisante de stabilité

Aij + Ct
ij = 0 (15)

et

Bij − Dt
ij = 0 (16)
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Conditions aux limites sur la faille

Fracture : mode II (plan)

~t t σ~n = g (17)

g ∈ L∞(R) représente les forces extérieures exercées sur la surface
de la faille.
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Conditions aux limites sur la faille

Dans le cas général, on a vu que Fij s’écrit

Fij = Pij
~σi + ~σj

2
.

On peut vérifier que

Fij =
σi + σj

2
~nij

donc le flux Fij à travers une surface Tij n’est autre que l’ensemble des

forces extérieures exercées sur cette surface.
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Conditions aux limites sur la faille

En écrivant

Fij = (Fij)T + (Fij)N

= ~tij

(
~tt
ij

σi + σj

2
~nij

)
︸ ︷︷ ︸

g

+~nij(~n
t
ij

σi + σj

2
~nij)

et par l’équation (17), on déduit les conditions aux limites sur la faille

Aij = (~nij
t~nij − I2) Pij et Bij = ~nij

t~nij Pij ,

Équations (15) et (16) =⇒

Cij = Qij (I2 − ~nij
t~nij) et Dij = Qij ~nij

t~nij
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t
ij

σi + σj

2
~nij)

et par l’équation (17), on déduit les conditions aux limites sur la faille

Aij = (~nij
t~nij − I2) Pij et Bij = ~nij

t~nij Pij ,

Équations (15) et (16) =⇒

Cij = Qij (I2 − ~nij
t~nij) et Dij = Qij ~nij

t~nij
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Résultats numériques

Faille plane évolutive à vitesse constante prédéfinie

Figure: Comparison of the numerical (circles) and analytical (solid lines) solutions for the
self-similar dynamic crack growth problem
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Résultats numériques

Faille plane évolutive à vitesse non prédéfinie

Figure: Velocity seismograms computed at seven points located around the fault, for six different orientations (θ = 0o, 9o, 18o, 27o, 36o, 45o)
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Résultats numériques

Faille plane évolutive à vitesse non prédéfinie

Figure: Comparison of the rupture length (left) and the L2-norm time difference (right)
for the spontaneous rupture zone.
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Propagation d’une faille courbe dans un milieu hétérogène
Medium: Vp = 4000 m/s , Vs = 2300 m/s and ρ = 2500 Kg/m3

LVZ (Lower Velocity Zone, 4 Km diameter): Vp = 2200 m/s , Vs = 1300 m/s and ρ = 1400 Kg/m3

Rupture is 14.3 Km long with a 1 Km long nucleation zone
Contour lines of vx (4 sec after rupture initiation)
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Conclusion et perspectives

Schéma volumes finis en maillage non structuré, bien adapté à des géométries
complexes des failles

Étude d’énergie permettant de déterminer les bonnes conditions aux limites
sur la faille

Cas tridimensionnel et parallèlisation.
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