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Introduction

Attachement préférentiel : pourquoi, quoi, comment ?

Motivations

Modeles d’évolution de populations.

Attachement

Un processus dynamique au cours duquel des individus arrivent |'un
apres l'autre et doivent choisir de rejoindre une ‘“classe”.

On cherche a expliquer les disparités de population observées :
“lois d'échelle”, “lois de puissance” ?
Exemples de Simon (1951) et + modernes

@ villes

mots dans un texte

publications scientifiques, nombre de liens dans une page web
revenus

nombre d’espéces biologiques, alleles d'un gene
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Attachement préférentiel : pourquoi, quoi, comment ?

On cherche une explication endogéne. Une piste :

Attachement préférentiel

La classe n'est pas choisie “au hasard” (i.e. uniformément parmi
les classes) mais en fonction de la population présente

= les modeles d'urnes sont adaptés : contenu des urnes =
population de la classe.

Egalement, modeles de graphes : individus et classes sont
confondus, et ils s’attachent les uns aux autres

Statistiques recherchées : distribution des populations, valeurs
limites quand beaucoup d'individus, ratio des populations dans les
classes
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L'attachement sans préférence

Le modele d'urne standard

Point de départ : un modéle d’attachement sans préférence
particuliere.

N urnes.

Les boules arrivent une aprés I'autre. Chaque boule jetée “au
hasard” (= uniformément) dans une urne.

= pas de préférence entre les urnes (ou préférences constantes
au cours du temps)
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L'attachement sans préférence

Evolution du nombre de boules dans les N urnes : chaine de
Markov homogene X, = (X1,n,...,Xn,n)

1
X1 = Xno + (0,...,0,1,0,...,0) avecprobaR.

T iieme coordonnée
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L'attachement sans préférence

Comportement asymptotique

Théoreme (Loi des grands nombres!)

Presque slirement, et pour toute condition initiale,

1 1 1
=X — ., =)
n n — (N’ 7N)
En particulier, les ratios
Xj7n

convergent p.s. vers des valeurs constantes, prévisibles.
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Le modele d'Eggenberger-Pdlya

Le modele d’'Eggenberger-Pdlya

Une urne, contenant initialement des boules de couleur.

Regle de I'urne de Pdlya-Eggenberger

Une boule est prise au hasard dans I'urne.
Elle est remise dans |'urne avec s boules de la méme couleur.

= préférence proportionnelle a la population présente.
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Le modele d'Eggenberger-Pdlya

Cas de deux couleurs (Rouge, Bleu).

Evolution du nombre de boules dans I'urne : chafne de Markov
homogene Z, = (Ry, By)

R,+s,B avec proba ———
(Rn n) P R T B.
Zn—i—l =

n

Rn, B ba ——— .
(Rn, By +s) avec proba R 1B,
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Le modele d'Eggenberger-Pdlya

Propriétés

s objets de plus a chaque étape : S, = R, + B, = Ry + By + ns.
Soient les ratios :
Rn B,

" RtB " T R4B

Théoreme

Les suites de variables aléatoires {p,} et {3,} sont des martingales
par rapport a la filtration engendrée par les {Z,}.

R,+s R, R, B,
E(pn+1l(Rn, Bn)) = S, +s S, + Sa+s S,
Ra(Sn + s)

ERCEDICO
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Le modele d'Eggenberger-Pdlya

Loi limite
Théoreme (Pdlya, 1931)

Presque slirement,

1
;(R,,,Bn) — (U,1-0)

ou U a une distribution Beta(Ry, Bp).

Pour mémoire : la densité de la loi Beta(a, 3) est

Ma+p) a
T(e)r®)

En particulier, si Ry = By = 1, la distribution est uniforme.

fop(x) = (1 — X)’B_l .
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Le modele d'Eggenberger-Pdlya

Les problemes avec ce résultat

Comme observé par Gaujal, Thierry (2007), ce résultat pose des
problemes potentiels pour les applications :
@ la limite n'est pas déterministe
o elle dépend fortement de la condition initiale
@ le ratio
max{Bp, Ry} max{U,1 — U}
min{B,, R} min{U,1 — U}

ne converge que vers une v.a.

= valeur prédictive/explicative du modeéle sur un petit nombre
d'observations ?

Par contre, des limites p.s. peuvent apparaitre pour des
généralisations.
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Le modele de Simon

Le modeéle de Simon

Une suite d'objets de différents “types” arrive. On suppose que :
@ la proba que I'objet soit d'un type pas encore apparu est «

@ sinon, la proba que I'objet soit d'un type k déja apparu est
proportionnel a la fréquence empirique de ce type.

Dans le langage des urnes, on obtient ce résultat avec :

Reégles de I'urne de Simon

Une boule est prise au hasard dans I'urne.
Elle est remise dans |'urne avec une seconde boule :

@ d'une nouvelle couleur avec proba «

@ de la méme couleur avec proba 1 — «

Se réduit au modele d'Eggenberger-Pdlya si @ = 0. Facilement
analysable aussi si a = 1...
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L'analyse de Simon

Soit f(k, K) le nombre moyen d'urnes avec k boules a I'étape K.

fk, K+1) = f(k,K) + 1_Ta ((k— 1)f(k —1,K) — kf(k, K)) .

De cette récurrence on “déduit” que

1 _a T(kre-+1/a)
gk K) = 2—al(k+1+1/a)

~ k—l—l/o_z )
i |

Mais on a le probleme qu'il ne s'agit que d'une moyenne.
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Le modele de Simon

Solution exacte

Kullmann et Kertész (2008) ont trouvé la distribution.
Pour Xo = (1) et aveca =1 — q,

e 1 (k—=1\ T(K—ta)
P0G =k) = a3 (1) 1<g_1>m
(b1 —€a) (b—2\ _,_;
(o]

Par exemple, la “distribution moyenne de la taille”

r(kr2+1/a) a 11/
rk+i+1/a)l+a '

K
1
lim R;P(X,-7K:k) =

K—o00
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Le modéle de Hoppe

L'urne de Hoppe

Une seule urne, une couleur spéciale (Noir) et une infinité de
couleurs non-noires. Initialement, 3 boules noires.

Regle de I'Urne de Hoppe

On tire une boule au hasard dans I'urne. On la remet avec une
seconde boule :

@ d'une nouvelle couleur si la boule tirée est noire

@ de la méme couleur sinon.

On crée donc une nouvelle couleur avec probabilité

_B
B+ Z; nj .
Modele introduit dans Hoppe (1984), analysé dans Hoppe (1987).

Si 8 =0, c'est le modele de Eggenberger-Pdlya.
Si 8 =1, c'est le modeéle du Restaurant Chinoijs.
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Le modéle de Hoppe

Nouvelles couleurs

Distribution du nombre Nk de nouvelles couleurs

Fonction génératrice, moyenne... (Ewens 1972)

{+ Bu
E(uV<) =
(” ) Ly
K-1 ﬁ
ENk = » +—— ~ BlogK

- 4+
VN ~ PlogK .
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Le modéle de Hoppe

Distribution d'occupation

Soit Ay le nombre d'urnes dont la population est /.

Loi d'occupation (Ewens, Karlin & McGregor, Hoppe)

Pour toute partition a = (a1, ..., ak) du nombre K (K = >_ ia;),
ona:

K 32
P(A=a) = K! gae!éaf(ﬁJrf—l) :

dite “Ewens’ sampling formula”.
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Un autre point de vue

Une approche différente

Introduction d'un nouveau modele.
Raisons :

@ pour pouvoir calculer la distribution des populations,

@ pour avoir une croissance moins que linéaire du nombre de
couleurs
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Une approche différente

Introduction d'un nouveau modele.
Raisons :
@ pour pouvoir calculer la distribution des populations, ne
sachant pas que c’est possible pour le modeéle de Simon
@ pour avoir une croissance moins que linéaire du nombre de
couleurs, ne connaissant pas le modéle de Hoppe.
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Une approche différente

Introduction d'un nouveau modele.
Raisons :

@ pour pouvoir calculer la distribution des populations, ne
sachant pas que c’est possible pour le modeéle de Simon

@ pour avoir une croissance moins que linéaire du nombre de
couleurs, ne connaissant pas le modéle de Hoppe.

Constatation :

@ le modele de Pdlya-Eggenberger est relativement facile a
analyser grace au fait que les ajouts de boules “commutent en
probabilité”.

@ dans le modele de Simon qui le généralise, on a perdu cette
commutation.

— rétablir la situation!
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Commutativité

Deux événements quand la population est n = |n| :
@ arrivée dans la couleur i : A;(-), proba (1 — «(n))n;/n
@ nouvelle couleur : N(-), proba a(n)

Probabilité de A;(N(-)) :

a(n) (1—a(n+1)) n’ll .

Probabilité de N(A;(-)) :
n;
(1-a(n) —a(n+1).
Egalité si :

_ o
n+ 1—o1
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Regles de 'urne

Regle de I'urne * commutative "
On tire une boule au hasard dans I'urne. On la remet avec :
@ une boule d'une nouvelle couleur avec probabilité a(n)
@ une boule de la méme couleur avec probabilité (1 — «(n))

N

ou

B
n+3"

a(n) =

Et c'est I'Urne de Hoppe avec (8 boules noires !

Comme dans ce modele, toutes les évolutions ont la méme proba.
Il suffit de dénombrer les chemins d'un état a un autre.
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Loi de transition

Soient n et m deux vecteurs :

e neSy={(n,...,ng), nj e N*,1<i<d},
omEde,E{(nl,...,ndl), neN,1<i<d,
meN d+1<i<d}.
Alors :
P(n — n+m)
B Bd'~d Im|! li[<n,-+m,-—1> l‘i[ 1
o + 1. r_ d)I . P
e @ —d) G\ w1 ) A
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Quelques identités

Identité plutdt connue :

me(N*)d |m|=K i= g AL
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Un autre point de vue

Fonctions génératrices

Un vecteur n € Sy étant donné :

La FG mattresse

oo d+k
Zuk Z Hz-m"IP’(n—>n+m)
k=0 me dd+ky‘m‘ K i=1

Tnl+B)K! |«
M(|n| 4+ 6+ K) 1z ]H 1—zz,

(ﬁk‘ﬁk, —_

j=d+1
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Un autre point de vue

Nouvelles couleurs

Distribution du nombre Nk de nouvelles couleurs

Nouvelles couleurs

E(uNK> _ H n\+€+ﬂu
s n|+¢+5
K—1
ENk = L ~ [Blog K
— In| +¢+0
K—1
B In[ +¢
VN = log K .
T Zqnl+H Bla[+ L+ B - e

Ce sont les résultats de Ewens/Hoppe modifés. Voir Pitman.
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Répartition dans les couleurs

FG des populations des "vieilles couleurs” et de la population
émigrante Ek :

FG nouveau monde/ ancien monde

F(|n|+ﬂ )K! 1
T(n|+ 8+ K) [z K]H(l )i (1 —zz9)B
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Un autre point de vue

Valeurs

Nombres moyens dans les anciennes couleurs |

EX;ixk =

Variances...
Pour la répartition dans les nouvelles couleurs...

Nombre moyen dans la nouvelle couleur j
EXj k

M(In| + B)K! z > gk 1\ k1
M(In| + 8+ K) [ZK](l _ z)|n|+1 kz_; e (Iog > .
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Un autre point de vue

Propriétés asymptotiques

Lois limites dans les anciennes couleurs : voir Eggenberger-Pdlya.

Nombre de nouvelles couleurs : voir Hoppe.

1
NK_>,C/B' ’

log K

Population des nouvelles couleurs : pour tout j = O(1),

EXjk ~

1 log K
n+5 K }

Convergence pas bien claire pour K = 0(100)...
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Fréquences et occupations limites

Proportions limites (Pitman)

Le vecteur de fréquences de population (Xj x/K;j=1,...)
converge vers le vecteur aléatoire

(Wh, (1 — Wi)Wao, (1 — WA)(1 — Wo)Ws,...)

ou les W; sont indépendantes et ~ Beta(1, 3).

Occupations limites (Pitman)

Le vecteur de fréquences d'occupation (#{j|Xjx =¢},4=1,...)
converge vers le vecteur aléatoire

(281,282, --)

ou les Zg ; sont indépendantes et ~ Poisson(3//).
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Repartition des populations

En moyenne, les nouvelles couleurs sont trés inégales...

500

"log(E_{500,x}) ——

-500 |- . .
-1000 |- \ i
-1500 - i
-2000 4

-2500 N

3000 I I I I I I I I I
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Un autre point de vue

Généralisation de Pitman

Pitman a introduit un deuxiéme parametre.

Regle de Pitman

Les boules arrivent une par une. Sachant qu'il y a k couleurs, la

boule n est :
; 0. B ka
est d'une nouvelle couleur avec probabilité L ,
n+ (8
. .., Ni—«
de la couleur i avec probabilité .
+

Ce modele est également “commutatif”.
—> certains résultats se généralisent.

Des asymptotiques en n® apparaissent pour 0 < o < 1.
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Un autre point de vue

Perspectives

Parmi les questions en suspens :
@ loi limite pour les populations moyennes ?
@ loi limite pour les statistiques d’ordre ?

@ extension a des urnes “multicolores” plus générales...
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