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Motivations

C étant un nuage de point échantillonnant K ⊆ Rn, on veut :

1 déterminer les zones singulières de K à partir de C seulement

2 le coût de la méthode ne doit pas (trop) dépendre de la
dimension ambiante
=⇒ on ne peut pas construire un diagramme de Voronoï de C

3 le résulat doit être stable sous perturbation Hausdor�
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Les cellules de Voronoï du bord sont �grosses�.. ?

la taille des cellules est sensible aux perturbations !

par contre si on prend l'union des cellules de Voronoï dont le
site est contenu dans une petite boule...
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Projection sur un compact

Dé�nition

La projection pK : Rn → K associe à un point x ∈ Rn son plus
proche voisin dans K (s'il existe)

1 si K est �ni, pK envoie une cellule de Voronoï sur son site (et
n'est pas dé�nie sur les face de Voronoï)

2 en général, pK est partout sauf sur l'axe médian M(K )

3 M(K ) est de mesure nulle (Rademacher)
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Mesures de bord

Dé�nitions

Si K ⊆ Rn, pK : Rn → K est la projection sur K , et K r le r -o�set
de K , ie. K r = {x ∈ Rn; d(x ,K ) ≤ r}. La mesure de bord µK ,r est
dé�nie par :

∀B ⊆ Rn, µK ,r (B) = voln({x ∈ K r ; pK (x) ∈ B})

1 �mesure� au sens de la théorie de la mesure

2 dé�nit une distribution de masse concentrée sur K qui peut
être volumique, linéique, surfacique, etc.

Chazal, Cohen-Steiner et Mérigot Mesures de bord



Exemple de mesure de bord : nuage de points

la mesure de bord s'écrit comme une somme de masses de Dirac :

µC ,r =
∑
i

voln(Vor(xi ) ∩ C r )δxi
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Exemple de mesure de bord : polyèdre convexe

θ × r2d`

Ω× r3

rdA

la mesure de bord se décompose en somme :
µC ,r =

∑3
i=1 Φ3−i r

i où Φ3 est volumique, Φ2 surfacique, etc.

les Φi sont (à une constante près) les mesures de courbure du
cube

Chazal, Cohen-Steiner et Mérigot Mesures de bord



Exemple de mesure de bord : nuage de points (bis)

les volumes des cellules de Voronoï sont évalués par une méthode
Monte-Carlo
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Distance de Wasserstein

1 distance de Wasserstein : distance entre deux mesures ν et µ
sur Rn de même masse totale

2 version discrète : µ =
∑

i ciδxi
, ν =

∑
j djδyj

,

W (µ, ν) = inf{
∑
i ,j

pij ‖xi − yj‖ ;
∑
j

pij = dj et
∑
i

pij = ci}

3 version générale : la distance de Wasserstein entre µ et ν est le
minimum du coût des transports de µ à ν

x1

y1

yjxi

pi,j
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Distance de Wasserstein entre mesures de bord

pour simpli�er, on �xe E un ouvert à bord lisse E , et on
considère la mesure µK ,E dé�nie par

∀B, µK ,E (B) = voln({x ∈ E ; pK (x) ∈ B})

K ,K ′ sont deux compacts, et on veut majorer W (µK ,E , µK ′,E )

il su�t de trouver un plan de transport et de majorer son coût
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Distance de Wasserstein entre mesures de bord (bis)

dx

pK′(dx)

pK(dx)

K

K ′

E

on considère le plan de transport suivant : une petite masse pK (dx)
provenant d'un élément de masse dx de E est transportée en
pK ′(dx)
le coût total de ce transport est :∫

E

‖pK (x)− pK ′(x)‖ dx =
∥∥pK − p′K

∥∥
L1(E)
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Ex. de distance entre mesures de bord

xε x
y

M({x, y})

M({xε, y})

E

Kε = {xε, y} et K = {x , y}
sur la partie gris foncé,
‖pK (w)− pKε(w)‖ =
‖xε − y‖ = ‖x − y‖+ ε

sur la partie gris clair,
‖pK (w)− pKε(w)‖ = ε

au total, ‖pK − pK ′‖
L1(E) =

W (µK ,E , µK ′,E ) = O(ε)

les projections sur K et Kε peuvent beaucoup di�érer sur un
voisinage (�n) de l'axe médian de K

Chazal, Cohen-Steiner et Mérigot Mesures de bord



Théorème de stabilité des projections

Théorème

Soit E un ouvert à bord lisse de Rn, K et K ′ deux compacts assez
proches, il existe une constante C (n) telle que

‖pK − pK ′‖
L1(E) :=

∫
E

‖pK − pK ′‖

≤ C (n)[voln(E ) + diam(K )voln−1(∂E )]
√
RKdH(K ,K ′)

où RK = supx∈E d(x ,K ).

1 assez proches signi�e que dH(K ,K ′) est plus petit que
min(RK , diam(K ), diam(K )2/RK )

2 C (n) = O(
√
n)

3 le terme en voln−1(∂E ) est inévitable
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Esquisse de preuve

pK = ∇vK où vK : x → ‖x‖2 − dK (x)2 est convexe

si φ, ψ : E → R sont convexes et k = diam(∇φ(E ) ∪∇ψ(E )),

‖∇φ−∇ψ‖
L1(E) ≤ C (n)[voln(E ) + kvoln−1(∂E )] ‖φ− ψ‖1/2∞
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Optimalité du théorème de stabilité des projections

K = segment unité dans R2, R �xé
K` = arcs de cercles approximant K

`

R

E

dH(K ,K`) ≤ R`2/8.

un calcul montre que ‖pK − pK`
‖
L1(E) = Ω(`) (E est le

rectangle de taille 1× R attaché à K ).

�nalement, ‖pK − pK`
‖
L1(E) = Ω(dH(K ,K`)

1/2)
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Stabilité des mesures de bord et de courbure

Théorème

Soit K un compact �xé, et E un ouvert à bord lisse, alors

W(µK ,E , µK ′,E ) ≤ C (n,E ,K )dH(K ,K ′)1/2

dès lors que K ′ est assez proche de K .

=⇒ théorème quantitatif de stabilité des mesures de courbure
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Conclusion

Résumé des résultats :

1 construction d'une mesure �de bord� qui charge les zones
singulières d'un compact

2 cette mesure dépend continûment du compact (théorème
quantitatif)

Questions ouvertes :

1 peut-on remplacer les projections par des projections
approchées ?

2 comment peut-on extraire l'information géométrique contenue
dans la mesure de bord ou dans les mesures de courbure (on a
besoin d'une notion stable de support)
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