
Examen Maîtrise 2001-2002 : géométrie algorithmique2h 29 mai 20021 Analyse inverse (�bakwards analysis�) rando-misée de la triangulation de Delaunay des som-mets d'un polygone onvexeL'énoné de et exerie est long, ar les questions sont bien déomposées.La réponse d'une question est généralement donnée, lorsqu'elle est utilisée dansla suite de l'exerie.On donne n points du plan p1;p2; : : : ;pn. On suppose que es points, pris danset ordre, forment un polygone Pn onvexe ; les arêtes de Pn sont onstituéesdes paires de points onséutifs (pi;pi+1), i = 1;2; : : : ;n et (pn;p1).On note Del(Pn) la triangulation de Delaunay de es n points, et on rappellela propriété fondamentale de la triangulation de Delaunay est la propriété deserles vides.1. On rappelle la relation d'Euler pour une triangulation de points du plan :t� a+n = 1, où t est le nombre de triangles, a le nombre d'arêtes et n lenombre de sommets.(a) Déduire de la relation d'Euler le nombre de triangles et d'arêtes deDel(Pn) (on rappelle que Pn est onvexe).(b) On dé�nit le degré intérieur d'un sommet omme le nombre d'arêtesinidentes à e sommet qui ne sont pas sur l'enveloppe onvexe. Mon-trer que le degré intérieur moyen d'un sommet est égal à 2� 6n .2. On suppose que l'on onstruit Del(Pn) inrémentalement de façon rando-misée, 'est-à-dire que les points sont introduits dans un ordre aléatoire.On note (r1;r2; : : : ;rn) une permutation au hasard parmi les n! permu-tations de f1;2; : : : ;ng. On note Pi le polygone ayant pour sommets les ipremiers points insérés pr1 ;pr2 ; : : : ;pri .(a) Si, après l'insertion du ième point pri dansDel(Pi�1), pri a pour degréintérieur di dans Del(Pi), alors ombien de triangles de Del(Pi�1)ont-ils été détruits par ette insertion?(b) En déduire le nombre moyen de triangles détruits lors de l'insertiondu ième point pri dans Del(Pi�1).() Quel est le nombre moyen de triangles de Del(Pi) réés lors de l'in-sertion de pri ?(d) Montrer que le nombre total de triangles réés lors de la onstrutionde Del(Pn), en moyenne sur tous les ordres d'insertion possibles, estmajoré par 3n.3. On suppose qu'une permutation aléatoire (r1;r2; : : : ;rn) de f1;2; : : : ;ng estonstruite de la façon suivante :(a) On ommene par hoisir un point au hasard parmi les n pointsp1;p2; : : : ;pn. On le note prn , et Pn�1 sera le polygone onvexe formédes n�1 points restants. Quels sont les voisins de prn sur le polygonePn ? (la réponse est évidente)



(b) De la même manière, à une étape quelonque, il reste i points nonenore hoisis qui forment le polygone onvexe Pi. On en prend unau hasard, on le note pri , et Pi�1 est le polygone onvexe formé despoints restants.Remarquez que, au ours de la onstrution de la permutation, lors duhoix de pri , il est également possible de trouver, de façon évidente,les deux voisins de e point sur le polygone Pi. Quels sont es deuxvoisins?On stoke es deux voisins, pour haque point pri , dans une struturede données supplémentaire.On suppose don que la permutation aléatoire est onstruite et qu'one�etue la onstrution inrémentale de la triangulation Del(Pn) eninsérant les points dans l'ordre pr1 ;pr2 ; : : : ;prn donné par ette per-mutation.() Loalisation. Lors de l'insertion de pri dans Del(Pi�1), ommenttrouve-t-on tous les triangles à détruire?(d) Quelle est la omplexité de ette loalisation?(e) Quel est le total des omplexités de toutes les loalisations e�etuéesau ours de la onstrution de Del(Pn), en moyenne sur toutes lespermutations?(f) En déduire la omplexité en moyenne de la onstrution inrémentalede Del(Pn).4. Rappeler la borne inférieure de la onstrution de la triangulation de De-launay de n points quelonques du plan. Commenter le résultat obtenu àla question 3f.Corretion:1. (a) Tout triangle a 3 arêtes. Toute arête qui n'est pas sur l'enveloppe onvexe estommune à 2 triangles. De plus, il y a n arêtes sur l'enveloppe onvexe. Don2a = 3t+ n. Ave la relation d'Euler on déduit que t = n� 2 et a = 2n� 3.(b) Toute arête a 2 sommets, et tout sommet a 2 arêtes sur l'enveloppe onvexe,don 2a = Pni=1(di + 2) où di est le degré intérieur de pi. D'où 4n � 6 =n:d+ 2n, où d est le degré moyen.2. (a) Si pri a pour degré intérieur di, alors di triangles deDel(Pi�1) ont été détruits.(b) Après l'insertion de pri , haque sommet est en moyenne inident à 2� 6i arêtesd'après la question 1b, don le nombre moyen de triangles détruits est 2� 6i .() Le nombre de triangles réés est 1 de plus que le degré intérieur, 'est-à-dire3� 6i .(d) Le nombre de triangles réés, en moyenne, estPni=1(3� 6i ) � 3n.3. (a) Les voisins de prn sont de façon triviale prn�1 et prn+1 (indies pris modulon) puisque les arêtes de Pn sont formées par les paires de points onséutifs.(b) De la même façon, à haque étape, les voisins de pri sur Pi+1 sont les deuxpoints d'indie immédiatement inférieur et immédiatement supérieur parmi lespoints restants dans Pi+1.() On onnait les voisins (notés ui et vi) de pri sur Pi. On sait don que (ui;vi)est une arête de Pi�1. On part du triangle de Del(Pi�1) ayant ette arête,on e�etue le test du erle vide pour pri sur e triangle. Si le erle ontientpri , on fait la même opération, réursivement, sur ses voisins.(d) La omplexité est proportionnelle au nombre de triangles dont le erle ontientpri , 'est-à-dire le nombre de triangles détruits lors de l'insertion de pri .



(e) Le total est, en moyenne, d'après la question 2b, proportionnel àPni=1 2� 6i �2n, don linéaire.(f) La omplexité est la omplexité de la loalisation (linéaire d'après la questionpréédente) + elle de la mise-à-jour (linéaire d'après les questions 2b et 2d).On déduit que l'algorithme a une omplexité randomisée linéaire.4. La borne inférieure est 
(n log n). La omplexité obtenue ii pour le as des sommetsd'un polygone onvexe est plus faible, ar l'étape de loalisation est évitée grâe austokage préalable des deux voisins de pri dans Pi qui permet d'avoir un aèsdiret.2 Quadri-setionOn donne un ensemble S de 4n points du plan en position générale (pas troispoints alignés).�1� Une diretion de droite étant repérée par un angle � par rapport àl'axe des x, montrer qu'il existe une droite de diretion � partageant l'ensembleS en deux sous-ensembles S� et S 0� de tailles 2n.Corretion: Il s'agit juste de trouver le médian des points après projetion dans ladiretion perpendiulaire à �.�2� Proposer un algorithme pour aluler S�, donner sa omplexité.Corretion: C'est un médian. on peut utiliser les algorithmes linéaires (sophistiqués!)ou bien trier les points dans la diretion perpendiulaire à � et prendre le médian. Laomplexité de ette dernière solution est O(n log n).�3� On dé�nit :K1(�) = S� \ S 0�+�2K2(�) = S� \ S�+�2K3(�) = S 0� \ S�+�2K4(�) = S 0� \ S 0�+�2et ki(�) la taille de Ki(�). Quelles relations lient les ki(�)?Corretion: k1(�)+k2(�) = k2(�)+k3(�) = k3(�)+k4(�) = k4(�)+k1(�) = 2ndon k1(�) = k3(�) k2(�) = k4(�).�4� Exprimer les ki(�2 ) en fontion des ki(0).Corretion: Si k1(0) = k alors d'après les relations i dessus k2(0) = k4(0) = 2n�ket k3(0) = k. D'autre part Ki+1(�) = Ki(� + �2 ). On a don k1(0) = k3(0) = k2(�2 ) =k4(�2 ) = k et k1(�2 ) = k3(�2 )k2(0) = k4(0) = 2n � k�5� Comment évoluent les Ki(�) quand � augmente?Corretion: Pour ertaines valeurs ritiques de �, S� et S 0� ou S�+�2 et S 0�+�2éhangent deux points, et éhange est soit un éhange entre Ki(�) et Ki+1(�) sansinidene sur les valeurs des ki(�), soit Ki(�) donne un point à Ki+1(�) pendant queKi+2(�) donne un point à Ki+3(�). Cela se traduit par une augmentation de 1 de deuxdes ki(�) alors que les deux autres baissent de 1.�6� En déduire l'existene de deux droites orthogonales, séparant S en 4parties égales.Corretion: Si k < n on a k1(0) = k < n � k1(�2 ) = 2n � k sinon on a k1(0) =k � n > k1(�2 ) = 2n�k et omme k1(�) = n ne varie que de 1 à haque valeur ritique,il existe une valeur �0 où k1(�0) = n. On en déduit que k2(�0) = k3(�0) = k4(�0) = n.


