
Examen Géométrie algorithmique.Maîtrise informatiqueavril 20011 Formule d'EulerLe but de et exerie est de démontrer de manière progressive la formule d'Euler (présentée enours) : v � e+ f = 2pour tout graphe onnexe planaire ayant v sommets, e arêtes et f faes.Dé�nitions/rappels :Notation : un graphe est noté G. L'ensemble de ses sommets est noté V et l'ensemble de ses arêtesest noté E.� G est dit onnexe si, pour tout ouple de sommets (u;v) de G, il existe toujours un hemin forméd'arêtes de E permettant de joindre u à v.� Un arbre est un graphe onnexe sans yle.Le plongement d'un graphe dans le plan est (de manière intuitive) une façon de le dessiner enassoiant à haque sommet un point du plan et à haque arête un ar de ourbe dans le plan. Unplongement est planaire si deux ars orrespondant à des arêtes di�érentes ne se oupent pas,sauf éventuellement en leur(s) extrémité(s). Un graphe est dit planaire s'il admet au moins unplongement planaire.Question 1- Véri�er la formule sur les as simples suivants :Question 2- Soit G un arbre. Montrer quev = e+ 1et que la relation d'Euler est don véri�ée pour un arbre.Indiation : E�etuer une démonstration par réurrene sur le nombre de sommets de G. Onpourra utiliser le fait que si G est un arbre ayant au moins deux sommets, alors il a au moinsdeux sommets de degré 1 (enore appelés feuilles).Question 3- Soit G un graphe onnexe planaire ave yle. Montrer la formule d'Euler pour G.Indiation : Pour ela, on e�etuera enore une démonstration par réurrene, mais ette fois surle nombre d'arêtes de G. Considérer une arête a ontenue dans un yle, l'enlever de G, etexaminer les e�ets induits par ette suppression sur v, e, et f .Remarque : Le nombre de faes n'est don pas lié au plongement hoisi pour le graphe planaireG.
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2 Polygone simpleÉtant donné un ensemble P de n points dans le plan. On herhe un polygone simple (les arêtesnon-adjaentes ne s'intersetent pas et le polygone n'a pas de trou) qui a exatement les points deP omme sommets.1. Conevoir un algorithme qui onstruit un tel polygone en temps O(n logn).(a) Dérire l'algorithme en pseudo-ode.(b) Analyser sa omplexité.2. Montrer que 
(n logn) est une borne inférieure.3 k plus prohe voisinsÉtant donné S un ensemble de n points dans le plan, on herhe à onnaître les k plus prohesvoisins dans S d'un point p de S.-a� Si q1 est le plus prohe voisin de p (k = 1) montrer que pq1 est une arête de la triangulationde Delaunay.-b� Si q1 est le plus prohe voisin de p et q2 est le deuxième plus prohe voisin de p (k = 2)montrer que soit pq2 soit q1q2 est une arête de la triangulation de Delaunay.-� Si qi est le ième plus prohe voisin de p (on dé�nit q0 = p) alors montrer que8i � 1 9j < i tel que qiqj est de Delaunay.-d� Si la triangulation de Delaunay est donnée. Donner en pseudo-ode un algorithme dereherhe des k plus prohes voisins d'un point p.-e� Pour k = 1, quelle est la omplexité d'un tel algorithme-e1� dans le as le pire pour le hoix de p.-e2� si p est un point hoisi au hasard dans S (tous les points ont une probabilité 1n d'êtrehoisis) .-f� Mêmes questions pour k = 2.
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