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Codes linéaires

Un code linéaire C de longueur n sur Fq est un
sous-espace de (Fq)n de dimension k

a = (a0, a1, . . . , an−1) ∈ C ∈ (Fq)n est un mot du code

C est un code cyclique si

(a0, a1, a2 . . . , an−1) ∈ C ⇒ (an−1, a0, a2 . . . , an−2) ∈ C

Distance de Hamming

d(a, b) = card({i : ai 6= bi}) avec a, b ∈ (Fq)n

Si d = mina∈C∗{d(a, 0)} , alors C est un code [n, k , d ] .

⇒ on peut reconnâıtre d − 1 erreurs
⇒ on peut corriger � d−1

2 � erreurs
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(Fq)n ! Fq[x ]/(xn − 1)

a = (a0, a1, . . . , an−1) ! a(x) = a0 + a1x + . . .+ an−1x
n−1

C ! C(x)

a = (a0, a1, . . . , an−1) ∈ C ⇒ aπ = (an−1an−1, a0, a1, . . . , an−2a0, a1, . . . , an−2) ∈ C

aπ(x) = x · a(x) − an−1 · (xn − 1)

a(x) ∈ C ⇒ x · a(x) ∈ C

C est cyclique ⇔ C(x) ⊂ Fq[x ]/(xn − 1) est un idéal
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Fq[x ]/(xn − 1) anneau principal
⇒ C(x) = (g) avec g | (xn − 1)

Exemple : F4 = F2[α]/(α2 + α + 1) =
{

0, 1, α, α2 = α + 1
}

,

C = (x2 − 1) ⊂ F4[X ]/(x4 − 1)

C(x) =
{

(b1x + b0) · (x2 − 1) | bi ∈ F4

}
(x + α) · (x2 + 1) = x3 + αx2 + x + α ! (1, α, 1, α)

1 · (x2 + 1) = x3 + 1 ! (0, 1, 0, 1)

1 a ∈ C se teste via division

2 Structure d’idéal : BCH (distance prescrite), décodage
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Anneaux polynômes todus (avec Automorphisme)

Soit θ ∈ Aut(Fq) :

Fq[X , θ] = {a0 + a1X + . . .+ anX
n | ai ∈ Fq et n ∈ N} .

1 addition : comme dans Fq[X ]

2 multiplication : pour a ∈ Fq on a X ·a = θ(a)·X

Exemple : F4[X , θ], F4 = F2(α), α2 = α + 1, α3 = 1, θ(α) = α2

X + α = α2 (αX + 1) + 1
= (αX + 1)α + 0 = α(α2X ) + α

Fq[X , θ] est un anneau euclidien à droite et à gauche
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Codes θ-cycliques

|θ| divise n ⇔ (X n − 1) est un idéal de Fq[X , θ]

1 C iest un idéal à gauche de Fq[X , θ]/(X n − 1)

2 C = (g)/(X n − 1), avec g un diviseur à droite de (X n − 1).

3 C est un code θ-cyclique

(a0, a1, . . . , an−1) ∈ C ⇒ (θ(an−1), θ(a0), . . . , θ(an−2)) ∈ C.

X
(
a0 + a1X + . . .+ an−1X

n−1
)

= θ(a0)X + θ(a1)X 2 + . . .+ θ(an−2)X n−1 + θ(an−1)X n

=
(
θ(an−1) + θ(a0)X + . . .+ θ(an−2)X n−2

)
+ θ(an−1)(X n−1)
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Codes θ-cycliques dans F4[X , θ]/(X 4 − 1)

k d générateur cyclique ?

3 2 X + 1 oui

3 2 X + α

3 2 X + α2

2 2 X 2 + 1 oui

2 3 X 2 + αX + α

2 3 X 2 + αX + α2

2 3 X 2 + α2X + α

2 3 X 2 + α2X + α2

2 3 X 2 + X + α

2 3 X 2 + X + α2

1 4 X 3 + X 2 + X + 1 oui

1 4 X 3 + αX 2 + X + α

1 4 X 3 + α2X 2 + X + α2
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Codes sur F4 :

(n, k , dmin) No g

(42, 17, 16) 3 x25 +x23 +α x22 +x21 +x20 +x19 +x18 +α2 x17 +
α2 x16 + α x15 + α x14 + x13 + x11 + x10 + x8 +
α2 x4 + α2 x3 + x2 + α x + 1

(42, 23, 11) 92 x19+x17+α2 x16+α x15+α2 x14+α x13+α x11+
α2 x10 +α x9 +x7 +α x6 +α2 x5 +α x4 +α x +α2

(40, 16, 15) 6 x24 +α x23 +x22 +x21 +α2 x20 +α x19 +α x18 +
α x17 + x15 + x14 + x13 + α x11 + α2 x10 + x9 +
x8 + x7 + α2 x6 + α x5 + α2 x4 + α x2 + α2

(36, 20, 10) 13 x16 +α2 x15 + x13 +α2 x12 + x11 +α x10 + x9 +
α2 x8 + α x7 + α x6 + α x4 + α2 x3 + α2 x2 + 1

(30, 16, 9) 422 x14 + x13 +α x11 + x10 + x9 + x8 +α x7 + x6 +
α x5 + α2 x4 + α2 x2 + α x + α2
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Codes sur F9 :

(n, k, dmin) No g

(44, 20, 17) 5 x24 + x21 + x20 + α7 x19 + α3 x18 + 2 x17 +
α3 x16 + α5 x14 + α5 x13 + 2 x12 + α2 x10 +
α7 x9 +2 x6 +α5 x5 +α7 x4 +α3 x3 +α7 x2 +
α2 x + 2
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g = 1 · X r + gr−1X
r−1 + . . .+ g1X + g0 divise X n − 1 ∈ Fq[X , θ]

G =


g0 . . . gr−1 1 0 . . . 0
0 θ(g0) . . . θ(gr−1) 1 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0
0 . . . 0 θn−r−1(g0) . . . θn−r−1(gr−1) 1


La ligne i correspond à

X ig(X ) =
r∑

j=0

θi (gj)X
j

(
n−r−1∑

i=0

miX
i

)
· g(X )! (m0,m1, . . . ,mn−r−1) · G
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Codes θ-cycliques auto-duaux

Produit scalaire dans (Fq)n : < a, b >=
∑

aibi

Le code dual au code C est :

C⊥ = {b ∈ (Fq)n | ∀a ∈ C, < a, b >= 0} .

C est auto-dual si C = C⊥

1 xn − 1 = h · g ∈ Fq[x ] avec h = h0 + h1x + . . .+ xn−r

⇒ (g)⊥ est engendré par h0x
n−r + h1x

n−r−1 + . . .+ 1

2 Pour un code θ-cyclique : X n − 1 = h · g ∈ Fq[X , θ]

⇒ (g)⊥ est engendré par

h⊥ = θn−r (h0)X n−r + θn−r−1(h1)X n−r−1 + . . .+ 1
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a ∈ C ⇔ a(X ) · h ≡ 0 (mod h · g), car X n − 1 = h · g = g · h
1 . . . θn−r−1(h1) θn−r (h0) 0 . . . 0
0 1 . . . . . . θn−r+1(h0) . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . . . .

. . . 0
0 . . . 0 1 . . . θn−2(h1) θn−1(h0)



C est auto-dual ⇔ (g) = (h⊥)

Calcul de g(x) de degré k = n
2 avec une base de Gröbner(

k−1∑
i=0

θ(m−1)(k−i)(gq−2
0 gk−i ) x i + xk

)(
k−1∑
i=0

gix
i + xk

)
= x2k − 1
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Codes θ-cycliques auto-duaux sur F4

n notre d meilleur d connu nb de g non équivalents

4-6 3 3 2 1

8-10 4 4 2-4 1

12-14 6 6 4-2 1

16 4 6 2 1

18 6 6 12 2

20-22 8 8 8-10 1

24 7 8 16 2

26 8 8 36 3

28 9 9 32 4

30 10 10 8 1

32 4 10 2 1

34 10 10 96 6

36 11 10 36 3

38 11 11 36 2
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Dual d’un code θ-cyclique est θ-cyclique


1 . . . θk−1(h1) θk(h0) 0 . . . 0
0 1 . . . . . . θk+1(h0) . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . . . .

. . . 0
0 . . . 0 1 . . . θn−2(h1) θn−1(h0)


Il faut montrer que θn−r (h0)X n−r + . . .+ θ(hn−r−1)X + hn−r est
aussi un diviseur à droite de X n − 1.
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X · a = θ(a) · X ⇒ aX−1 = X−1θ(a) dans Fq(X , θ)

ϕ : Fq[X , θ] →

{
n∑

i=0

X−iai | a1 ∈ Fq

}
⊂ Fq(X , θ)

n∑
i=0

aiX
i 7→

n∑
i=0

X−iai

est un anti-isomorphisme. Si X n − 1 = h · g , alors ϕ(X n − 1) =

X−n − 1 = ϕ(h · g) = ϕ(g · h) =

n−r∑
j=0

X−jhj

( r∑
i=0

X−igj

)

X n−r
(
X−n − 1

)
X r = −(X n − 1)

=
(
hn−r + θ(hn−r−1)X + . . .+ θn−r (h0)X n−r

)
· g̃
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θ-Codes

Les idéaux bilatères sont engendrés par :

(b0 + b1X
m + b2X

2m + . . .+ bsX
s·m)X t

avec m = | < θ > | et bi ∈ (Fq)θ

Exemple : F4[X , θ] avec F2(α), α2 = α + 1, α3 = 1, θ(α) = α2

X 4 + X 2 + 1 = (X 2 + X + 1)(X 2 + X + 1)
= (X 2 + α2)(X 2 + α)
= (X 2 + α)(X 2 + α2)
= (X 2 + α2X + 1)(X 2 + α2X + 1)
= (X 2 + αX + 1)(X 2 + αX + 1)
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n \ r 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4 C θ
3a C4

6 C2 C4 C θ
4 C6

8 C2 C θ
3 C θ

4a C θ
5 C θ

6 C8

10 C2 θ3 C θ
4 C θ

5 C θ
6 θ6 θ8 C10

12 C2 θ3 θ4 C4 C θ
6a C θ

6 C θ
7 C θ

8 C θ
9

14 C2 C θ
3 C θ

4 C4 C θ
5 C θ

6a C θ
7 −1 −1

16 C2 −1 −1 C θ
4 −1 −1 −1 −1 C θ

8

18 C2 −1 θ3 θ4 −1 −1 C θ
6 −1 C θ

8

20 C2 −1 θ3 θ4 −1 −1 θ6 C θ
7 C θ

8

22 θ2 θ2 θ3 θ4 θ4 θ5 −1 C θ
6 C θ

7

24 C θ
2 C θ

2 θ3 C θ
4 C θ

4 −1 −1 C θ
6 C θ

7

26 θ2 θ2 θ3 θ4 θ4 −1 −1 C θ
6 −1

28 C θ
2 C θ

2 θ3 C θ
4 C θ

4 −1 θ5 C θ
6 C θ

6

30 C θ
2 C θ

2 C θ
3 C θ

4 C θ
4 −1 C θ

5 C θ
6 C θ

6

32 C θ
2 C θ

2 −1 −1 θ4 −1 θ5 C θ
6 θ6

34 θ2 θ2 −1 −1 θ4 −1 C θ
5 C θ

6 C θ
6
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Borne d’un idéal

P ∈ Fq[X , θ] engendre un θ-code de longueur n s’il existe
Q ∈ Fq[X , θ]de degré n , avec (Q) idéal bilatère et (Q) ⊂ (P).

N. Jacobson : La borne d’un idéal à gauche (P) ⊂ Fq[X , θ] est
un Q ∈ Fq[X , θ] tel que (Q) ⊂ (P) soit un idéal bilatère. La
borne P∗ de P est la borne unitaire de plus petit degré.

Soit m = | < θ > | et t = [Fq : (Fq)θ] :

degré(P) = r ⇒ degré(P∗) ≤ m · t · r



Codes linéaires Codes cycliques Polynômes todus θ-cycliques Exemple Auto-duaux θ-Codes Borne d’idéal

Soit m = | < θ > | et t = [Fq : (Fq)θ]

Les polynômes de degré < r dans Fq[X , θ] forment un Fq-espace

vectoriel de dimension r , et un (Fq)θ-espace vectoriel de dimension
t · r .

Xm·i = Qi · P + Ri , i = 0, 1 . . . , t · r

degré(Ri ) < r ⇒ ∃δi ∈ (Fq)θ) avec
t·r∑
i=0

δiRi = 0

t·r∑
i=0

δiX
m·i =

(
t·r∑
i=0

δiQi

)
· P.
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Exemple :

F4 = F2(α), α2 = α + 1, α3 = 1, θ(α) = α2.

X 12 + X 11 +αX 10 + X 9 +α2X 8 + X 6 + X 5 +α2X 4 + X 2 + X +α2

est un facteur à droite de f = X 14 + X 12 + X 10 + 1 ∈ F4[X , θ].

⇒ (g)/(f ) ⊂ F4[X , θ]/(f ) est un θ-code de type [14, 2, 11]
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g = 1 ·X r + gr−1X
r−1 + . . .+ g1X + g0 diviseur de g∗ ∈ Fq[X , θ]


g0 . . . gr−1 1 0 . . . 0
0 θ(g0) . . . θ(gr−1) 1 . . . 0

0
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

...
0
0 . . . 0 θn−r−1(g0) . . . θn−r−1(gr−1) 1


La ligne i correspond à

X ig(X ) =
r∑

j=0

θi (gj)X
j
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n \ r 2 3 4 5 6 7 8 9 10

4 C θ
3a C4

6 C2 C4 C θ
4 C6

8 C2 C θ
3 C θ

4a C θ
5 C θ

6 C8

10 C2 θ3 C θ
4 C θ

5 C θ
6 θ6 θ8 C10

12 C2 θ3 θ4 C4 C θ
6a C θ

6 C θ
7 C θ

8 C θ
9

14 C2 C θ
3 C θ

4 C4 C θ
5 C θ

6a C θ
7 −1 −1

16 C2 −1 −1 C θ
4 −1 −1 −1 −1 C θ

8

18 C2 −1 θ3 θ4 −1 −1 C θ
6 −1 C θ

8

20 C2 −1 θ3 θ4 −1 −1 θ6 C θ
7 C θ

8

22 θ2 θ2 θ3 θ4 θ4 θ5 −1 C θ
6 C θ

7

24 C θ
2 C θ

2 θ3 C θ
4 C θ

4 −1 −1 C θ
6 C θ

7

26 θ2 θ2 θ3 θ4 θ4 −1 −1 C θ
6 −1

28 C θ
2 C θ

2 θ3 C θ
4 C θ

4 −1 θ5 C θ
6 C θ

6

30 C θ
2 C θ

2 C θ
3 C θ

4 C θ
4 −1 C θ

5 C θ
6 C θ

6

32 C θ
2 C θ

2 −1 −1 θ4 −1 θ5 C θ
6 θ6

34 θ2 θ2 −1 −1 θ4 −1 C θ
5 C θ

6 C θ
6
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