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Codes linéaires
Codes linéaires

@ Un code linéaire C de longueur n sur Fy est un
sous-espace de (IF)" de dimension k

a=(agp,a1,...,an-1) € C € (Fy)" est un mot du code

C est un code cyclique si

(ao,al, a..., a,,,l) el = (a,,,l, ap,az..., a,,,g) eC

Distance de Hamming

d(a, b) = card({i : a; # b;j}) aveca,be (Fg)"

Si d = minsec+{d(a,0)} , alors C est un code [n, k,d] .

= on peut reconnaitre d — 1 erreurs
=  on peut corriger | % | erreurs



Codes linéaires
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Codes cycliques

(Fg)" v Fg[x]/(x" —1)

a=(ap,a,...,an-1) o a(x)=ao+ax+...+ ap_1x" 1
C e~ C(x)
a=(ag,a1,.--,an-1) €C=3a" = (ap—13n-1,30,31, - -, 3n—230, 31, - - - ¢
a"(x) = x-a(x) —ap—1-(x"-1)

ax) e C = x-alx) eC

C est cyclique & C(x) C Fy[x]/(x" — 1) est un idéal




Codes cycliques

Fq[x]/(x" — 1) anneau principal
= C(x)=(g)avecg | (x"—1)

Exemple : F4 = Fo[a]/(a®* + a4+ 1) ={0,1,,a? = a + 1},
C = (x* — 1) C Fy[X]/(x* — 1)
C(X): {(b1X+b0)-(X2—l) ‘ b; EF4}

(x+a) - (x>+1) = P+ax?+x+a o (Laq
1-(x? 1

1)
(x*+1) = x3+1 « (0,1,0,1)

© a € C se teste via division
@ Structure d'idéal : BCH (distance prescrite), décodage



Polynémes todus

Anneaux polynémes todus (avec Automorphisme)

Soit 6 € Aut(Fq) :

Fo[X,0] = {ao+ a1 X +...+a,X"|aj € Fq et n € N}.

@ addition : comme dans Fq[X]
@ multiplication : poura€Fyona X-a=0(a)X

Exemple : F4[X, 0], F4 = Fa(a), a®?=a+1,a® =1, 0(a) = a?

X+ a

o?(aX+1) + 1
= (aX+1)a+0

a(a?X) + «

F,[X, 0] est un anneau euclidien a droite et a gauche




0-cycliques
Codes 6-cycliques

|0 divise n < (X" —1) est un idéal de F,[X, 0]

@ C iest un idéal a gauche de Fq[X,0]/(X" —1)
@ C=(g)/(X"—1), avec g un diviseur a droite de (X" —1).
© C est un code f-cyclique

(a0, a1,...,an—1) €C = (0(an-1),0(a0),...,0(an—2)) €C.

X (a0 + a1 X + ...+ a1 X" )

= 0(a0)X + 0(ar) X2+ ...+ 0(an_2) X1 + 0(ap_1)X"
= (0(an-1) + 0(a0)X + ... + 0(ap—2)X""?) + 0(an—1)(X"—1)



Exemple

Codes 6-cycliques dans Fy[X, 0] /(X* — 1)

générateur

\ cycliq-ue ? H

X+1

oul

X+«

X +a?

X2 +1

oui

X2+ aX+a

X2+ aX+a?

X2+ a?X + «

X2 + a?X + a?

X>+X+a

X2+ X+a?

X3+ X2+ X+1

oui

X3+aX?+ X +a

HIFEFINNINININIDNN W w w||x

B A D||RPWW W W NN a

X3+ a?X?2+ X +a?




Codes sur Fy :

(n, k, dmin) | No | g

(42,17, 16) 3 xP+xB+ax? x4+ xP+x0+ x84+ a? X1+
02 x16 4 o x15 4 x4 313 1yl 510 4 8
a?x* a3+ Fax+1

(42,23,11) [ 92 | x¥+xT+a? x®¥+a xP+a? xP¥+a xB+ax+
A xPrax® +x"+axb+a? x> +axt+ax+a?
(40, 16,15) 6 | x*+axB+x2+xT+a?xP +axP¥+ax®+
x4 x5 b x4 4y 13 4 1l 4 02510 4 0 4
B x"+a?x0+ax®+a?x* +ax?+a?
(36,20,10) | 13 | x®+a?xP +xB +a?xZ +x1 +ax0+ X7+
a?xXrax"+axd+axt+a?lx3+a’x’+1
(30,16,9) | 422 | xM* + xB +axT + x0 + X7+ x¥ +ax”+x0 +
ax® +a?x* +a? x> +ax+a?




Codes sur Fg :

(n, k, dmin) ‘ No ‘ g

(44,20,17) | 5| x?* + x4+ x0 4" xP9 + a3 x¥ 4 2x17 +
a3 x4 a5 x4 4 05 x13 12 x12 4 (2410 4
a’ xX04+2x04+a® xXP+a’ x*+ad x3+a x2+
a’x+2




g =1-X+g 1 X1+ . +aX+ g divise X" —1 € Fy[X, 0]

[ go 8r-1 1 0 0

0 6(g0) 0(gr—1) 1 0
G=1o0
0

| 0 0 0" (&) 0" Hgr-1) 1

La ligne i correspond a

X'g(X)=> 0'(g)X



Auto-duaux
Codes 6-cycliques auto-duaux

Produit scalaire dans (Fg)": < a,b>= Za,-b,-
Le code dual au code C est :
Ct={be(F,)" | VacC, < ab>=0}.

C est auto-dual siC=¢Ct

Q@ x"—1 = h-g €Fq[x] avec h=ho + hix+ ... +x""
= (g)* est engendré par hox"" 4+ hix" Tt 4.+ 1
@ Pour un code f-cyclique : X" —1 = h-g € Fq[X,0]

= (g)* est engendré par

hJ_ _ anr(hO)anr + anrfl(hl)xnfrfl 4.+ 1



aeCsaX)-h=0(modh-g), car X" —1=h-g=g-h

1 ... 0" Y(hy) 0" "(ho) 0 . 0
0 1 0"—r+1(hg) 0
0 . .
: . - . 0
o ... 0 1 .. 9”72(h1) 0”71(/10)

C est auto-dual & (g) = (h*)

Calcul de g(x) de degré k = 5 avec une base de Grébner

k—1
(Z g(m—l)(kfi)(gg—z gl )X+ x ) (Z&X 4 x ) _ 2k q
i=0



Auto-duaux
Codes 6-cycliques auto-duaux sur [y

| n | notred | meilleur d connu | nb de g | non équivalents ||
4-6 3 3 2 1
8-10 4 4 2-4 1
1214 | 6 6 4-2 1
16 6] 2 1
18 6 6 12 2
2022 | 8 8 8-10 1
24 16 2
26 8 8 36 3
28 9 9 32 4
30 10 10 8 1
32 2 1
34 10 10 96 6
36 11 36 3
38 11 11 36 2




‘ Dual d’un code #-cyclique est #-cyclique ‘

1 0% =1(hy) 6%(ho) 0 0
0 1 0%+ (ho) 0
0 , :
: - 0
0 0 1 0"=2(h1) 0" 1(hg)

[l faut montrer que 0"~ "(ho) X" ™"+ ...+ 0(hp—r—1)X + hp_, est
aussi un diviseur a droite de X" — 1.



X-a=0(a)- X = aX"' = X"10(a) dans Fy(X,0)
p: Fg[X,0] — {ZX’Q,- | a1 € Fq} C Fq(X, )
i=0
Za;Xi — ZXfia,'
i=0 i=0
est un anti-isomorphisme. Si X" —1 = h- g, alors (X" — 1) =
j=0 i=0

X”*I’(X*FI o 1)Xr — —(X” B 1)
= (hp—r + 0(hn—r—1)X + ...+ 0" "(h)X""") - &



0-Codes
0-Codes

Les idéaux bilatéres sont engendrés par :
(bo + b1 X™ + by X?™ 4 ... 4 b XSM) X!

avecm=|<0>|etb; € (Fy)°

Exemple : F4[X, 0] avec Fa(a), o> =a+1, a3 =1, §(a) = a?

X+ X241 X2+ X4+ 1)(X2+ X +1)
X2+ a?) (X% + a)

(
(

= (X +a)(X* +0?)
(
(

X2+ a?X +1)(X?+a?X +1)
X? +aX +1)(X?+aX +1)



n\r 2 [3]4[5]6[7[8]9[10]
4 ]G
6 |G |G| ]G
8 [[ G ||| G
10| G0 [C[CIC] 06| 08| Co
2G|l |a|c|dddld
ulo|agldlala|c|dl-1]-1
16 | G|-1|-1|c|-1]-1]-1]-1]
B8 |G |-1]0;s 0| -1]-1]|-1]
20 | G [-1]63 |0s | -1]-1]0s | T |CE
22 [ 02 [ 0] 63 |04 ] 04065 |-1]|C|CE
24 [ os [ -1]-1]]
26 || 62 [ 0] 03 |04 ] 00| -1]-1]C[-1
28 [ C1Cyos [C1CT|-1]0s | CT|CY
0 [ alalagicag]-1]ad]c]c
R & -1]-1]0,]|-1]65] ] b6
3 | [ -1|-1]o |1 ||




Borne d'idéal
Borne d'un idéal

P € Fy[X, 6] engendre un 6-code de longueur n s'il existe
Q € Fy[X,0]de degré n, avec (Q) idéal bilatere et (Q) C (P).

N. Jacobson : La borne d'un idéal a gauche (P) C Fq[X, 0] est
un Q € Fy[X, 0] tel que (Q) C (P) soit un idéal bilatere. La

borne P* de P est la borne unitaire de plus petit degré.

Soitm=|<0>|ett=][Fy:(Fy)]:

degré(P) = r = degré(P*) < m-t-r




Borne d'idéal

Soitm=|<0>|ett=[Fq:(Fy)]
Les polyndmes de degré < r dans Fg[X, 6] forment un Fq-espace
vectoriel de dimension r, et un (FF,)%-espace vectoriel de dimension

t-r.

X™ = QP + R, i=0,1....t-r

degré(R;) < r = 3d; € ( ) avec Z&R—O

t-r t-r
> X = (Z&-Q;) P
i=0 i=0



Borne d'idéal

Exemple :

Fq =Fa(a), a?=a+1,a =1, §(a) = a?

X2 4 XM 4 aXP0+ X0+ a2X8 4+ X0+ X%+ a2X* + X2+ X + o
est un facteur a droite de f = X + X2 4 X10 11 € Fy[X, 0].

= (g)/(f) C F4[X,0]/(f) est un H-code de type [14,2,11]



Borne d'idéal

g = 1- X' +g 1 X4 .. +a@X+go diviseur de g* € Fy[X, 6]

(g0 ... g-1 1 0 ... 0

0 G(go) ces G(g,_l) 1 e 0

0 . . . . :

0
0 ... 0 0" Ygo) ... 0" g1) 1]

La ligne i correspond a
. r .
X'g(X)=) 0'(g)X



Borne d'idéal

n\r 2 [3]4[5]6[7[8]9[10]
4 ]G
6 |G |G| ]G
8 [[ G ||| G
10| G0 [C[CIC] 06| 08| Co
2G|l |a|c|dddld
ulo|agldlala|c|dl-1]-1
16 | G|-1|-1|c|-1]-1]-1]-1]
B8 |G |-1]0;s 0| -1]-1]|-1]
20 | G [-1]63 |0s | -1]-1]0s | T |CE
22 [ 02 [ 0] 63 |04 ] 04065 |-1]|C|CE
24 [ os [ -1]-1]]
26 || 62 [ 0] 03 |04 ] 00| -1]-1]C[-1
28 [ C1Cyos [C1CT|-1]0s | CT|CY
0 [ alalagicag]-1]ad]c]c
R & -1]-1]0,]|-1]65] ] b6
3 | [ -1|-1]o |1 ||
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