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Problematique

Soit K un corps de caractéristique zéro, de cloture algébrique K.

Soient f1,..., fs,g € K[x1,...,x,] tels que le systéme

f1:“‘:fs:099¢0
admette un ensemble fini de solutions dans K .

On cherche a calculer tous les zéros p = (p1,...,Pn) € K" de

(f1s-ees fs) g™ ={f|IMm 20, g f € (f1,---, fs)}

avec leurs algebres locales

Dp = K[[wl — P1y---9Tn _pn]]/((f17°°'7fs) :gc>0).



Exemple

n=2 K=Q,g=1.

p

) fi = af 4+ (r2—1)%2 -1,
\fz = a2 — a3,

[ Dio,0) = w1, z2]]/ (2, x2),

{ D—1,1) = Qllwr + 1,22 — 1]]/ (w1 + 1,2 — 1),
\ D(l,l):@[[ml_1a5132—1]]/(331—1,a32—1), T T T
L 0 O 0
D(0,0) est décrite par M, = et M, =
1 O 0



Résultat Principal

Théoréme [Durvye 07]

Sous les hypotheses précédentes,

il existe un algorithme probabiliste qui calcule

— les racines p du systeme,

— les matrices de multiplication par 4, ..., x, dans une base de
leur algebre locale D,,,

avec

O(D'! + (L + ns)D®) operations arithmétiques dans K,

ou

— n est le nombre de variables,

— L est le colt d’évaluation de f1,..., fs, g donnés par un circuit
arithmétique,

— et D = d™, oud > 2 estle maximum des degrés de f1,..., fs.
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Historique de la Décomposition Primaire :
Cas General

Entrée : une famille fq,..., fs de plolynbmes.
Sortie : une famille de générateurs de “chaque” idéal primaire.

Algorithmes

|Gianni, Trager, Zacharias 88|,
[Eisenbud, Huneke, Vasconcelos 92],
[Shimoyama, Yokohama 94],

[Decker, Greuel, Pfister 99],

[ Steel 05] (caractéristique positive),
(Gao, Wan, Wang 06] (corps finis),...

~ ces algorithmes se réduisent au cas zéro-dimensionel ;
~ ils procedent par calcul de bases de Grobner ;
~ les polyndmes y sont représentés dans la base des monémes.



Historique de la Décomposition Primaire :
Cas Zéro-Dimensionel

Entrée : une famille f1,..., fs de polynémes.
Sortie : pour toute racine du systéme, les matrices de multiplication
par les variables dans une base de son algebre locale D,,.

Algorithme Global

~ algebre linéaire dans K[x1,...,x,]/(f1s--+5 fs)
(bases de Grobner)

— [Alonso, Becker, Roy, Wérmann 96] ,...

Algorithmes Locaux (apres le calcul d’'une racine p du systeme)
~ élimination dans K[[z1 — p1,.++»Trn — Pn]]

(bases standard, ordres locaux)

— [Mora 91], [Greuel, Pfister 96]

~ dualité entre polynémes et opérateurs différentiels.

— [Mourrain 96), [Dayton, Zeng 05]
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Avantages du nouvel Algorithme

Notre algorithme mélange des méthodes locales et globales.

~ 1l nutilise ni bases de Grobner, ni bases standard :

— dans le cas zéro-dimensionel, cela permet d'eviter un coefficient
binomial dans I'analyse de coUt de I'algorithme.

— cet algorithme peut sans doute étre généralisé au calcul des
composantes primaires dans le cas général.

~ il repose entierement sur des techniques d’évaluation :
— le codt de l'algorithme de Mourrain fait intervenir “le nombre de
mondmes obtenus par dérivation des monémes de f1,..., fs’.



Plan de I’exposé

1. Position de Noether, élement primitif et représentation de
Kronecker.

2. Calcul du radical : l'algorithme Kronecker.

3. Module localisé de la courbe et intersection.
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Position de Noether Générale

Soit Z unidéal de K[x1,...,xy].

Définition

T est dit en position de Noether générale (p.N.g.) s’il existe r t.Q.

- Klx1,...,2.] NZ = (0),

-VvVje{r+1,...,n},3geInNK|x1,...,x., x;] tel que
deg, (q) = deg(q).

Exemple
((x2 — 1)2 4+ 22 — 1,23 — x3) esten p.N.g.
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Le K|x4,...,x,.]-module B

Soit Z un idéal de K[x1,...,x,] en p.N.g., et soit

B=K[xi,...,%p][Trr1y...,2n]/T.

Proposition

Le K[x1,...,x,.]-module B est sans torsion ssi Z est
r-équidimensionel (i.e. ses premiers associés sont tous de
dimension r).

CAS D'’UNE COURBE

Si Z est un idéal 1-équidimensionel, alors B est un
K[x1]-module libre de type fini.

Exemple K[x1, 2, z3]/ (23 4+ (x2 — 1) — 1,25 — x3)
est un K |[x4]-module libre de type fini.
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Elément Primitif

Définition
SoitZ enp.N.g.radical, et 7/ = TK (x1y...,Tp)[Trt1y...,Tn].
On dit que x,.41 est primitif pour Z si ses puissances engendrent
le K(x4,...,x,)-espace vectoriel

B = K(1y..+@y)[Tri1s.-.s2n]/T .
Propriéte utile

Si Z est un idéal zéro-dimensionel, et si a1 est primitif pour Z,
alors x1 sépare les racines de 7.
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Representation de Kronecker d’une Courbe Reduite

Soit Z un idéal radical 1-équidimensionel en p.N.g..
On suppose que xo est primitif pour Z,
et on note g son polynébme minimal dans

B = K(x1)[x2,...,Zn|/TK(x1)[x2,...,Tp].

Proposition
3! q,vs,...,v, € K(x1)[z2], deg(v;) < deg(q) — 1 tels que
ITK(x1)[X2y: .y xn] = (q, L3 — V3yeeeylpy — fvn).

3! g, W3, ..., Wy € K[wla 332], degazz (wz) < degmz (q) — ltels

) E)
que ZK (z1)[x2,...,zn] = (g, 5o L3 — W3y e vy 5T — wy,).
~ La suite ¢, ws, ..., w, estlareprésentation de Kronecker de Z.

Propriétés utiles
INK[xy,22] = (q) et Vje{3,...,n}, 53—;23;3- —wj € I.

13



1. Position de Noether, élement primitif et représentation de
Kronecker.

2. Calcul du radical : 'algorithme Kronecker.

3. Module localisé de |la courbe et intersection.

On veut résoudre f1 = --- = fs = 0, g # 0.
~» On suppose que s = n.
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Réduction a une Suite Reguliere

hi = oaafi+--+o1nfn,
On pose <

hy

Oﬂn,lfl + tee ‘I‘ an,nfn-

\
Proposition

Pour (a,;) dans un ouvert de Zariski dense, on a

Vi e {1,...,n — 1},

— (hy,...,h;) : g° est radical,

— h;y1 nedivise pas zérodans K|[x1,...,x,]/(h1y...,h;) :
= (h1ye v o5 hn) : g = (1505 fn) 1 g%,

~ On note f1,..., f. les nouvelles équations.

~+ En particulier, Z = (f1,..., fn_1) : g est un idéal radical
1-équidimensionel.
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Coordonnees Suffisamment Géneriques

Proposition
Pour ¢ dans un ouvert de Zariski dense des changements de

variables affines,
—ZT=(fro¢,...,fn_100¢):go > estenp.N.g.;
— x5 est primitif pour Z ;
— a1 est primitif pour \/Z o ¢ + (fn) © .

(x4 sépare les racines de Z o ¢ + (fn o ¢) dans K .)

~> on note fi,..., fn les nouvelles équations.
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Résolution de la Suite Reguliere

Etant donnés f1,..., fn, g de degré au plus d tels que

-VvVie{l,...,n—1}, (f1,..., fi) : g estradical, et f;11 ne
divise pas zérodans K|[x1,...,Zn]|/(h1y...,h;) : g°°;

— T = (f1,..5 fn_1) : g esten p.N.g., avec =5 comme
élément primitif,

I'algorithme dit Kronecker calcule

— la représentation de Kronecker ¢q, ws, ..., w, de Z pour xs;

— les racines de (Z + (f%)) : g=° avec leur multiplicités, qui sont
les dimensions de leurs algebres locales,

en

@(n(nL + n4)d2(n+1))

opérations dans K, ou L est le colt d’évaluation de f1,..., fn,g.
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Historique rapide de I’'agorithme Kronecker

1990-1999 Algorithmes probabilistes théoriques avec un coult
polynomial en le degré géometrique pour calculer les racines
isolées : Fitchas, Giusti, Hagele, Heintz, Matera, Montana,
Morais, Morgenstern, Pardo, Sabia, Smietanski.

1999-2001 Algorithmes pratiques et implantation : Aldaz, Bruno,
Castano, Hagele, Heintz, Llovet, Marchand, Martinez, Matera,
Wachenchauzer, [Giusti, Lecerf, Salvy 01], [Magma Kronecker
package].

2001-2003 Geénéralisations pour le calcul de la décomposition
équidimensionelle d’'une variété : Jeronimo, Lecerf, Krick,
Puddu, Sabbia, Sombra,...

2006 une preuve autonome, calcul des multiplicités des racines
isolées sans colt supplémentaire : [Durvye, Lecerf, 2007]

2007 Description algébrique des racines isolées.
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Donneées apres le Calcul du Radical

~ q, W3, ..., Wy € K21, x2], représentation de Kronecker d’'un
idéal Z 1-équidimensionel radical en p.N.g.,

~» un polynébme f(= f,) tels que

— I + (f) est zéro-dimensionel,

— x1 est un élément primitif pour \/Z + (f),

— l'origine 0 est un zéro multiple de (Z + (f)) : g*°.

On veut calculer

Do = f[[3317 ¢ 7$n]]/(I+ (f))O

Exemple
T = (22 + (z2 — 1)* — 1),
f =x2 — a2,
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1. Position de Noether, élement primitif et représentation de
Kronecker.

2. Calcul du radical : I'algorithme Kronecker.

3. Module localisé de |la courbe et intersection.
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Module de la Courbe et Algebres Locales

Proposition

Comme Z est un idéal radical 1-équidimensionel en p.N.g.,

B = K|x1,...,Tn]|/Z estun K[x]-module libre de type fini,
de dimension § = deg__(q).

Proposition
Soient p1, p2, . .., pe les racines de Z + (f) dans K .
On a

KQRB/(f) Dy, X Dp, X +++ X Dp,.

Exemple
n=27T= x4+ (x2—1)*—-1), f = x2 — x7.
KQB/(f) ~ Do,0) X D(1,1) X D(—1,1).

21



Localisation et Complétionen z; = 0

Soient
— K[[x1]] 'anneau des séries formelles en x4,
— etZy = IK|[[x1]][T2,. .. Tn].
On pose
Bo = K[[z1]][x2s: .5 Tn]/Zo.

Proposition
Bg est un K[[x4]]-module libre de type fini, de dimension
0 = deg,_(q). Deplus, ona

F@Bo/(f) ~ ]D)().

Exemple Z 4+ (f) = (23(z1 — 1) (1 + 1), z2 — x%).
(T + (F)Kllerlllza] = (22, 22), et K @ Bo/ () ~ Dioy0)
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Algorithme pour le Calcul de D,

Entrée :
- q,ws, ..., Wy, représentation de Kronecker de

T=(f1s---sFn-1):9%;
— f=rn
Sortie :
— les matrices de multiplication par les variables dans une base de

I'algebre locale Dy de la racine 0.

Etape 1 Calculer une base du module localisé de la courbe
Bo = K[[ml]][w2a LN C13?1]/1'00

Etape 2 Calculer la forme de Smith de la multiplication par f dans
By, puis les matrices M., ..., M, _dans une base de

Do ~ K Q@ Bo/(f).
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Etape 2 : forme de Smith et base de D,

Entrée : une base of By = K|[[x1]][x2,. .., Tn]/Zo.
Sortie : une base de Dg = K Q@ Bo/(f).

Forme de Smith de la matrice de multiplication par f dans By :
de1,...,es5 €t e, ..., e5 bases de By,
F0< vy <.--<vg, telsque Vi € {1,...,0}, fe; = x7*el.

(4

~ xitel, ..., x1mel sont nuls dans B/ (f).

Proposition
[ / vi—1
E1s TL1EYy «+-y Ty €7
¢ : . estunebasede Dy ~ K ® Bo/(f).
| €5y T1EGy - zye el

~ forme de Smith avec multiplicateurs (Villard 93)
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Etape 1 : calcul d’'une base de B,

Entrée : la représentation de Kronecker (q, wa,...,w,) de Z.

Sortie : une base de By = K{[x1]][x2,. .., xn]/Zo,
ouZy = ZK|[[x1]|[x2y.. s xn].

25



Propriétes de B, (1)

By est une sous algebre de la cloture entiere de K[[x4]] dans
K((x1))[x2]/(q), ou K((x1)) désigne 'anneau des séries de
Laurent.

Proposition
Bo est un sous-module de

5§—1
LO — K[[wl]] Disciz (q) SERRR K[[wl]] Disc2w2 (2)
5§—1

— K[[ah]]ﬁ DD K[[azl]]wa :

ol d = deg,_(q), etm < §(6 — 1) est la valuation en x; du
discriminant Disc.,(q) € K|[x1]] de q par rapport a x-.
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Exemple

Exemple
fi= (xz2—1)2 4+ (z1 + 2w2 + 423)2 + 1
fa= x5 —x3

La représentation de Kronecker de Z = (f1, f=2) est

— (84—88x1) r3 (4— 6331) 12 (331+331)
q=x3 + 185 2T 185 T2 T =g L2 —|_185’
_ 208z,-64_3 , 64x> 16:131

185 T2 T a5 2"’ 185 L

4

Wwsg =
Disc,., (q) a pour valuation 6.

Lo = K([z1]] % & K[[e1]]2% © Kl[21]]% & K[[z:]]%

et a3 =37°“’1(z(17”)“’2 .o (car 2Lgg — w3 € I.)

leN

27



Propriétes de B, (2)

On pose
Mo = K[[z1]] @ - - @ K[[a]]z5 "

Proposition
Comme Z N K[CBl, 332] — (q)s

M est un sous-module de By.

Cardinal d’'une chaine de sous-modules

1 zo !
Lo = K[[ml]]ﬁ D .- D Kl[z]] 3325” -

Soit Mg C M € --- C M, C Lo une chaine de sous-modules de
Lo. Alors v < mé.
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Calcul de B,

~ Bg est la plus petite algebre qui contient Mg et x3, ..., x,.

Entrée : la représentation de Kronecker de Z.
Sortie : une base de By = K{[x1]][x2,. .., xn]/Zo.

Algorithme
— soit M = Mo(= K[[#:1]] & - - - @ K][[w1]]z5 ")
— calculer M/ = M + K[[z1]]xs + - -+ + K[[x1]]Ty ;
— tant que Ml #£ M,
— M = M, donné par une base eq,...,es,
- M' =M+ 219:,3'35 K{[z1]]e;e;.

Cout
Le calcul de B, coute O((n + m)md®) opérations dans K.
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Conclusion

Théoreme [Durvye 07]

Sous les hypotheses précédentes,

il existe un algorithme probabiliste qui calcule

— les racines p du systeme,

— les matrices de multiplication par x4, ..., x, dans une base de
leur algebre locale D,,,

avec

O(D + (L + ns)D?®) operations arithmétiques dans K,

ou

— n est le nombre de variables,

— L est le colt d’évaluation de f1,..., fs, g donnés par un circuit
arithmétique,

— et D = d™, oud > 2 estle maximum des degrés de f1,..., fs.
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