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带局部形状参数的三次均匀!样条曲线的扩展

徐 岗 汪国昭
（浙江大学数学系计算机图像图形研究所 杭州 ($%%’+）

（H42A$#=/863I4J</6）

"#$%&’()&’)*+&(*),-./0(1!2345(&%./,6%7($89)1:538:4%;:,:-%$%,’

K0E32L32>M32LE0/N=3/
（!"#$%$&$’()*(+,&$’-.-/,0%1#/"2!+/3’4-(1’##%"3，5’,/-$+’"$()6/$0’+/$%1#，70’8%/"39"%:’-#%$;，</"3=0(&($%%’+）

<0’$,:1$ ,=9</2;810<8I/2/5F&;74I29<01@9;OI8=;=379731369891;=3;P9</698=9=/8;7/8I2</670891
3I>9>L9/6981I<>9;IL2JQ/O9@91，8=9;=379731369891;/58=9<01@9;I2719@I/0;73791;319344L4/P34

731369891;J!2/1>918/I281/>0<9F&;74I29<01@9;OI8=4/<34;=379731369891;，8O/<43;;9;/57/4H2/6I34
P492>I2L502<8I/2;OI8=4/<34;=379731369891;319719;9289>I28=I;73791JF/8=/58=963199R892;I/2;/5
<0PI<F&;74I29P3;I<502<8I/2;J,=9P492>I2L502<8I/2;=3@9;I6I43171/7918I9;/5<43;;I<34<0PI<F&;74I29P3;I<
502<8I/2;JF3;9>/28=9LI@92P492>I2L502<8I/2;，3698=/>/5L929138I2L7I9<9OI;97/4H2/6I34<01@9;OI8=
4/<34;=379731369891;I;71/7/;9>JFH<=32LI2L8=9@3409;/58=94/<34;=379731369891;，8=9;=379/58=9
<01@9;<32P9632I704389>4/<344HJ,=9<0PI<<01@9;<32P9632I704389>8/3771/RI63898=9<0PI<F&;74I29
<01@9;51/68=9I1;I>9;3O3H51/68=9</281/47/4HL/2;PH<=32LI2L8=9@3409;/58=9;=379731369891J
"I6I4314H，8=9S0318I<<01@9;<3234;/P9632I704389>8/3771/RI63898=9<0PI<F&;74I29<01@9;51/68=9I1
P/8=;I>9;PH<=32LI2L8=9@3409;/58=9;=379731369891;J,=9L9/6981I<6932I2L;/58=94/<34;=379

731369891;31934;/>I;<0;;9>J,=9I13774I<38I/2;I2<01@9>9;IL232>I28917/438I/231934;/719;9289>J,=9
6/>94I2L9R36749;I440;813898=388=9;929O<01@9;319@91H@3403P495/1</6708913I>9>L9/6981I<>9;IL2J

=%>7),?’ <0PI<02I5/16F&;74I29；4/<34;=379731369891；<01@9>9;IL2；I28917/438I/2

摘 要 带形状参数的F样条曲线的构造已成为计算机辅助几何设计中的热点问题J为了使形状参数

具有局部修改功能，给出了两类带局部形状参数的调配函数，它们都是三次均匀F样条基函数的扩展J
基于给出的调配函数，定义了两种带局部形状参数的分段多项式曲线J可以通过改变局部形状参数的

取值对曲线进行局部调整J调整形状参数可使三次多项式曲线在三次均匀F样条曲线远离控制多边形

的一侧摆动，而四次多项式曲线在三次均匀F样条曲线的两侧摆动J最后讨论了它们在曲线设计及曲

线插值中的应用J造型实例表明，该类曲线在计算机辅助几何设计中具有重要的应用价值J

关键词 三次均匀F样条；局部形状参数；曲线设计；插值

中图法分类号 ,-()$JA$

分段三 次 均 匀F样 条 曲 线 是 计 算 机 辅 助 几 何

设计中最常 用 的 一 类 曲 线J然 而，它 也 有 不 足 的 地

方，例如对 于 给 定 的 控 制 顶 点，曲 线 的 位 置 是 确 定

的，如果要调整曲线的形状，需要调整控制多边形，

这就给曲线设计带来了不便J

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

为了调整曲线的形状或改变曲线的位置，有理



!"#$%&曲线和’()!*曲线中权因子的调整可以达

到这一目的［+］，但是它们的计算比较麻烦，如求导、

求积等,文献［-./］使用张量参数构造了一类经典的

带形 状 参 数 的 分 段 多 项 式 曲 线，称 之 为!曲 线，然

而，只有选取适当的形状参数，它才能具有良好的连

续性和端点性质,文献［0.1］分别利用含有三角函数

和双曲函 数 的 基 函 数 构 造 了 两 类 带 形 状 参 数 的 曲

线，称为2.!样条曲线和3.!样条曲线，三次均匀!
样条曲线是它们的一个特例,这两类曲线的形状参

数也分别用三角函数和双曲函数表示,但改变形状

参数的取值，2.!样条曲线只能位于 三 次 均 匀!样

条曲线的远离控制多边形的一侧，而3.!样条曲线

只能位于三 次 均 匀!样 条 曲 线 的 靠 近 控 制 多 边 形

的一侧,文 献［4］基 于 四 次 调 配 函 数 构 造 了 一 类 带

形状参数的分段多项式样 条 曲 线，它 是 三 次 均 匀!
样条曲线的扩展，改变形状参数的取值，可以从三次

均匀!样条曲线的两侧逼近三次均匀!样条曲线,
文献［5.6］构 造 了!阶（!!-）带 形 状 参 数 的 代 数、

三角和双曲均匀!样条曲线，都有一个可调形状参

数，能够达到"!7-连续，具有与均匀!样条曲线相

同的结 构 和 几 何 性 质，但 它 们 的 计 算 复 杂 度 相 对

较高,
上述曲线中的形状参数均为全局参数，即改变

形状参数的取值，整条曲线的形状都会发生变化，无

法进行局部调整,文献［+8］给出了一种带局部形状

参数的样条插值曲线，可以达到#+连续,本文构造

出了一类新的三次和四次调配函数，它们都可以看

做三次均匀!样条基函数的扩展，并以此为基础定

义了两种带局部形状参数的分段多项式样条曲线，

在保持曲线连续性不变的同时可以通过改变局部形

状参数的取值对曲线进行局部调整,

! 调配函数的构造与性质

定义!"对$"［8，+］，称关于$的多项式
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为带参数"( 的三次调配函数,

定义#"对$"［8，+］，称关于$的多项式

%08（$）& +4
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%0+（$）& +4
［0’4$-)（/)"(）$/’"($0］，

%0-（$）& +4
［+)（/)"(）$)/（+’"(）$-’

/（+’"(）$/’"($0］，

%0/（$）& +4
［+’"(（+’$）］$
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为带参数"( 的四次调配函数,
定理!"对调配函数%!(（$），!9/，0，(98，+，-，

/，有下列结论：

+）&
/

(&8
%!(（$）9+；

-）%!(（$）9%!/7(（+7$）；

/）当7-’"(’+时，对$"［8，+］有%!(（$）!8,
证明,直接计算可证结论+）-）,由文献［++］给

出的*次多项式在［8，+］上非负的充分条件可得结

论/）,
由定义+和定 义-可 以 看 出，当"(9+时 三 次

调配函数便是三次均匀!样条基函数；当"(98时

四次调配函数便是"(9+时的 三 次 调 配 函 数，即 三

次均匀!样条基函数,因此，它们都可以看做 三 次

均匀!样条基函数的扩展,

# 曲线的构造与性质

基于第+节给出的调配函数我们可定义两种带

有局部形状参数"( 的多项式曲线,
定义$"给定控制顶点!(""+（+9-，/；(98，

+，⋯，*）和 节 点,+(,-(⋯(,*:+，对,"［,(，

,(:+］，(9/，0，⋯，*，定义多项式曲线

#(，!（"(；$）&&
/

-&8
%!-（$）!()-’/，!&/，0，（+）

其中，$9
,7,(
.

，.(9,(:+7,(,定义多项式曲线

#!（"(；,）&#(，!（"(；
,’,(
.(

）， （-）

,"［,(，,(:+］，!9/，0,
曲线#!（"(；,）是 定 义 在［,/，,*:+］上 的 带 局

部形状参数的分段多项式曲线,它们可看做三次均

匀!样条曲线的扩展，而且具有良好的几何连续性,
定理#"当7-’"(’+时，若 曲 线 各 段 的 形 状

参数"( 不相等则曲线#!（"(；,）是#+连续的；若曲

//8+徐 岗等：带局部形状参数的三次均匀!样条曲线的扩展



线各段的形状参数均相等则!!（!"；#）是$!!"连续

的，!#$，%&
证明&由式（’）（"）直接计算可得：

!"，!（!"；(）% ’)
［""&$’%""&"’""&’］，

!"，!（!"；’）% ’)
［""&"’%""&’’""］，

!("，!（!"；(）% ’)
（!’!"&’）（""&’&""&$），

!("，!（!"；’）% ’)
（!’!"&’）（""&""&"）&

因此，对"#%，*，⋯，)，当!"!!""’时，有

!"’’，!（!"’’；(）%!"，!（!"；’），

!("’’，!（!"’’；(）%"’!("，!（!"；’），

+,-&’ ./012234567289,:;:;28452<=>:0=76=7?-=>&
@;2</0128,>（4）4>A（B）402B482A=></B,<B72>A,>-
C/><:,=>，9;202!$#’，!%#(，!*#!’，!)#!’&*,>
（4），!$#(，!%#(，!*#!’，!)#’,>（B）@;2</0128,>
（<）4>A（A）402B482A=>D/40:,<B72>A,>-C/><:,=>，9;202
!$#’，!%#(，!*#!’，!)#!’&*,>（<），!$#(，!%#(，

!*#!’，!)#’,>（A）&
图’ 同一控制多 边 形 的 曲 线 实 例&（4）（B）为 基 于 三 次

调配函 数 的 曲 线，（4）中!$#’，!%#(，!*#!’，!)#
!’&*，（B）中!$#(，!%#(，!*#!’，!)#’；（<）（A）为

基于四次 调 配 函 数 的 曲 线，（<）中!$#’，!%#(，!*#

!’，!)#!’&*，（A）中!$#(，!%#(，!*#!’，!)#’

其中"’#
!E!"E’!’
!E!"!’

，故曲线!!（!"；#）是$’连续

的&
若各段的 形 状 参 数!" 均 相 等，不 妨 设!"#!，

则此时"’#’&由 上 面 的 证 明 知 曲 线!$（!；#）是

$’连续的&对!%（!；#）直接计算可得：

!*"，%（!；(）%（’’!）""&$&""#$"%（’$!）""&’，

!*"，%（!；’）%（’&!）""&"&""#$’%（’%!）""，

令""#!
’"!
$E!

，则有

!*"’’，%（!；(）%""’!*"，%（!；’）’""!("，%（!；’），

故曲线!%（!；#）是$"连续的& 证毕&
由定理"的证明可见，曲线式（’）的端点位置、

端点切矢及 二 阶 导 数 与 三 次 均 匀F样 条 曲 线 的 性

质是一致的&图’给出了具有相同的控制多边形的

曲线实例，可以看到，改变每段的形状参数的取值，

可以实现曲线形状的局部调整&

! 形状参数!#的几何意义

为了高效地调整形状参数，使曲线的设计更加

符合用户的需要，本节给出曲线中形状参数!" 的几

何意义&以 基 于 三 次 调 配 函 数 的 曲 线 为 例，首 先 将

+$" 表示为,$- 的线性组合，其中,$- 为三次F20>8:2,>
基函数，"，-#(，’，"，$&写成矩阵形式，即为

（+$(，+$’，+$"，+$$）%（,$(，,$’，,$"，,$$）&，

其中
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此时曲线（’）即为

!"，$（!；.）%（,$(，,$’，,$"，,$$）&（""&$，""&"，""&’，""）@，

（$）

若令

!"，$（!；.）%（,$(，,$’，,$"，,$$）（’"，(，’"，’，’"，"，’"，$）@，

（%）

其中’"，(，’"，’，’"，"，’"，$，’"，%为 三 次FHI,20曲 线

的控制顶点&由式（$）（%）可得：

’"，(%
’
$
’
"

（""&$’""&’［ ］）’"$""&"
，

’"，’%
’
$
’&!"
) ""&$’

*’!"
) ""&（ ）’ ’"$""&"，

’"，"%
’
$
*’!"
) ""&"’

’&!"
) "（ ）" ’"$""&’，

’"，$%
’
$
’
"

（""’""&"［ ］）’"$""&’&

（*）

利用同样的方法，便可以得出基于四次调配函数的

曲线中形状参数!" 的几何意义：

%$(’ 计算机研究与发展 "((J，%%（)）
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（"!##$"!#"［ ］）$$#"!#$
，

!!，""
"
#
"#!!
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"
$ "!#$$"!#（ ）" ，
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#
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图$通过两个例子给出了形状参数!! 的几何意义(
依据!! 的几何意义，便可以根据用户的需要有效地

进行曲线设计(由式（*）（)）和图#可以看出，随 着

!! 的增大，曲线会逐渐靠近其控制多边形(

+,-($ ./01/23,41/56,6-0728/985:/:5351/2/39(（5）

;8/4<3=/>59/?064<>,4>@/6?,6-7<642,06956?（>）;8/
4<3=/>59/?06A<532,4>@/6?,6-7<642,069(
图$ 形状参数 的 几 何 意 义(（5）基 于 三 次 调 配 函 数 的

曲线；（>）基于四次调配函数的曲线

!!B"，!B#，’，*,6（5）（/）（4）（-）；!#B"，!’B!，!*BC"
,6（>）（7）（?）（8）

+,-(# D:/656?4@09/?4<3=//E51:@/9(;8//E51:@/9,6
（5），（>），（/），56?（7）53/>59/?064<>,4>@/6?,6-
7<642,069，56?28//E51:@/9,6（4），（?），（-）56?（8）53/
>59/?06A<532,4>@/6?,6-7<642,069(
图# 开曲线和闭曲线实例(（5）（>）（/）（7）分别为基于三

次调配函数的开 曲 线 和 闭 曲 线，（4）（?）（-）（8）分 别 为 基

于四次调配函数的开曲线和闭曲线

! 曲线造型及插值中的应用

与三次均匀F样条曲线一样，对于基于五次和

六次调配函数的曲线，当要求曲线以"" 和"% 分别

为起点和 终 点，并 且 在"" 和"% 处 的 切 线 分 别 为

"$C"" 和"%C"%C"时，只 要 增 加 两 个 顶 点"!B

$""C"$ 和"%G"B$"%C"%C"，这 里"!，""，⋯，

"%G"是曲线式（$）的控制多 边 形(当 要 构 造 封 闭 曲

线（""B"%）时，只 要 对 控 制 多 边 形 多 取 两 个 顶 点

"%G"B"$，"%G$B"#，图#给出了!!B"及!#B"，

!’B!，!*BC"时的开曲线和闭曲线(可以看出，基

于四次调配函数的曲线比基于三次调配函数的曲线

更靠近其控制多边形(

*#!"徐 岗等：带局部形状参数的三次均匀F样条曲线的扩展



三次均匀!样 条 曲 线 插 值 是 计 算 机 辅 助 设 计

中最为常用的数据点插值方法"本文所给出的两种

曲线同样可以用于数据点插值，并且可以通过调节

形状参数来实现插值曲线的局部形状调整，并达到

!#连续"图$给出了曲线插值实例"

%&’"$ ()*+,-./012345.&67.4,0-*7&068*/.906:3*47&28-.69&6’13627&06/"（*）!";#，";<，$，=，>，?*69（8）!<;@A，!$;
@A，!=;B，!>;@A，!?;#"

图$ 基于四次调配函数的曲线插值实例"（*）!";#，";<，$，=，>，?；（8）!<;@A，!$;@A，!=;B，!>;@A，!?;#

! 结论及将来工作

本文所给出的两种带局部形状参数的分段多项

式曲 线，是 对 三 次 均 匀!样 条 曲 线 的 扩 展，具 有 与

它相类似的端点性质"调整形状参数可使三次多项

式曲线在三 次 均 匀!样 条 曲 线 远 离 控 制 多 边 形 的

一侧摆动，而四次多项式曲线在三次均匀!样条曲

线的两侧摆动"因此，当形状参数大于零时，四次多

项式曲线比 三 次 均 匀!样 条 曲 线 更 接 近 控 制 多 边

形"本文所给出的曲线的最大优点是在不改变曲线

的!#连续性的同时可 任 意 调 整 局 部 形 状 参 数!"，

来对每一段曲线的形状进行修改，而不使其他各曲

线段 的 形 状 受 到 影 响，因 而 具 有 重 要 的 应 用 价 值"
所给出的造型实例也说明了该曲线设计方法的有效

性"由曲线 式（A）可 构 造 带 局 部 形 状 参 数 的 张 量 积

样条曲面"另 外，构 造 带 局 部 形 状 参 数 的 高 阶 分 段

多项式曲线，也是值得进一步研究的课题"
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第3届全国虚拟现实与可视化学术会议（445+5’63）
征文通知

由中国计算机学会虚拟现实与可视化技术专业委 员 会、中 国 图 像 图 形 学 会 虚 拟 现 实 与 可 视 化 技 术 专 业 委 员 会 和 中 国 系

统仿真学会虚拟现实技术专业委员会主办，北京航空航 天 大 学 承 办 的 第T届 全 国 虚 拟 现 实 与 可 视 化 技 术 及 应 用 学 术 会 议 将

于VSST年!S月在北京举行.本次会议将聚集国内从事虚拟现实与可视化技术的研究人员和工程技术人员，广泛开展学术交

流，研究发展战略，推动成果转化，共同促进虚拟现实与可视化技术的发展与应用.
本次大会录用的学术论文将在核心期刊《系统仿真学报》（增刊）发表.会议将邀请国内外著名专家作专题报告，同时将举

办科研成果和最新产品展示会，为各研究开发单位及有关厂商展示自己的成果、产品提供场所.欢迎大家积极投稿.
征文范围（包括但不限于）

建模技术 动画技术 可视化技术 多媒体技术 人机交互技术

虚拟制造 仿真技术 分布式系统 空间化声音 模式识别应用

图形平台 网络技术 遥操作技术 WU=*技术 逼真图形图像技术

增强现实 协同操作 数字博物馆 网络游戏 图像绘制技术

可视化地理信息系统 基于图像的视景生成技术 虚拟现实与可视化应用系统

征文要求

" 论文未被其他会议、期刊录用或发表，不超过!S页；

# 要求电子投稿（同时提交 >#,2与A26格式文件）；

$ 论文包含：题目、中英文摘要、正文、参考文献等；

% 正式论文格式见论文录用通知；

% 投稿者请在论文最后务必写清姓名、单位、通信地址、电话及X3+:5地址.
重要日期

征文截止日期：VSST年R月!Y日（收到日期）

录用通知日期：VSST年T月!Y日（发出日期）

来稿联系方式（请注明77WUWST征文）

联系单位：北京航空航天大学RERC信箱；联系地址：北京市海淀区学院路CT号；邮政编码：!SSSEC
联系人：伍潇潇，胡勇，范志强，王正光；电话：!C!R!BRYVYB；电子邮件：%%H,HST&H,5+DZD0++Z’20Z%1
会议网站

&448：!!H,5+DZD0++Z’20Z%1
欢迎上网查询大会各项文件和最新通知.
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