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三角域上的调和犅犅曲面

徐　岗　　汪国昭
（浙江大学数学系　杭州　３１００２７）

摘　要　利用方向导数研究了三角域上的调和ＢＢ曲面的性质，给出了三角域上的ＢＢ曲面为调和曲面的充要

条件，并且证明了任何一个三角域上的调和ＢＢ曲面的控制网格均由它的第１层和第２层控制顶点完全决定．最

后对极小曲面在建筑设计中的应用进行了初步探讨．

关键词　极小曲面；调和曲面；三角域上的调和ＢＢ曲面；控制网格；建筑设计
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１　引　言

极小曲面被广泛应用于建筑、航空、造船、材料

科学、晶体学等领域，因此将极小曲面引入ＣＡＧＤ

有着积极的意义．文献［１，２］对Ｅｎｎｅｐｅｒ极小曲面在

ＣＡＧＤ中的应用进行了研究．文献［３，４］运用有限

元方法进行极小曲面造型．文献［５］证明了Ｅｎｎｅｐｅｒ

曲面是唯一的一类三次参数多项式极小曲面，并且

给出了用四次参数多项式曲面表示极小曲面的一个

充分条件．基于Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ能量函数最小化的方法，

文献［６，７］分别用矩形域上的张量积Ｂéｚｉｅｒ曲面和

三角域上的ＢＢ曲面来近似表示极小曲面．但是上

面的方法都比较复杂，在实际应用中极不方便．实际

上，如果一张参数曲面满足等温参数条件，那么它为

极小曲面的充要条件是它为调和曲面．文献［８，９］考

虑用调和曲面来近似表示极小曲面，给出了矩形域

上的张量积Ｂéｚｉｅｒ曲面为调和曲面的充要条件，并

且证明了该张量积曲面的控制网格由其相对的两条

边界曲线的控制顶点完全决定，这就给实际设计带

来了方便．

但在实际应用中，通常希望曲面边界在狓狔平



面上的投影是一条凸的闭曲线，所以在调和曲面设

计中，通常需要对调和曲面进行裁剪以达到这样的

要求．因此，将调和曲面表示成三角域上的ＢＢ曲

面会更加方便．

基于上述理由，本文研究三角域上的调和ＢＢ

曲面的性质，给出了三角域上的ＢＢ曲面为调和曲

面的充要条件，并且证明了任何一个三角域上的调

和ＢＢ曲面的控制网格均由它的第１层和第２层

控制顶点完全决定．与文献［８，９］相比，本文需考虑

定义域为非直角三角形的情况，但在推导充要条件

的过程中无需进行升阶，因此得到的结果相对来说

比较简单，证明过程中也无需将Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基化为幂

基，更加简洁易懂，而且其它层的控制顶点与最底部

的两层控制顶点的表示关系可以直接通过迭代的方

法求出，无需求解线性方程组．实际上，对三角域上

的调和ＢＢ曲面沿着参数方向进行延拓，便得到矩

形域上的调和Ｂéｚｉｅｒ曲面．

２　三角域上的犅犅曲面及其性质

设有（狀＋１）（狀＋２）／２个点向量犜犻，犼，犽∈!

３，犻，犼，

犽０，犻＋犼＋犽＝狀，则称

犡（狌，狏，狑）＝ ∑
犻＋犼＋犽＝狀

犅
狀
犻，犼，犽（狌，狏，狑）犜犻，犼，犽，

（狌，狏，狑）∈犜，狌，狏，狑０，狌＋狏＋狑＝１ （１）

为三角域犜 上的狀次ＢｅｒｎｓｔｅｉｎＢéｚｉｅｒ参数曲面，

简称ＢＢ曲面，这里

犅
狀
犻，犼，犽（狌，狏，狑）＝

狀！

犻！犼！犽！
狌犻狏犼狑犽

称为狀次Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数，犜犻，犼，犽称为曲面（１）的控

制顶点．为了下文表述的方便，将（狀－犽＋２）个控制

顶点｛犜犻，犼，犽－１｝犻＋犼＝狀－犽＋１记为该曲面的第犽层控制

顶点．

由基函数犅
狀
犻，犼，犽（狌，狏，狑）的性质，可得到下列求

导公式（证明见文献［１０，１１］）：

　
犡（狌，狏，狑）

狌
＝

狀 ∑
犻＋犼＋犽＝狀－１

犅
狀－１
犻，犼，犽（狌，狏，狑）（犜犻＋１，犼，犽－犜犻，犼，犽＋１）（２）

　
犡（狌，狏，狑）

狏
＝

狀 ∑
犻＋犼＋犽＝狀－１

犅
狀－１
犻，犼，犽（狌，狏，狑）（犜犻，犼＋１，犽－犜犻，犼，犽＋１）（３）

　
犡（狌，狏，狑）

狑
＝

狀 ∑
犻＋犼＋犽＝狀－１

犅
狀－１
犻，犼，犽（狌，狏，狑）（犜犻，犼，犽＋１－犜犻＋１，犼，犽）（４）

３　三角域上的调和犅犅曲面

由于调和函数经过正交变换后仍然为调和函数，

因此对于定义域为非直角三角形的情况（见图１），需

要对曲面函数在狌方向和垂直于狌轴的方向分别求

二阶导数（见图２），即算子Δ＝

２

狌
２＋

２

狏（ ）２ 应变为

Δ
⊥＝


２

狌
２＋


２

狌（ ）２［ ］
⊥

．实际上，我们有下列引理．
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图１　定义域犜

引理１．　三角域犜上的狀次ＢＢ曲面犡（狌，狏，

狑）为调和曲面，当且仅当

犡狌狌ｓｉｎ２γ＋２ｃｏｓα（犡狑狏ｓｉｎβ－犡狑狌ｓｉｎγ）＋犡狏狏ｓｉｎ２β＝０

（５）

其中α，β，γ如图１所示．

证明．　由图２，利用方向导数，我们有
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图２　垂直于狌轴的方向导数

犡狏＝犡狌ｃｏｓα＋（犡狌）
⊥ｓｉｎα （６）

犡狑＝犡狌ｃｏｓ（π－β）＋（犡狌）
⊥ｓｉｎ（π－β） （７）

即（犡狌）
⊥＝犡狏ｃｓｃα－犡狌ｃｏｔα，（犡狌）

⊥ ＝犡狑ｃｓｃβ＋

犡狌ｃｏｔβ，上面两式联立，利用积化和差公式及γ＝

π－（α＋β）可以得到

犡狌＝
犡狏ｓｉｎβ－犡狑ｓｉｎα

ｓｉｎγ
，犡狏＝

犡狑ｓｉｎα＋犡狌ｓｉｎγ
ｓｉｎβ

（８）

将（犡狌）
⊥看作式（６）中的犡，由（犡狌）

⊥ ＝犡狏ｃｓｃα－

犡狌ｃｏｔα便可以得到

（犡狌狌）
⊥＝犡狌狌ｃｏｔ

２
α－２犡狌狏ｃｏｓαｃｓｃ

２
α＋犡狏狏ｃｓｃ

２
α，

故犡狌狌＋（犡狌狌）
⊥ ＝０犡狌狌－２犡狌狏ｃｏｓα＋犡狏狏＝０，

也即

犡狌狌－犡狌狏ｃｏｓα－犡狏狌ｃｏｓα＋犡狏狏＝０ （９）

保持式（９）中的首尾两项不变，将式（８）代入其中间

两项，并注意到ｓｉｎγ＝ｓｉｎ（α＋β）以及ｓｉｎβ＝ｓｉｎ（α＋

γ），便可以得到式（５）． 证毕．

１８１２１２期 徐　岗等：三角域上的调和ＢＢ曲面



定理１．　三角域上的狀次ＢＢ曲面犡（狌，狏，狑）

为调和曲面，当且仅当控制顶点满足

犈犜犻＋２，犼，犽＋犉犜犻，犼，犽＋２＋犌犜犻，犼＋２，犽＋犔犜犻＋１，犼，犽＋１＋

犕犜犻，犼＋１，犽＋１＋犖犜犻＋１，犼＋１，犽＝０ （１０）

其中犻，犼，犽０，犻＋犼＋犽＝狀－２，

犈＝ｓｉｎγ（ｃｏｓγ＋ｃｏｓα），

犉＝
１

２
（ｓｉｎ２γ＋ｓｉｎ２β）＋ｃｏｓα（ｓｉｎγ－ｓｉｎβ），

犌＝
１

２
ｓｉｎ２β，犔＝ｃｏｓα（ｓｉｎβ－２ｓｉｎγ）－ｓｉｎ２γ，

犕＝ｓｉｎβ（ｃｏｓα－２ｃｏｓβ），犖＝－ｃｏｓαｓｉｎβ
（１１）

证明．　由引理１及式（２）～（４）知，

Δ
⊥犡（狌，狏，狑）＝


２

狌
２ｓｉｎ２γ＋２ｃｏｓαｓｉｎβ


２

狑狏（ －

　２ｃｏｓαｓｉｎγ

２

狑狌
＋

２

狏
２ｓｉｎ２ ）β犡

＝２狀（狀－１）∑
犻＋犼＋犽＝狀－２

犅
狀－２
犻，犼，犽（狌，狏，狑）犌

狀－２
犻，犼，犽，

其 中 犌
狀－２
犻，犼，犽 ＝犈犜犻＋２，犼，犽 ＋犉犜犻，犼，犽＋２ ＋犌犜犻，犼＋２，犽 ＋

犔犜犻＋１，犼，犽＋１＋犕犜犻，犼＋１，犽＋１＋犖犜犻＋１，犼＋１，犽，犈，犉，犌，犔，

犕，犖 如式（１１）所示．

由犅
狀－２
犻，犼，犽（狌，狏，狑）的线性无关性，便得到

Δ
⊥犡（狌，狏，狑）＝０犌

狀－２
犻，犼，犽＝０． 证毕．

上述定理给出了三角域上的ＢＢ曲面为调和

曲面的充要条件，也就是说当且仅当控制网格

｛犜犻，犼，犽｝满足式（１０）所列出的狀（狀－１）／２个等式时，

其所对应的三角域上的ＢＢ曲面犡（狌，狏，狑）为调和

曲面．实际上，当α＝
π
２
时，可以得到

犜犻＋２，犼，犽＋２犜犻，犼，犽＋２＋犜犻，犼＋２，犽－２犜犻＋１，犼，犽＋１－

２犜犻，犼＋１，犽＋１＝０，犻＋犼＋犽＝狀－２ （１２）

特别地，当狀＝２时，我们有以下推论．

推论１．　三角域上的二次ＢＢ曲面为调和曲

面，当且仅当

犜００２＝－
１

犉
（犈犜２００＋犌犜０２０＋犔犜１０１＋犕犜０１１＋犖犜１１０）．

用模板（即显示用某些控制顶点来生成其它控

制顶点的图）可以表示如下：

犜００２＝－
１

犉
×

·

犕 犔

犌 犖 犈

α＝
π

→
２

犜００２＝
１

２
×

·

２ ２

－１ ０ －１

．

图３给出了两个二次调和ＢＢ曲面的例子．

!"# !$#

图３　二次调和ＢＢ曲面（其中较小的顶点为事先给定

的控制顶点，较大的顶点为根据调和条件求出的

控制顶点，α＝
π
２
，下同）

当狀＝３时，不妨令α＝
π
２
，则由式（１２），可以得

到下列推论．

推论２．　直角三角域上的三次ＢＢ曲面为调

和曲面，当且仅当

犜１０２＝
１

２
（２犜１１１＋２犜２０１－犜３００－犜１２０）

犜０１２＝
１

２
（２犜１１１＋２犜０２１－犜０３０－犜２１０）

犜００３＝
１

２
（４犜１１１＋犜２０１－犜３００－犜１２０＋犜０２１－犜０３０－犜２１０

烅

烄

烆
）

（１３）

注意到由式（１３）给出的第３个等式可以得到

犜１１１＝
１

４
（２犜００３－犜０２１＋犜０３０＋犜１２０－犜２０１＋犜２１０＋犜３００），

这正是文献［７］给出的三角域上的三次ＢＢ曲面所

满足的Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ极值条件．这也验证了如果一张曲

面为调和曲面，则它一定满足Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ极值条件．

同样可以用模板来表示犜１０２，犜０１２和犜００３，

犜１０２＝
１

２
×

·

· ·

０ ２ ２

０ －１ ０ －１

，

犜０１２＝
１

２
×

·

· ·

２ ２ ０

－１ ０ －１ ０

，

犜００３＝
１

２
×

·

· ·

１ ４ １

－１ －１ －１ －１

．

　　图４给出了三次调和ＢＢ曲面的例子，其中

图４（ｃ）为Ｅｎｎｅｐｅｒ极小曲面及其ＢＢ控制网格，

图４（ｄ）为其侧视图，其参数形式为

犡（狌，狏）＝ 狌－
狌３

３
＋狌狏２，狏－

狏３

３
＋狏狌２，狌２－狏（ ）２ ．
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图４　三次调和ＢＢ曲面

　　由推论１和推论２可以发现，三角域上的低次

调和ＢＢ曲面的控制网格由它的第１层和第２层

控制顶点完全决定．事实上，这一结论对于任意次的

三角域上的调和ＢＢ曲面都成立，下面我们给出它

的证明．

定理２．　三角域上的调和 ＢＢ曲面的控制

网格由它的第一层和第二层控制顶点完全决定，

即如果犡（狌，狏，狑）为三角域上的狀次调和ＢＢ曲

面，｛犜犻，犼，犽｝，犻，犼，犽０，犻＋犼＋犽＝狀为它的控制网格，

则第 １ 层 和 第 ２ 层 控 制 顶 点 ｛犜犻犼０｝犻＋犼＝狀 和

｛犜犻犼１｝犻＋犼＝狀－１完全决定了该曲面其余的控制顶点．

证明．　由定理１知犡（狌，狏，狑）为调和曲面当

且仅当

－犉犜０，０，狀＝犈犜２，０，狀－２＋犌犜０，２，狀－２＋犔犜１，０，狀－１＋犕犜０，１，狀－１＋犖犜１，１，狀－２，

－犉犜１，０，狀－１＝犈犜３，０，狀－３＋犌犜１，２，狀－３＋犔犜２，０，狀－２＋犕犜１，１，狀－２＋犖犜２，１，狀－３，

－犉犜０，１，狀－１＝犈犜２，１，狀－３＋犌犜０，３，狀－３＋犔犜１，１，狀－２＋犕犜０，２，狀－２＋犖犜１，２，狀－３
｝，２

……………

－犉犜０，狀－３，３＝犈犜２，狀－３，１＋犌犜０，狀－１，１＋犔犜１，狀－３，２＋犕犜０，狀－２，２＋犖犜１，狀－２，１，

……………

－犉犜狀－３，０，３＝犈犜狀－１，１，１＋犌犜狀－３，２，１＋犔犜狀－２，０，２＋犕犜狀－３，１，２＋犖犜狀－２，１，１

烍

烌

烎，

狀－２

－犉犜０，狀－２，２＝犈犜２，狀－２，０＋犌犜０，狀，０＋犔犜１，狀－２，１＋犕犜０，狀－１，１＋犖犜１，狀－１，０，

……………

－犉犜狀－２，０，２＝犈犜狀，０，０＋犌犜狀－２，２，０＋犔犜１，狀－２，１＋犕犜狀－１，０，１＋犖犜狀－１，１，０

烍

烌

烎，

狀－１

烅

烄

烆

　

（１４）

由上面的狀（狀－１）／２个等式可知，第（狀＋１）层

的控制顶点由第狀层和第（狀－１）层的控制顶点决

定，第狀层的控制顶点由第（狀－１）层和第（狀－２）层

的控制顶点决定，依次类推，第３层的控制顶点由第

１层和第２层的控制顶点决定．因此，该曲面控制网

格的每一层控制顶点均由第１层和第２层的控制顶

点决定． 证毕．

由式（１４）可知，我们直接利用迭代的方法便可

求出其它层的控制顶点与最底部的两层控制顶点的

表示关系，无需求解线性方程组，这样便大大简化了

求解过程．图５给出了四次调和ＢＢ曲面的例子，

其中图５（ｃ）为文献［５］给出的四次等温参数极小曲

面及其ＢＢ控制网格，图５（ｄ）为其侧视图，其参数

形式为

犡（狌，狏） ｛＝ －狌４＋６狌２狏２－狏４＋２狌狏，（１－４狌狏）（狌２－狏２），
４

３
［狌（狌２－３狏２）－狏（狏２－３狌２ ｝）］．

!"# !$#
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图５　四次调和ＢＢ曲面

４　实例分析与应用

本节将对本文中的曲面实例进行分析比较，研

究它们的几何形状，并探讨它们在建筑设计中的一

些应用．

３８１２１２期 徐　岗等：三角域上的调和ＢＢ曲面



由于调和曲面可近似看作极小曲面，而极小曲

面又以平均曲率处处为零为基本特征，因此，本文主

要分析调和ＢＢ曲面的平均曲率性质．表１分别给

出了图３、图４及图５中的曲面平均曲率的大小，其中

最大值与平均值分别表示该曲面上２０×２０个采样点

处的平均曲率的最大值与平均值．由表１中的数据

可以看出，对于这些曲面实例来说，它们在各采样点

处的平均曲率与零已相差不大．特别地，由微分几何

知识可知，调和ＢＢ曲面均为负高斯曲率曲面．

表１　实例曲面的平均曲率值

平均曲率

最大值 平均值

图３（ａ） ０．８１４６ ０．３４３２

图３（ｂ） ０．６４３１ ０．２７６９

图４（ａ） ０．８０３７ ０．２０５６

图４（ｂ） ０．５６７９ ０．１９０５

图４（ｃ） ０．０ ０．０

图５（ａ） ０．６６５４ ０．１６７９

图５（ｂ） ０．６８９２ ０．２３６８

图５（ｃ） ０．０ ０．０

利用计算机辅助几何设计技术来进行建筑形状

设计已成为图形学领域一个新的研究热点［１２，１３］．空

间膜结构是当今流行的建筑结构体系，现已大量用

于滨海旅游、博览会、文艺、体育等大空间的公共建

筑上．极小曲面具有非常完美的表面形状和应力状

态，是膜结构最合理的理想初始状态．由于调和曲面

可近似看作极小曲面，因此，我们可以利用本文方法

来完成膜结构设计中“找形”阶段的工作．图６给出

了利用本文方法设计的空间膜结构的例子．

!"#$

网格图
!%&$

侧视光照图

图６　利用本文方法设计的膜结构

５　结论及将来工作

调和曲面与极小曲面有着密切的联系．在某些

特定条件下，极小曲面可近似看作调和曲面．本文给

出了三角域上的ＢＢ曲面为调和曲面的充要条件，

并且证明了任何一个三角域上的调和ＢＢ曲面均

由它的第１层和第２层控制顶点完全决定，这非常

有利于ＣＡＧＤ中调和曲面特别是极小曲面的几何

设计．

ＣＡＧＤ中的极小曲面造型工作还有很多需要

完善的地方．文献［９］给出了一类完全由边界曲线决

定的矩形域上的张量积Ｂéｚｉｅｒ曲面，称为双调和

Ｂéｚｉｅｒ曲面．相对于文献［６，７］中基于Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ函数

最小化的方法来说，这类曲面是对极小曲面的一种

更好的近似．我们可以运用本文中类似的方法得出

三角域上的ＢＢ曲面为双调和曲面的充要条件，并

且可以证明任何一个三角域上的双调和ＢＢ曲面

均由它的第１层、第２层、第３层和第４层控制顶点

完全决定．另外，寻找高次等温参数多项式极小曲面

并深入探讨极小曲面的应用，也将是我们下一步的

研究方向．
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