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一类极小曲面的控制网格表示

徐 岗 汪国昭
（浙江大学数学系计算机图象图形研究所 杭州 E!$$#%）

（G<HD!!I;JKLM<=N;K）

摘 要 给出了平面曲率线极小曲面的拟FOPM>Q和拟F样 条 控 制 网 格 表 示，以 悬 链 面 及2HH>R>Q曲 面 为 特 殊 形 式，

实现了由悬链面到2HH>R>Q曲面的动态变形=该工作为将极小曲面引入.+75".+5造型系统，并利用拟S>3.LTJ><ULV
算法生成极小曲面提供了一个有力的工具=
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极小曲面被广泛应用于建筑设计、航空、造船、

材料科学、晶 体 学 等 领 域，将 极 小 曲 面 引 入.+75
有着积极的意义=文献［!］对2HH>R>Q曲面在.+75
中的应用进 行 了 研 究=文 献［#］运 用 有 限 元 方 法 进

行极小曲面造型=文献［E］证明了2HH>R>Q曲面是唯

一的一类三次参数多项式极小曲面，并研究了四次

参数多项式曲面为极小曲面的充分条件=文献［D3B］

研究了边界曲线为FOPM>Q曲线及F样条曲线的极小

曲面的近似解=
在.+75".+5曲面造型系统中，控制网格对交

互设计起着非常重要的作用=但对于绝大多数的极

小曲 面，我 们 都 无 法 用 *()F6曲 面 精 确 表 示=因

此，如何给 出 极 小 曲 面 的 控 制 网 格 表 示，以 便 于 在

.+75".+5系统中 和 其 他 的 曲 线 曲 面 进 行 统 一 处

理，是一个非 常 有 意 义 的 课 题=目 前 在 这 方 面 鲜 有

科研文献发表，只有文献［@］基于.3FOPM>Q曲面［%］和

93FOPM>Q曲面［C］给出了正螺面和 悬 链 面 的 拟FOPM>Q
控制网格表示=

由微分几 何 知 识 可 知，悬 链 面 和2HH>R>Q曲 面

上的等参数线便是其曲率线，并且其曲率线均为平

面曲线=F;HH>J在!CBB年发现了一类曲率线为平面

曲线的非平面极小曲面，称之为平面曲率线极小曲

面，悬链面和2HH>R>Q曲面是其特例=本文验证了该

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

类曲面为极小曲面，并给出了平面曲率线极小曲面



的拟!"#$%&和拟!样条控制网格表示，这样就可以

利用拟’%()*+,%-.*/算 法 及 细 分 算 法 来 生 成 极 小 曲

面0最后实现了由悬链面到122%3%&曲面的动态变

形，并且中间的过渡曲面都是极小曲面0

! 平面曲率线极小曲面

平面曲率线极小曲面是唯一的一类曲率线为平

面曲线的非平面极小曲面，具有如下的参数形式
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当!9:时，是 悬 链 面；当!"7时，近 似 于122%3%&
曲面0图7所示为平面曲率线极小曲面的8个例子0

图7 平面曲率线极小曲面的8个例子

引理!"等温参数曲面为极小曲面的充要条件

是该曲面为调和曲面0
引理7的证明见文献［;］0
定理!"具有参数形式（7）的曲面!（!，"）既是

等温参数曲面，又 是 调 和 曲 面0即!（!，"）为 极 小

曲面0
证明0由计算可得
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因此，!（!，"）的第一基本形式为

) #!!·!! #
（!45+!’45+6"）8

7(!8
，

*#!!·!" #:，

+ #!"·!" #
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7(!8
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即)9+，*9:，故!（!，"）为等温参数曲面0又因

为!!!<!""9:，故!（!，"）为 调 和 曲 面0由 引 理7
知，该曲面为极小曲面0 证毕0

# 平面 曲 率 线 极 小 曲 面 的 拟$%&’()控 制 网

格表示

为给出平面曲率线极小曲面的拟!"#$%&控制网

格表示，本文将采用混合张量积的形式，即在!参数

方向采用)(!"#$%&基函数，"参数方向采用=(!"#$%&
基函数0

根据文献［>］中)(!"#$%&基函数的定义可知
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其中，.9+$2"，/945+"，09（"?.）#（7?/），19.#（"?80），-(［:，"］，"(（:，!］0
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同理可以得到!"#$%&’(基函数的定义［)］，即
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其中%&3.&/0!，’&312.0!，(&3（!4%&）"（+4’&），
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我们求得" 和! 的逆矩阵分别为
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本文考虑平面曲率线极小曲面#（.，/）的控制网格表示，即寻找控制顶点$*+，使得
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图, 拟#$%&’(控制网格表示

因此，如果取控制顶点为
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则平面曲率线极小曲面可以表示为
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图,所示为,个平面曲率线极小曲面及其拟#$%&’(控制网格7
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! 平面曲率线极小曲面的拟!样条控制网

格表示

本文采用混合张量积的形式，即在!参数方向

采用"#!样条基函数，"参数方向采用$#!样条基函

数%"#!样条基为定义在空间#$%&｛&，’，’()’，*+’’｝

上的均 匀 拟!样 条 基，$#!样 条 基 为 定 义 在 空 间

#$%&｛&，’，’(),’，*+’,’｝上的均匀拟!样条基%
根据文献［-］中"#!样条基函数的定义可知
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其中，#1’()!，+1*+’!，’&［.，!］，!&［.，!］% 同理可以得到$#!样条基函数的定义［&.］，即
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其中，#.1’(),"，+.1*+’,"，’&［.，"］，"&（.，23）% 我们求得’! 和!" 的逆矩阵分别为
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与第/节类似，如果取控制顶点为
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则平面曲率线极小曲面可以表示为
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图0所示为/个平面曲率线极小曲面及其拟!样条控制网格%

图0 拟!样条控制网格表示

" 悬链面到#$$%&%’曲面的动态变形

由前面的讨论可知，当#1.时，平面曲率线极

小曲 面 便 是 悬 链 面；当 #,& 时，它 便 近 似 于

5))6768曲 面%因 此，我 们 可 以 实 现 由 悬 链 面 到

5))6768曲面的 动 态 变 形，而 且 中 间 过 渡 曲 面 均 为

极小曲面%利 用 这 一 性 质，可 以 得 到 一 系 列 的 极 小

曲面%图4所示为悬链面到5))6768曲面的动态变

形的例子，其中!1!，"1/，式（&）中取“9”%
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图! 悬链面到"##$%$&曲面的动态变形

! 结论及将来工作

本文给出了一类极小曲面的控制网格表示，从

而可以利用细分算法生成该极小 曲 面，并 在’()*
系统中与其他的曲面进行统一处理+

几何构造方法在’()*系统中占有重要地位，

如何给出该类极小曲面的几何构造方法，将是我们

下一步需要解决的问题+文献［,,］提出了一种利用

圆锥网格进行几何造型的方法+圆锥网格可以看作

把曲面按照曲率线离散化后得到的网格，其良好的

等距性质使得它在建筑造型方面有着巨大的应用价

值+由于本文中提到的这类极小曲面的曲率线便是

其参数线，因此应用此类极小曲面进行建筑造型将

大大减少计算量+我们会在今后的研究工作中对这

一问题进行详细讨论+
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