Interrogation d’analyse. Groupe 5. Sujet 1. Corrigé.
1. QCM.
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Réponse A.
(b) La fonction f est un polynéme de degré 2.

Elle admet un minimum en z = % et f(%) = %. Et donc f est injective de | — oc; %] dans IR. Réponse
B.

(c) sin oscille entre —1 et 1 quand n — +o0, sin(n) n’a pas de limite.

2. C’est dans le cours, c’est la principale nouveauté sur les suites introduite cette année, lim U, =1 < Ve > 0,

n—-+4oo
il existe N un entier tel que Vn > N, |U, — | < e. C’est-a-dire en frangais on peut se rapprocher arbi-
trairement pres de [ en choisissant n suffisamment grand.
3. (a) Montrons par récurrence sur n que 0 < U,, < 2.
0<Up=1<L2

1 2 1 2 1
Supposons que 0 < U,, < 2. Alors 0 < gUng g.Etdonclg gUn+1§ §+letd0n00§ gUn—i—l <2

soit 0 < U, 41 < 2. Par récurrence, on a donc que vn € IN, 0 < U,, < 2.
1 1 1
(b) Upy1 — Uy, = gUn +1- gUn,l —-1= g(Un — Up—1. Donc signe(Up41 — Uy,) = signe(Uy, — Up—1).

Par récurrence, on démontre alors que Vn € IN, signe(Up41 — U,) = signe(U; — Up) = % > 0. Donc
Vn e IN, U, —U,_1 > 0. U, est donc ue suite montone croissante.
(¢) U, est une suite croissante et majorée. Elle est donc convergente. Elle a donc une limite finie [.

Mais | = hm U,= lim U,y . Et en passant a la limite la relation de récurrence, on doit avoir
n—-+4oo n—-+o0o
3

1

4. (a) f est une fonction 2m-périodique. On peut donc réduire I’étude de f & un intervalle de longueur 27
comme [—m;7]. De plus f(—x) = —f(x). f est donc une fonction impaire. Il suffit donc d’étudier f
sur [0; 7]

(b) f'(x) = cos(z) — % + 34 cos(z) sin(z)? = cos(x)(1 — 2sin(z

)?) =

(c) On s’intéresse a I'intervalle [0; 7]. Sur cet intervalle cos(x) < 0 si et seulement si 2 > 7 et cos(2z) < 0
si et seulement si = € [7; %] On en déduit le signe de f/(z).

) =

FO)=0=f(n), f(5) =1, f(5) =% = F(3F).

= cos(x) cos(2x).
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(d) f n’est pas injective de [0; 5] dans IR, f est injective de [0; §] dans IR.
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Réponse C.
(b) La fonction f est un polynéme de degré 2.

Elle admet un minimum en x = % et f(%) = %. Et donc f est surjective de IR dans [%; +oo[. Réponse

C.
i 1 1
(c) —1 <sin(n) <1, et donc =% < 51n75n) <i lirf ~ = lir+n —= = 0. Et donc par le théoréme des
n—-+oo N n—-+o00 n
gendarmes, lim w = 0. Réponse C.
n—-+o00 n

2. C’est dans le cours, c’est la principale nouveauté sur les suites introduite cette année, hm U,=1&Ve>0,

7L—7 oo
il existe N un entier tel que Vn > N, |U, — | < e. C'est-a-dire en frangais on peut se rapprocher arbi-
trairement pres de [ en choisissant n suffisamment grand.
3. (a) Montrons par récurrence sur n que 0 < U, < 2.
0<Uy=1<2

1 1 1
Supposons que 0 < U,, < 2. Alors0 < §Un§ 1.Etdonc1 < §Un+1 <1l+1letdoncO< §Un—|—1 <2

soit 0 < U,+1 < 2. Par récurrence, on a donc que Vn € IN, 0 < U,, < 2.
1 1 1
(b) Upy1 —Up = §Un +1-— iUn,l —1= i(Un — Up—1. Donc signe(Up1+1 — Uy,) = signe(Uy, — Up—1).

Par récurrence, on démontre alors que Vn € IN, signe(U, 41 — Uy,) = signe(U; — Up) = £ > 0. Donc
VYn e IN, U, —U,_1 > 0. U, est donc ue suite montone croissante.

(¢) Uy, est une suite croissante et majorée. Elle est donc convergente. Elle a donc une limite finie [.
Mais Il = lim U, = hm U,+1 . Et en passant a la limite la relation de récurrence, on doit avoir

n—-+oo n~>
1
l=§l—|—1. Et donc §l:1<:>l:2
4. (a) f est une fonction 2m-périodique. On peut donc réduire I’étude de f & un intervalle de longueur 27

comme [—m;7]. De plus f(—z) = —f(z). f est donc une fonction impaire. Il suffit donc d’étudier f
sur [0; 7]
(b) f'(x) = cos(x) — % % 3 % cos(x) sin(z)? = cos(z)(1 — 2sin(z)?) = cos(z) cos(2x).

)?) =
(¢) On s’intéresse a l'intervalle [0; ] Sur cet intervalle cos(z) < 0 si et seulement si 2 > 7 et cos(2z) <0
si et seulement si x € [1;3%]. On en déduit le signe de f’(z).

F0)=0=f(r), f(5) =1, f(%) = = f(3).

[
%
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(d) f n’est pas surjective de [0; 5] dans IR, f est surjective de [0; §] dans [0; g]



