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Notations, dé�nitions et aronymesOutre les notations partiulières dé�nies au ours et pour les besoins de l'exposé, lesnotations de base suivantes seront utilisées tout au long de e mémoire :
• R,R+,Z,N,N

∗ désignent respetivement les nombres réels, les réels positifs, les entiersrelatifs, les entiers naturels et les entiers naturels privés du zéro.
• Tn est le tore de dimension n, ave Tn = R/2πZ.
• g∗ désigne la valeur désirée ou de référene de la variable g.
• g′ désigne l'opération de transposition du veteur g.
• In est la matrie identité assoiée à Rn.
• S est la matrie antisymétrique (

0 −1

1 0

)Géométrie di�érentielle
• Par abus de notation et dans le but de ne pas alourdir l'exposé, nous utiliserons indi�é-remment les mêmes symboles pour noter un élément d'une variété et sa représentationdans un système de oordonnées.
• Le groupe SE(2) étant isomorphe à R2 × S1, dans e mémoire nous paramétrerons unélément g ∈ SE(2) par un veteur g = (p′, θ)′ ave p = (x, y)′ ∈ R2, θ ∈ (−π, π] ⊂ R.
• ∀g ∈ SE(2), R(g) est la matrie de rotation 2 × 2

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)

• ∀g ∈ SE(2), X(g) est la matrie de rotation 3 × 3

(
R(g) 0

0 1

)

• ‖ · ‖ est la norme eulidienne dans Rn.



• ave un abus de notation, puisque SE(2) n'est pas un espae normé, ∀g ∈ SE(2), ‖g‖ =√
‖p‖ + θ2.

• Bg(δ) est la �boule� dans SE(2) de rayon δ, entrée sur 0, i.e. Bg(δ) = {g ∈ SE(2) :

‖g‖ ≤ δ}.
• Ck(N ;M) désigne l'ensemble des appliations de N dans M , k fois di�érentiables, k ∈

N∪{∞}, et de dérivée k-ième ontinue. En partiulier, C0(N ;M) désigne l'ensemble desappliations ontinues de N dans M . Si M = Rn, on érira simplement Ck(N).
• Op(·) désigne toute fontion f ∈ C0(Rn × R; Rm) telle que :

∃ δ,K > 0, : ‖x‖ ≤ δ =⇒ ‖f(x, t)‖ ≤ K‖x‖p.

• La di�érentielle de l'appliation f ∈ C1, évaluée au point g est notée df(g).
• Étant donné l'ensemble de veteurs { vi ∈ Rn, i = 1, . . . , p ∈ N∗}, span{vi ∈ Rn, i =

1, . . . , p ∈ N∗} désigne l'espae vetoriel engendré par et ensemble.
• Une fontion f ∈ C0(R+; R+) est dite de lasse K si elle est stritement roissante et
f(0) = 0.

• Étant donné une variété di�érentielle V , TpV désigne l'espae tangent à V en p ∈ V et
TV est le �bré tangent, i.e. l'ensemble ⋃p∈V TpV . Pour plus de détails voir par exemple(Spivak, 1999; Warner, 1983).

• Un hamp de veteurs sur V est une appliation régulière1 de V dans TV .
• X (V ) est l'ensemble de hamps de veteurs sur V .Groupes de Lie
• Un groupe de LieG est une variété di�érentielle munie d'une opération de groupe régulière

(g1, g2) 7→ g1g2 et telle que l'appliation inverse g 7→ g−1 est aussi régulière. Rappelonsque g−1 ∈ G est dé�ni par la relation g−1g = gg−1 = e, ave e l'élément neutre dugroupe, i.e. tel que ∀g ∈ G, ge = eg = g.
• Pour tout groupe de Lie G, ∀g ∈ G nous notons l'opération de translation à gauhe (resp.à droite) par l : G→ G (resp. r : G→ G) dé�nie par lg(h) = gh (resp. rg(h) = hg).
• Nous noterons Ad la représentation adjointe de G, i.e. ∀g ∈ G, Ad(g) = dIg(e) ave
Ig : G → G la bijetion dé�nie par Ig(σ) = gσg−1. Dans un système de oordonnées
g nous noterons Adg(g) l'opérateur adjoint, et lg (resp. rg) l'opérateur de translation àgauhe (resp. à droite).

• Nous noterons AdX(g) la représentation matriielle de l'opérateur adjoint par rapportà la base de hamps de veteurs dé�nie par X1,X2,X3, i.e. X(e)AdX(g) = Ad(g)X(e),ave X(·) la matrie dont les veteurs olonnes sont les hamps de veteurs Xi.1à moins d'indiation ontraire, par régulière nous entendrons de lasse C
∞



• Un hamp de veteurs Xi sur G est dit invariant à gauhe si
∀g, h ∈ G, dlgg(h)Xi(h) = Xi(gh)e qui est équivalent à la propriété suivante :
∀g ∈ G, dlgg(e)Xi(e) = Xi(g).

• Étant donné des hamps de veteurs X1, . . . ,Xm sur G, le système
ġ =

m∑

i=1

uiXi(g)est dit invariant à gauhe si les hamps de veteurs Xi sont invariants à gauhe.
• Une algèbre de Lie g est un espae vetoriel muni d'une opération bilinéaire [ , ] quisatisfait les propriétés suivantes :(a) [[X,Y ], Z] + [[Y,Z],X] + [[Z,X], Y ] = 0 (identité de Jaobi)(b) [X,Y ] = −[Y,X]pour tout triplet [X,Y,Z] d'éléments de g.
• Soit V une variété, et { Xi ∈ X (V ), i = 1, . . . , p ⊂ N} un ensemble de hamps de ve-teurs. Lie(Xi) désigne l'algèbre de Lie engendrée par et ensemble, 'est-à-dire l'ensembleobtenu par �rohets de Lie� suessifs (répétés éventuellement à l'in�ni) des hamps Xi.Rappelons que le rohet de Lie de deux hamps de veteurs Xi,Xj est dé�ni par

[Xi,Xj ] = dXj(Xi) − dXi(Xj).

• Lie(Xi)(g0) est l'espae vetoriel engendré par l'ensemble de veteurs {X(g0) : X ∈
Lie(Xi)}.Aronymes

• CRC Commande référenée apteurs.
• FT Fontions transverses (approhe de ommande par).
• CRAL Condition de rang de l'algèbre de Lie (LARC en anglais).





IntrodutionCette thèse porte sur la ommande référenée apteur (CRC) des robots non holonomes.Plus préisément, on étudie l'utilisation de signaux issus des apteurs dans des boules deommandes stabilisantes pour les robots mobiles sur roues. A�n d'expliquer la motivation deette étude, et la positionner par rapport aux travaux existants, nous allons faire quelquesrappels sur i) la ommande des robots non holonomes, ii) la CRC des robots holonomes etiii) quelques travaux existants sur la CRC des robots non holonomes.i) Commande de robots non holonomes. Plusieurs problèmes de ommande ont étéabordés dans la littérature onsarée aux robots mobiles non holonomes : plani�ationde trajetoires (i.e. synthèse de ommandes en boule ouverte), ommande par retourde sortie (pour des appliations de platooning par exemple), suivi de hemin, et suivi detrajetoires. La présente thèse onerne e dernier problème et plus spéi�quement lastabilisation de la on�guration omplète du système (i.e. position et orientation). Pourun aperçu des autres problèmes nous renvoyons le leteur à (Laumond, 2001). Bien queommandables, les systèmes non holonomes sont des systèmes fortement non linéairesave des aratéristiques qui les rendent di�iles à ommander dans ertains situa-tions. En partiulier, les robots non holonomes sur roues sont sujets à des ontraintessur les vitesses qui relèvent de la ontrainte méanique de roulement sans glissementdes roues. D'un point de vue pratique, ette ontrainte se traduit par le fait que lesrobots non holonomes sur roues ne peuvent pas se déplaer latéralement de manièreinstantanée. Par ontre, il est possible d'approximer des déplaements dans ette dire-tion en faisant des man÷uvres. Du point de vue de l'automatique es ontraintes ontplusieurs onséquenes. Tout d'abord, le système obtenu en linéarisant les équations dumouvement de es véhiules autour de tout point d'équilibre n'est pas ommandable.Cela empêhe en partiulier l'utilisation de tehniques linéaires pour stabiliser asymp-totiquement une on�guration �xe. Comme nous le détaillerons par la suite, 'est aussil'origine d'importants problèmes de robustesse. Deuxièmement, un résultat démontrédans (Brokett, 1983), souvent appelé Théorème de Brokett, implique qu'il n'existepas de retour d'état autonome (i.e. qui dépende seulement de l'état) régulier pouvantstabiliser asymptotiquement un point �xe. Cependant, le système obtenu en linéari-sant les équations du système de départ le long de ertaines trajetoires de référeneest ommandable, auquel as, il est possible de onstruire des retours d'état linéaires



2 Introdutionasymptotiquement stabilisants. Le résultat donné dans (Lizárraga, 2003), lié à ettedihotomie, indique qu'il n'existe pas de retour d'état apable de stabiliser asymp-totiquement toute trajetoire de référene réalisable pour un système non holonome.En partiulier, ela explique pourquoi des ommandes di�érentes doivent être utiliséespour stabiliser asymptotiquement des trajetoires de référene di�érentes. Cei onduità envisager des stratégies de ommutation entre di�érentes lois de ommande ave desrègles de ommutation dépendant des propriétés des trajetoires de référene à stabili-ser. Cependant, lorsque la trajetoire de référene et ses propriétés ne sont pas onnuesà l'avane, e type de stratégie ne permet toujours pas d'assurer la stabilisation asymp-totique de façon inonditionnelle. Nous rappelons i-dessous quelques résultats dans lalittérature sur la ommande par retour d'état de systèmes non holonomes, lassés enfontion de la trajetoire de référene.a. Stabilisation asymptotique de points �xes et ompromis entre robustesse et vitessede onvergene. Le problème de la stabilisation asymptotique de points �xes estdi�ile, ne serait-e qu'en raison de l'obstrution énonée dans le Théorème de Bro-kett. Di�érentes solutions proposées dans la littérature sont rapidement rappeléesi-dessous :
• Dans (Samson, 1990) un retour d'état instationnaire (i.e. de type u(g, t)) ré-gulier, périodique par rapport à t, est proposé dans le as d'un robot detype uniyle. Ce résultat est à l'origine de nombreuses études sur e typede ommande. Dans (Coron, 1992) il est montré que tout système sans dé-rive, (loalement) ommandable en un point, peut être (loalement) asymp-totiquement stabilisé par un retour d'état de e type. Plusieurs méthodesde synthèse de telles ommandes ont également été proposées (Pomet, 1992;Coron et d'Andréa Novel, 1992; Teel et al., 1995; Samson, 1995). Un inonvé-nient de es ommandes est qu'elles ne permettent pas d'obtenir une onver-gene exponentielle (Gurvits et Li, 1992; M'Closkey, 1994; Morin, 1996), maisseulement polynomiale (lente). Ces ommandes ne garantissent pas a priori larobustesse de la propriété de stabilité par rapport à des erreurs provenant dedynamiques non modélisées. Néanmoins, ette propriété de robustesse a pu êtremontrée dans quelques as partiuliers (Maini et al., 1999).
• A�n d'obtenir une onvergene exponentielle des solutions vers l'équilibre désiré,d'autres types de ommandes ont été onsidérées. En partiulier, la lasse deretours d'état ontinus et homogènes fournit un adre très général pour atteindreet objetif (M'Closkey et Murray, 1997), (Morin et al., 1999). Malheureusement,e type de retour d'état n'est pas robuste vis-à-vis de dynamiques non modélisées(Lizárraga et al., 1999).
• Il existe aussi des retours d'état �hybrides� impliquant des ommandes en bouleouverte itérées périodiquement. Ce type de ommande permet l'obtention de laonvergene exponentielle et la robustesse vis-à-vis des dynamiques non modéli-



Introdution 3sées (Bennani et Rouhon, 1995; Morin et Samson, 1999). Cependant, ette pro-priété de onvergene peut être perdue en présene de retards dans l'appliationde la ommande ou de �utuations de la période d'itération.Ces études ont mis en évidene le fait qu'il est très di�ile, sinon impossible, d'ob-tenir un ompromis satisfaisant entre vitesse de onvergene rapide et robustesse dela propriété de stabilité vis-à-vis d'erreurs de modélisation.b. Stabilisation de trajetoires admissibles non stationnaires. Le système linéaire ap-proximant les équations du véhiule le long de trajetoires de référene admissiblesnon stationnaires est génériquement ommandable (Sontag, 1987; Sontag, 1992;Coron, 1994). Cei permet la synthèse de retours d'état linéaires �génériquementstabilisants�. Par exemple, dans (Samson et Ait-Abderrahim, 1991) il est proposédeux synthèses de ommande, une linéaire et l'autre non-linéaire, basées sur le li-néarisé le long de la trajetoire. Dans (Kanayama et al., 1990) une ommande nonlinéaire est aussi proposée pour la stabilisation de trajetoires. Cependant es mé-thodes ne garantissent la onvergene de l'erreur de suivi à zéro que sous des ondi-tions d'exitation persistante. Pour simpli�er, le point ourant de la trajetoire deréférene ne doit pas tendre vers un point �xe (f. le as évoqué préédemment).. Stabilisation pratique de trajetoires générales. Partant des onstats préédents, ila été proposé dans (Morin et Samson, 2003) d'abandonner l'objetif de stabilisa-tion asymptotique, trop ontraignant pour les systèmes non holonomes, au pro�td'un objetif de stabilisation pratique. Ave ette nouvelle approhe, onnue ommel'approhe par Fontions Transverses (FT), l'objetif n'est plus de stabiliser asymp-totiquement la trajetoire de référene, mais seulement un �petit� voisinage du pointourant de ette trajetoire. En partiulier, il ne s'agit plus d'annuler l'erreur de suivide ette trajetoire mais seulement de la borner par une valeur arbitrairement petiteréglable via le hoix des paramètres de ommande. Cette relaxation de l'objetif desuivi permet, entre autres hoses, de stabiliser pratiquement toute trajetoire dansl'espae d'état du robot (i.e. même les trajetoires qui ne sont pas une solution deséquations du robot) ave une unique loi de ommande.Un des objetifs de ette thèse est d'évaluer les propriétés de robustesse de lois deommande issues de ette approhe, dans le adre de la CRC en partiulier.ii) CRC de robots holonomes. Dans le ontexte de la robotique, la CRC a été initiale-ment développée pour les robots manipulateurs. Cette approhe onsiste en la synthèsede ommandes basées sur l'utilisation d'informations issues de apteurs extéroeptifs.Une hypothèse lassique pour e type de apteurs est que leur signal varie uniquementen fontion de la position relative du apteur par rapport à son environnement. Parmiles apteurs extéroeptifs on trouve par exemple les apteurs à ultrasons, les télémètreslaser, les améras, les GPS ou apteurs d'e�ort.Dans (Samson et al., 1990), un formalisme général pour la ommande des bras mani-pulateurs, basé sur la notion de �fontion de tâhe�, est proposé. Dans e formalisme, un



4 Introdutionproblème de ommande est posé omme la régulation d'une fontion de sortie du sys-tème de ommande appelée fontion de tâhe. Ce adre est don partiulièrement bienadapté à la CRC, en utilisant par exemple omme fontion de tâhe la fontion assoiéeau signal (ou une ombinaison des omposantes de elle-i). Bien que des onditions suf-�santes de stabilité assez génériques ont été proposées dans (Samson et al., 1990), la vé-ri�ation analytique de es onditions reste un problème déliat en général, voire impos-sible à résoudre. En raison de leur utilité dans les appliations robotiques, les apteursvisuels (i.e. améras) ont fait l'objet de nombreux travaux dans le domaine de la CRC.Les méthodes développées dans e adre, généralement quali�ées de �méthodes d'asser-vissement visuel�, illustrent assez bien les divers moyens d'utiliser des données apteursdans des boules de ommande, e qui nous onduit à en faire une desription un peuplus détaillée i-dessous. Ces méthodes sont typiquement lassées en fontion de l'es-pae de synthèse de la ommande (voir par exemple (Chaumette, 1990; Malis, 1998)).Une première approhe, l'asservissement visuel 3D (aussi appelé �position-based visualservoing�) onsiste à exprimer la ommande dans l'espae artésien. Pour e faire, uneestimée ĝ de la pose g du robot doit être alulée à partir des données apteurs s. Sile modèle 3D de l'objet par rapport auquel on souhaite ommander le robot, et lesparamètres intrinsèques de la améra sont onnus, on peut envisager une �reonstru-tion géométrique� de la pose (Safaee-Rad et Thoukanov, 1992; D. DeMenthon, 1995;Ansar et Daniilidis, 2002). Ces onditions ne sont toutefois pas toujours remplies enpratique. De plus, des biais sur le modèle d'estimation de g peuvent se traduire pardes erreurs de positionnement �nal, en partiulier lorsque la valeur de s∗ du signal àla position de référene n'est pas onnue. En l'absene de modèles géométriques dela améra et de l'environnement, on peut envisager, si les onditions expérimentalesle permettent, d'identi�er le jaobien ∂s
∂g (i.e. la matrie d'interation) à la positiondésirée a�n de onstruire un modèle loal de la pose. L'asservissement 3D présentel'avantage de l'utilisation de mesures diretement dans l'espae artésien, e qui per-met la synthèse de lois de ontr�le simples. Des inonvénients de ette approhe sontqu'auun ontr�le n'est e�etué sur l'image, e qui aroît le risque de sortie de l'objetdu hamp de vision de la améra (partiulièrement pour des larges erreurs dans lemodèle apteur-environnement) et la di�ulté à démontrer analytiquement la stabilitéglobale du système ommandé. Une autre approhe de CRC, l'asservissement visuel2D (aussi appelé �image based� en anglais) onsiste à synthétiser la ommande dansl'espae image (Chaumette, 1990; Espiau et al., 1992). Par rapport à l'approhe préé-dente, l'étape d'estimation de la pose n'est plus néessaire. La synthèse de la ommandenéessite ependant une estimation de la matrie d'interation, ou au minimum uneonnaissane a priori sur ses aratéristiques (positivité par exemple). Par rapport àl'asservissement 3D, ette approhe permet toutefois d'obtenir de très bonnes préi-sions de positionnement relatif du robot par rapport à l'environnement, et présentel'avantage de néessiter peu d'information a priori. Quelques inonvénients de etteapprohe résident toutefois dans les faits que la dynamique artésienne du robot est



Introdution 5di�ilement prévisible à l'avane (puisque la ommande n'impose que la dynamiquedu signal), la di�ulté de la aratérisation de la stabilité du système ommandé vis-à-vis des erreurs d'estimation de la matrie d'interation ou enore la possibilité deonvergene à des minimaux loaux (Chaumette, 1998). D'autres approhes ont étédéveloppées plus réemment, omme par exemple l'asservissement 2D1
2 (Malis, 1998;Malis et al., 1999; Malis et Chaumette, 2002) qui présente l'intérêt de ne pas néessi-ter de modèle de l'objet, de permettre un déouplage des dynamiques de translationet rotation, et de garantir un maintien de l'objet dans l'image. En raison du aratèrenon linéaire des équations assoiées, les analyses de robustesse des lois de ommandeobtenues via es di�érentes méthodes d'asservissement s'avèrent déliates et peu nom-breuses. Le as de l'asservissement 2D1

2 semble à e jour le plus propie à e typed'analyse (Malis et Chaumette, 2002).iii) CRC de robots non holonomes. Il n'est pas possible de loaliser un robot mobilenon holonome dans l'espae artésien à partir de mesures issues de apteurs proprio-eptifs (typiquement les odeurs optiques des roues). En e�et, pour e type de véhiule,le retour à la on�guration proprioeptive initiale suite à un déplaement ne garantitpas le retour à la position initiale du robot dans l'espae artésien. De plus, la moindreerreur sur le modèle du robot utilisé pour l'estimation odométrique (par exemple surle rayon des roues ou la distane entre roues motries) se traduit par une dérive del'estimation de la posture du robot dans l'espae artésien. Les simples irrégularitésdu sol et les glissements éventuels ne font qu'aggraver le problème. L'utilisation deapteurs extéroeptifs est néessaire pour éviter e problème de dérive.On trouve dans la littérature quelques travaux sur la ommande référenée vision pourles robots mobiles sur roues. Ils impliquent typiquement l'utilisation d'une améra (gé-néralement embarquée sur le robot) pour observer des objets dans l'environnementprohe du robot. Dans (Pissard-Gibollet et Rives, 1995), un des premiers travaux surle sujet, la ondition de Brokett est ontournée en ajoutant un degré de liberté ausystème via l'utilisation d'une tourelle montée sur le robot et à l'extrémité de laquelleest montée la améra. Cei permet formellement de se ramener au as d'une amérapouvant être déplaée dans toutes les diretions et d'adapter les shémas de CRClassiques développés dans e as. Cependant, seule la pose de la améra est alorsasymptotiquement stabilisée ave ette approhe. D'autres travaux se ontentent destabiliser asymptotiquement une partie de la posture du robot (la position d'un pointdu robot, généralement) (Das et al., 2001). Parmi les travaux traitant de la stabilisa-tion asymptotique de la pose omplète de la plateforme mobile, ertains reposent surla reonstrution expliite (non linéaire) de l'état à partir des signaux-apteurs alorsque d'autres utilisent des approximations linéaires de la transformation faisant pas-ser des signaux-apteur à la pose du robot. Un retour d'état est ensuite synthétisé àpartir d'une des méthodes de ommande évoquées préédemment, i.e. retours d'étatLipshitz ontinus (Fang et al., 2005), retours d'état homogènes (Tsakiris et al., 1996;Tsakiris et al., 1997b) ou retours d'état hybrides (Tsakiris, 1999). Les shémas de CRC



6 Introdutionqui en résultent héritent au mieux des propriétés du retour d'état sur lequel elles sontbasées, et elles héritent toujours de ses limitations.L'approhe par FT apporte des solutions nouvelles à la problématique de la ommandede robots non holonomes. Pour ette raison nous herhons à déterminer si la CRCbasée sur ette approhe peut être robuste vis-à-vis des inertitudes et erreurs demodèle onernant les transformations (fontions) reliant les signaux apteurs à laon�guration du robot dans l'espae artésien, et de dégager des onditions su�santespour avoir ette robustesse.ContributionsLes ontributions de ette thèse se situent à trois niveaux :
• synthèse de lois de ommande basée sur l'approhe FT, à partir de mesures apteur,
• analyse des propriétés de stabilité et de robustesse de es ommandes,
• évaluation, par le biais de simulation et d'expérimentations, de es stratégies de om-mande.En e qui onerne la synthèse des lois de ommande, deux approhes sont proposées.La première est basée sur une reonstrution de la pose, tandis que la seonde onsiste àsynthétiser la ommande dans l'espae des signaux apteurs. Dans le as partiulier d'unapteur visuel, es approhes peuvent être assimilées aux méthodes d'asservissement 3D et2D.A�n d'établir les propriétés de stabilité et de robustesse des lois de ommande propo-sées, nous proposons tout d'abord un résultat de robustesse de l'approhe FT vis-à-vis dedynamiques non modélisées. Ce résultat, bien que relativement simple, met en évideneune ondition su�sante de stabilité qui est ensuite exploitée pour établir des onditionssu�santes de stabilité vis-à-vis d'erreurs de mesure. Plus préisément, nous montrons quela stabilisation pratique de trajetoires arbitraires peut être garantie sous une hypothèserelativement peu ontraignante sur l'estimation de la pose. Une analyse plus �ne (maisaussi plus déliate) est aussi menée sur la dynamique asymptotique du système (i.e. laonvergene vers un point �xe) pour des trajetoires de référene stationnaires.L'évaluation des méthodes proposées est e�etuée sur la base d'un robot mobile équipéd'une améra. De nombreux hoix de ommande, liées en partiulier au hoix d'estimationde la pose ou de la fontion transverse, sont proposés et omparés.Organisation du mémoireOutre ette introdution et une onlusion, e mémoire est onstitué de trois hapitres.Le premier hapitre débute par des rappels sur la modélisation des robots non holonomes.Quelques approhes de ommande proposées dans la littérature et leurs aratéristiques lesplus signi�atives, dont l'approhe de ommande par FT, sont ensuite rapidement dérites.



Introdution 7Le hapitre se termine par un rappel sur la CRC pour les robots manipulateurs et de sesaratéristiques.Le seond hapitre débute par la présentation d'un résultat de robustesse vis-à-vis dedynamiques non modélisées pour l'approhe de ommande par FT. Une première approhede ommande basée sur une estimation de l'état du robot à partir de mesures issues d'unapteur extéroeptif embarqué est ensuite développée. Cette estimation est utilisée poursynthétiser une loi de ommande basée sur l'approhe par FT. Une analyse de robustesseest menée sur le système ommandé et des onditions su�santes de stabilité sont établiesvis-à-vis de la fontion d'estimation. Plusieurs hoix de l'estimation de la pose sont ensuiteonsidérés, et leurs performanes sont illustrées en simulation dans le as d'un apteur visuel.Cette approhe a été aussi validée expérimentalement pour un robot de type uniyle aveune améra embarquée.Le troisième hapitre présente une deuxième approhe de ommande onsistant à e�e-tuer la synthèse dans l'espae apteur. L'objetif est ii de voir l'intérêt que peut avoir etype d'approhe, en partiulier par rapport à la méthode préédente. Il s'avère que le alulde la ommande est plus omplexe que dans la méthode préédente dans le sens où l'on abesoin d'estimer plus de termes. Les possibilités d'approximation au niveau du alul de esdi�érents termes de la ommande sont assez larges. Certaines d'entre elles, séletionnéespour leur génériité ou leur pertinene pour l'appliation de suivi de ible référené visiononsidérée pour nos expérimentations, sont étudiées plus en détail. A�n de pouvoir la om-parer ave la méthode préédente, ette méthode de synthèse a été validée en simulationpour les robots de type uniyle et voiture.





Chapitre 1État de l'art et modélisation1.1 Modélisation des robots mobiles non holonomes1.1.1 Rappels sur la notion de nonholonomieLes dé�nitions que nous rappelons ii sont très lassiques (pour plus de détails voir parexemple (Campion et al., 1991)).Dé�nition 1 Étant donné un système méanique dont l'espae de on�guration est unevariété di�érentielle Q de dimension n, on appelle ontrainte inématique une ontraintesur les vitesses du type
〈a(q), q̇〉 = 0, ∀q ∈ U(q0)ave U(q0) un voisinage du point q0 ∈ Q, et a(·) une forme di�érentielle (ou hamp deoveteurs) de Q dans Rn.Parmi les ontraintes inématiques du système, il faut distinguer elles qui sont en faitintégrables et qui peuvent, de e fait, se ramener à des ontraintes sur l'état seulement.Dé�nition 2 Une ontrainte inématique 〈a(q), q̇〉 = 0 est dite ontrainte intégrable s'ilexiste une fontion régulière h : Q −→ R telle que dh = a. Dans e as la ontrainte estéquivalente à la relation statique h(q) = cste.Remarquons que la propriété d'intégrabilité est une propriété loale. Dans la pratique, unritère qui permet de repérer l'existene de ontraintes intégrables est donné par le résultatsuivant.Théorème 1.1.1 (Théorème d'intégrabilité de Frobenius) Soient un système méa-nique sur une variété Q de dimension n, soumis à k ≤ n ontraintes inématiques indé-pendantes1

〈ai(q), q̇〉 = 0, ∀q ∈ U(q0),∀i = 1, . . . , k1au sens où la matrie A(q) = (a1(q) . . . ak(q)) est de rang k pour tout q ∈ U(q0)



10 État de l'art et modélisation Chap. 1
~j0

O0

~i0

~k0

Or

~ir

θ̇

φ̇

C

θ

φ

~jr

~kr

Fig. 1.1: Roue vertiale qui roule sans glisseret {X1, . . . ,Xn−k} une famille de hamps de veteurs sur U(q0) orthogonaux aux ai. Si
Lie(Xi)(q) est de dimension n − p pour tout q ∈ U(q0) alors il existe p ontraintes inté-grables (au sens où l'on peut trouver des fontions salaires h1, . . . , hp indépendantes et desfontions λ1,1, . . . , λp,n telles que dhi(q) =

∑n
j=1 λij(q)aj(q)).(Voir par exemple (Warner, 1983), (Isidori, 1995)[h. 1℄ pour une preuve).Nous sommes à présent prêts à dé�nir un système non holonome.Dé�nition 3 Un système non holonome est un système méanique soumis à un ensemblede ontraintes inématiques

〈ai(q), q̇〉 = 0, ∀q ∈ U(q0),∀i = 1, . . . , kindépendantes et non intégrables (au sens où il n'existe pas de ontrainte intégrable).En partiulier, on appelle modèle inématique du système le modèle
q̇ = X̄(q)v :=

n−k∑

i=1

Xi(q)vi (1.1)ave {X1, . . . ,Xn−k} une famille de hamps de veteurs telle que 〈ai(q),Xj(q)〉 = 0, ∀i =

1, . . . , k, ∀j = 1, . . . , n− k. La variable v = (v1, . . . , vn−k) = (v1, . . . , vm) ∈ Rm est assimi-lable à une variable de ommande en vitesse. On appelle m (la dimension de l'espae desvitesses instantanées possibles) le nombre de degrés de liberté du système.Ces onepts seront illustrés sur des systèmes physiques dans les sous-setions suivantes.1.1.2 La ontrainte de roulement sans glissementConsidérons une roue qui roule sans glisser sur un sol plan, omme illustré sur la Figure1.1. F0 = (O0,~ı0,~0, ~k0) est un repère �xe assoié au sol. Fr = (Or,~ır,~r, ~kr) est un repère



1.1. Modélisation des robots mobiles non holonomes 11assoié à la roue tel que son origine oïnide ave le entre de la roue. L'axe ~kr reste parallèleà elui du repère �xe (~k0), l'axe ~r oïnide ave l'axe de roulement de la roue et, �nalement,l'axe ~ır est donné par le produit ~r ∧~kr. L'angle signé entre ~ı0 et ~ır est noté θ tandis que ϕdésigne l'angle entre ~ır et −−−→OrP0, ave P0 un point appartenant au périmètre de la roue. Lavitesse angulaire de la roue autour de son axe entral est notée ϕ̇ et elle autour de l'axevertial du veteur direteur kr est notée θ̇. On note x, y les deux premières oordonnésdu entre Or de la roue dans F0, et r le rayon de la roue. La on�guration de la roue estdonnée par q = (x, y, θ, ϕ)′ ∈ Q = R2 × S1 × S1. Clairement dim(Q) = 4. Finalement, Cdésigne le point de la roue en ontat ave le sol. La ontrainte de roulement sans glissementimplique que la vitesse du point C par rapport au repère �xe F0 est nulle (−→V (C/F0) = 0).Soit −→w r/0 = θ̇~kr + ϕ̇~r le veteur vitesse angulaire de la roue par rapport au repère �xe F0.Par appliation d'un théorème lassique de omposition de vitesses :
−→
0 =

−→
V (C/F0) =

−→
V (Or/F0) + −→w (r/0) ∧

−−→
OrC

=~ı0ẋ+ ~0ẏ + (~k0θ̇ + ϕ̇(−~ı0 sin θ + ~0 cos θ)) ∧ (−r~k0)

=~ı0(ẋ− rϕ̇ cos θ) + ~0(ẏ − rϕ̇ sin θ)

(1.2)Il en résulte les deux ontraintes inématiques indépendantes
{
ẋ− rϕ̇ cos θ = 0

ẏ − rϕ̇ sin θ = 0
(1.3)L'intégrabilité de es ontraintes est testée en appliquant le Théorème 1.1.1 ave

(a1(q), a2(q)) =




1 0

0 1

0 0

−r cos θ −r sin θ


 , (X1(q),X2(q)) =




cos θ 0

sin θ 0

0 1
1
r 0


Après avoir véri�é que Lie(Xi)(q) = R4 ∀q ∈ Q il en résulte que es ontraintes ne sont pasintégrables. On déduit également qu'un modèle inématique de la roue vertiale est donnépar

q̇ = X̄(q)v, X̄(q) =




cos θ 0

sin θ 0

0 1
1
r 0


 (1.4)ave v = (v1, v2)

′, v1 = rϕ̇ la vitesse de roulement et v2 = θ̇ la vitesse angulaire de la roueautour de l'axe vertial.1.1.3 Modèle inématique d'un véhiule de type uniyleConsidérons le robot mobile de type uniyle shématisé sur la Figure 1.2. Par simpliité,le robot est représenté par sa projetion sur un plan parallèle au sol. L'uniyle est équipé
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Fig. 1.2: Robot mobile de type uniylede deux roues ationnées indépendamment. Pour modéliser e système nous onsidérons lepoint Om situé au milieu de l'essieu des roues. Un repère Fm = (Om,~ım,~m) est assoiéà e point, omme illustré sur la �gure. Un repère inertiel F0 = (O0,~ı0,~0) est �xé ausol. Un veteur de on�guration de l'uniyle inluant le train moteur est donné par q =

(x, y, θ, ϕ1, ϕ2)
′ ∈ Q = R2 × S1 × S2, ave x, y les oordonnées du point Om dans le repère

F0, θ l'angle entre ~ı0 et ~ım et ϕi les angles des roues autour de l'axe de roulement. Soit
r le rayon des roues et R la distane entre le point Om et haque roue. L'appliation desontraintes (1.3) à haune des roues donne :Roue gauhe {

˙x−R sin θ − rϕ̇1 cos θ = 0
˙y +R cos θ − rϕ̇1 sin θ = 0Roue droite {
˙x+R sin θ − rϕ̇2 cos θ = 0
˙y −R cos θ − rϕ̇2 sin θ = 0soit enore 




(c1) ẋ−Rθ̇ cos θ − rϕ̇1 cos θ = 0

(c2) ẏ −Rθ̇ sin θ − rϕ̇1 sin θ = 0

(c3) ẋ+Rθ̇ cos θ − rϕ̇2 cos θ = 0

(c4) ẏ +Rθ̇ sin θ − rϕ̇2 sin θ = 0

(1.5)Un examen rapide montre que es ontraintes ne sont pas indépendantes. En les érivantsous la forme 〈ai(q), q̇〉 = 0, on véri�e en e�et que la matrie
A4(q) = (a1(q) . . . a4(q)) =




1 0 1 0

0 1 0 1

−R cos θ −R sin θ R cos θ R sin θ

−r cos θ −r sin θ 0 0

0 0 −r cos θ −r sin θ






1.1. Modélisation des robots mobiles non holonomes 13est seulement de rang trois (ar sin θa1(q)−sin θa3(q)−cos θa2(q)+cos θa4(q) = 0). Il su�tdon de ne onsidérer que trois de es ontraintes, les trois premières par exemple. Le testd'intégrabilité par appliation du Théorème 1.1.1 est réalisé ave
A3(q) = (a1(q) . . . a3(q)) =




1 0 1

0 1 0

−R cos θ −R sin θ R cos θ

−r cos θ −r sin θ 0

0 0 −r cos θ



,

(X1(q),X2(q)) =




cos θ 0

sin θ 0

0 1
1
r −R

r
1
r

R
r



.Un rapide alul permet de véri�er que dim(Lie(Xi)(q)) = 4 = n − 1. Par appliation duThéorème de Frobenius, on en déduit l'existene d'une ontrainte intégrable. En e�et, àpartir des ontraintes ci = 0 de (1.5) on a aussi cos θ(c3 − c1) + sin θ(c4 − c2) = 0, d'où larelation

2Rθ̇ + r(ϕ̇1 − ϕ̇2) = 0dont l'intégration est immédiate et donne
2Rθ + r(ϕ1 − ϕ2) = cste.Cette relation montre qu'il est par exemple possible d'exprimer ϕ2 en fontion de ϕ1 et θ.Dans la pratique, omme la valeur de l'angle ϕ1 ne présente pas d'intérêt majeur, on neretient que le veteur q = (x, y, θ)′ ∈ Q = R2 × S1 pour aratériser la on�guration duvéhiule. Un modèle inématique assoié est donné par

q̇ = X̄(q)v, X̄(q) =




cos θ 0

sin θ 0

0 1


 (1.6)ave v = (v1, v2)

′, v1 = r(ϕ̇1 + ϕ̇2) la vitesse longitudinale ou d'avanement du véhiule,et v2 = θ̇ = r
2R (ϕ̇2 − ϕ̇1) sa vitesse de rotation autour de l'axe perpendiulaire au plande roulement. La similarité de e modèle ave le modèle (1.4) de la roue vertiale, justi�el'appellation de véhiule de type uniyle.1.1.4 Modèle inématique d'un robot de type voitureLa détermination du modèle inématique de la voiture est une extension du aspréédent. Ave les notations de la Figure 1.3, on obtient le modèle bien onnu
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Fig. 1.3: Robot mobile de type voiture(Murray et Sastry, 1993).




ẋ = u1 cos θ

ẏ = u1 sin θ

θ̇ = u1
tan ϕ

ℓ

ϕ̇ = u2

(1.7)ave u1 = r
2(ϕ̇1 + ϕ̇2) la vitesse d'avanement de la voiture, et u2 = ϕ̇ la vitesse de braquagedes roues diretries. Un modèle équivalent, légèrement plus simple, est obtenu en posantdans (1.7)

δ :=
tanϕ

ℓ
, v1 := u1, v2 :=

u2

ℓ cos2 ϕCei donne le modèle : 



ẋ = v1 cos θ

ẏ = v1 sin θ

θ̇ = v1δ

δ̇ = v2

(1.8)que l'on peut aussi érire :
q̇ = X̄(q)v (1.9)ave

X̄(q) =




cos θ 0

sin θ 0

δ 0

0 1


 et v = (v1, v2)

′.



1.1. Modélisation des robots mobiles non holonomes 15

i0

j0

00

im

jm

0m

Fig. 1.4: Robot mobile (d) et repère de référene (g)1.1.5 Modèle inématique de la pose et propriétésUn modèle uni�é de la inématique de la pose, pour les véhiules de type uniyleet voiture, nous permettra de mener dans les hapitres suivants des analyses de stabilitéonjointes pour es systèmes. La struture du modèle proposé est aussi utilisable pour dessystèmes plus omplexes (hariot ou voiture ave remorques, par exemple).1.1.5.1 Le groupe de Lie SE(2)Dans le as plan, le groupe de Lie SE(2) onstitue un adre mathématique naturelpour représenter la situation d'un repère, Fm = {0m,
−→ım,−→m}, par rapport à un autre, F0 =

{00,
−→ı0 ,−→0}. En e�et, ette situation peut être aratérisée par gom = (p′om, θom)′ ∈ SE(2),ave pom le veteur de oordonnées de −−−→000m dans la base du repère F0, et θom l'angle orientéentre −→ı0 et −→ım.

SE(2) est pourvu de l'opération de groupe dé�nie par
(g1, g2) 7−→ g1g2 :=

(
p1 +R(g1)p2

θ1 + θ2

)
= g1 +X(g1)g2 (1.10)ave R(g) et X(g) les matries de rotation et homogène dé�nies au début du doument.L'élément neutre e de e groupe (tel que ge = eg = g) est e = (0′, 0)′ et l'inverse g−1 de g(tel que gg−1 = g−1g = e) est

g−1 =

(
−R(g)−1p

−θ

)
= −X(g)−1g (1.11)Par la suite, e sera aussi noté 0.On déduit de es relations que la situation gab d'un repère Fb par rapport à un repère

Fa satisfait la relation gab = g−1
oa gob. Remarquons aussi que gab = g−1

ba et gabgba = 0.



16 État de l'art et modélisation Chap. 11.1.5.2 Modèle inématique uni�éConsidérons le robot mobile représenté dans la Fig. 1.4. Un repère Fm = {0m,
−→ım,−→m} estattahé à la plateforme mobile, et on note gom ∈ SE(2) la situation de e repère par rapportau repère inertiel F0 = {O0,

−→ı0 ,−→0}. L'équation inématique de la plateforme mobile estdonnée par
ġom = X(gom)C(ζ)v (1.12)ave

X(gom) =




cos θom − sin θom 0

sin θom cos θom 0

0 0 1


 (1.13)

C(ζ) une matrie qui peut dépendre du veteur ζ d'état interne (omme par exemple l'anglede braquage dans le as d'une voiture), et v un veteur de vitesses instantanées assimilé àun veteur de ommande.i. Lorsque la plateforme est omnidiretionnelle, C(ζ) est simplement la matrie identitéet dim(v) = 3, v1 et v2 orrespondent aux omposantes du veteur de vitesses de 0mexprimées dans la base de Fm, et v3 désigne la vitesse de rotation de Fm.ii. Lorsque la plateforme mobile est de type uniyle, le veteur de vitesse de 0m estontraint à être parallèle à −→ım, de manière que
C(ζ) = C =




1 0

0 0

0 1


 (1.14)et dim(v) = 2, v1 est l'intensité de la vitesse de 0m, et v2 désigne la vitesse de rotationde Fm. L'équation (1.12) est alors équivalente à (1.6) après avoir posé q = gom et

X̄(q) = X(gom)C(ζ).iii. Lorsque la plateforme mobile est de type voiture, le veteur ζ est réduit au salaire δet
C(ζ) =




1

0

δ


 (1.15)ave δ = (tanϕ)/ℓ, ϕ l'angle de braquage, et ℓ la distane entre les axes des roues avantet arrière. Dans e as dim(v) = 1 ave v = v1 l'intensité de la vitesse de 0m. L'équation(1.12) est alors équivalente à (1.9) en posant q = gom et X̄(q) = X(gom)C(ζ), modulol'équation omplémentaire, δ̇ = vδ = v2/(ℓ cos2 ϕ).1.1.5.3 Modèle dynamique des véhiules sur roues et hoix du adre inéma-tiqueLe modèle dynamique des robots mobiles est lassiquement établi à partir du Lagrangiendu système (voir par exemple (Campion et al., 1991; Morin, 2004) pour un développement



1.1. Modélisation des robots mobiles non holonomes 17détaillé) et peut s'érire omme
M̄(q)v̇ + N̄(q, v)v + Ḡ(q) = X ′

q(q)D(q)Γ (1.16)ave
M̄(q) = X̄(q)′M(q)X̄(q)

N̄(q, v) = X̄(q)′N(q, X̄(q)v) ˙̄X(q)

Ḡ(q) = X̄(q)′G(q)

N(q, q̇) = Ṁ(q)q̇ − ∂

∂q
(
1

2
q̇′M(q)q̇)

G(q) =
∂V

∂q
(q)oùM(q) est la matrie d'inertie, symétrique, dé�nie positive par onstrution, V (q) l'énergiepotentielle, D(q) ∈ Rn×m une matrie de rang plein (e qui revient à supposer que le systèmea autant d'ationneurs m qu'il a de degrés de liberté), et Γ ∈ Rm orrespondant aux foresextérieures. On peut réérire (1.16) sous la forme d'un système de ommande omme suit

v̇ = (M̄ (q))−1
(
X̄ ′(q)D(q)Γ − N̄(q, v)v − Ḡ(q)

)
. (1.17)Le hangement de variables linéarisant (aussi onnu omme la méthode des ouples alulés�ou �omputed torques� en anglais�) donné par

Γ = [X̄ ′(q)D(q)]−1
(
M̄(q)w + N̄(q, v)v + Ḡ(q)

) (1.18)transforme (1.17) en
v̇ = w (1.19)ave w une nouvelle variable de ommande. Rappelons que X̄(q) ∈ Rn×m et D(q) sont derang plein et que, par dé�nition, M(q) est positive symétrique, don inversible et de rangplein. Par suite, w est liée bijetivement à Γ pour tout (q, v, t) �xé. Un modèle dynamiquesimpli�é, prenant impliitement en ompte ette relation entre Γ et w, est don donné par(1.1) et (1.19), .a.d.

q̇ = X̄(q)v (1.20a)
v̇ = w (1.20b)Au même titre que le modèle dynamique omplet (1.1)-(1.16), e modèle peut être utilisépour la synthèse de lois de ommande en assimilant w à un veteur de ommande. Cepen-dant, la plupart des études sur les véhiules sur roues se limitent au modèle inématique(1.20a) en posant v pour veteur de ommande. C'est également l'option que nous avonsretenue ii. Plusieurs raisons justi�ent e hoix :



18 État de l'art et modélisation Chap. 1
• Après avoir déterminé une loi de ommande v∗ sur la base de (1.20a) (modèle iné-matique), il n'est pas di�ile de déterminer une ommande en ouples Γ permettantde réaliser ette vitesse v∗. En e�et, la loi de ommande

w = v̇∗ − k(v − v∗), (1.21)ave k > 0 un paramètre de gain dé�ni par l'utilisateur, transforme (1.20b) en
˙v − v∗ = −k(v − v∗); (1.22)et entraîne la onvergene exponentielle de v vers v∗. Au vu de (1.18) et (1.21) il su�tdon d'appliquer la ommande en ouples

Γ = [X ′
q(q)D(q)]−1

(
M̄(q)(v̇∗ − k(v − v∗)) + N̄(q, v)v + Ḡ(q)

) (1.23)pour obtenir le même résultat.
• Les nonlinéarités �dures� (nonholonomie) du système se situent au niveau de la iné-matique.
• La simpliité du modèle inématique. En partiulier, e modèle ne fait pas intervenirun ertain nombre de paramètres spéi�ques à haque véhiule tel que inertie, masse,et. De plus, pour de nombreuses appliations, il n'est pas néessaire de onnaître estermes ave préision.
• Dans la pratique, les moteurs sont souvent dotés d'asservissements bas niveau quipermettent de réaliser approximativement le déouplage obtenu ave la ommande enouples (1.23), et don de se ramener à un problème de ommande en vitesse ave v∗devenant �in �ne� l'objet de la synthèse de ommande.1.2 Propriétés du modèle inématiqueAyant fait le hoix de travailler ave un modèle inématique, nous allons analyserquelques propriétés fondamentales de e modèle du point de vue de la ommande.1.2.1 CommandabilitéDé�nition 4 Soit un système de ommande

q̇ =

m∑

i=1

viXi(q), (m < n) (1.24)sur une variété Q de dimension n. On onsidère omme �ommandes admissibles� l'ensemble
V des fontions v = (v1, . . . , vm)′ dé�nies et ontinues par moreaux sur un intervalle
[0, Tv ] de R+, et telles que ‖v(t)‖ ≤ 1 ∀t ∈ [0, Tv ]. On note qv(t, t0, q0) la valeur en t dela solution du système, pour la ommande v et la ondition initiale q0 en t = t0. Soit q0



1.2. Propriétés du modèle inématique 19un point d'équilibre du système assoié à la ommande v = 0. On dit que le système estommandable en q0, si l'ensemble
{qv(t, 0, q0) : v ∈ V, t ∈ [0, Tv ]}ontient un voisinage de q0. Si e voisinage est Q tout entier, le système est dit globalementommandable.Le résultat lassique suivant (voir par exemple (Nijmeijer et Van der Shaft, 1991) pourune démonstration) fournit une ondition su�sante (si les hamps de veteurs sont analy-tiques, la ondition devient aussi néessaire) pour qu'un système sans dérive soit omman-dable.Théorème 1.2.1 ((Chow, 1939)) Soit le système sans dérive (1.24) sur une variété Qde dimension n. Alors, si

dimLie(Xi)(q0) = n, (1.25)le système est ommandable en q0. Si (1.25) est véri�ée pour tout q0 et Q est une variétéonnexe, alors le système est globalement ommandable.La ondition (1.25) est onnue omme ondition de rang de l'algèbre de Lie (CRAL). Parappliation du théorème (1.2.1), on véri�e failement que les modèles (1.6) et (1.9) assoiésaux véhiules de type uniyle et voiture sont globalement ommandables.1.2.2 StabilisabilitéLe résultat suivant a été initialement établi dans (Brokett, 1983) et soulève une di�-ulté importante onernant la stabilisabilité asymptotique de on�gurations �xes pour lessystèmes non holonomes.Théorème 1.2.2 Soit un système q̇ = f(q, v) ave f(q0, 0) = 0 et f ∈ C1(Rn × Rm; Rn)dans un voisinage U de (q0, 0). Une ondition néessaire pour qu'il existe un retour d'état
v(q) ∈ C1(Rn; Rm) stabilisant asymptotiquement q0, est que l'appliation (q, v) 7→ f(q, v)soit surjetive dans U ; 'est-à-dire que f(U) doit ontenir un voisinage de 0 ∈ Rn.En utilisant le fait que X̄(q) est retangulaire et de rang plein pour la lasse de systèmesonsidérés ii, on déduit de e théorème qu'il n'existe pas pour es systèmes de retour d'étatautonome ontinu v(q) stabilisant asymptotiquement une on�guration �xe. Néanmoins, lerésultat suivant établit pour tout système sans dérive ommandable, l'existene de retoursd'état instationnaires v(q, t) (i.e. dépendant expliitement du temps, généralement d'unefaçon périodique), originellement proposés par (Samson, 1990) dans le adre de la stabili-sation d'un robot de type uniyle, qui stabilisent asymptotiquement une on�guration �xedonnée.



20 État de l'art et modélisation Chap. 1Théorème 1.2.3 ((Coron, 1992)) Soit le système sans dérive (1.24) sur Rn ave
Lie(Xi)(0) = Rn. Alors, pour tout T > 0, il existe un voisinage U de 0 ∈ Rn et un re-tour d'état instationnaire v(q, t) ave v ∈ C∞(U × R; Rm) tels quei) v(0, t) = 0 pour tout t ∈ R,ii) v(q, t+ T ) = v(q, t) pour tout (q, t) ∈ U × Riii) q = 0 est asymptotiquement stable pour le système ommandé.Si de plus Lie(Xi)(q) = Rn pour tout q ∈ Rn, alors ette propriété est vraie ave U = Rnet q = 0 est globalement asymptotiquement stable.1.2.3 Propriétés de symétrie et modèles d'erreurUne propriété aratéristique du système (1.12) est son invariane à gauhe par rapportà l'opération de groupe dans SE(2). Cette propriété signi�e que les équations du systèmesont les mêmes quel que soit le repère inertiel par rapport auquel elles sont exprimées, i.e.
ġap = X(gap)C(ζ)v pour tout repère inertiel Fa. D'un point de vue mathématique, la notionde �symétrie�, que nous rappelons i-dessous (Grizzle et Marus, 1985), permet de préiserette propriété.Dé�nition 5 Soit le système (1.24) dé�ni sur une variété V de dimension n, et Φ : V −→
V un di�éomorphisme. On dit que Φ est une symétrie pour (1.24) si, pour toute solution
q(t) de (1.24) assoiée à une ommande u(t), Φ(q(t)) est aussi une solution de (1.24)assoiée à la même ommande u(t).Soit Φ̄ : G × V −→ V , ave G un groupe de Lie. On suppose que pour tout q ∈ V ettout g, h ∈ G, Φ̄(e, q) = q et Φ̄(g, Φ̄(h, q)) = Φ̄(gh, q). Alors, si pour tout g ∈ G Φ̄(g, ·) estune symétrie pour (1.24), on dit que Φ̄ est un groupe de symétries pour (1.24).Dans le as où V = G on dit que (1.24) est un système sur un groupe ou qu'ilest invariant à gauhe sur G si l'opération de groupe Φ̄ : G × G −→ G dé�nie par
Φ̄(g, h) = gh est un groupe de symétries pour (1.24).Pour les robots mobiles (et plus généralement les véhiules), les propriétés de symétrie quel'on vient de rappeler peuvent être mises à pro�t pour l'obtention de modèles d'erreur parrapport à un repère mobile. Plus préisément, dans (Bloh et al., 1996) les auteurs pro-posent une modélisation dans laquelle ils déomposent le modèle inématique des véhiulessur roues en deux sous-systèmes. On ommene par déomposer l'espae de on�guration
Q des véhiules omme le produit Q = G×S ave G le groupe de Lie assoié à la situationdu orps prinipal du véhiule et S un espae assoié à des variables internes (par exemplel'angle volant dans le as de la voiture). Cei onduit à érire

q =

(
g

ζ

)
, ave g ∈ G, ζ ∈ S



1.2. Propriétés du modèle inématique 21et à déomposer le modèle inématique q̇ =
∑m

i=1Xi(q)vi omme suit




ġ =

m∑

i=1

viX
g
i (g, ζ)

ζ̇ =
m∑

i=1

viX
ζ
i (ζ)

(1.26)Remarquons que les modèles inématiques (1.6) de l'uniyle et (1.9) de la voiture sontlairement de la forme (1.26) ave G = SE(2), g = (x, y, θ)′ et S = ∅, pour l'uniyle et S =

R pour la voiture, ave ζ = δ. Il est faile de véri�er que l'appliation Φ̄ : SE(2)×Q −→ Qdé�nie par
Φ̄(g1,

(
g2
ζ

)
) 7−→

(
g1g2
ζ

) (1.27)est un groupe de symétries pour e système. Dans e as, (1.12) n'est autre qu'une réérituredu premier sous-système de (1.26). Il déoule de ette propriété qu'étant données deuxourbes régulières g1(.), g2(.) ∈ G ave ġi = X(gi)ci, nous avons les relations suivantes :
d
dt(g

−1
1 g2) = d

dt(g12) = X(g12)(c2 −AdX(g21)c1)

d
dt(g1g

−1
2 ) = X(g1g

−1
2 )AdX(g2)(c1 − c2)

(1.28)ave, dans le as du groupe SE(2) et g = (x, y, θ)′ :AdX(g) =



R(θ)

(
y

−x

)

0 1


 (1.29)qui n'est autre que la représentation matriielle de l'opérateur adjoint par rapport à la basede hamps de veteurs dé�nie par {X1,X2,X3}. Le détail de alul de es relations estdonné dans l'annexe C.1.2.3.1 Système d'erreurOn déduit de (1.12) et (1.28) que la situation relative g := g−1

or gom (= grm) du repèreassoié à la plateforme mobile Fm par rapport à un repère de référene mobile Fr satisfaitl'équation suivante :
ġ = X(g)

(
C(ζ)v −AdX(g−1)cr(t)

) (1.30)ave cr(t) le veteur de vitesse du repère de référene (au temps t) dé�ni par
ġor(t) = X(gor)cr(t)Il est lair que (1.30) est une généralisation de (1.12). Une propriété remarquable liée auhoix de grm et à la propriété de symétrie de groupe, est que les hamps de ommandeassoiés à (1.30) sont les mêmes que eux du système (1.12). La situation relative grm



22 État de l'art et modélisation Chap. 1peut être vue omme une �erreur de suivi� que la ommande est hargée de stabiliser àzéro. La relation (1.30) met en évidene qu'il n'est pas possible de maintenir ette erreur àzéro quand la trajetoire de référene n'est pas réalisable par la plateforme non holonome,lorsque, par exemple, la deuxième omposante de cr(t) est non nulle.Pour e qui est du sous-système de variables internes, étant donné que S est en général ungroupe abélien, on peut hoisir simplement omme erreur pour e sous-système ζrm := ζm−
ζr et l'équation inématique orrespondante peut être érite omme ζ̇rm =

∑m
i=1 viX

ζ
i (ζrm+

ζr)−ζ̇r. Dans le as d'un véhiule de type uniyle, nous avons vu que S = ∅ (pas de variableinterne). Dans le as d'un véhiule de type voiture, on a S = R et ζ = δ = tan ϕ
l .1.3 Commande par retour d'état des robots non holonomesL'objetif de ette setion est de rappeler quelques résultats sur la stabilisation par re-tour d'état des véhiules non holonomes, en mettant l'aent sur les problèmes de robustessesous-jaents. Pour préiser les problèmes de ommande de robots non holonomes abordésdans la littérature, nous avons besoin de quelques dé�nitions préliminaires.1.3.1 Dé�nitions1.3.1.1 Trajetoires admissibles et trajetoires généralesDé�nition 6 On appelle trajetoire admissible (ou réalisable) d'un système de ommande

q̇ = f(q, v) sur une variété V , toute fontion q : R −→ V qui véri�e l'équation du systèmepour une ommande donnée vr de lasse C0, i.e. q̇r = f(qr, vr).On véri�e aisément que les points �xes sont des trajetoires admissibles pour les systèmesnon holonomes (1.12) pour lesquels f(q, 0) = 0 ∀q.
0r ir
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Fig. 1.5: Suivi d'un véhiule non holonome (d) par un robot ommandé du même type (g).Bien que e problème puise paraître exotique de prime abord, on peut être amené enpratique à onsidérer le suivi de trajetoires non réalisables. Par exemple, onsidérons lesuivi d'un véhiule non holonome par un robot ommandé, illustré sur la �gure 1.5. Il nesu�t pas que les deux véhiules soient du même type pour que le problème de ommandesoit posé en termes de suivi d'une trajetoire de référene réalisable. En e�et, dans lapratique, pour éviter des ollisions entre les deux véhiules, on est obligé de déporter le



1.3. Commande par retour d'état des robots non holonomes 23repère de référene d'une ertaine distane derrière le véhiule de tête. Dès que le véhiulede tête tourne, un déplaement latéral (dans la diretion −→ r) est généré dans le repèredéporté, donnant lieu à une trajetoire non réalisable par le robot ommandé. La dé�nitionsuivante généralise don les trajetoires auxquelles on est onfronté dans la ommande desrobots non holonomes.Dé�nition 7 On appelle trajetoire générale sur une variété V , toute fontion de
R dans V régulière (i.e. non néessairement une trajetoire admissible).1.3.2 Stabilisation de on�gurations �xesLa stabilisation asymptotique des points �xes onstitue un des problèmes de ommandeles plus di�iles pour les robots non holonomes. Au moins deux faits justi�ent ette asser-tion : a) le système obtenu en linéarisant les équations (1.24) autour d'une on�guration�xe n'est pas ommandable (ar m < n), e qui empêhe en partiulier la synthèse de om-mandes par des tehniques linéaires, et b) le résultat de Brokett implique qu'il n'existepas de retour d'état autonome ontinu v(q) stabilisant asymptotiquement une on�guration�xe q0, e qui exlut l'utilisation de tehniques non linéaires lassiques. Pour ontournerla di�ulté soulevée par Brokett, plusieurs solutions ont été proposées. Elles peuvent êtrelassées en trois atégories :I. Retours d'état (autonomes) disontinus v(q). Ces retours d'état sont disontinus préi-sément au point que l'on herhe à stabiliser ; de e fait, on est amené à préiser le sensdonné aux solutions du système ommandé et à la propriété de stabilité asymptotique.Une possibilité onsiste à dé�nir les solutions au sens établi dans (Filippov, 1964). Maisl'impossibilité soulevée par Brokett onerne aussi e type de retour d'état, qui nepermettent don pas de stabiliser asymptotiquement les on�gurations �xes. Une dif-�ulté additionnelle réside dans le passage de la ommande en vitesse synthétisée parette approhe à une ommande en ouples, via le modèle dynamique. En partiulier,la question se pose quant à la dé�nition des propriétés de stabilité et onvergeneque l'on peut obtenir sur ette partie du modèle. Cette approhe ne semble don pasadaptée pour obtenir les propriétés de stabilité, onvergene, et robustesse aux erreursde modèle que l'on peut souhaiter pour un retour d'état stabilisant.II. Retours d'état instationnaires (non autonomes) ontinus v(q, t). Cette approhe aété initialement proposée par (Samson, 1990) dans le adre de la stabilisation d'uneon�guration �xe d'un robot mobile de type uniyle. On distingue essentiellementdeux lasses dans e type de retour d'état :1. les retours d'état Lipshitz-ontinus et2. les retours d'état homogènesIII. Retours d'état hybrides. L'idée sous-jaente de e type de ommande est d'itérer pé-riodiquement des ommandes en boule ouverte, e qui revient à ombiner des aspets



24 État de l'art et modélisation Chap. 1temps ontinu et temps disret, omme par exemple via des retours du type v(q(kT ), t)ave t ∈ [kT, (k + 1)T ], k ∈ N.Nous allons i-dessous résumer quelques propriétés des deux dernières atégories de om-mandes (II et III), en partiulier en e qui onerne leurs propriétés de robustesse vis-à-vis de�dynamiques non modélisées�. Pour ela il est néessaire de préiser e que nous entendonspar ette propriété.Dé�nition 8 Soit le système sans dérive (1.24) ommandé sur Rn, possédant une propriété
P. On dit que ette propriété est robuste vis-à-vis de dynamiques non modélisées,si pour toutes fontions Y1, . . . , Ym ∈ C∞(R ×Rn) telles que Yi(0, ·) = 0 ∀i, il existe ε0 > 0tel que, pour tout ε ∈ (−ε0, ε0), P est aussi véri�ée pour le système perturbé

q̇ =
m∑

i=1

vi (Xi(q) + Yi(ε, q)) (1.31)1.3.2.1 Retours d'état instationnaires Lipshitz-ontinusCe retour d'état de type v(q, t), introduit dans (Samson, 1990), est supposé Lipshitz-ontinu par rapport à q, ontinu et périodique par rapport à t. De nombreuses méthodesde synthèse de e type de ommandes ont été proposées dans la littérature, en partiu-lier pour les systèmes sous la forme hainée (Pomet, 1992; Coron et d'Andréa Novel, 1992;Teel et al., 1995; Samson, 1995).Caratéristiques prinipalesi) Faible sensibilité aux bruits de mesure, due à la régularité de la ommande.ii) La onvergene obtenue ave es ommandes est très lente (polynomiale). D'ailleurs,omme l'indique le résultat obtenu dans (Gurvits et Li, 1992) et rappelé i-dessous, eretour d'état ne permet pas d'obtenir la stabilité exponentielle du système ommandé.Proposition 1 Considérons le système non holonome (1.24) et un retour d'état v(q, t)ave v ∈ C0(Rn × R; Rm), v(0, ·) = 0, et v(q, ·) T -périodique. Alors, si v(·, t) est k(t)Lipshitz-ontinue pour tout t, ave k bornée, l'origine du système ommandé ne peutpas être exponentiellement stable, i.e. il n'existe pas de onstantes K,γ > 0 telles quele long des trajetoires du système ommandé |q(t)| ≤ K|q(t0)|e−γ(t−t0).Voir par exemple (Morin, 1996) pour une preuve. En pratique, ela se traduit par uneimpossibilité d'assurer un positionnement préis, dans un laps de temps raisonnable,du véhiule ommandé.iii) Pour la majorité des ommandes de e type, la propriété de stabilité asymptotiquen'est pas robuste vis-à-vis de dynamiques non modélisées. Toutefois, ertains hoix deommande permettent d'obtenir ette robustesse, en partiulier pour les véhiules detype uniyle et voiture (Maini et al., 1999).



1.3. Commande par retour d'état des robots non holonomes 251.3.2.2 Retours d'état instationnaires homogènesA�n d'améliorer la propriété de onvergene obtenue ave les retours Lipshitz-ontinus,des retours d'état seulement ontinus ont été onsidérés. En partiulier, la lasse de retoursd'état homogènes onstitue une possibilité intéressante pour deux raisons :1. Elle généralise en quelque sorte, pour les systèmes non holonomes, la lasse des retoursd'état linéaires pour des systèmes linéaires. De nombreuses propriétés des systèmeslinéaires sont ainsi étendues aux systèmes non holonomes. Par exemple, la stabilitéasymptotique d'un point d'équilibre du système ommandé via de tels ontr�leurs,implique la onvergene exponentielle dès lors que le système est homogène de degrézéro (Rosier, 1992).2. De nombreux systèmes non linéaires, et en partiulier tous les systèmes non holonomesommandables peuvent être exponentiellement stabilisés via e type de ommande(Morin et al., 1999).A�n de préiser les onepts assoiés à e type de retour d'état, nous rappelons lesdé�nitions et résultats suivants (voir par exemple (M'Closkey, 1994; Morin, 2004) pourplus de détails et des résultats omplémentaires).Dé�nition 9i) On appelle un veteur de poids sur Rn, un veteur r = (r1, . . . , rn) ∈ Rn ave ri > 0.ii) Étant donné un veteur de poids sur Rn, une fontion f ∈ C0(Rn × R; R) est ditefontion ∆r-homogène de degré d si
∀λ > 0, ∀(x, t) ∈ Rn × R, f(∆r

λx, t) = λdf(x, t)ave ∆r
λ := (λr1x1, . . . , λ

rnxn). Comme ette propriété ne dépend pas de t, la dé�nitionest valable pour f indépendante de t.iii) Un hamp de veteur X sur Rn est dit hamp de veteur ∆r-homogène de degré l si,pour tout i = 1, . . . , n, Xi est une fontion ∆r-homogène de degré l + ri.La proposition suivante, qui déoule du résultat de (Pomet et Samson, 1994) (lui mêmeune extension au as instationnaire du résultat de (Rosier, 1992)), fait le lien entre l'homo-généité de degré l = 0 et la propriété de onvergene exponentielle.Proposition 2 Soient le système (1.24) et un veteur de poids r tels que X1, . . . ,Xm soient
∆r-homogène de degré −l1, . . . ,−lm < 0. Soit v(q, t) un retour d'état périodique par rapportà t, ave vi ∆r-homogène de degré li (i = 1, . . . ,m). Alors, si l'origine du système bouléest asymptotiquement stable, et équilibre est globalement K-exponentiellement stable, ausens où il existe γ > 0 et une fontion k(·) de lasse K tels que, pour toute solution q(·) dusystème boulé,

|q(t)| ≤ k(|q(t0)|)e−γ(t−t0) (1.32)



26 État de l'art et modélisation Chap. 1Notons que l'inégalité (1.32) implique une onvergene exponentielle de |q(t)| vers zéro, maisla propriété de stabilité K-exponentielle n'est pas équivalente, en général, à la propriété destabilité exponentielle lassique où
|q(t)| ≤ K|q(t0)|e−γ(t−t0)du fait que la fontion k(·) dans (1.32) n'est pas néessairement Lipshitz-ontinue à l'ori-gine.De nombreuses méthodes de synthèses de telles ommandes homogènes ont été pro-posées à la �n des années 90, pour les systèmes non holonomes ainsi que pour er-tains systèmes méaniques sous-ationnés, a�n d'obtenir des retours d'état exponentiel-lement stabilisants (M'Closkey, 1994; Pomet et Samson, 1994; M'Closkey et Murray, 1997;Morin et al., 1999). Malheureusement, la propriété d'homogénéité néessaire à l'obtentionde la onvergene exponentielle implique, pour es systèmes, que la ommande est né-essairement non Lipshitz-ontinue à l'origine. Cei est la ause d'un ertain nombre deproblèmes.Caratéristiques prinipalesi) Stabilité exponentielle lorsque le modèle et l'état sont parfaitement onnus.ii) La propriété de stabilité asymptotique obtenue ave e type de ommande n'est pasrobuste vis-à-vis de dynamiques non modélisées (Lizárraga et al., 1999). En pratique,des erreurs de modèle arbitrairement petites (i.e. ε petit dans (1.31)) entraînent desosillations sur un yle limite autour de l'équilibre à stabiliser. Cela implique l'impos-sibilité d'obtenir une stabilisation préise.iii) Forte sensibilité aux bruits de mesure, liée au fait que es ommandes reviennent grosso-modo à utiliser des gains in�nis à l'origine.1.3.2.3 Retours d'état hybridesL'appellation retour d'état hybride regroupe plusieurs types de ommandes, qui ont pouraratéristiques ommunes de ombiner des approhes temps ontinu et temps disret. Trèssouvent, elles se situent à mi-hemin entre la boule ouverte et le retour d'état, dans le sensoù l'état n'est pas remis à jour en ontinu mais seulement périodiquement, à une fréquenebeauoup plus faible que la fréquene d'éhantillonnage de la ommande. Par exemple, dans(Bennani et Rouhon, 1995), des ommandes de type v(q(kT ), t), ave k ∈ N et t, T ∈ R,onsistantes don à itérer une ommande en boule ouverte, sont proposées. Dans e travail,il est montré qu'ave es ommandes on peut obtenir la onvergene exponentielle et larobustesse de ette propriété vis-à-vis de dynamiques non-modélisées. Ce résultat a étégénéralisé dans (Morin et Samson, 1999) à tous les systèmes préédents analytiques sansdérive, véri�ant la CRAL. Pour préiser les propriétés de e type de ommande, introduisonsla dé�nition suivante.



1.3. Commande par retour d'état des robots non holonomes 27Dé�nition 10 On dit qu'un retour d'état hybride v(q(kT ), t) (k ∈ N, t, T ∈ R) est un sta-bilisateur K(T )-exponentiel pour le système sans dérive (1.24), s'il existe des onstantes
γ < 1 et K, η > 0 telles que, pour tout q0, la solution q(., 0, q0) du système dé�ni par

∀k ∈ N,∀t ∈ [kT, (k + 1)T ), q̇(t) =
m∑

i=1

vi(q(kT ), t)Xi(q(t))ave q(0) = q0 satisfait, pour tout k ∈ N et s ∈ [0, T ),
|q((k + 1)T, 0, q0)| ≤ γ|q(kT, 0, q0)| et |q(kT + s, 0, q0)| ≤ K|q(kT, 0, q0)|η (1.33)La relation (1.33) implique une onvergene exponentielle des solutions vers zéro. Par ontreon ne peut pas en déduire la stabilité de e point. En partiulier, par omparaison ave ladé�nition de stabilité K-exponentielle donnée dans la Proposition 2, l'inégalité (1.32) n'estpas néessairement satisfaite pour tout t0, bien qu'elle le soit pour tout t0 = kT (k ∈ N).La propriété de stabilité n'est don pas satisfaite au sens strit du terme.Caratéristiques prinipalesi) Stabilité K(T )-exponentielle du point d'équilibre.ii) Robustesse de ette propriété vis-à-vis de dynamiques non modélisées.iii) Forte sensibilité aux bruits de mesure, omme pour les ommandes homogènes et pourla même raison.iv) La propriété de stabilité K(T )-exponentielle n'est pas robuste vis-à-vis de retards dansl'appliation de la ommande. En e�et, par exemple, la robustesse obtenue ave les loisde ommande de (Bennani et Rouhon, 1995) et (Morin et Samson, 1999), repose surle fait que ertaines intégrales s'annulent exatement sur haque intervalle de temps

[kT, (k+1)T ]. Toutefois, en pratique, les ommandes vont aussi être éhantillonnées parrapport à t, et elles risquent aussi de subir des retards au niveau de leur appliation.De e fait, il se peut que les intégrales en question ne soient plus nulles sur haqueintervalle [kT, (k + 1)T ]. Ainsi, le moindre retard sur l'appliation de la ommandepeut su�re à perdre la propriété de onvergene asymptotique.En onlusion, auune tehnique de ommande ne semble à e jour, avoir permis derésoudre e�aement et de façon robuste le problème de stabilisation asymptotique depoints �xes, par les véhiules non holonomes. Nous retrouverons ette di�ulté sous uneforme légèrement di�érente lorsque nous aborderons la CRC de es systèmes.1.3.3 Stabilisation de trajetoires admissibles non stationnairesLes di�ultés renontrées pour la stabilisation asymptotique de on�gurations �xesviennent du fait que le système linéaire approximant le système de départ autour de eson�gurations n'est pas ommandable. Cependant, pour des trajetoires de référene ad-missibles non stationnaires, les systèmes linéaires assoiés peuvent être ommandables, e



28 État de l'art et modélisation Chap. 1qui permet d'envisager la stabilisation loale du système d'erreur via des retours d'étatlinéaires (mais à gains variables dans le temps). Les matries d'état et de ommande de essystèmes linéaires étant fontion du temps, les analyses de stabilité sont en général di�ileset souvent basées sur ertaines hypothèses sur les trajetoires de référene. L'utilisation detehniques non linéaires peuvent permettre de relâher les hypothèses en question ou degarantir un plus grand domaine de stabilité.Dans ette sous-setion, nous rappelons d'abord quelques propriétés de ommandabilitédes linéarisés de systèmes non linéaires le long de trajetoires. Nous mentionnons ensuite desrésultats de synthèse pour la stabilisation asymptotique de ertaines trajetoires admissiblesnon stationnaires de robots mobiles.1.3.3.1 Propriétés de ommandabilité des linéarisés de systèmes non linéairesle long de trajetoiresRappelons tout d'abord quelques dé�nitions et propriétés de ommandabilité des sys-tèmes linéaires instationnaires (voir (Chen, 1984, Se. 5.3) pour plus de détails).Dé�nition 11 Un système
ẋ = A(t)x+B(t)u (1.34)ave x ∈ Rn est dit

• ommandable sur [t0, tf ] si, pour tout ouple x0, xf ∈ Rn, il existe une ommande
u(t) dé�nie et ontinue par moreaux sur [t0, tf ], pour laquelle la solution de (1.34)ave x(t0) = x0 véri�e x(tf ) = xf .

• di�érentiellement ommandable au temps t0 si, pour tout ouple x0, xf ∈ Rn,et pour tout ε > 0 il existe une ommande u dé�nie sur [t0, t0 + ε] pour laquelle lasolution de (1.34) ave x(t0) = x0 véri�e x(t0 + ε) = xf .Proposition 3 On suppose que les matries A(t) et B(t) dans (1.34) sont de lasse Cn−1en la variable t. Soit M0(t), . . . ,Mn−1(t0) les matries dé�nies par
{
M0(t) := B(t)

Mk+1(t) := Ṁk(t) −A(t)Mk(t) (k = 0, . . . , n− 2)Alors, si Rang (M0(tf ) · · ·Mn−1(tf )) = nle système (1.34) est ommandable sur tout intervalle [t0, tf ] ave t0 < tf . Si de plus lesmatries A(t) et B(t) sont analytiques, (1.34) est di�érentiellement ommandable en touttemps.Considérons maintenant le système de ommande (1.24).Dé�nition 12 Étant donné le système (1.24) sur Rn, on dit que v̄ : [0, T ] −→ Rm est uneommande non-singulière en q0, s'il existe T0 ≤ T tel que le linéarisé du système le long



1.3. Commande par retour d'état des robots non holonomes 29de la solution qv̄(t, 0, q0) assoiée à v̄ est ommandable sur [0, T0]. Si v̄ est non-singulièreen tout q0 ∈ Rn, on dit que v̄ est une ommande non-singulière universelleLes ommandes non-singulières ont été partiulièrement étudiées par Sontag (voir parexemple (Sontag, 1987; Sontag, 1992)). Le résultat suivant montre la génériité de es om-mandes (voir aussi (Coron, 1994) pour des résultats omplémentaires).Théorème 1.3.1 (Sontag, 1992) On suppose que les hamps {X1, . . . ,Xm} du système(1.24) sont analytiques et que le système véri�e la CRAL en tout point, i.e.
dimLie(Xi)(q) = n, ∀q (1.35)Alors, il existe des ommandes non-singulières universelles pour e système. De plus,l'ensemble des ommandes non-singulières universelles de lasse C∞ est générique2 dans

C∞([0, T ]; Rm) pour tout T > 0.Puisque les modèles inématiques de nos robots mobiles non holonomes (uniyle, voi-ture,...) véri�ent la CRAL, leurs linéarisés le long de �presque toute� trajetoire de réfé-rene admissible est ommandable. Cette propriété a été exploitée (la plupart du tempsimpliitement) pour la stabilisation asymptotique de trajetoires admissibles non station-naires. Une première approhe onsiste à synthétiser des retours d'état linéaires stabilisantle système d'erreur linéarisé, ave l'espoir que es ommandes stabilisent également (loa-lement) le système de départ (voir par exemple (Samson et Ait-Abderrahim, 1991)). Uneautre approhe onsiste à travailler diretement sur le système d'erreur initial, i.e. non-linéaire. Les retours d'état synthétisés ave ette approhe sont en général non-linéaires.Deux tehniques assez lassiques en ommande non linéaire ont prinipalement été utilisées :l'approhe de type Lyapunov (Kanayama et al., 1990; Samson et Ait-Abderrahim, 1991;Morin et Samson, 2001) et la linéarisation par retour d'état dynamique qui tire pro�t despropriétés de platitude des systèmes non holonomes (Fliess et al., 1995). Toutes es ap-prohes (qui onduisent à la synthèse de retours d'état �loalement linéaires� pour des sys-tèmes dont le linéarisé est loalement ommandable) ne sou�rent pas des limitations propresaux méthodes de stabilisation de points �xes : elles permettent d'obtenir des onvergenesde type exponentielle et une marge de robustesse par rapport aux erreurs de modèle dès lorsque la �dynamique� de la trajetoire de référene est su�sante (on parle aussi de onditions�d'exitation persistante�). Mais si, par exemple, ette trajetoire tend vers un point �xe,on se retrouve alors onfronté aux problèmes mentionnés dans la setion préédente. Celaonduit à reposer la question du hoix de la ommande lorsque la trajetoire de référenen'est pas onnue a priori. Doit-on utiliser une ommande dédiée à la stabilisation de tra-jetoires non-stationnaires, sahant qu'elle ne permet pas de stabiliser asymptotiquement(ni même �pratiquement�) les on�gurations �xes ? Doit-on utiliser des ommandes syn-thétisées pour la stabilisation asymptotique de points �xes, onnaissant leurs limitationsintrinsèques de point de vue de la robustesse, et sahant qu'elles ne sont probablement pas2Il ontient une intersetion dénombrable d'ouverts denses pour la topologie C
∞.



30 État de l'art et modélisation Chap. 1bien adaptées à la stabilisation de la plupart des trajetoires non-stationnaires ? A�n demieux appréhender ette di�ulté, Lizárraga a voulu répondre dans (Lizárraga, 2003) àla question suivante : existe-t-il une loi de ommande v, dépendant de l'état q, de l'étatde référene qr, de la vitesse de référene vr et du temps t, qui permette de stabiliserasymptotiquement des trajetoires de référene admissibles arbitraires ? Une réponse af-�rmative à ette question aurait permis d'envisager la synthèse d'un ontr�leur utilisablesans onnaissane a priori sur la trajetoire de référene. Malheureusement, il est montrédans (Lizárraga, 2003) que de tels ontr�leurs n'existent pas pour les robots non holonomesauxquels nous nous intéressons dans e mémoire (uniyle, voiture, et). Cette di�ulté,ainsi que les problèmes de robustesse assoiés aux stabilisateurs de points �xes, ont onduitMorin et Samson à proposer une autre approhe de ommande basée non pas sur un ob-jetif de stabilisation asymptotique, mais sur un objetif de stabilisation pratique (i.e. dansun petit voisinage du point de référene onsidéré). Étant donné que notre travail a portéessentiellement sur ette approhe, nous la présentons brièvement dans la setion suivante.1.3.4 Stabilisation pratique de trajetoires généralesL'approhe par fontions transverses. L'approhe par fontions transverses (FT),développée dans (Morin et Samson, 2003), établit un adre général pour la stabilisationpratique de systèmes non holonomes. Nous rappelons par la suite quelques éléments deette approhe pour des systèmes modélisés par (1.12)3, et renvoyons le leteur intéressé à(Morin et Samson, 2003) pour plus de détails et des résultats omplémentaires.Dé�nition 13 Une fontion f = (f ′g, f
′
ζ)

′ ∈ C∞(Tp;SE(2)) ave Tp le tore de dimension
p (T = R/2πZ) est appelée fontion transverse pour le système (1.12) si, pour tout α ∈ Tp,la matrie (

X(fg(α))C(fζ(α))
∂fg

∂α
(α)

) (1.36)est de rang trois (= dim(SE(2))).Remarque 1 Comme X(g) est une matrie inversible pour tout g, il existe une matrie
A(α) telle que ∂fg

∂α (α) = X(fg(α))A(α). Ave ette notation, la matrie (1.36) est de rangtrois si et seulement si la matrie
C̄(α) = (C(fζ(α)) −A(α)) (1.37)est elle aussi de rang trois.3Nous supposons impliitement que la variable ζ, quand elle existe, peut être onsidérée omme unevariable de ommande. Remarquons que 'est essentiellement le as pour un véhiule de type voiture ar ζ̇est diretement ommandé par la vitesse de braquage.



1.3. Commande par retour d'état des robots non holonomes 31Exemple (uniyle) : (Artus et al., 2004) Considérons la fontion f = fg = (fx, fy, fθ)
′dé�nie sur T par

f(α) =




ε sinα
ε2

4 η sin 2α

arctan(εη cosα)


 (1.38)À partir de (1.13)-(1.14) et de la dé�nition 13, f est une fontion transverse pour le modèleinématique de l'uniyle si la matrie




cos fθ(α) 0 ∂fx

∂α (α)

sin fθ(α) 0
∂fy

∂α (α)

0 1 ∂fθ

∂α (α)


est inversible pour tout α. On peut failement véri�er que ette ondition est satisfaite avela fontion f dé�nie par (1.38) pour tout ε, η > 0.Exemple (voiture) : (Morin et Samson, 2004b) Considérons maintenant la fontion f =

(f ′g, fζ)
′ = (fx, fy, fθ, fζ)

′ dé�nie sur T2 par
f(α) =

(
f̄1(α), f̄4(α), arctan(f̄3(α)), f̄2(α) cos3(fθ(α))

)′ (1.39)ave
f̄(α) =




ε(sinα1 + η2 sinα2)

εη1 cosα1

ε2
(
η1

sin 2α1

4 − η3 cosα2

)

ε3
(
η1

sin2 α1 cos α1

6 − η2η3
sin 2α2

4 − η3 sinα1 cosα2

)


D'après (1.13), (1.15) et la dé�nition 13, f est une fontion transverse pour le modèleinématique de la voiture si la matrie




cos fθ(α) ∂fx

∂α1
(α) ∂fx

∂α2
(α)

sin fθ(α)
∂fy

∂α1
(α)

∂fy

∂α2
(α)

fζ(α) ∂fθ

∂α1
(α) ∂fθ

∂α2
(α)


est inversible pour tout α = (α1, α2). On peut véri�er que ette ondition est satisfaiteave la fontion f dé�nie par (1.39) pour tout ε > 0, et tout η1, η2, η3 > 0 tels que

6η2η3 > 8η3+η1η2. Le résultat suivant montre que la onnaissane d'une fontion transversepermet de synthétiser des lois de ommande qui garantissent a) la onvergene de l'erreurde suivi g vers un voisinage de l'origine pour des trajetoires de référene arbitraires, et b) laonvergene de g vers une valeur �xe lorsque cr = 0 (i.e. lorsque la trajetoire de référeneest réduite à un point �xe).Proposition 4 Soit f = (f ′g, f
′
ζ)

′ une fontion transverse pour le système (1.12), soit ζ =

fζ(α), et z = gfg(α)−1. Alors,



32 État de l'art et modélisation Chap. 1i) le long des solutions du modèle d'erreur (1.30), et pour toute ourbe régulière α(.),
ż = X(z)AdX(fg(α))

(
C̄(α)v̄ −AdX(g−1)cr(t)

) (1.40)ave v̄ = (v′, α̇′)′ et C̄(α) dé�nie par (1.37).ii) La matrie C̄(α) étant de rang trois pour tout α, le hangement de variable
v̄ = C̄(α)†

(AdX(fg(α)−1)vz + AdX(g−1)cr(t)
) (1.41)ave C̄(α)† une inverse à droite de C̄(α), transforme le système (1.40) en ż = X(z)vz .iii) Pour toute matrie Hurwitz-stable K, et pour vz dé�ni par

vz = X(z)−1Kz (1.42)a) ‖g‖ est ultimement borné par εf := maxα ‖fg(α)‖ pour toute trajetoire de réfé-rene gr(.),b) si cr = 0, g onverge exponentiellement vers un point �xe de fg(T
p).La propriété i) est une onséquene de (1.28), (1.30), et (1.37). La propriété ii) est dire-tement déduite de i). En utilisant le fait que, pour tout g, AdX(g−1) =
(AdX(g)

)−1, lapropriété iii.a) est failement déduite de la onvergene (exponentielle) de z vers zéro. Lapropriété iii.b) est déduite, elle aussi, de ette propriété de onvergene. En e�et, lorsque
cr = 0, v̄ onverge vers zéro exponentiellement, et ei implique que les dérivées de g et
gom onvergent aussi exponentiellement vers zéro. Il en resulte que g et gom sont ontraintsde onverger vers des valeurs �xes. Nous nous permettons de signaler que l'intérêt majeurde ette approhe est de fournir une loi de ommande unique permettant de stabiliser pra-tiquement n'importe quelle trajetoire de référene (point �xe, trajetoire réalisable nonstationnaire, trajetoire non réalisable) et, en partiulier de ontourner le problème sou-levé par (Lizárraga, 2003) des lors que l'on aepte de remplaer l'objetif de stabilisationasymptotique par elui, un peu moins ambitieux (mais plus réaliste), de stabilisation pra-tique.Remarquons �nalement que la dérivée α̇ du veteur de variables (réduit à une variablesalaire dans le as de l'uniyle et ave la fontion transverse (1.38)) dont la fontiontransverse dépend joue le r�le d'un veteur de ommande omplémentaire.1.3.4.1 Exemple : appliation de l'approhe par fontions transverses à la sta-bilisation de trajetoires générales pour un robot de type uniyleLe but de ette setion est d'illustrer, sur l'exemple d'un robot de type uniyle, lesperformanes (en termes de la qualité de suivi, de la onvergene, et des trajetoires durobot) que l'on peut obtenir ave la ommande par fontions transverses.Suivant la proposition 4 appliquée à l'uniyle, onsidérons la fontion transverse donnéepar (1.38) (i.e. f = fg). Posons z = gf−1(α) d'où ż est donné par (1.40) ave X(.) dé�niepar (1.13), AdX(.) dé�nie par (1.29), v̄ = (v′, α̇)′ et C̄(α) dé�nie par (1.14)-(1.37). Ave
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Fig. 1.6: Stabilisation pratique d'une on�guration �xe pour un robot de type uniylees dé�nitions, nous pouvons observer sur la �gure 1.6 les résultats de simulation pour lastabilisation d'une on�guration �xe (cr(t) = 0) obtenus ave la loi de ommande (1.41)-(1.42) ave K = −0.5I où I est la matrie idéntité 3 × 3. Les paramètres de la fontiontransverse utilisés dans ette simulation sont ε = 0.3 et η = 1. Ave es paramètres, la borneultime de l'erreur de suivi est donnée par εf = 0.3008. La ondition initiale est donnée par
g(0) = (−1.05, 1.24, 0)′ . Sur la �gure de gauhe sont représentés les normes de l'erreur desuivi g (ligne ontinue) et de z (ligne pointillée). Nous onstatons que 1) la borne ultime estrespetée ‖g(30)‖ ≤ εf , et 2) z onverge exponentiellement vers zéro (et don g(t) onvergeexponentiellement vers un point �xe). Sur la �gure de droite est représentée la trajetoiresuivie par le véhiule sur le plan xy. On peut observer que le véhiule est obligé de fairequelques man÷uvres pour s'approher de la position de référene omme résultat du hoixdes paramètres de ommande et de la ondition initiale. Le nombre de es man÷uvres peutêtre réduit signi�ativement, par exemple en plani�ant une trajetoire de référene menantde la position initiale du robot à la position désirée, ou en utilisant un gain non linéaireomme elui proposé dans (Artus, 2005). Nous avons hoisi un exemple simple pour illustrerl'appliation de l'approhe.Sur la �gure 1.7 nous pouvons observer les résultats de simulation de la stabilisationpratique d'une trajetoire générale ie. omportant des phases où la trajetoire est réalisableet d'autres où elle ne l'est pas. La trajetoire de référene est donnée par la vitesse du repèrede référene cr(t) omme suit

cr(t) =





(0, 0, 0)′ ∀t ∈ [0, 15)

(0.2, 0, 0)′ ∀t ∈ [15, 30)

(0, 0.2, 0)′ ∀t ∈ [30, 45)

(−0.2, 0, 0)′ ∀t ∈ [45, 60)

(0, 0, 0.2)′ ∀t ∈ [60, 75)

(0, 0, 0)′ ∀t ∈ [75, 90]

(1.43)
Pour t ∈ [0, 15) la trajetoire de référene est réduite à un point �xe. Pour t ∈ [15, 30)
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Fig. 1.7: Uniyle : stabilisation pratique d'une trajetoire généraleelle onsiste en un mouvement retiligne en marhe avant (dans la diretion ~ır du repère deréférene Fr), e qui onstitue une trajetoire réalisable par le robot. Pour t ∈ [30, 45) latrajetoire de référene onsiste en un mouvement omplètement non réalisable par le robot :un déplaement latéral (dans la diretion ~r du repère de référene Fr). Pour t ∈ [45, 60)le mouvement est à nouveau réalisable : un déplaement retiligne en marhe arrière (dansla diretion ~ır du repère de référene Fr). La trajetoire de référene est enore réalisablepour t ∈ [60, 75) : une rotation pure. Finalement, pour t ∈ [75, 0), la trajetoire de référeneest à nouveau réduite à un point �xe.Les paramètres de ommande et la ondition initiale sont les mêmes que pour la si-mulation préédente. Sur la �gure de gauhe sont représentés les normes de l'erreur desuivi g (ligne ontinue) et de z (ligne pointillée). Nous onstatons que 1) la borne ultimesur la norme de l'erreur de suivi est respetée : ‖g(t)‖ ≤ εf , ∀t > 10, et 2) z onvergeexponentiellement vers zéro, quelle que soit la trajetoire de référene (réalisable ou pas).Sur la �gure de droite sont représentées la trajetoire suivie par le véhiule (en ligneontinue) et elle de référene (en pointillé) sur le plan xy. On remarque que le robot réalisebeauoup de man÷uvres pour t ∈ [30, 45). Cei est lié au fait que la trajetoire de référenen'est pas réalisable dans et intervalle de temps ar cr,2 6= 0. Pour t ∈ [0, 15) la trajetoire etle résultat sont les mêmes que pour la simulation préedente et don les mêmes remarquess'appliquent. On remarque en outre que lorsque la trajetoire de référene omporte unpoint �xe, g(t) onverge exponentiellement vers un point �xe prohe de elui de référene.Pour résumer ette setion, nous nous permettons d'insister sur les aratéristiquesprinipales de l'approhe de ommande par fontions transverses, à savoir :a) la onvergene de l'erreur de suivi g vers un voisinage de l'origine pour des trajetoiresde référene arbitraires,b) la onvergene de g vers une valeur �xe lorsque cr = 0 (i.e. lorsque la trajetoire deréférene est réduite à un point �xe) et) le fait que les propriétés préédentes sont obtenues ave une unique loi de ommande.



1.4. Rappels sur la ommande référenée apteur des robots manipulateurs 351.4 Rappels sur la ommande référenée apteur des robotsmanipulateurs1.4.1 Rappel sur le formalisme de ommande par fontion de tâheLe rappel de ommande de robots manipulateurs qui suit est tiré de(Samson et al., 1990). Le leteur intéressé est invité à onsulter et ouvrage pour unexposé plus approfondi.Le système de ommande onsidéré dans ette setion orrespond au modèle inématiquedu robot :
q̇ = v (1.44)ave q ∈ Q le veteur de on�guration artiulaire du robot (dim(Q) = n) et v ∈ Rnle veteur des vitesses artiulaires assimilé au veteur de ommande. Ce hoix de modèleest fait prinipalement pour établir un adre omparatif ave la ommande des systèmesnon holonomes et aussi pour ne pas alourdir inutilement l'exposé. Ce modèle trouve sajusti�ation dans le fait que les moteurs utilisés dans beauoup de robots disposent d'unasservissement bas niveau en vitesse. Cei permet d'exprimer diretement la onsigne durobot en termes de vitesses artiulaires. L'hypothèse sous-jaente est que et asservissementest apable d'assurer l'égalité entre la vitesse réelle des moteurs et la vitesse désirée (i.e.

q̇ = q̇∗). Cette hypothèse est réaliste pour des aélérations faibles ave un déouplagedynamique des artiulations du robot (e qui n'est pas néessairement le as en pratique)(Samson et al., 1990). Finalement, remarquons que les onepts rappelés i-dessous sontégalement appliables au modèle dynamique du robot.Dans la théorie lassique du ontr�le de robots, un problème de ommande est expriméomme la régulation d'une fontion de sortie du système robotique ; e dernier étant dé�niomme l'ensemble robot plus apteurs. Les fontions de tâhe onstituent une lasse par-tiulière de fontions de sortie de lasse Ck, k ≥ 1, à valeurs dans Rn, qui dépendent duveteur q de on�guration artiulaire du robot et du temps en tant que paramètre indé-pendant, i.e. e(q, t) ave e la fontion de tâhe. L'approhe de ommande par fontions detâhe, développée dans (Samson et al., 1990), fournit un adre général pour la synthèse deslois de ommande pour les robots manipulateurs. Plus préisément, ette approhe onsisteà exprimer une tâhe robotique omme la régulation à zéro sur un intervalle de temps [0, T ],d'une fontion de lasse C2 appelée fontion de tâhe, qui est dé�nie en termes de la sortiehoisie et la référene orrespondante. Par exemple, nous pouvons trouver des fontions detâhe exprimées dans
• l'espae artiulaire du robot e(q, t) = q(t) − q∗(t),
• l'espae eulidien e(q, t) = g(q) − g∗(t), ave g ∈ G ⊆ SE(3), dim(G) = n,
• l'espae d'un apteur e(q, t) = s(q, t) − s∗(t), ave s le signal du apteur.où x∗(t), x ∈ {q, g, s} désigne la trajetoire de référene dans l'espae onsidéré.Dé�nition 14 Une appliation e(q, t) de lasse Ck, k ≥ 1, d'un ouvert de Rn ×R dans Rnest une fontion ρ-admissible sur un ensemble Cρ,T et sur l'intervalle de temps [0, T ] si et



36 État de l'art et modélisation Chap. 1seulement si la fontion F (q, t) = (e(q, t), t) est un di�éomorphisme de lasse Ck de Cρ,Tdans la boule fermée Bρ × [0, T ], entrée en 0 et de rayon ρ.Pour bien résoudre un problème de ommande ave ette approhe, la tâhe assoiéedoit être bien posée. Cei se traduit par un nombre de onditions qui doivent être véri�ées.
• La ondition initiale. Une fois le problème de ontr�le posé omme la régulation de lafontion de tâhe e(q, t), il est néessaire de spéi�er la ondition initiale q0 | e(q0, 0) = 0(i.e. q∗(0) = q0) 4 pour pouvoir assurer l'uniité de la solution du problème de régulation.La tâhe de ontr�le est alors donnée par le ouple e(q(t), t), q0
• L'existene et l'uniité loale de la solution q∗(t) (i.e. telle que e(q∗(t), t) = 0). Cettedernière est garantie par l'inversibilité du jaobien Je de la tâhe le long de la trajetoirede référene q∗(t) (i.e. Je = ∂e

∂q (q∗(t), t)).
• la tâhe est ρ-admissible, i.e. la fontion e(q, t) est ρ-admissible, pour un ertain ρ > 0.Synthèse de la ommande. Considérons la dérivée par rapport au temps de la fontionde tâhe

ė(q(t), t) = Je(q(t), t)q̇(t) +
∂e

∂t
(q(t), t) (1.45)où Je(q(t), t) = ∂e

∂q (q(t), t) est le jaobien de la tâhe. Suivant l'espae où est dé�nie la fon-tion de tâhe, e jaobien peut être déomposé de di�érentes façons. Par exemple, lorsquela tâhe est dé�nie dans l'espae artiulaire, nous avons simplement Je = I. Dans l'espaeeulidien nous avons Je = ∂g
∂q (q) = J , qui est le jaobien lassique du robot exprimant lepassage entre les vitesses dans l'espae artiulaire et eulidien. Pour les tâhes dé�nies dansl'espae apteur nous avons Je = ∂s

∂q (q) (égal à la matrie d'interation L).À partir des équations (1.44) et (1.45) on déduit que
ẋ = Bv + p (1.46)ave
x = e

B = Je(q, t)

p =
∂e

∂tLe hangement de variable
v = J−1

e (q, t)(u− p) (1.47)transforme le système (1.46) en
ẋ = u (1.48)4remarquons que q0 ne orrespond pas forément à la position initiale du robot



1.4. Rappels sur la ommande référenée apteur des robots manipulateurs 37en hoisissant u = −Kx, ave K une matrie Hurwitz-stable, l'origine du système (1.48) estexponentiellement stable, e qui garantit la onvergene de la fontion de tâhe vers zéro.Ave ette ommande, la dynamique en boule fermée de la fontion de tâhe est donnéepar
ė(q, t) = −Ke(q, t) (1.49)Finalement, la ommande équivalente envoyée au système physique de départ (1.44) estdonnée par

v = −J−1
e (q, t)(Ke(q, t) +

∂e

∂t
) (1.50)L'implémentation de ette loi de ommande, dans le as idéal, néessite la onnaissane destermes Je, e(q, t),

∂e
∂t . Dans la pratique nous ne disposons le plus souvent, que des approxi-mations de es termes, d'où la loi de ommande

v = − ̂J−1
e (q̂, t)(Kê(q̂, t) +

∂̂e

∂t
) (1.51)où les �hapeaux� désignent des approximations. Nous rappelons i-dessous quelques élé-ments déterminants dans l'analyse de stabilité de e shéma de ommande.Analyse de stabilité. Pour simpli�er l'analyse �et aussi ar e adre est su�sammentsigni�atif pour nous donner les onditions fondamentales de stabilité�, nous faisons leshypothèses que K est une matrie diagonale et que l'objet (environnement) est immobile(i.e. ∂e

∂t = ∂̂e
∂t = 0 e qui orrespond à une tâhe de positionnement). Nous onsidérons deuxas de �gure par rapport aux erreurs de mesure :1. nous faisons l'hypothèse que les mesures sont perturbées par des fontions du temps,bornées i.e. ê(q̂, t) = e(q, t) + pe(t) et q̂(t) = q(t) + pq(t) ave supt‖pi(t)‖ ≤ pm

i . Lesystème (1.46) boulé ave la loi de ommande (1.51) est donné par
ė = −KJe(q, t)

̂J−1
e (q̂(t), t) (e(q, t) + pe(t)) (1.52)La ondition (su�sante) fondamentale pour garantir la bornitude asymptotique de e estdon

Je(q, t)
̂J−1
e (q̂, t) > 0. (1.53)La fontion de tâhe e(q, t) est alors bornée asymptotiquement par un nombre propor-tionnel à pm

e . L'impat prinipal de la perturbation pq(t) est sur la ondition de stabilité.En e�et, si l'on fait un développement au premier ordre de Je(q, t) nous pouvons érire
JeĴ

−1
e = (In +∆(t))−1 ave ∆(t) =

(
Σn

i=1pq,i(t)
∂2e
∂q2 (q, t)

)
J−1

e (q, t) et pq,i la ième ompo-sante de pq. Don si pq est grand ou si ‖J−1
e ‖ roît (par exemple près d'une singularitédu jaobien de la tâhe, alors ∆(t) peut grandir su�samment pour détruire la onditionde positivité JeĴ

−1
e > 0.



38 État de l'art et modélisation Chap. 12. ê = ϕ(e) ave ϕ : Rn −→ Rn un di�éomorphisme. De e fait on peut érire ê = ê(q, t) eton obtient
˙̂e = −KJê(q, t)

̂J−1
ê (q̂(t), t)ê (1.54)ave Jê(q, t) = ∂ê

∂q et ̂J−1
ê (q̂, t) l'approximation de son inverse disponible en pratique.Dans e as la ondition (su�sante) fondamentale pour garantir la stabilité asymptotiquedu système boulé est JêĴ

−1
ê > 0 et ê(q, t) onverge asymptotiquement vers zéro. Si deplus ϕ(0) = 0 (mesure préise de la tâhe à l'origine) e(q, t) onverge vers zéro.En général, pour bien réaliser une tâhe de positionnement, il y a deux onditionsprinipales à satisfaire, d'abord la ondition de stabilité mentionnée i-dessus, et ensuite laondition de préision de la tâhe ê(q, t) donnée par sa orrete mesure à l'origine ê(q, t) =

e(q, t) = 0. Nous allons maintenant disuter les aratéristiques de la synthèse (1.51), vis-à-vis de es onditions, suivant l'espae dans lequel la fontion de tâhe est dé�nie.1.4.2 Synthèse de ommandes dans les di�érents espaes
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0bFig. 1.8: Reonstrution de la pose relative d'un robot par rapport à un objetA�n d'illustrer les di�érentes façons d'utiliser des données apteur dans des boules deommande, onsidérons le problème lassique de positionnement d'un robot manipulateurpar rapport à un objet (Figure 1.8). Cette tâhe robotique est présente dans beauoupd'appliations omme par exemple la prise et dépose d'objets (�pik and plae�), les tâhesd'assemblage, et. Elle peut être représentée via di�érentes fontions de tâhe dé�nies dans



1.4. Rappels sur la ommande référenée apteur des robots manipulateurs 39di�érents espaes. La question maintenant est de savoir quelles sont les avantages et inon-vénients de travailler dans un espae en partiulier par rapport aux onditions de stabilitéet à la préision du positionnement. Avant tout, e�etuons un bref rappel sur la distintionapteurs proprioeptifs / apteurs extéroeptifs.1.4.2.1 Rappel sur les apteurs.
• Capteurs proprioeptifs. Les apteurs proprioeptifs fournissent des informations surl'état interne du robot et sur lui seul. Par exemple pour le as des odeurs, omni-présents dans les bras manipulateurs, leur sortie si est un signal qui peut être vuomme une fontion linéaire de la variable artiulaire qi assoiée, i.e. si = λiqi. Laonnaissane de λi et la mesure de si permettent don d'obtenir diretement, auxbruits de mesure près, la valeur de qi. Ce type de apteur est don très adapté pourles tâhes et synthèse de ommande dans l'espae artiulaire.
• Capteurs extéroeptifs. Le signal des apteurs extéroeptifs est fontion de l'intera-tion du robot ave son environnement. Ce dernier est généralement représenté parun objet physique. L'hypothèse lassique sur e type de apteur est que les signauxsont fontion uniquement de la position relative du apteur par rapport à l'objet (i.e.
s = ϕ(gc) ave gc la position relative apteur-objet) et, si le apteur est �xe sur lerobot, on peut dire qu'ils dépendent uniquement de la position relative du robot parrapport à l'objet (s = ϕs(g)) dans le as d'un apteur embarqué. Parmi les apteursextéroeptifs les plus utilisés en robotique, on trouve les améras, les lasers, ou lesapteurs d'e�ort. L'utilisation de es apteurs dans des boules de ommande se faittypiquement de deux façons, ou bien en synthétisant diretement la ommande dansl'espae des signaux apteurs, auquel as la onnaissane de ϕ ou ϕs n'est pas nées-saire (mais une estimation du Jaobien d'une de es deux fontions peut être néessairepour l'estimation du jaobien de la tâhe), ou alors en synthétisant la ommande dansl'espae artésien, auquel as une estimation de ϕ−1 ou ϕ−1

s est néessaire. Pour denombreux apteurs, une estimation préise de es fontions est di�ile.1.4.2.2 Mesure et préision de la tâheOutre le hoix de l'espae de synthèse de la ommande, disuté plus bas, l'espae danslequel la valeur de référene (i.e. à laquelle on souhaite stabiliser le robot) est expriméejoue un r�le important dans la préision de positionnement qui peut être obtenue. Dans leas du problème illustré par la �g. 1.8, il s'agit essentiellement de savoir si ette valeur deréférene est exprimée dans l'espae eulidien, i.e. omme une valeur g∗, ou dans l'espaeapteur, i.e. omme une valeur s∗. Dans le premier as, que la ommande soit synthétiséedans l'espae eulidien ou dans l'espae apteur, toute erreur sur le modèle du apteurrisque de se traduire par un biais de positionnement �nal. Ce problème ne se pose paslorsque la valeur s∗ est onnue. Toutefois on est ramené à la question de déterminer s∗.Pour ela on a essentiellement deux possibilités :



40 État de l'art et modélisation Chap. 1i. Une possibilité est de �positionner le robot à la position désirée� dans l'espae opéra-tionnel et aquérir la valeur de référene du signal s∗ à ette position (tehnique onnueomme �teahing by showing�, très utilisée en asservissement visuel, par exemple).ii. Une autre possibilité est de se baser sur une estimation de ϕ et une onnaissane apriori de g∗.1.4.2.3 Synthèse de ommandes dans l'espae artiulaire.Dans et espae Je = I et e(q, t) = q− q∗ de façon que l'expression de la ommande estréduite à
v = −K(q − q∗) (1.55)Les aratéristiques prinipales de ette synthèse sont :

• stabilité globale ar le jaobien de la tâhe est égal à l'identité
• simpliité de la ommande ar il n'y a pas besoin d'estimer un jaobien
• pour onnaître la valeur de référene dans et espae (diretement liée à la préisionde la tâhe) on dispose essentiellement de deux approhes :� �teahing by showing�, ave l'inonvénient de devoir réapprendre q∗ à haque nou-velle on�guration de l'objet.� utilisation du modèle géométrique inverse du robot Λ−1(g) pour déterminer q∗ =

Λ−1(g∗) à ondition que la pose relative objet-robot soit onnue et sahant quetoute erreur sur Λ−1 se traduira par une erreur de positionnement.Auune de es deux approhes n'est robuste par rapport à des hangements de posi-tionnement de l'objet (au sens où tout hangement de positionnement de l'objet setraduit par une erreur sur la réalisation de la tâhe).1.4.2.4 Synthèse de ommandes dans l'espae eulidien.Dans et espae Je = ∂g
∂q (q) = J(q) et e(q, t) = g − g∗ de sorte que l'expression de laommande est donnée par

v = −Ĵ(q)−1K(ĝ − g∗) (1.56)Les aratéristiques prinipales de ette synthèse sont :
• besoin d'une estimation du jaobien inverse du robot,
• domaine de stabilité dépend du domaine où J(q)Ĵ(q)−1 > 0,
• omme en général dans la pratique, on ne mesure pas diretement g, il faut en déter-miner une estimation (reonstrution) à partir des signaux apteur. Suivant le typede apteur di�érentes informations sont néessaires :� dans le as d'un apteur proprioeptif (mesurant q), il nous faut le modèle géomé-trique diret du robot (qui permet d'établir Tr) et la position de l'objet par rapportà la base du robot (T0), f. Figure 1.8. À partir de es deux transformations onretrouve alors la pose relative du robot par rapport à l'objet. Cette approhe n'est



1.5. Conlusions 41pas robuste aux erreurs de modèle géométrique du robot et de positionnement del'objet.� dans le as des apteurs extéroeptifs (s = ϕs(gso)), il faut le modèle inverse ϕ−1
s (s)du apteur pour trouver la pose du apteur par rapport à l'objet (gso assoiée à latransformation Tso), ainsi que la pose du apteur par rapport à l'organe terminal(déterminée à partir de la matrie homogène de transformation W , f �g. 1.8).Cette approhe est robuste par rapport à des déplaements de l'objet, mais ne l'estpas par rapport aux erreurs de modèle du apteur.1.4.2.5 Synthèse de ommandes dans l'espae apteur.Dans et espae Je = ∂s

∂q (q) = Js et e(q, t) = s−s∗ (dim s = n) de sorte que l'expressionde la ommande est donnée par
v = −Ĵs(q)−1K(s− s∗) (1.57)Les aratéristiques prinipales de ette synthèse sont :

• besoin d'une estimation du jaobien inverse de la tâhe. Cette estimation peut être ob-tenue par exemple :(a) à partir d'une estimée du jaobien du robot ∂g
∂q et de la matrie d'interation L = ∂s

∂g ,(b) par estimation direte en ligne du jaobien ∂s
∂q à une position �de référene�, à partirdes mesures de q et s ;

• le domaine de stabilité dépend du domaine où Js(q)Ĵs(q)−1 > 0,
• robustesse par rapport à des erreurs de modèle géométrique du robot,
• robustesse par rapport aux mouvements de l'objet du fait que la valeur de référene s∗est invariante à la position de l'objet. La valeur de s∗ peut être obtenue par :� la méthode du �teahing by showing�,� l'utilisation du modèle du apteur ϕs(g) pour déterminer s∗ = ϕs(g

∗), dès lors que
g∗ est onnue. Dans e as, des erreurs sur e modèle onduisent à des erreurs depositionnement.1.5 ConlusionsEn onlusion de e hapitre, résumons i-dessous quelques points lé.

• La stabilisation asymptotique de robots nonholonomes, en position et orientation, lelong de trajetoires de référene admissibles se heurte à plusieurs di�ultés. En e quionerne la stabilisation asymptotique de points �xes, auune solution de ommandene semble à e jour avoir permis de garantir la stabilité exponentielle et la robustesse deette propriété vis-à-vis d'erreurs de modèles omniprésentes en pratique (dynamiques nonmodélisées, retards, et). La onséquene pratique de ela est l'impossibilité de positionner



42 État de l'art et modélisation Chap. 1ave préision un robot non holonome à partir de es lois de ommande stabilisantes.Quant à la stabilisation de trajetoires non stationnaires, elle peut être obtenue, pourde nombreuses trajetoires de référene, via de ommandes linéaires onduisant à debonnes propriétés de onvergene et de robustesse, mais es propriétés sont fontion dela trajetoire de référene et ne peuvent être garanties sans onnaissanes a priori surelle-i ; la stabilité elle-même n'est pas garantie pour toutes les trajetoires de référene.
• L'approhe par fontions transverses fournit une solution nouvelle pour la ommande desystèmes non holonomes. Dans ette approhe, l'objetif de stabilisation asymptotiqueest relâhé au pro�t d'un objetif de stabilisation pratique, où l'idée est de stabiliserun �petit ensemble� dé�ni autour de la trajetoire de référene. Les synthèses de om-mande par ette approhe présentent plusieurs aratéristiques intéressantes omme lapossibilité de stabiliser toute trajetoire (i.e. pas néessairement réalisable) dans l'espaede on�guration du robot, et e ave une unique loi de ommande. Elle permet aussi laonvergene exponentielle vers des on�gurations �xes lorsque la trajetoire de référeneest elle-même réduite à un point �xe. Cependant, l'évaluation de la robustesse des loisde ommande ainsi obtenues, vis-à-vis d'erreurs de modèle, reste à déterminer.
• Les études de CRC pour les robots manipulateurs ont montré l'importane que peutavoir le hoix de l'espae de synthèse de la ommande (artiulaire / artésien / apteur)en termes i) de robustesse de la ommande aux erreurs de modèle, ii) de la quantitéd'information néessaire à la synthèse de la ommande, iii) de la failité qu'il peut yavoir à mener les études de stabilité. En partiulier, la synthèse dans l'espae apteurest dotée de propriétés de robustesse intéressantes vis-à-vis d'inertitudes sur le modèlegéométrique du robot et sur le modèle du apteur.
• La CRC des robots non holonomes a été peu étudiée jusqu'à présent. Les études exis-tantes i) ou bien onsidèrent la stabilisation d'une partie de l'état seulement (ontr�leen position), ii) ou bien se limitent à des trajetoires de référene le long desquelles lestehniques de ommande de type linéaire peuvent être appliquées (trajetoires de type�ruising mode�), iii) ou alors n'abordent pas les problèmes de robustesse sous-jaents àl'inertitude sur les modèles des apteurs.L'objetif des deux prohains hapitres est de proposer des approhes de CRC dans le adrede la stabilisation de la pose omplète des robots non holonomes le long de trajetoires deréférene générales, et d'en évaluer les performanes.



Chapitre 2Commande référenée apteur viaune estimation de la poseA�n d'illustrer la problématique générale qui nous intéresse, onsidérons le shéma dela Figure 2.1 i-dessous.
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Fig. 2.1: Robot mobile (gauhe), situation de référene (milieu), ible (droite)Le robot mobile (représenté à gauhe), que l'on supposera de type uniyle ou voiture, estéquipé d'un apteur (une améra par exemple) qui fournit une information sur sa situationrelative par rapport à une ible mobile (qui peut par exemple être un autre véhiule quel'on souhaite suivre). Un repère Fm = {0m,
−→ım,−→m} est assoié à la plateforme du robot, et

gom désigne la situation de e repère par rapport à un repère inertiel F0. Un autre repère,
Fs = {0s,

−→ıs ,−→s}, est assoié au apteur et gos désigne la situation de e repère par rapportà F0. La situation relative gms du apteur par rapport à la plateforme est paramétréepar un angle ξ, mesuré et dont on supposera qu'on peut le ontr�ler à partir d'un modèleinématique simple ξ̇ = vξ, ave vξ la variable de ontr�le en vitesse assoiée. Le apteurfournit un signal s ∈ R3 qui dépend seulement de la situation relative gts du repère apteurpar rapport au repère Ft = {0t,
−→ıt ,−→t } assoié à la ible, i.e. s = ϕ(gts). On supposera que

gts est déterminé de façon unique par s, au moins dans un ertain domaine opérationnel.En fait, nous ferons même l'hypothèse un peu plus forte que ϕ est un di�éomorphismed'un ouvert de SE(2) dans un ouvert de R3. L'objetif de ommande est de stabiliser laplateforme �devant la ible�, i.e. à une situation de référene gor omme elle représentéeau milieu de la �gure, ave gtr (la situation relative du repère de référene par rapport au



44 Commande référenée apteur via une estimation de la pose Chap. 2repère ible) prédé�nie et onstante. Il est lair que e problème revient à stabiliser à zérola situation relative g = grm du repère Fm par rapport au repère Fr. Rappelons que gest solution du modèle d'erreur (1.30), ave cr les omposantes de la vitesse du repère deréférene Fr (i.e. ġor = X(gor)cr), et qu'il n'est évidemment pas possible de maintenir gà zéro dans tous les as ('est-à-dire quel que soit le mouvement de la ible), à ause desontraintes non holonomes.Si l'erreur de suivi g était onnue, ainsi que la vitesse de référene cr, on pourraitdiretement appliquer la solution de ommande (1.41)-(1.42) fournie par l'approhe parfontions transverses, a�n d'obtenir une stabilisation pratique de g au voisinage de zéro.En partiulier, ette méthode nous permet dans e as 1,1. d'assurer la stabilisation de trajetoires de référene quelonques,2. de pouvoir régler la préision de suivi via le hoix des paramètres de la fontiontransverse,3. d'obtenir une onvergene exponentielle vers une situation �xe lorsque la situation deréférene gr est onstante.Malheureusement, g n'est onnue que de façon impliite via la mesure de s, et il s'agit desavoir omment utiliser ette mesure pour résoudre notre problème de suivi. Une premièreapprohe onsiste à aluler une estimée ĝ de g à partir de s a�n de l'utiliser dans le alulde la loi de ommande (1.41)-(1.42). La di�ulté est qu'en général, à ause notamment dela onnaissane approximative que l'on a des modèles des apteurs, il est souvent di�iled'obtenir une estimation préise de g. Au vu des problèmes de robustesse que pose laommande des véhiules non holonomes, il n'est pas évident a priori qu'une telle approhedonnera des résultats satisfaisants. L'objetif de e hapitre est d'apporter des réponses àette question. Une autre approhe, suggérée par les tehniques de ommande des robotsmanipulateurs, onsiste à essayer de dé�nir la loi de ommande �diretement� dans l'espaeapteur, 'est-à-dire sans remonter à une estimation de g. Cette approhe sera étudiée dansle hapitre suivant.Le hapitre présent est onstitué de trois setions. Nous présentons dans la première se-tion un résultat de robustesse vis-à-vis de dynamiques non modélisées, et illustrons sur unexemple simple omment il peut être utilisé pour établir des onditions de stabilité vis-à-visd'erreurs de mesure. Cet exemple permet également de mieux omprendre les prinipauxrésultats d'analyse de e hapitre, présentés dans la deuxième setion, qui fournissent desonditions de stabilité pour des fontions d'estimation de g génériques. En�n, dans la troi-sième setion, nous proposons di�érentes possibilités pour le alul de l'estimation ĝ etessayons de dégager, à partir de résultats de simulation et d'expérimentation, des hoix deparamètres de ommande pour une bonne utilisation de ette approhe.1nonobstant les limitations lassiques dues aux saturations et à la dynamique des ationneurs, et auxaspets numériques de la mise en ÷uvre de la ommande (éhantillonage, retards, et)



2.1. Robustesse vis-à-vis de dynamiques non modélisées 452.1 Robustesse vis-à-vis de dynamiques non modéliséesAvant d'aborder plus spéi�quement la ommande référenée apteur des robots mo-biles dans les setions suivantes, nous allons d'abord présenter un résultat de robustesseonernant l'approhe de ommande par fontions transverses. L'intérêt de e résultat estmultiple. Tout d'abord, il établit un résultat fort de robustesse qui montre, de e point devue, l'intérêt de ette approhe par rapport aux approhes plus lassiques basées sur unobjetif de stabilisation asymptotique (voir Se. 1.3 du hapitre préédent). En seond lieu,de par sa simpliité, il permet de mieux omprendre l'origine de es propriétés de robus-tesse. En�n, e résultat est très lié (et omplémentaire) à eux que nous établirons dans lasetion suivante.Comme nous l'avons rappelé dans le hapitre préédent, le problème de robustesse vis-à-vis de dynamiques non modélisées onsiste, pour des robots mobiles non holonomes, àétudier les propriétés de stabilité de systèmes ommandés du type
q̇ =

m∑

i=1

vi(Xi(q) + Yi(ε, q))ave X1, . . . ,Xm les hamps de veteurs "nominaux" (i.e. onnus), et les Yi(ε, ·) de "pe-tites" perturbations de es hamps, inonnues. Dans le as partiulier de robots de typeuniyle et voiture (ou plus généralement de tout autre véhiule), au lieu de onsidérerdes perturbations Yi(ε, ·) arbitraires, il est plus signi�atif d'un point de vue physique deonsidérer des perturbations qui respetent la propriété de symétrie de groupe dans SE(2).En e�et, quelles que soient les erreurs que l'on peut faire sur la géométrie du robot, ettepropriété d'invariane (qui signi�e physiquement que pour une entrée de ommande don-née, le déplaement relatif du véhiule par rapport à sa on�guration initiale ne dépend pasde ette on�guration) sera toujours respetée. Cei onduit naturellement à onsidérer leproblème de stabilisation de systèmes du type
ġ = X(g)C∆(ζ)v (2.1)où C∆ est une fontion matriielle, ontinue, inonnue, mais supposée prohe de la fontionnominale C du modèle inématique (1.12). Le résultat suivant établit une propriété derobustesse des lois de ommande basées sur l'approhe par FT vis-à-vis de e type d'erreursde modèle.Proposition 5 Soit f = (f ′g, f

′
ζ)

′ une fontion transverse pour le système nominal ġ =

X(g)C(ζ)v, et v̄ = (v′, α̇′)′ la loi de ommande dé�nie par (omparer ave (1.41)-(1.42))
v̄ = C̄(α)†AdX(fg(α))′X(z)′Kz (2.2)ave C̄(α) dé�nie par (1.37), AdX(·) dé�nie par (1.29), z = gfg(α)−1, et K une matriesymétrique dé�nie négative. Si

C̄∆(α)C̄(α)† > 0 ∀α (2.3)



46 Commande référenée apteur via une estimation de la pose Chap. 2ave
C̄∆(α) := (C∆(fζ(α)) −A(α)) (2.4)alors z onverge exponentiellement vers zéro et g onverge exponentiellement vers un point�xe.Preuve : La preuve de e résultat est relativement direte. D'après (1.28) (voir aussi (1.40)),
ż = X(z)AdX(fg(α))C̄∆(α)v̄Par appliation de la loi de ommande (2.2), on obtient don en boule fermée

ż = M(z, α)Kzave
M(z, α) = X(z)AdX(fg(α))C̄∆(α)C̄(α)†AdX(fg(α))′X(z)′ (2.5)La dérivée de la fontion de Lyapunov andidate V (z) = z′(−K)z le long des solutions dee système est don donnée par

V̇ (z) = −2z′K ′M(z, α)Kz (2.6)Il est lair, d'après (2.3), que la matrie M(z, α) est dé�nie positive pour tout z, α. Enutilisant en outre le fait que X(z) est une matrie de rotation et la ompaité de Tp, onmontre qu'il existe une onstante δ > 0 telle que
M(z, α) > δI3 ∀z,∀α (2.7)La onvergene exponentielle de z vers zéro déoule alors de (2.6). Cei implique, d'après(2.2), que v onverge exponentiellement vers zéro, et par onséquent que g onverge expo-nentiellement vers une valeur �xe.Avant de ommenter la Proposition 5, indiquons quelques variations possibles de erésultat (dont les preuves sont tout à fait similaires à la préédente). Tout d'abord, on peutaussi utiliser au lieu de (2.2) la loi de ommande

v̄ = C̄(α)′AdX(fg(α))′X(z)′Kz (2.8)La ondition de stabilité (2.3) doit alors simplement être remplaée par la ondition
C̄∆(α)C̄(α)′ > 0 ∀α (2.9)Il est aussi possible de onsidérer le as plus général où C∆ dépend non seulement de ζmais aussi de la variable exogène t. Dans e as, les onlusions de la proposition restentvalides si

C̄∆(α, t)C̄(α)† > δ̄I3 > 0 ∀α,∀t (2.10)



2.1. Robustesse vis-à-vis de dynamiques non modélisées 47où C̄∆(α, t) est dé�nie par (2.4) (en remplaçant C∆(fζ(α)) par C∆(fζ(α), t)). Nous ver-rons dans la setion suivante quelques appliations de es généralisations pour l'étude despropriétés de robustesse vis-à-vis d'erreurs de mesure.La ondition su�sante �de stabilité� (2.3) est à rapproher des onditions du type
JeĴe

−1
> 0que l'on renontre dans l'étude de stabilité des fontions de tâhe pour les robots manipula-teurs (voir Éq. (1.53)). Elle en onstitue le pendant. La propriété sous-jaente, importanted'un point de vue appliatif, est que pour toute fontion transverse, on dispose d'une margede robustesse pour la propriété de stabilité exponentielle globale de z = 0. Par exemple, enraison du fait que α est un élément de l'espae ompat Tp, la ondition (2.3) sera toujourssatisfaite lorsque la fontion C∆ résulte de petites variations paramétriques de la fontion

C. Nous verrons ependant qu'en général, la marge que l'on peut ainsi garantir est om-mensurable à la taille de la fontion transverse. Autrement dit, plus on souhaite obtenirun positionnement préis, moins on peut a priori garantir de marge de robustesse. Étantdonné que la ondition (2.3) est seulement une ondition su�sante de stabilité, la margede stabilité réelle peut évidemment être beauoup plus importante.Nous allons maintenant montrer sur un as relativement simple omment la Proposition5 peut être utilisée pour établir des propriétés de robustesse vis-à-vis d'erreurs de mesure.Cette étude de as permet en outre de mieux omprendre l'analyse plus générique qui seraonduite dans la setion suivante.Supposons que l'on dispose d'une estimation ĝ de g de la forme
ĝ = ψ(g) =

(
p̂

θ̂

)
=

(
λR(γ)p+ bp

θ + bθ

) (2.11)ave R(γ) la matrie de rotation d'angle γ. On souhaite déterminer des onditions su�santessur les paramètres λ, γ, bp, et bθ, garantissant la stabilité de la loi de ommande (2.2). Onsuppose dans un premier temps que es paramètres sont onstants. Les termes bp et bθreprésentent des biais de mesure. Le terme λ orrespond à un fateur d'éhelle sur la normedu veteur de position p, et γ représente une erreur sur la diretion de e veteur. On montrefailement, à partir de l'équation d'erreur (1.28), que ĝ satisfait l'équation suivante :
˙̂g = X(ĝ)∆(C(ζ)v̄ −AdX(g−1)cr) (2.12)ave ∆ la matrie onstante dé�nie par
∆ =

(
λR(γ̄) 0

0 1

)
, γ̄ = γ − bθ (2.13)Considérons tout d'abord le as où cr = 0 (i.e. la ible est immobile). Dans e as, le système(2.12), simplement donné par ˙̂g = X(ĝ)∆C(ζ)v̄, est de la forme (2.1) ave

C∆(ζ) := ∆C(ζ) (2.14)



48 Commande référenée apteur via une estimation de la pose Chap. 2Par appliation de la loi de ommande (2.2) (resp. (2.8)), ave z remplaée par son �esti-mée� ẑ = ĝf(α)−1, on garantit don la stabilité exponentielle de ẑ = 0 et la onvergeneexponentielle de ĝ (et don de g) vers un point �xe sous la ondition (2.3) (resp. (2.9)). Lelemme suivant illustre ette appliation dans le as d'un véhiule de type uniyle.Lemme 1 Considérons un véhiule de type uniyle et supposons que C∆ est dé�nie par(2.13)�(2.14). Alors, pour toute fontion transverse dé�nie sur T,1. La ondition de stabilité (2.3) assoiée à la loi de ommande (2.2) est satisfaite si etseulement si
0 < λ cos γ̄ et (

a1(α)

a2(α)
(1 − λ cos γ̄) + λ sin γ̄

)2

< 4

(
1 − a1(α)

a2(α)
λ sin γ̄

)
λ cos γ̄ ∀α(2.15)ave a1(α), a2(α), a3(α) les omposantes du veteur olonne A(α).2. La ondition de stabilité (2.9) assoiée à la loi de ommande (2.8) est satisfaite si etseulement si

∀α,
(
a1(α)a2(α) +

λ

4
(1 + a3(α)2)λ sin γ̄

)
λ sin γ̄ < a2(α)2λ cos γ̄ (2.16)Dans le as partiulier où γ̄ = 0 et la fontion transverse est dé�nie par (1.38), les onditions(2.15) et (2.16) sont respetivement équivalentes à

1 − 2

δ2

(√
1 + δ2 − 1

)
< λ < 1 +

2

δ2

(√
1 + δ2 − 1

)
, δ =

2 + ε2η2

εη
(2.17)et

0 < λ (2.18)La preuve de e lemme est donnée dans l'annexe A.1.La ondition su�sante de stabilité (2.17) illustre bien une propriété générique de etype d'analyse : la marge de robustesse garantie est d'autant plus faible que εη est petit(au premier ordre elle est en fait proportionnelle à εη). Elle est don ommensurable à lapréision de positionnement souhaitée. Le fait que e type de ondition n'apparaisse paspour la loi de ommande (2.8) (f. (2.18)), bien qu'intéressant, n'est malheureusement pasune propriété générique ; il est seulement lié à la struture très partiulière des erreurs demesure ii onsidérées. En règle générale, la loi de ommande (2.8) onduit à des onditionsde stabilité similaires à elles que l'on peut obtenir ave la ommande (2.2), ave l'inonvé-nient qu'elle ne permet pas de déoupler la onvergene de haque omposante du veteur
z, même lorsque le modèle du robot est parfaitement onnu. Aussi, à partir de maintenant,nous nous limiterons essentiellement à l'étude de la ommande (2.2).Bien que la ondition de stabilité (2.17) soit seulement su�sante, elle est ohérenteave les problèmes de robustesse rappelés dans le hapitre préédent qui montraient la dif-�ulté/impossibilité d'obtenir de façon robuste la stabilisation asymptotique exponentielled'un point �xe.



2.2. Conditions su�santes de stabilité vis-à-vis de l'estimation de la pose 49Le résultat suivant montre que la ondition de stabilité (2.3) est su�sante pour garantirla stabilisation pratique de trajetoires arbitraires, et établit le lien entre la préision desuivi et les paramètres de ommande.Proposition 6 On suppose que la ondition (2.3) est satisfaite ave la matrie C∆ dé-�nie par (2.13)�(2.14). Alors, pour toute trajetoire de référene telle que ‖cr‖max :=

maxt ‖cr(t)‖ < ∞, la loi de ommande (2.2) ave z remplaé par ẑ = ĝf(α)−1 et
K = −kI3 (k > 0) assure que ‖g‖ est ultimement bornée par τ(εf + ‖cr‖/k) + ‖(bp, bθ)‖,ave εf := maxα ‖fg(α)‖, et τ une onstante indépendante de la trajetoire de référene, etdu gain k.La preuve de e résultat est donnée dans l'annexe A.2.Il est possible, en utilisant notamment la ondition de stabilité généralisée (2.10), d'obte-nir des résultats de stabilité lorsque les paramètres du modèle (2.11) varient. A simple titred'illustration, supposons maintenant que γ soit une fontion du temps et, pour simpli�er,que la ible soit immobile. On a alors

˙̂g = X(ĝ)C∆(ζ, t) + γ̇(t)

(
S(p̂− bp)

0

)ave C∆, toujours dé�nie par (2.13)�(2.14), qui dépend maintenant de la variable t autravers de la fontion γ. En utilisant (1.28), on déduit de l'équation préédente que
˙̂z = X(ẑ)AdX(fg(α))C̄∆(fζ(α), t)v̄ + γ̇(t)

(
S(ẑp +R(ẑθ)fp(α) − bp)

0

)ave ẑp et ẑθ dé�nis par ẑ = (ẑ′p, ẑθ)
′. Par appliation de la loi de ommande (2.2), onobtient don en boule fermée

˙̂z = −kM(ẑ, α)ẑ + γ̇(t)

(
S(ẑp +R(ẑθ)fp(α) − bp)

0

)ave M la fontion à valeur matriielle dé�nie par (2.5). Si la ondition de stabilité géné-ralisée (2.10) est satisfaite, la dérivée de la fontion V (ẑ) = ẑ′ẑ le long des solutions dusystème i-dessus véri�e don l'inégalité
V̇ (ẑ) ≤ −2kδ‖ẑ‖2 + ‖ẑ‖γ̇(‖fp(α)‖ + bp)ave δ dé�nie via la relation (2.7). D'où l'on déduit que si γ̇ est bornée, ‖ẑ‖ est bornéeultimement par supt |γ̇(t)|(εf + bp)/(2kδ).2.2 Conditions su�santes de stabilité vis-à-vis de l'estimationde la poseLes résultats préédents ont permis d'illustrer omment la ondition de stabilité (2.3)permet d'obtenir des résultats de robustesse vis-à-vis d'erreurs d'estimation de la pose.



50 Commande référenée apteur via une estimation de la pose Chap. 2Toutefois, le modèle (2.11) est lairement restritif. Nous souhaitons maintenant établir desrésultats plus génériques. Pour e faire, nous allons onsidérer une estimation ĝ = ψ(g) où
ψ est une fontion arbitraire a priori. Cei orrespond à un adre général lorsque le apteurest �xé à la plateforme non holonome (i.e. ξ ≡ 0 suivant le shéma de la Figure 2.1), puisque
s dépend seulement de g dans e as et l'estimation ĝ est typiquement alulée omme unefontion de s. Le as où ξ est ontr�lé ativement sera illustré sur la base d'exemples dansla setion suivante.Considérons don une estimation ĝ = ψ(g). Comme dans la setion préédente, on pose
ẑ := ĝf(α)−1. L'utilisation de ẑ à la plae de z dans (1.41)-(1.42) donne

v̄ = C̄(α)†
(AdX(fg(α)−1)X(ẑ)−1Kẑ + AdX(ĝ−1)cr(t)

) (2.19)ou
v̄ = C̄(α)†AdX(f(α)−1)X(ẑ)−1Kẑ (2.20)lorsque cr est zéro, ou inonnu. Notons que la di�érene entre la loi de ommande (2.20)et la ommande (2.2) réside essentiellement dans l'utilisation de l'inverse de la matrieAdX(f(α)) au lieu de sa transposée (puisque X(z) est une matrie de rotation, on a

X(z)−1 = X(z)′). A�n d'établir les résultats qui vont suivre, on aurait aussi pu utiliserla ommande (2.2) au lieu de (2.20) ; toutefois e dernier hoix est un peu plus naturelpuisque 'est elui qui permet de linéariser exatement la dynamique de z lorsque g estonnu.Le problème onsiste maintenant à déterminer les propriétés de stabilité des ommandes(2.19) et (2.20). Contrairement au as partiulier d'une estimation ĝ donnée par (2.11),nous allons étudier séparement le problème de bornitude de l'erreur de suivi de elui de laonvergene de g vers une on�guration �xe lorsque la ible est immobile. Conernant lapropriété de bornitude, nous sommes amenés à faire l'hypothèse suivante.Hypothèse 1 Il existe deux onstantes δ1 > 0 et γ1 < 1 telles que l'erreur d'estimation
g̃ = gĝ−1 satisfait l'inégalité suivante

‖g̃‖ ≤ γ1‖g‖ , ∀g ∈ Bg(δ1) (2.21)La ondition (2.21) signi�e que la norme relative de l'erreur d'estimation est inférieure àun dans un domaine borné ontenant g = 0. Cei onstitue lairement une ondition faible.En e�et, omme ĝ = ψ(g), alors si ψ(0) = 0 (estimation non biaisée à la position désirée),on montre à partir de la dé�nition de la loi de groupe (1.10) que
g̃ ≈

(
I3 −

∂ψ

∂g
(0)

)
g (2.22)dans le voisinage de g = 0. Par onséquent, si

‖I3 −
∂ψ

∂g
(0)‖ < 1 (2.23)



2.2. Conditions su�santes de stabilité vis-à-vis de l'estimation de la pose 51l'hypothèse 1 est satisfaite dans un voisinage de g = 0. Par exemple, lorsque s = ϕs(g) ave
ϕs(0) = 0, pour une ertaine fontion ϕs, une estimation possible ĝ est donnée par

ĝ =

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)−1

s (2.24)Dans e as, la relation (2.23) devient
∥∥∥∥∥I3 −

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)−1∂ϕs

∂g
(0)

∥∥∥∥∥ < 1Cette dernière relation rappelle les onditions de stabilité lassiques sur la matrie d'inter-ation L = ∂s
∂g , du type2 LL̂−1 > 0, dans le ontexte de la ommande référenée apteur desbras manipulateurs (Samson et al., 1990)[h. 7℄ et en partiulier de la ommande référenéevision (voir par exemple (Chaumette, 1990; Malis, 1998)).Le résultat suivant établit la bornitude ultime de l'erreur de suivi g (f. la propriétéiii.a) de la Proposition 4) sous l'hypothèse 1.Proposition 7 (Bornitude de l'erreur de suivi pour l'uniyle et la voiture).Considérons la loi de ommande (2.20) ave K = −kI3 (k > 0) et f une FT. Si

‖g(0)‖ < δ1 − 2εf et ε̄f :=
εf + ‖cr‖max/k

1 − γ1
< δ1 (2.25)ave δ1 et γ1 des onstantes spéi�ées par (2.21) et ‖cr‖max := maxt ‖cr(t)‖, alors ‖g‖ estborné ultimement par ε̄f .La preuve de e résultat est donnée dans l'annexe A.3.Faisons quelques ommentaires sur e résultat. Tout d'abord, le hoix de la matrie degain K dans la proposition est fait essentiellement pour simpli�er la preuve et spéi�erune borne ultime pour ‖g‖. La bornitude ultime est aussi garantie pour d'autres matriesHurwitz stables, omme par exemple toute matrie de la forme

K =

(
−Kp 0

0 −kθ

)ave Kp une matrie 2×2 dé�nie positive et kθ > 0. Ensuite, notons que la ondition (2.25)indique omment la �taille� de la FT f in�uene la borne ultime de g et l'ensemble desonditions initiales g(0) pour lesquelles la bornitude peut être démontrée. En�n, insistonssur la ontribution la plus importante de e résultat : pour toute estimation ĝ de g satisfai-sant (2.21), l'erreur de suivi de toute trajetoire de référene est bornée par une valeur quipeut être rendue arbitrairement petite par un hoix pertinent des paramètres de ontr�le2ei est un as partiulier de la ondition de positivité (1.53) en onsidérant la déomposition bJe = bLJave J le jaobien du robot supposé parfaitement onnu.
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εf et k. Notons en partiulier que rien n'empêhe a priori que εf soit arbitrairement petit.En d'autres termes, en e qui onerne le problème de bornitude de l'erreur de suivi, lesontraintes sur la qualité d'estimation de g sont très faibles.Lorsque la vitesse de référene cr est onnue, la loi de ommande (2.19) peut être utiliséepour améliorer la préision de suivi omme ei est préisé dans la proposition suivante.Proposition 8 Supposons que la vitesse de référene cr(t) est onnue et onsidérons la loide ommande (2.19) ave K = −kI3 (k > 0) et f une FT. Si

‖g(0)‖ < δ1 − 2εf et ε̄f :=
εf

1 − γ1(1 + ‖cr‖max/k)
< δ1ave δ1 et γ1 des onstantes spéi�ées par (2.21) et ‖cr‖max := maxt ‖cr(t)‖, alors ‖g‖ estbornée ultimement par ε̄f .La preuve de e résultat est similaire à la preuve de la Proposition 7.Les résultats préédents indiquent que la bornitude de l'erreur de suivi peut être obtenuesous des hypothèses relativement faibles. Toutefois, ei ne garantit en rien que le omporte-ment du système soit satisfaisant en pratique. En partiulier, il est naturel de se demander,omme dans le as où g est parfaitement onnue (f Propriété iii.b) de la Proposition 4),si l'on peut garantir la onvergene du robot vers une on�guration �xe lorsque la ible estimmobile. Pour répondre à ette question, nous sommes amenés à étudier séparément lesas de l'uniyle et de la voiture.Proposition 9 (Convergene uniyle) Pour le modèle de l'uniyle (1.6), onsidéronsla loi de ommande (2.20) ave K = −kI3 (k > 0), et f une FT dé�nie par (1.38).Supposons que cr = 0 (i.e. ible immobile) et que la ondition (2.25) est satisfaite. Soit γ2la plus petite onstante positive telle que

‖∂ψ
∂g

(g) − ∂ψ

∂g
(0)‖ ≤ γ2‖g‖ , ∀g ∈ Bg(εf/(1 − γ1)) (2.26)Il existe deux onstantes positives c1 et c2, qui dépendent uniquement du paramètre η de laFT f , telles que si

γ̄ :=

(
γ1 + (γ1 + γ2)

εf
1 − γ1

)(
c1
εf

+ c2ε
3
f

)
< 1 (2.27)alors ẑ onverge exponentiellement vers zéro et g onverge exponentiellement vers un point�xe.La preuve de ette proposition, inspirée de la preuve de la Proposition 5, est donnée dansl'annexe A.4.Par rapport à la Proposition 7, le résultat préédent néessite la ondition supplémen-taire (2.27). Disutons maintenant les r�les que la �taille� εf de la fontion transverse (quidépend essentiellement du paramètre ε), et les valeurs de γ1, γ2 (qui re�ètent la qualité de



2.2. Conditions su�santes de stabilité vis-à-vis de l'estimation de la pose 53l'estimation de la pose), jouent dans la réalisation de ette ondition. Pour εf ∈ [0, ε̄], laondition (2.27) est satisfaite si
(
γ1 + (γ1 + γ2)

εf
1 − γ1

)
c̄1
εf

< 1 (2.28)ave c̄1 = c1 +c2ε̄
4. Il est lair que ette ondition ne peut pas être satisfaite, quand εf tendvers zéro, à moins que γ1 = 0. Cei suggère que des valeurs très petites de εf , permettantun suivi très préis, pourraient empêher le robot de onverger vers une situation �xe quandla ible est immobile. Cei est ohérent ave les résultats obtenus dans le as partiulier del'estimation (2.11) (f. Lemme 1), et plus généralement ave la di�ulté d'obtenir en mêmetemps la stabilité exponentielle d'une on�guration �xe et la robustesse de ette propriétévis-à-vis d'erreurs de modèle. Néanmoins, la ondition (2.27) montre aussi que, pour toutevaleur de εf , la onvergene exponentielle a lieu si γ1 et γ2 sont su�samment petits. Ondéduit de (2.22) que γ1 est petit dans le voisinage de g = 0 si le Jaobien de ψ en e pointest prohe de l'identité. Par exemple, quand ĝ est donnée par (2.24), ette ondition estsatisfaite si le Jaobien de la fontion ϕs est estimé ave préision. Dans e as, si l'onsuppose, pour simpli�er, que γ1 = 0, alors la ondition (2.28) est réduite à γ2c̄1 < 1. Laonstante c̄1 peut être alulée à partir des paramètres de la FT. En e qui onerne γ2, il estdiretement lié aux termes de seond ordre de la fontion ψ, et don aux termes de seondordre de la fontion signal ϕs. Pour ette raison, à moins qu'un modèle analytique de ϕs soitonnu, il est généralement di�ile d'évaluer γ2. Remarquons, ependant, que γ2 = 0 quand

ψ est une transformation linéaire (f. modèle (2.11)). Finalement, remarquons que (2.27)est seulement une ondition su�sante pour la onvergene. Des simulations et des résultatsexpérimentaux, omme eux présentés dans les setions suivantes, tendent à indiquer qu'elleest très onservatrie. En fait, des simulations intensives ave divers hoix de la fontionsignal ne nous ont pas permis d'observer des situations où l'erreur de suivi reste bornée sansonverger vers une valeur �xe. Cependant la question de savoir si ette propriété est toujourssatisfaite ou non reste ouverte. Les résultats préédents ont fait l'objet de la publiation(Maya et al., 2006a).Pour les plateformes de type voiture, on obtient le résultat suivant, similaire à la Pro-position 9 modulo la ondition (2.27) qui est remplaée par une ondition plus restritive.Proposition 10 (Convergene voiture). Pour le modèle de la voiture (1.9), onsidéronsla loi de ommande (2.20) ave K = −kI3 (k > 0), et f une FT dé�nie par (1.39).Supposons que cr = 0, et que la ondition (2.25) est satisfaite. Soit γ2 la plus petite onstantepositive telle que
‖∂ψ
∂g

(g) − ∂ψ

∂g
(0)‖ ≤ γ2‖g‖ , ∀g ∈ Bg(εf/(1 − γ1)) (2.29)Il existe deux onstantes positives c1 et c2, qui dépendent uniquement des paramètres ηi de



54 Commande référenée apteur via une estimation de la pose Chap. 2la FT, telles que si
γ̄ :=

(
γ1 + (γ1 + γ2)

εf
1 − γ1

)(
c1
ε2f

+ c2ε
4
f

)
< 1 (2.30)alors ẑ onverge exponentiellement vers zéro et g onverge exponentiellement vers un point�xe.La preuve de ette proposition est similaire à la preuve de la Proposition 9.La di�érene prinipale ave la Proposition 9 vient du terme 1/ε2f dans (2.30). Ceiest dû au fait que la troisième omposante de la FT (1.39) est homogène à ε2, tandis quela troisième omposante de la FT (1.38) assoiée à l'uniyle est homogène à ε. Cei dit,les onlusions qui peuvent être tirées de es deux propositions sont qualitativement lesmêmes : il est beauoup plus di�ile de garantir la onvergene de l'état vers une valeur�xe que sa bornitude ultime.2.3 Quelques tehniques pour l'estimation de la poseRappelons d'abord que s = ϕ(gts) et que nous avons supposé que ϕ est un di�éomor-phisme (loal), de sorte que ϕ−1 est, lui aussi, bien dé�ni loalement. Par la loi de groupe,nous avons g = grtgtsgsm, et l'on peut don érire

g = grtϕ
−1(s)gsm (2.31)Le alul d'une estimation ĝ de g à partir de mesures apteur orrespond au lassique�problème d'estimation de la pose�, qui a été amplement étudié dans la littérature sur lavision par ordinateur (voir par exemple (Faugeras, 1993) pour une référene didatique et(Rosenhahn, 2003) pour un aperçu des tehniques existantes dans le adre d'un apteur vi-suel ; pour des tehniques partiulières appliquées sur les robots mobiles, voir par exemple(Sugihara, 1988; Tsakiris, 1999; Artus, 2005)). Rappelons brièvement (sans auune reven-diation d'originalité) quelques approhes possibles. Par exemple, on déduit de (2.31) que

s = ϕs(g, ξ) := ϕ(gtrggms) (2.32)étant donné que gtr est onstant et gms dépend seulement de ξ. Ave s hoisi de manière que
ϕs(0, 0) = 0, une estimation linéaire simple peut être obtenue à partir de l'approximationloale s ≈ ∂ϕs

∂g (0, 0)g + ∂ϕs

∂ξ (0, 0)ξ, i.e.
ĝ =

(
∂̂ϕs

∂g
(0, 0)

)−1(
s− ∂̂ϕs

∂ξ
(0, 0)ξ

) (2.33)ave ∂̂ϕs

∂g (0, 0) et ∂̂ϕs

∂ξ (0, 0) des approximations de ∂ϕs

∂g (0, 0) et ∂ϕs

∂ξ (0, 0). Lorsque la on�-guration gms du apteur par rapport à la plateforme est onnue, et un modèle de ϕ est



2.4. Résultats de simulation pour un apteur visuel 55disponible, l'équation (2.31) peut être utilisée pour obtenir des estimations non linéaires.Cependant, il est souvent di�ile en pratique d'obtenir un modèle préis de ϕ. De plus, equi est en réalité néessaire pour le alul de g est ϕ−1, l'inverse de ϕ. La onnaissane d'uneexpression analytique de ϕ n'implique pas pour autant qu'une expression analytique de ϕ−1soit disponible. Quand elle ne l'est pas, on peut aluler une estimation de ϕ−1(s) via un al-gorithme de reherhe par gradient, basé sur l'utilisation de la matrie Jaobienne ∂ϕ
∂gts

. Uneautre possibilité onsiste à déterminer une fontion ϕ̂ prohe de ϕ dans un domaine onte-nant la situation désirée g∗ts = ϕ−1(0), et dont on peut obtenir l'inverse analytiquement.Cei suggère l'estimation suivante :
ĝ = grtϕ̂

−1(s)gsm (2.34)Finalement, même lorsqu'une expression analytique de ϕ−1 est onnue, on peut utiliser uneexpression simpli�ée pour ette fontion, de façon à réduire la omplexité du alul. Cettealternative onduit à une estimation de g de la forme
ĝ = grtϕ̂−1(s)gsm (2.35)2.4 Résultats de simulation pour un apteur visuelLes résultats de simulation qui suivent ont été obtenus ave le système illustré par laFig. 2.2, omportant un robot mobile (de type uniyle ou voiture) muni d'une améraembarquée, ontr�lée en rotation autour d'un axe vertial. La ible est matérialisée partrois points non olinéaires dans le plan (0, i, j), L, M , et R, qui onstituent les sommetsd'un triangle isoèle de base 2a et de hauteur b, ave a = b = 0.25. Le signal apteur est
s =




l− l∗

m− m∗

r− r∗


 (2.36)ave l,m, r les oordonnées y (dans le repère améra) de la projetion des points L,M,Rsur le plan image, et x∗ la valeur de la variable x à la position de référene. Pour toutesles simulations, gtr = (−2.5, 0, 0)′ (e qui revient à aligner la plateforme fae à la ible à laposition de référene, omme ei est illustré par la �gure), et gms = (0.51, 0, ξ)′.2.4.1 Estimation linéaire de la poseNous illustrons d'abord l'utilisation d'une estimation linéaire simple dé�nie par (2.33).Ce modèle néessite l'estimation des matries jaobiennes ∂ϕs

∂g (0, 0) et ∂ϕs

∂ξ (0, 0). En pratique,ei peut être e�etué au moyen de petits déplaements ∆g(p),∆ξ(p) (p = 1, . . . , P ) générésdans le voisinage de g = 0 et ξ = 0, en mesurant les variations de signal assoiées ∆s(p),et en posant par exemple
(
∂̂ϕs

∂g
(0, 0)

∂̂ϕs

∂ξ
(0, 0)

)
= (∆s(1) · · ·∆s(P ))

(
∆g(1) · · ·∆g(P )

∆ξ(1) · · ·∆ξ(P )

)† (2.37)
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Fig. 2.2: Robot mobile ave apteur visuel embarquéCaméra �xée au robot. Nous onsidérons d'abord le as où ξ = 0 (la améra reste �xesur le robot). Dans e as, s et ĝ dépendent de g uniquement. Les résultats de simulationreprésentés sur la Fig. 2.3 ont été obtenus ave un robot de type uniyle et une ibleimmobile. Les normes de g et ẑ sont représentées sur la �gure du haut à gauhe. La �guredu haut à droite orrespond au mouvement de l'origine 0m du repère robot sur le plan. Latrajetoire réelle est représentée ave des lignes ontinues tandis que la trajetoire donnéepar l'estimation de la pose (2.33) est représentée en pointillé. La �gure du bas orrespondà un alul numérique en ligne (à haque instant t) de γ1 en utilisant les dé�nitions del'hypothèse 1 ave l'égalité dans l'équation (2.21). Étant donné qu'il est en général di�ile dealuler analytiquement γ1 ainsi que le domaine de validité d'un tel alul, nous avons hoisid'estimer ette valeur numeriquement. Cette estimation de γ1 est présentée ii seulement àtitre informatif pour avoir une idée de la véri�ation où non de l'inégalité (2.21) (utiliséedans la proposition 7) en pratique. Même si ette valeur de γ1 n'est pas stritement exatevis-à-vis des dé�nitions de l'hypothèse 1, elle nous donne une bonne estimation de la vraievaleur au moins le long de la trajetoire réalisée dans ette simulation. La loi de ommande(2.20) a été utilisée ave K = −0.5I3, et la FT est dé�nie par (1.38) ave ε = 0.3 et
η = 1. Le robot démarre de la ondition initiale g(0) = (−1.05, 1.24, 0)′ (en haut à gauhesur la �gure de droite) et la position �nale est donnée approximativement par g(30) =

(0.07,−0.03, 0.24)′ . En dépit de la mauvaise qualité de l'estimation de g quand le robot estéloigné de la position de référene, la variable ontr�lée ẑ onverge vers zéro et la plateformeonverge vers une situation �xe prohe de elle désirée. D'après l'estimée de γ1, l'inégalité(2.21) a été véri�ée tout au long de ette simulation. En substituant la dernière valeur del'estimée γ̂1(30) = 0.66 et les paramètres de ommande dans (2.25), la borne ultime de lanorme de l'erreur de suivi g qui en résulte est de 0.94. La norme de g(30) est bien au-dessousde ette borne, e qui est ohérent ave la proposition 7.
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58 Commande référenée apteur via une estimation de la pose Chap. 2Caméra ommandée en rotation. Dans la pratique, il est souvent néessaire de om-mander la améra en rotation (i.e. ommande de l'angle ξ dans notre as) de manière à eque la ible reste dans le hamp de vision de la améra. Une stratégie simple de ommandeonsiste à hoisir vξ (= ξ̇) de façon à stabiliser s2 à zéro (voir la �g. 2.2). Pour e faire, unretour proportionnel simple, ave préompensation de la rotation de la plateforme mobile,de forme
vξ = kss2 − v2 (ks > 0) (2.38)peut être utilisé. Le hoix d'un gain ks relativement élevé aide à réduire la �traînée� intro-duite par le mouvement non ompensé de la ible. On pourrait aussi synthétiser des loisde ommande plus sophistiquées pour stabiliser s2 à zéro dans toutes les situations, maisela n'est pas néessaire ar l'objetif, à e niveau, est seulement de garder la ible dans lehamp de vision de la améra.La Fig. 2.4 illustre ette stratégie. La loi de ommande (2.20) a été appliquée avela même matrie de gains K et la même fontion transverse que dans la simulation pré-édente, et ave la loi de ommande vξ dé�nie par (2.38) pour ks = 3 et s exprimé enoordonnées métriques. Bien que l'estimation de la situation de la plateforme soit signi�-ativement di�érente de elle obtenue pour la simulation préédente, la trajetoire réellede la plateforme n'est pas très di�érente qualitativement. En e qui onerne l'estimée de

γ1, on voit que sa valeur est signi�ativement plus basse que elle de la simulation pré-édente, e qui indiquerait, en plus de la véri�ation de l'inégalité (2.21), une meilleureestimation de g et aussi une borne ultime plus petite pour l'erreur de suivi. En substituantla dernière valeur de l'estimée γ̂1(30) = 0.11 et les paramètres de ommande dans (2.25),la borne ultime de la norme de l'erreur de suivi g qui en résulte est de 0.36. La norme
‖g(30)‖ = ‖(−0.038, 0.004, 0.282)′‖ = 0.285 est enore au-dessous de ette borne, e qui estohérent ave la proposition 7.Référene mobile. Les mêmes stratégies d'estimation et de ontr�le, appliquées au asd'une ible mobile, sont illustrées par la Fig. 2.5. La vitesse de référene3 est dé�nie par(1.43)Les trajetoires du robot (en ligne ontinue) et du repère de référene (en pointillé) sontreprésentées sur la �gure en haut à droite. On remarque que le robot réalise beauoup deman÷uvres pour t ∈ [30, 45). Cei est lié au fait que la trajetoire de référene n'est pasréalisable dans et intervalle de temps ar cr,2 6= 0. Comme dans les deux simulations pré-édentes, plusieurs man÷uvres sont aussi réalisées dans la phase transitoire, quand la ibleest immobile et le robot est enore loin de la ible (i.e., t ∈ [0, 15]). Rappelons que, ommeommenté dans le hapitre 1, le nombre de es man÷uvres peut être réduit signi�ative-ment, par exemple en plani�ant une trajetoire de référene menant de la position initialedu robot à la position désirée, ou en utilisant un gain non linéaire omme elui proposé3Notons qu'il s'agit bien ii du mouvement du repère déporté Fr que l'on souhaite stabiliser, et non pasde la vitesse de la ible.
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2.4. Résultats de simulation pour un apteur visuel 61dans (Artus et al., 2004). On observe également sur la �gure de gauhe que l'erreur de suiviest signi�ative lorsque cr(t) 6= 0. Cei est dû au fait que l'information de vitesse de la iblen'est pas utilisée. L'introdution d'un terme de préompensation de ette vitesse dans laboule de ommande (f. ommande (2.19)) quand cr est onnu ou peut être mesuré/estiméave préision, améliore e point de manière signi�ative. Par ailleurs, on peut aussi obser-ver de petites osillations dans la trajetoire du robot quand la ible bouge en ligne droitedans la diretion de −~ıt (i.e., dans l'intervalle de temps [45, 60]). Ce phénomène, qui n'estpas présent lorsque ĝ = g, est une onséquene de l'estimation imparfaite de la pose durobot. Il a plut�t tendane à se produire quand la ible reule (i.e. dans la diretion de −~ıt).En e�et, dans e as la distane entre le robot (et don la améra) et la ible est plus petite,et l'erreur d'estimation augmente rapidement lorsque la distane entre la améra et la iblediminue. La �gure du bas montre l'estimée de γ1 où l'on peut observer que l'inégalité (2.21)est véri�ée tout au long de ette simulation.Robot de type voiture. La Figure 2.6(a), illustre l'utilisation de ette stratégie deommande (i.e. loi de ommande (2.20) ave une estimation linéaire de la pose) pour unvéhiule de type voiture. Le mouvement de la ible est toujours dé�ni via la vitesse deréférene cr donnée par (1.43). Le ontr�le de la améra est donné par (2.38) ave ks = 3.La fontion transverse est dé�nie par (1.39) (ave divers hoix des paramètres ε, η1, η2, η3préisés i-dessous). La loi de ommande v̄, à partir de laquelle on peut déduire la ommande
v1 du modèle (1.9), est donnée par (2.20) ave K = I3. La variable δ est posée égaleà fδ(α), ave la stabilisation asymptotique de δ − fδ(α) = 0 obtenue en posant vδ =

ḟδ(α) − k(δ − fδ(α)) ave k > 0. Les paramètres de la fontion transverse ont été dé�nisomme suit :
ε = 0.3, η1 = 3, η2 = 1.7, η3 = 4 (2.39)Cei orrespond à un débattement longitudinal d'environ ±0.8m, et de ±0.4rad en orien-tation. Ce résultat de simulation met en évidene plusieurs propriétés. Tout d'abord, endépit d'une estimation très approximative de g, la stabilisation pratique est bien assuréeet l'on peut observer la onvergene de ẑ vers zéro (et de g vers une on�guration �xe)dans les phases où la ible est immobile. Lorsque la ible se déplae dans la diretion de ~ıt

(t ∈ (15, 30]), l'erreur de suivi devient ependant importante. Cei est dû à la ombinaisonde trois fateurs : la valeur des paramètres de la fontion transverse qui autorise une erreurlongitudinale non négligeable, la �traînée� engendrée par le fait que la vitesse de la iblen'est pas préompensée dans la loi de ommande, et la mauvaise estimation de g qui tend à�sous-estimer� l'erreur longitudinale. L'élément le plus remarquable de ette simulation estle phénomène d'osillation observée en marhe arrière (i.e. lorsque la ible se déplae dansla diretion de ~ıt (t ∈ (45, 60])). Ce phénomène avait déjà été signalé pour l'uniyle (Fig.2.5), mais il est ii beauoup plus prononé. La �gure 2.7 (à gauhe) présente l'estimationdu paramètre γ1 orrespondante à ette même simulation. On peut observer que l'inégalité(2.21) (γ1 < 1) est véri�é quasiment pendant toute la simulation sauf pendant la phase demarhe arrière où le phénomène d'osillation se manifeste.
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(a) Estimation linéaire de g (2.33) et paramètres (2.39) de la FT
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(b) Estimation (2.40) et paramètres (2.39) de la FT
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() Estimation (2.40) et paramètres (2.45) de la FT
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(d) Estimation (2.40), paramètres (2.45) de la FT et ĉr(t) = cr(t)Fig. 2.6: Voiture : in�uene de l'estimation de l'état, du hoix des paramètres de la FT etde l'estimation de la vitesse de référene sur le suivi.
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tFig. 2.7: Voiture : Estimation de γ1. À gauhe l'estimation orrespondant à la simulationde la �gure 2.6(a) et à droite elle orrespondant à la simulation de la �gure 2.6(d)Pour améliorer la préision de suivi on peut intervenir sur les trois fateurs mention-nés préédemment. Les �gures 2.6(b), 2.6() et 2.6(d) illustrent l'in�uene de es fateurssur la préision de suivi et le omportement du robot. La Figure 2.6(b) montre ommentune simple modi�ation de l'estimation ĝ permet d'améliorer signi�ativement la préisionlongitudinale de suivi (pour le apteur de type améra onsidéré). Pour ette simulation,les paramètres de la fontion transverse sont enore donnés par (2.39), mais un fateur deorretion (orrespondant à un rapport de profondeur) est introduit dans la dé�nition de
ĝ, i.e.

ĝ = L

(
∂̂ϕs

∂g
(0, 0)

)−1(
s− ∂̂ϕs

∂ξ
(0, 0)ξ

) (2.40)ave
L =



l 0 0

0 1 0

0 0 1


 , l =

|l∗ − r∗|
|l− r|Pour expliquer e hoix, rappelons brièvement la projetion perspetive réalisée par uneaméra ave un modèle sténopé (voir par exemple (Chaumette, 1990; Faugeras, 1993)).Sans perte de généralité, on pose la distane foale de la améra f = 1 de manièrequ'un point 3D P = (X,Y,Z)′ se projette par projetion perspetive sur le plan image dela améra en un point p = (1, yp, zp)

′ (f. Figure 2.8). On obtient alors
pi =

1

Xi
Pi (2.41)et (2.36) peut être réérite omme

si =
ỹst

x̃st
− ỹ∗st
x̃∗st

(2.42)ave si ∈ {l,m, r}, x̃st = xst +Xti, ỹst = yst +Yti et (Xti, Yti) les oordonnées (onstantes)des points Pi dans le repère Ft (voir �gure 2.2). Dans le adre partiulier d'erreurs de
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0s

ks

js
P = (X,Y, Z)′

is

f

p = (f, y, z)′

Fig. 2.8: Projetion perspetive.suivi purement longitudinales, i.e. lorsque les axes (0m,~ım) et (0r,~ır) de la Figure 2.1 sontonfondus, ỹst = ỹ∗st, g = (x, 0, 0)′ et gms = (0.51, 0, 0)′ . À partir des relations g = grtgtsgsmet (1.11) et du veteur gtr = (−2.5, 0, 0)′ (par onstrution) on déduit gst = (x+ x∗st, 0, 0)
′.En appliquant ette dernière égalité dans (2.42) nous déduisons

si =
xỹ∗st
x̃stx̃

∗
std'où

x =
x̃stx̃

∗
st

ỹ∗st
si (2.43)L'estimation (2.33) équivaut à approximer x en utilisant x̃st = x̃∗st dans (2.43). Cela sug-gère d'améliorer l'estimation de x dans (2.33) par l'utilisation d'une approximation de x̃st.Remarquons que |l−r| = 2a/xst. Si l'on onnaît la valeur de a (dimensions de l'objet) nouspouvons dériver diretement une estimation de la profondeur x̃st ; si e n'est pas le as, unepossibilité est donnée par

|l∗ − r∗|
|l− r| =

x̃st

x̃∗st
= l. (2.44)Par appliation de e fateur sur le premier élément de (2.33) nous retrouvons (2.40). Cetteestimation a été validée en simulation et, omme on peut le voir sur la Figure 2.6(b), elleréduit notablement l'erreur longitudinale de suivi lorsque t ∈ (15, 30]) sans modi�ationmajeure de l'erreur pour tout autre t. L'estimée du paramètre γ1, essentiellement ave lesmêmes aratéristiques que pour la simulation préédente (l'hypthèse 1 est vérifée pendantquasiment toute la simulation sauf pour la phase de marhe arrière), n'est pas montré ii.Pour la simulation de la Figure 2.6(), les paramètres de la fontion transverse ont étémodi�és omme suit :

ε = 0.17, η1 = 15, η2 = 1.7, η3 = 30 (2.45)



2.4. Résultats de simulation pour un apteur visuel 65Par rapport aux paramètres préédents, e hoix onduit à réduire le débattement longitu-dinal (à ±0.45m) et augmenter le débattement en orientation (±0.9rad). Logiquement, etomme on peut l'observer sur la �gure de gauhe (pour t ∈ (15, 30]), ei a pour e�et deréduire l'erreur longitudinale de suivi. Cei mis à part, le mouvement du robot est similaireà elui observé dans le as préédent. L'estimée du paramètre γ1 présente essentiellementave les mêmes aratéristiques que pour les deux simulations préédentes et pour etteraison elle n'est pas montré ii.Finalement, la �gure 2.6(d) a été obtenue en ompensant dans la loi de ommande lavitesse de la référene cr(t), i.e. Éq. (2.19). Comme on peut s'y attendre ei se traduitpar une diminution de l'erreur de suivi, dans toutes les phases de l'asservissement où laible bouge. Qualitativement, le mouvement du robot reste similaire à e que l'on observaitpour les simulations préédentes. En partiulier, la onnaissane de la vitesse de la iblene su�t pas à faire disparaître le phénomène d'osillations parasites lorsque la ible reule.La �gure 2.7 (à droite) présente l'estimation du paramètre γ1 orrespondant à ette mêmesimulation. On peut observer que dans e as, l'inégalité (2.21) (γ1 < 1) est véri�é pendanttoute la simulation.Erreurs d'estimation du Jaobien. Les résultats de simulation de la sous-setion pré-édente ont été obtenus ave un Jaobien exat de la fontion ϕs. Toute erreur sur l'estima-tion de e Jaobien entraîne des erreurs additionnelles dans l'estimation de l'état du robot.D'après l'hypothèse 1 et le résultat énoné par la Proposition 7, ei a�ete diretementla borne de l'erreur de suivi et la ondition de onvergene. En fait, des simulations inten-sives suggèrent des propriétés de robustesse beauoup plus fortes que elles garanties parl'analyse. En guise d'exemple, nous présentons i-dessous des simulations pour un modèlesimple de l'erreur d'estimation du Jaobien de ϕs orrespondant à une estimation à unfateur d'éhelle près, i.e.
∂̂ϕs

∂g
(0, ξ∗) = λ

∂ϕs

∂g
(0, ξ∗)

∂̂ϕs

∂ξ
(0, ξ∗) = λ

∂ϕs

∂ξ
(0, ξ∗)Deux hoix du paramètre λ sont illustrés par les résultats de simulation de la Figure 2.9. Laloi de ontr�le et les paramètres assoiés sont les mêmes que eux utilisés pour la simulationde la Figure 2.5. La partie haute de la �gure orrespond au hoix λ = 1/2, qui tend àsurestimer l'erreur de suivi. Il en déoule une amélioration de la préision de suivi, maiségalement une ampli�ation du phénomène d'osillation dans la phase de marhe arrière.Inversement, le hoix λ = 2 assoié à la partie basse de la �gure diminue la préision desuivi mais fait quasiment disparaître le phénomène d'osillation. Ces deux aspets mis àpart, les résultats sont très similaires.
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xFig. 2.9: Erreur d'estimation du Jaobien, fateur d'éhelle Ĵ = λJ . λ = 1/2 (haut), λ = 2(bas)



2.4. Résultats de simulation pour un apteur visuel 672.4.2 Estimations non linéairesLorsque la situation gms du apteur par rapport à la plateforme est onnue, et un modèlede ϕ est disponible, on peut envisager de nombreuses façons d'estimer g. Nous présentonsi-dessous quelques unes de es possibilités pour le apteur de vision, a�n d'illustrer le gainen performane que peut apporter une meilleure estimation de l'état. Nous ne présentonspas de estimations du paramètre γ1 dans les simulations qui suivent ar es estimationsétant meilleures que les linéaires, la valeur de e paramètre est ertainement plus petitedans e as, e qui implique la véri�ation de l'inégalité (2.21).Estimation de g à partir d'une approximation de ϕ et inversion de ϕ̂ (Éq. (2.34)) :Supposons que l,m, r soient exprimés en oordonnées métriques (améra alibrée). De lagéométrie de la ible (f. Fig. 2.2), nous pouvons déduire que
l = f

yst + a cos θst

xst − a sin θst
, m = f

yst − b sin θst

xst − b cos θst
, r = f

yst − a cos θst

xst + a sin θst
(2.46)ave f la distane foale. Remarquons que es relations dé�nissent la fontion ϕ (aprèsavoir remplaé xst, yst, θst par leurs expressions en termes de xts, yts, et θts). Le fait que

θst = 0 à la position de référene suggère d'approximer sin θst par θst et cos θst par un dansles équations i-dessus. Ave de telles approximations, nous pouvons déduire l'expressionsuivante de ϕ̂ :
ŝ = ϕ̂(gts) =

(
f

yst + a

xst − aθst
, f
yst − bθst

xst − b
, f

yst − a

xst + aθst

)′ (2.47)L'équation (2.47) onduit à un système linéaire dans les trois inonnues xst, yst, et θst, d'oùl'on déduit l'estimation suivante de gst :
ĝst =



x̂st

ŷst

θ̂st


 = P−1q ave P :=




l −f −al
r −f ar

m −f bf


 et q :=



af

−af
mb


 (2.48)L'approximation ϕ̂−1(s) de ϕ−1(s) est alors dé�nie par la relation

ϕ̂−1(s) := ĝts := ĝ−1
st (2.49)ave ĝ−1

st l'inverse de ĝst par rapport à l'opération du groupe de Lie SE(2) (f. Éq. (1.11)).L'estimation ĝ est alors alulée à partir de (2.34).Les Figures 2.10(a) et 2.11(a) illustrent ette stratégie d'estimation de g pour une ibleimmobile et une ible mobile respetivement, ave un véhiule de type uniyle. À l'exep-tion du hoix de ĝ, tous les paramètres de ontr�le sont les mêmes que eux utilisés pour lessimulations des Figures 2.4 et 2.5. En omparant les Fig. 2.4 et 2.10(a), on peut observerque l'estimation non linéaire de g est beauoup plus préise que l'estimation linéaire utiliséepréédemment, en partiulier lorsque ‖g‖ est grand. Bien que ela ait peu d'impat sur le
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(a) Estimation non linéaire de g, par estimation de ϕ et inversion de ϕ̂
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(b) Estimation par approximation de ϕ−1Fig. 2.10: Uniyle : Estimations non linéaires, améra ommandée en rotation, ible �xe.mouvement du robot quand la ible est immobile, la qualité de l'estimation ontribue à 1)améliorer la préision de suivi lorsque la ible bouge (omparer les parties gauhes des Fig.2.11(a) et 2.5), et 2) supprimer le phénomène d'osillation quand la ible reule (omparerles parties droites des Fig. 2.11(a) et 2.5).La �gure 2.12(a) illustre ette stratégie d'estimation de g pour le suivi d'une ible mobile,par un véhiule de type voiture. À l'exeption du hoix de ĝ, tous les paramètres de ontr�lesont les mêmes que eux utilisés pour la simulation de la �gure 2.6(a). Cette simulationon�rme le résultat obtenu ave le robot de type uniyle, i.e. l'utilisation d'une estimationnon linéaire (plus préise qu'une estimation linéaire) permet d'améliorer les performanes dusystème ommandé, notamment on peut observer 1) une nette amélioration de la préisionde suivi lorsque la ible bouge (omparer les parties gauhes des Fig. 2.12(a) et 2.6(a)), et2) supprimer le phénomène d'osillation quand la ible reule (omparer les parties droitesdes Fig. 2.12(a) et 2.6(a)). L'amélioration de la qualité de l'estimation de la pose se traduitpar les mêmes e�ets béné�ques que pour l'uniyle.
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(a) Estimation non linéaire de g, par estimation de ϕ et inversion de ϕ̂
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x(b) Estimation par approximation de ϕ−1Fig. 2.11: Uniyle : Suivi de ible, estimations non linéaires, améra ontr�lée en rotation,
ĉr = 0.
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(a) Estimation non linéaire de g, par estimation de ϕ et inversion de ϕ̂
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(b) Estimation par approximation de ϕ−1Fig. 2.12: Voiture : Suivi de ible, estimations non linéaires, améra ontr�lée en rotation,
ĉr = 0.



2.4. Résultats de simulation pour un apteur visuel 71Estimation de g à partir d'une approximation de ϕ−1 (Éq. (2.35)) : Une autrepossibilité onsiste à approximer diretement la pose gts = ϕ−1(s) à partir des donnéesapteur s, a�n de aluler ĝ via la relation (2.35). Ce alul, tout omme elui orrespondantà l'estimation non linéaire préédente, néessite la onnaissane de la pose du apteur sur laplateforme mobile (gsm), de la position de référene dans le repère ible (grt), des paramètresintrinsèques de la améra et des paramètres (les distanes) du modèle de la ible. Cetteméthode, dont le détail du développement est présenté dans l'Annexe B, est basée surdes relations géométriques. En partiulier, elle utilise le fait qu'il existe un erle passantpar trois points non olinéaires, par exemple les points L,R de la ible et l'origine 0s durepère améra (f. Figure B.1). Il est lair que le entre du erle se trouve sur l'axe xtdu repère ible. Il est faile de aluler le rayon du erle rrl à partir des signaux apteuret des relations les liant à la géométrie de la ible. Il reste alors à loaliser le point 0ssur le périmètre du erle. Ce point peut être paramétré par un angle σ dont plusieursapproximations sont possibles. Une fois e paramètre déterminé, les oordonnées de 0s dansle repère ible sont données par :




xts = −a |f+lr/f |
l−r

− rrl cos σ

yts = −rrl sinσ

θts = arctan
(

yts

xts+b

)
− arctan

(
m

f

) (2.50)ave
rrl =

a
√

(f + lr

f )2 + (l− r)2

l− r
(2.51)et σ l'angle dont la valeur est dé�nie dans l'annexe B (voir Éq. (B.6)-(B.7)). Une approxi-mation possible de σ est donnée par :

σ̂ = 2arctan
(a
b

) 2m − (l + r)

l− r
(2.52)L'approximation ĝts = ϕ̂−1(s) que nous avons onsidérée onsiste à remplaer dans (2.50)

σ par σ̂ et arctan(m/f) par m/f .Les Figures 2.10(b) et 2.11(b) illustrent l'utilisation de ette stratégie d'estimation pourune ible �xe et une ible mobile respetivement, dans le as d'un véhiule de type uniyle.Les paramètres de ontr�le sont les mêmes que pour la simulation préédente. On observesur la Figure 2.10(b) que ĝ est une très bonne estimation de g, même pour des erreursde suivi relativement grandes. Logiquement, le mouvement du robot est don quasimentidentique à elui observé ave l'estimation non-linéaire (2.48)-(2.49) (voir les Figures 2.10(a)et 2.11(a)).L'utilisation de es estimées pour le suivi d'une ible mobile par un véhiule de typevoiture est illustrée par la �gure 2.12(b). Hormis le hoix de ĝ, tous les paramètres deommande sont les mêmes que eux utilisés pour les simulations des �gures 2.6(a) et 2.12(a).À l'exeption de faibles osillations pendant la phase de reul de la ible, la trajetoire durobot sur le sol est pratiquement la même que elle obtenue ave l'estimation (2.48)-(2.49)(omparer les parties droites des �gures 2.12(b) et 2.12(a)).



72 Commande référenée apteur via une estimation de la pose Chap. 22.4.3 Fontions Transverses GénéraliséesLes résultats préédents ont illustré l'intérêt qu'il y a à disposer d'une estimation pré-ise de g dans un large domaine. Toutefois, l'obtention d'une telle estimation néessite uneonnaissane détaillée du apteur et de l'environnement (la ible), qui n'est pas toujoursdisponible. Une autre approhe pour améliorer la qualité de l'asservissement onsiste à mo-di�er l'expression des lois de ommande. L'approhe de ommande par fontions transverseso�re de nombreuses possibilités à e niveau. L'une d'elles repose sur le hoix de la fontiontransverse elle-même. En partiulier, une notion de "fontion transverse généralisée" a étédé�nie dans (Morin et Samson, 2004a), dans le but de faire varier la préision du suivi enfontion de la trajetoire de référene. Nous montrons i-dessous omment l'utilisation detelles fontions, ouplée ave une simple estimation linéaire de g, permet d'améliorer lesuivi.Suivant (Morin et Samson, 2004a), une "fontion transverse généralisée" est une fon-tion
f(α, β) =

(
fg

fζ

)
(α, β)dont les restritions à la variable α, i.e. les fontions f̄β(α) = f(α, β) sont des fontionstransverses. Par onséquent, pout tout ouple (α, β), la matrie

(
X(fg(α, β))C(fζ(α, β))

∂fg

∂α
(α, β)

)est de rang trois ou, e qui revient au même, telle que la matrie
C̄(α, β) := (C(fζ(α, β)) −A(α, β))est de rang trois (omparer ave (1.37)), ave A dé�nie par la relation
ḟg = X(fg(α, β))(A(α, β)α̇ +B(α, β)β̇) (2.53)L'intérêt de faire dépendre la fontion transverse d'une variable β supplémentaire est queette variable permet d'aomplir des tâhes de ontr�le omplémentaires, omme nousl'illustrerons dans la suite. La Proposition 4 est failement étendue à e adre plus général.Ave z = gfg(α, β)−1, nous obtenons au lieu de (1.40),

ż = X(z)AdX(fg(α, β))
(
C̄(α, β)v̄ −B(α, β)β̇ −AdX(g−1)cr(t)

) (2.54)ave v̄ = (v′, α̇′)′, et B(α, β) la matrie dé�nie par (2.53). Cei suggère de dé�nir v̄ omme(omparer ave (1.41)�(1.42))
v̄ = C̄(α, β)†

(AdX(fg(α, β)−1)X(z)−1Kz +B(α, β)β̇ + AdX(g−1)cr(t)
) (2.55)de façon à obtenir l'équation en boule fermée ż = Kz et, par onséquent, la onvergeneexponentielle de z vers zéro pour toute matrie K Hurwitz-stable. Dans le ontexte présent,
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z, g, et cr, sont bien entendu remplaés dans l'expression de ommande i-dessus par leursestimations respetives ẑ, ĝ, et ĉr. Il reste à spéi�er des fontions transverses généraliséeset à déterminer une expression de ommande pour β̇. Considérons la fontion (omparerave (1.38))

fg(α, β) =




ε(sin(α+ β) − ρ sin β)
ε2η
2 ((sin(α+ β) − ρ sin β)(cos(α+ β) − ρ cos β) − ρ sinα)

arctan(εη(cos(α+ β) − ρ cos β))


 (2.56)Il est faile de véri�er (voir aussi (Artus et al., 2004)) que fg est une fontion transversegénéralisée, pour le modèle inématique (1.6) de l'uniyle, pour tout ε, η > 0. Le para-mètre onstant supplémentaire ρ peut être hoisi arbitrairement. Les r�les que l'on souhaitefaire jouer au paramètre ρ et à la variable β sont les suivants. Lorsque ρ ∈ [0, 1], on a

max(α,β) ‖fg(α, β)‖ ≤ 2‖(ε, ε2η, εη)‖ et maxβ ‖fg(0, β)‖ ≤ (1 − ρ)‖(ε, ε2η/4, εη)‖. La pre-mière inégalité montre que, indépendamment de ρ, la borne supérieure de ‖fg(α)‖ peut êtreréglée via le hoix des paramètres ε et η. La seonde inégalité montre qu'en hoisissant ρprohe de un, et si α tend vers zéro, on peut maintenir la taille de fg petite quelles que soientles valeurs de β et le hoix fait pour ε et η. Cei suggère d'utiliser β̇ en tant que variablede ommande pour faire tendre α vers zéro lorsque le repère de référene est immobile, oulorsque la trajetoire de référene est réalisable par la plateforme mobile, de façon à réduirel'erreur de suivi dans es as. Lorsque la trajetoire de référene n'est pas réalisable, α doitpouvoir roître de façon à diminuer la préision de suivi et, par onséquent, le nombre deman÷uvres. A�n de mettre en ÷uvre ette stratégie, l'expression suivante a été proposéedans (Artus et al., 2004) :
β̇ =

1

1 + ρ2 − 2ρ cosα

(
kt tan(

α

2
) +

2

εη
(tan(f3)(cr,3f2 − cr,1) + cr,3f1)

) (2.57)ave kt > 0, ρ ∈ [0, 1), et cr,i la i-ème omposante de cr.Les résultats de simulation de la Figure 2.13(b) illustrent ette approhe pour le suivid'une ible mobile par un véhiule de type uniyle. La vitesse de référene cr est donnéepar (1.43). La loi de ommande est donnée par (2.55) ave K = −0.5I3, et z, g remplaéespar leurs estimations respetives ẑ, ĝ, ave ĝ l'estimation linéaire de g donnée par (2.33)(i.e. même estimée que elle utilisée pour les simulations des Figures 2.4 et 2.5). Dansette simulation on fait l'hypothèse que la vitesse de référene cr est onnue. La ommandeen orientation de la améra est dé�nie par (2.38) ave ks = 1. La fontion transversegénéralisée (2.56) est utilisée ave ε = 0.3, η = 1, et ρ = 0.8. La ommande auxiliaire
β̇ est donnée par (2.57) ave kt = 1. Pour illustrer l'amélioration dans la préision desuivi obtenue ave une fontion transverse généralisée, nous avons inlus (dans la Figure2.13(a)) la simulation orrespondante à la fontion transverse "simple" (1.38) (ave ε = 0.3et η = 1). Comme prévu, on peut observer que l'erreur de suivi obtenue ave la fontion
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x(a) FT simple ave ompensation de la vitesse de référene (ĉr = cr)
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x(b) FT généralisée ave ompensation de la vitesse de référene (ĉr = cr)
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x() FT généralisée sans ompensation de la vitesse de référene (ĉr = 0)Fig. 2.13: Uniyle : Fontions Transverses Généralisée vs Simple



2.5. Résultats expérimentaux 75transverse généralisée est très petite pendant les phases où la trajetoire de référene estréalisable (i.e. t ∈ [0, 30)
⋃

[45, 90]), et qu'elle augmente autrement (i.e. t ∈ [30, 45)), desorte que les man÷uvres sont réalisées à une fréquene basse. On peut aussi remarquerque la onnaissane de la vitesse cr de la ible permet d'améliorer la préision de suivi demanière signi�ative, et dans e as d'éliminer le phénomène d'osillations présent pendantles phases de reul de la ible (omparer la Fig. 2.5 ave la Fig. 2.13(a)). Sur la �gure 2.13()nous pouvons voir le résultat de simulation pour le as où la vitesse de référene n'est pasompensée. Le reste des onditions de simulation sont les mêmes que pour le as préédent.Outre la diminution de la préision de suivi normale, due à la non ompensation de la vitessede référene, on peut observer l'apparition de phénomènes d'osillation pendant les phasesde reul et de rotation pure de la trajetoire de référene. Mis à part ela, le mouvementdu robot est très similaire au as préédent.2.5 Résultats expérimentauxNous avons testé expérimentalement la stratégie de ommande proposée dans e ha-pitre sur le robot ANIS du projet ICARE, une plateforme mobile de type uniyle. Unbras manipulateur à six degrés de liberté, ave une améra à son extrémité, est embar-qué sur la plateforme. Pour plus de détails sur l'arhiteture du robot, on pourra se réfé-rer à (Tsakiris et al., 1997a). Les onditions de l'expérimentation sont essentiellement lesmêmes que elles illustrées par la Fig. 2.2. Les paramètres géométriques dé�nissant la tâhesont aussi eux utilisés pour les simulations, i.e. gtr = (2.5, 0, 0)′ , gms = (0.51, 0, ξ)′ , et
a = b = 0.25. Étant donné que nous n'avons pas de apteur pour mesurer la position de laible par rapport à un repère inertiel, nous ne pouvons inlure ii que des résultats expé-rimentaux obtenus ave une ible immobile. L'estimation linéaire ĝ donnée par (2.33) estutilisée dans la loi de ommande, ave les matries jaobiennes (∂ϕs

∂g (0, 0), ∂ϕs

∂ξ (0, 0)) esti-mées selon la méthode dérite dans la setion 2.4.1 (voir Éq. (2.37)), et les déplaements
∆g(p) mesurés par odométrie. Les omposantes du veteur signal s sont données en pixels.Un �ltre passe-bas a été appliqué aux données visuelles pour réduire le bruit de mesure.Expériene ave une fontion transverse simple. La loi de ommande est donnéepar (2.20) ave K = −0.5I3, f dé�nie par (1.38) ave η = 1 et ε = 0.3. Le ontr�le enrotation de la améra est donné par (2.38) ave 1/ks = − ∂̂ϕs,2

∂ξ (0, 0). La trajetoire durobot dans le plan artésien est représentée sur la Figure 2.14(droite). L'indie "pseudo-vrai" désigne l'état du robot reonstruit par géométrie (voir Éq. (2.50)) à partir des donnéesaméra. Cette reonstrution n'est pas utilisée dans la loi de ommande ; elle est seulementreprésentée ii omme valeur de référene. La norme de l'état "réel" et la norme de lavariable "ẑ" sont représentées sur la �gure de gauhe. Ces résultats sont très ohérents aveles résultats de simulation orrespondants (Fig. 2.4).
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Fig. 2.14: Résultats expérimentaux ave une FT simpleExpériene ave une fontion transverse généralisée. La loi de ommande est dé�-nie par (2.55) ave K = −0.5I3. La fontion transverse généralisée fg est donnée par (2.56)ave ε = 0.3, η = 1, ρ = 0.8, et β̇ donné par (2.57) ave kt = 1. Le ontr�le en rotation de laaméra est le même que pour l'expériene préédente. Les résultats de ette expériene sontreprésentés sur la Figure 2.15. Tout omme pour les simulations, nous pouvons observerque dans e as : a) il y a moins de man÷uvres pendant le transitoire de positionnementque pour la loi de ommande ave une fontion trasverse simple et b) la préision de po-sitionnement s'est nettement améliorée. Cei étende l'utilisation des fontions trasversesgénéralisées au le as où l'on dispose seulement d'une estimation de la position et valideleur utilité pratique dans e adre.
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Fig. 2.15: Résultats expérimentaux ave une FT généralisée



2.6. Conlusions 772.6 ConlusionsNous avons exploré dans e hapitre l'utilisation de méthodes de reonstrution de lapose, à partir de données apteur, pour ommander des robots mobiles, via l'approhe deommande par fontion transverse. Dans un premier temps nous avons e�etué une étudethéorique de robustesse des lois de ommande vis-à-vis d'erreurs d'estimation de la pose.Cette étude a mis en évidene qu'une stabilisation pratique de trajetoires arbitraires4 peutêtre obtenue à partir d'une estimation relativement grossière de la pose. Les nombreuses si-mulations que nous avons e�etuées ave di�érents modèles de ette estimation ont on�rméette forte propriété de robustesse. Toutefois, la stabilité pratique, qui garantit seulementla possibilité de maintenir une erreur de suivi petite, ne garantit pas pour autant que ladynamique du système est satisfaisante. A�n d'apporter des éléments de réponse à ettequestion, nous avons onsidéré le as partiulier de trajetoires de référene réduites à despoints �xes, et déterminé des onditions su�santes sur l'erreur d'estimation de la pose ga-rantissant la onvergene du robot vers un point �xe (et don exluant dans e as le risqued'osillations résiduelles, non souhaitables en pratique). Ces onditions sont ependant plusrestritives et di�iles à satisfaire que elles relatives à la bornitude de l'erreur de suivi.Toutefois, ette propriété de onvergene a été observée sur tous les résultats de simulationque nous avons e�etué ainsi que sur les expérimentations. Les simulations ont ependantmontré que des osillations résiduelles pouvaient avoir lieu pour d'autres trajetoires de ré-férene (orrespondant à des mouvements retilignes en marhe arrière), alors qu'elles ne seproduisent pas lorsque la pose est parfaitement onnue. Ce phénomène est partiulièrementprononé pour la voiture. Outre la détermination d'une meilleure estimée de la pose, ephénomène peut être atténué par le hoix de paramètres de ommande et la onnaissanede la vitesse de référene mais, dans le as de la voiture, nous n'avons pas réussi à le fairedisparaître si e n'est par le alul d'une estimée de la pose assez préise.En résumé, e hapitre montre qu'une estimation grossière de la pose est su�sante pourobtenir une bonne qualité de suivi ou de positionnement pour de nombreuses trajetoiresde référene (points �xes, mouvements en marhe avant, mouvements latéraux) lorsquel'on utilise l'approhe de ommande par FT. Une étude omplémentaire serait néessairepour mieux omprendre et éventuellement éliminer, le phénomène d'osillations résiduellesobservé pour des mouvements de la référene en marhe arrière.
4au sens de la bornitude ultime de l'erreur de suivi par une valeur qui peut être rendue arbitrairementpetite via le hoix des paramètres de ommande





Chapitre 3Synthèse de ommande dans l'espaeapteurNous souhaitons maintenant étudier la possibilité de synthétiser des lois de ommandediretement dans l'espae apteur, i.e. sans le alul intermédiaire d'une estimation de lasituation g de la plateforme. Pour e faire, nous allons d'abord montrer omment la syn-thèse de ommandes via l'approhe par fontions transverses (Setion 1.3.4) se généralise àun système de oordonnées quelonque. Cei est simplement dû au fait que les propriétésde géométrie di�érentielle assoiées aux groupes de Lie sont intrinsèques, et don indépen-dantes du hoix de système de oordonnées.3.1 Synthèse de stabilisateurs pratiques dans les oordonnéessignalTout au long de ette setion, nous supposons que le signal s dépend seulement de lasituation relative g de la plateforme mobile par rapport à la ible, i.e. s = ϕs(g), omme'est le as lorsque le apteur est rigidement lié à la plateforme. Rappelons également quepar hypothèse ϕ, et don ϕs sont des di�éomorphismes, que nous supposerons globaux poursimpli�er l'exposé.Lemme 2 Dans les oordonnées s = ϕs(g),1. Le système (1.12) est donné par 1
ṡ = Y (s)C(ζ)v (3.1)ave

Y (s) :=
∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (s))X(ϕ−1
s (s)) (3.2)1Pour être onsistant dans la notation, nous devons poser dans (1.12) gom = grm = g.



80 Synthèse de ommande dans l'espae apteur Chap. 3Ce système est invariant à gauhe par rapport à l'opération de groupe ◦ dans R3dé�nie par s1 ◦ s2 = ϕs(ϕ
−1
s (s1)ϕ

−1
s (s2)).2. Le système (1.30) est donné par

ṡ = Y (s)
(
C(ζ)v −AdY (s−1)cr(t)

) (3.3)ave AdY (s) la matrie assoiée à l'opérateur adjoint et telle que
∀s, AdY (s) = AdX(ϕ−1

s (s)) (3.4)3. Si f = (f ′g, f
′
ζ)

′ est une fontion transverse pour le système (1.12), alors fs := (f ′sg, f
′
ζ)ave fsg := ϕs(fg) est une fontion transverse pour le système (3.1).La preuve de e lemme est donnée dans l'annexe A.5.A partir de e résultat, il est faile d'étendre la Proposition 4 aux oordonnées signal :Proposition 11 Soit f = (f ′g, f

′
ζ)

′ une fontion transverse pour le système (1.12), soit
ζ = fζ(α), et posons

zs := s ◦ fsg(α)−1 ave fsg = ϕs(fg)

= ϕs(ϕ
−1
s (s)fg(α)−1)

(3.5)Alors,i) Le long des solutions du modèle d'erreur de suivi (3.3), et pour toute fontion dutemps α(.) di�érentiable,
żs = Y (zs)AdX(fg(α))

(
C̄(α)v̄ −AdY (s−1)cr(t)

) (3.6)ave v̄ = (v′, α̇′)′ et C̄(α) dé�ni par (1.37).ii) La matrie C̄(α) étant de rang trois pour tout α, le hangement de variable
v̄ = C̄(α)†

(AdX(fg(α)−1)vzs + AdY (s−1)cr(t)
)
, (3.7)ave C̄(α)† une inverse à droite de C̄(α), transforme le système (3.6) en żs =

Y (zs)vzs .iii) Si K est une matrie Hurwitz-stable, et
vzs = Y (zs)

−1Kzs (3.8)alors, le long des solutions du système en boule fermée,a) ‖s‖ est ultimement bornée par εfs
:= maxα ‖fsg(α)‖, et ‖g‖ est ultimement bornéepar εf := maxα ‖fg(α))‖, pour toute trajetoire de référene gr(.),b) si cr = 0, s (et don g) onverge exponentiellement vers un point �xe.



3.1. Synthèse de stabilisateurs pratiques dans les oordonnées signal 81La preuve de ette proposition est similaire à la preuve de la Proposition 4 (remarquonsque la relation (3.4) du Lemme 2 est utilisée pour établir (3.6)).L'appliation de la ommande (3.7)-(3.8) néessite a priori la onnaissane des termes
Y (zs), zs et AdY (s−1). Supposons un instant, pour simpli�er, que cr = 0, et intéressonsnous de plus près aux termes Y (zs) et zs. La matrie Y (zs) (ou plus préisément soninverse) intervient essentiellement au niveau de la ommande omme une matrie de gain.Du point de vue de la stabilité, il est raisonnable de penser qu'une onnaissane loale deette matrie, par exemple en zs = 0, est su�sante pour garantir une propriété de stabilitéloale. D'après (3.2), ei nous ramène à la onnaissane de ∂ϕs

∂g (0) et don essentiellement,omme dans le as des bras manipulateurs (Chaumette, 1990; Espiau et al., 1992), à laonnaissane de la matrie d'interation au voisinage de la position désirée. La onnaissanedu terme zs est plus problématique. Elle néessite en e�et d'avoir une expression analytiquede la loi de groupe ◦ dans l'espae apteur et de la fontion fsg, e qui revient d'après (3.5), àonnaître les fontions ϕs et ϕ−1
s . Loalement, au moins en e qui onerne la stabilisationde points �xes, la onnaissane d'une expression analytique de la loi de groupe ◦ n'estpas stritement néessaire. En e�et, pour toute opération de groupe et tout système deoordonnées tel que l'élément identité du groupe est assoié au veteur nul, on a dans levoisinage de l'origine xy = x+ y plus des termes d'ordre supérieur. Ainsi, il serait possiblede prendre en première approximation zs = s− fsg(α) = s−ϕs(fg(α)). Le résultat suivantmontre en e�et que la onnaissane de la fontion α 7→ fsg(α) et d'une approximation de

ϕs

∂g (0) est su�sante pour obtenir des propriétés de stabilité et de onvergene loales dansle as où la trajetoire de référene est un point �xe.Proposition 12 Ave les notations de la Proposition 11, supposons que la fontion α 7→
fsg(α) = ϕs(fg(α)) est onnue, que ζ = fζ(α) et que cr = 0. Considérons le système deommande (3.1), boulé ave la ommande

v̄ = C̄(α)†X(fg)
−1 ∂̂ϕs

∂g
(0)

−1

K(s− fsg(α)) (3.9)et ∂̂ϕs

∂g (0) désignant une approximation de ∂ϕs

∂g (0). Alors, si
∂ϕs

∂g
(0)

∂̂ϕs

∂g
(0)

−1

K (3.10)est une matrie Hurwitz-stable et εf := maxα‖fg(α)‖ est su�samment petit, il existe unvoisinage U de fsg(T
p) tel que pour tout s(0) ∈ U , s(t) onverge exponentiellement vers unpoint �xe de fsg(T

p) (et don g(t) onverge exponentiellement vers un point �xe de fg(T
p)).La preuve de ette proposition est donnée dans la setion A.6 de l'annexe A. Ce résultat meten évidene une propriété nouvelle par rapport aux résultats du hapitre préédent (Pro-positions 9 et 10) puisqu'elle établit une propriété de onvergene à partir essentiellement



82 Synthèse de ommande dans l'espae apteur Chap. 3de la onnaissane de la fontion signal sur l'ensemble image de fg(T
p) et d'une onditionassez faible sur l'estimation du jaobien ∂ϕs

∂g (0), tandis que les onditions des Propositions9 et 10 font intervenir des propriétés d'estimations de ette fontion signal sur tout unvoisinage de l'origine. On est ependant amené à la question de la onnaissane de la fon-tion α 7→ ϕs(fg(α)), en partiulier, lorsque l'expression analytique de ϕs n'est pas onnue.Lorsque, Tp = T (i.e. dim α = 1), omme 'est le as pour l'uniyle lorsque la FT (1.38)est utilisée, on peut éventuellement envisager de �mesurer� expérimentalement les valeursde ette fontion. Pour des dimensions plus élevées, ei semble ependant beauoup plusdéliat.Revenons maintenant à la loi de ommande (3.7)-(3.8) de la Proposition 11. En pratiqueon va être amené à utiliser des estimations des termes Y (zs), zs et AdY (s−1) déterminéesà partir d'estimations de ϕs, ϕ−1
s et ∂ϕs

∂g (0). Ave es estimations, la loi de ommande v̄ estalors donnée par
v̄ = C̄(α)†

(AdX(fg(α)−1)Ŷ (zs)
−1
Kẑs + ̂AdY (s−1)ĉr(t)

) (3.11)ave ĉr(t) une estimation de cr(t) laquelle, tout omme dans la setion 2.2, peut éventuel-lement être prise égale à zéro. La question que l'on peut se poser, a�n d'évaluer l'intérêt detravailler dans les oordonnées signal, est de savoir de quelle quantité d'information sur ϕs,
ϕ−1

s , et ∂ϕs

∂g on a besoin pour obtenir des résultats satisfaisants, et si les lois de ommandeassoiées présentent des avantages par rapport aux ommandes synthétisées en oordonnéesartésiennes. A�n de fournir des éléments de réponse à es questions, nous proposons dansla setion suivante diverses possibilités d'estimation des termes zs, Y (zs), et AdY (s−1).3.2 Estimations de termes intervenant dans l'expression de laommandeLe prinipe est de déterminer des estimations des fontions ϕs, ϕ−1
s , et ∂ϕs

∂g , et d'uti-liser es estimées dans (3.2), (3.4), et (3.5) pour en déduire des estimées de zs, Y (zs), etAdY (s−1). Comme pour le problème de reonstrution de la pose, nous onsidérons deuxtypes d'estimations, basées soit bien sur des approximations linéaires des fontions ϕs, ϕ−1
s ,et ∂ϕs

∂g , soit sur des approximations non-linéaires.Estimations basées sur des approximations linéaires : Un hoix simple onsiste àutiliser les approximations linéaires suivantes :
ϕ̂s(g) =

∂̂ϕs

∂g
(0)g, ϕ̂−1

s (s) =

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)−1

s,
∂̂ϕs

∂g
(g) =

∂̂ϕs

∂g
(0)ave ∂̂ϕs

∂g (0) une estimation de la matrie jaobienne ∂ϕs

∂g (0). L'utilisation de es approxi-mations dans (3.2), (3.4), et (3.5), onduit aux estimations suivantes pour zs, Y (zs), et
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ẑs = s− ∂̂ϕs

∂g (0)X(θ̂s − fθ)fg

Ŷ (zs) = ∂̂ϕs

∂g (0)X

((
∂̂ϕs

∂g (0)

)−1

ẑs

)

̂AdY (s−1) = AdX

((
( ∂̂ϕs

∂g (0))−1s

)−1
) (3.12)

ave θ̂s la troisième omposante de ( ∂̂ϕs

∂g (0))−1s et fθ la troisième omposante de fg. Lesexpressions i-dessus peuvent être enore simpli�ées omme suit :




ẑs = s− ∂̂ϕs

∂g (0)fg

Ŷ (zs) = ∂̂ϕs

∂g (0)X(0) = ∂̂ϕs

∂g (0)

̂AdY (s−1) = AdX(fg(α)−1)

(3.13)et l'on peut véri�er que ẑs orrespond alors à l'approximation au premier ordre de zs vueomme une fontion des variables s et fg (voir (3.5)), que Ŷ (zs) est l'approximation àl'ordre zéro de Y (zs) en zs = 0, et que ̂AdY (s−1) est l'approximation à l'ordre zéro deAdY (s−1) = AdY (fsg(α)−1z−1
s ) en zs = 0.Le lemme suivant illustre le fait que pour ertains hoix des paramètres de ommande,la synthèse dans l'espae apteur peut aboutir à la même expression des lois de ommandeque la synthèse dans l'espae artésien.Lemme 3 Soit K = −kI3, k > 0, alors la loi de ommande (3.11) ave les estimations(3.12) est équivalente à la loi de ommande (2.19) ave ĝ donné par (2.33).La preuve de e lemme est donnée dans l'annexe A.7.Estimations basées sur des approximations non linéaires : Lorsque des expressionsanalytiques de ϕ̂s et ϕ̂−1

s sont disponibles, on peut obtenir une expression analytique de
∂ bϕs

∂g , et utiliser (3.2), (3.4), et (3.5), pour déduire les estimations suivantes :




ẑs = ϕ̂s(ϕ̂
−1
s (s)f−1

g )

Ŷ (zs) = ∂ bϕs

∂g (ϕ̂−1
s (ẑs))X(ϕ̂−1

s (ẑs))

̂AdY (s−1) = AdX

((
ϕ̂−1

s (s)
)−1

)
(3.14)Comme rappelé dans la setion préédente, on peut approher l'opération de groupe dansl'espae apteur par xy = x + y dans le voisinage de l'origine. En utilisant ette ap-proximation, on peut obtenir une expression légèrement plus simple de ẑs omme suit :
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zs = s◦fsg(α)−1 ≈ s−ϕs(fg), d'où l'estimation ẑs = s− ϕ̂s(fg). En remplaçant la premièreégalité dans (3.14) par ette dernière relation on obtient :





ẑs = s− ϕ̂s(fg)

Ŷ (zs) = ∂ bϕs

∂g (ϕ̂−1
s (ẑs))X(ϕ̂−1

s (ẑs))

̂AdY (s−1) = AdX

((
ϕ̂−1

s (s)
)−1

) (3.15)Si une expression analytique de ϕ̂−1
s est disponible mais que elle de ϕ̂ ne l'est pas, onpeut dé�nir par exemple

∂̂ϕs

∂g
(g) =

(
∂ϕ̂−1

s

∂s
(s)

)−1et utiliser l'approximation linéaire de ϕs donnée par ϕ̂s(g) = ∂̂ϕs

∂g (0)g. La ombinaison dees relations ave (3.2), (3.4), et (3.5), permet d'obtenir les expressions suivantes :




ẑs = ∂̂ϕs

∂g (0)
(
ϕ̂−1

s (s)f−1
g

)

Ŷ (zs) =

[
∂ dϕ−1

s

∂s (ẑs)

]−1

X(ϕ̂−1
s (ẑs))

̂AdY (s−1) = AdX

((
ϕ̂−1

s (s)
)−1

)
(3.16)D'autres ombinaisons possibles sont :





ẑs = s+

[
∂

d
ϕ−1

s

∂s (0)

]−1

f−1
g

Ŷ (zs) =

[
∂ dϕ−1

s

∂s (ẑs)

]−1

X(ϕ̂−1
s (ẑs))

̂AdY (s−1) = AdX

((
ϕ̂−1

s (s)
)−1

)
(3.17)et 




ẑs = s−
[

∂ dϕ−1
s

∂s (0)

]−1

fg

Ŷ (zs) =

[
∂ dϕ−1

s

∂s (ẑs)

]−1

X(ϕ̂−1
s (ẑs))

̂AdY (s−1) = AdX

((
ϕ̂−1

s (s)
)−1

)
(3.18)Bien entendu, beauoup d'autres expressions peuvent être obtenues, par exemple, par lasimpli�ation ou ombinaison des expressions i-dessus.On souhaiterait à partir de là établir des résultats de robustesse vis-à-vis des erreursd'estimation des termes ẑs, Ŷ (zs) et ̂AdY (s−1), omme nous l'avons fait dans la setion 2.2pour les ommandes synthétisées dans l'espae artésien. Malheureusement, l'expressionde onditions su�santes de stabilité est plus déliate dans e as, en raison du fait que



3.3. Résultats de simulation pour un apteur visuel 85plus de termes doivent être estimés. En partiulier, si l'on exprime omme préédemmentles estimées ẑs, Ŷ (zs) et ̂AdY (s−1) en termes des fontions ϕ̂s, ϕ̂−1
s et ∂̂ϕs

∂g , on voit quees onditions de stabilité vont essentiellement porter sur les erreurs d'estimation des troisfontions, au lieu d'une pour la synthèse dans l'espae artésien, e qui risque de les rendrepeu exploitables en pratique. Néanmoins, loalement (i.e. dans un voisinage de ẑs = 0),on peut obtenir des onditions de bornitude et de onvergene similaires à elles de lasetion 2.2, exprimées en fontion des erreurs d'estimation du jaobien ∂ϕs

∂g (0) ou du hessien
∂2ϕs

∂g2 (0). En outre, le lemme 3 illustre de façon triviale que es propriétés de stabilité peuventêtre aussi semi-�globales� que elles obtenues dans l'espae artésien, mais hormis e aspartiulier, il ne semble pas du tout évident d'établir des liens entre le domaine de stabilitéet la �taille� des erreurs d'estimation. Pour es diverses raisons, nous nous limiterons dans lasuite de e hapitre à illustrer et omparer ette approhe de synthèse ave elle du hapitrepréédent, sur la base de simulations.3.3 Résultats de simulation pour un apteur visuelA�n de fournir des éléments de omparaison entre ette solution de ommande et lasynthèse e�etuée en oordonnées artésiennes, nous présentons dans ette setion des ré-sultats de simulation obtenus à partir du dispositif de la Figure 2.2, en appliquant la loide ommande dé�nie par (3.11). Plusieurs hoix des estimations de ẑs, Ŷ (zs), et ̂AdY (s−1),ont été onsidérés.Comme signalé dans le hapitre préédent, un point important à onsidérer dans lapratique est la véri�ation de la ondition de visibilité de la ible, i.e. l'objet doit resterdans le hamp de vision de la améra pendant tout l'asservissement pour assurer l'existenedu signal. Ce problème est ruial pour ertains apteurs (par exemple la améra ave lemodèle sténopé onsidéré dans nos simulations) alors que l'on ne le renontre pas pourd'autres (par exemple une améra omnidiretionnelle). Tout omme dans le hapitre pré-édent, nous avons hoisi de résoudre e problème ave l'introdution d'un degré de libertésupplémentaire pour ommander la améra en rotation dans le seul but de garder la ibledans le hamp de vision. Ce degré de liberté et la ommande assoiée ne sont don auu-nement utilisés pour soulager la problématique liée à la ommande de la plateforme nonholonome. Néanmoins, le fait de ommander ativement la améra n'est pas omplètementanodin vis-à-vis des synthèses de ommande de la setion 3.1. Notamment, l'hypothèse quele signal dépend uniquement de la pose du robot n'est plus véri�ée. Cependant, on peutonevoir di�érentes façons d'étendre ette synthèse au adre de la améra ommandée enorientation. Une possibilité simple onsiste à aluler, à partir du signal s et de l'orientation
ξ de la améra, le "signal virtuel" s̄ qui serait obtenu si la améra était rigidement liée àla plateforme mobile (i.e., ave l'angle ξ = 0). Pour e faire, supposons par simpliité quel'origine du repère améra Fs = {0s,~ıs,~s} est plaé sur l'axe de rotation de la améra (voirla Figure 3.1).
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Fig. 3.1: Projetion d'un point 3D dans deux plans image �rotation pure de la amérapar rapport à l'axe vertial�Le repère assoié à la �améra virtuelle� est noté F̄s = {0s,~ıs̄,~s̄}, et l'angle orienté entre
~ıs̄ et ~ıs est ξ. Un point P est projeté en les points image p et p̄ dans les plans image réelet virtuel respetivement. Soit γ (resp. γ̄) l'angle orienté entre ~ıs (resp. ~ıs̄) et −−→

OsP . Alors,
tan γ = c1py + c2 et tan γ̄ = c1p̄y + c2, ave py et p̄y les oordonnées y des points image
p, p̄ dans les repères améra Fs et F̄s, et c1 > 0 et c2 des onstantes qui dépendent desparamètres intrinsèques de la améra et des unités dans lesquelles p et p̄ sont exprimés (i.e.oordonnées métriques ou oordonnées pixels). A partir des expressions de γ et γ̄, du faitque ξ + γ = γ̄, et du fait que haque omposante si du veteur signal s est donnée par
si = piy − p∗iy, ave piy ∈ {l,m, r}, on déduit que

s̄i =
1

c1

(
tan (ξ + arctan (c1(si + p∗iy) + c2)) − c2

)
− p∗iy (i = 1, 2, 3) (3.19)Si l'on a des estimations des paramètres c1 et c2 (assoiés au système de oordonnées danslequel sont exprimés les points pi �i.e. oordonnées métriques ou pixel�) nous pouvonsestimer diretement le signal s̄

ˆ̄si =
1

ĉ1

(
tan (ξ + arctan (ĉ1(si + p∗iy) + ĉ2)) − ĉ2

)
− p∗iy (i = 1, 2, 3) (3.20)Une simpli�ation est obtenue en approximant les fontions tan et arctan dans lesexpressions i-dessus par la fontion identité. Cei donne :

ˆ̄s ⋍ s+
ξ

ĉ1
(3.21)3.3.1 Estimations basées sur des approximations linéairesLa Figure 3.2 illustre l'utilisation des estimations linéaires (3.13) pour la stabilisationpratique d'un robot de type uniyle par rapport à une ible immobile. La loi de ommande



3.3. Résultats de simulation pour un apteur visuel 87est donnée par (3.11) ave s dans l'expression de la ommande remplaé par ˆ̄s dé�ni par(3.21) ave c1 = 1 (signal exprimé dans des oordonnées métriques). La matrie de gain est
K = −0.5I3 et la fontion transverse fg est donnée par (1.38) ave ε = 0.3 et η = 1. Laommande de la améra est donnée par (2.38) ave ks = 5. La trajetoire du robot dansle plan artésien est très prohe de elle de la Fig. 2.4 (i.e. ave la synthèse de ommandedans l'espae artésien et une estimation linéaire de la pose).
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xFig. 3.2: Uniyle : Estimations linéaires (3.13), améra ommandé en rotation, ible im-mobileLa même stratégie, ave les mêmes paramètres de ommande de la simulation préé-dente, est illustrée par la Figure 3.3 dans le as d'une ible mobile, sur un robot de typeuniyle. La vitesse de référene cr est donnée par (1.43), et ĉr = 0. La trajetoire du robotest aussi très prohe de elle obtenue ave la synthèse dans l'espae artésien basée sur uneestimation linéaire de la pose du robot (Figure 2.5).La �gure 3.4 illustre l'utilisation des mêmes estimations linéaires (3.13) dans la om-mande d'un robot de type voiture, pour le suivi d'une ible mobile. La vitesse de référene
cr est enore donnée par (1.43). La loi de ommande est donnée par (3.11) ave s dansl'expression de la ommande remplaé par ˆ̄s dé�ni par (3.21) et c1 = 1/850 (signal exprimédans des oordonnées pixel). La matrie de gain est K = −I3 et la fontion transverse fgest donnée par (1.39) ave les paramètres dé�nis par (2.39). La ommande de la améra estdonnée par (2.38) ave ks = 3c1. À l'instar de la simulation préédente, la trajetoire durobot dans le plan artésien est très prohe de elle obtenue ave la synthèse de ommandedans l'espae artésien (Fig. 2.6(a)). La partie gauhe de la �gure montre les normes de get de zs, ette dernière à un fateur d'éhelle près (1/500) par soui de présentation.3.3.2 Estimations basées sur des approximations non-linéairesPour tous les résultats de simulation retenus dans ette sous-setion, sauf mentionontraire, la ommande (3.11) a été utilisée ave K = −I3 et ĉr = 0, et la vitesse deréférene cr est donnée par (1.43).
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Fig. 3.3: Uniyle : Estimations linéaires (3.13), améra ommandée en rotation, ĉr = 0
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Fig. 3.4: Voiture : Estimations linéaires (3.13), améra ommandée en rotation, ĉr = 0Robot de type uniyle. Pour tous les résultats de simulation suivants onernant etype de robot, la fontion transverse est donnée par (1.38) ave ε = 0.3 et η = 1 ; le signal
ˆ̄s, dé�ni par (3.21) ave c1 = 1 (signal exprimé dans des oordonnées métriques), est utiliséà la plae de s dans l'expression de ommande ; la ommande en orientation de la améraest donnée par (2.38) ave ks = 5.Pour la simulation de la Figure 3.5(a), les estimations (3.14) ont été utilisées. La fontion
ϕ̂s est dé�nie à partir de (2.47) et (2.32), i.e., ϕ̂s(g) = ϕ̂(gtrggms) ave ϕ̂ dé�ni par (2.47).La fontion ϕ̂−1

s est dé�nie à partir de (2.48), i.e. ϕ̂−1
s (s) = ĝ = grtĝtsgsm ave ĝts = ĝ−1

st et
ĝst donné par (2.48). Le résultat obtenu est très satisfaisant : l'erreur de suivi reste faibledans toutes les phases, et très peu de man÷uvres �inutiles� sont e�etuées.Pour la simulation de la Figure 3.5(b) les estimations (3.14) utilisées préédemmentsont remplaées par les expressions légèrement plus simples (3.15). La trajetoire du robotn'est pas très di�érente de elle de la simulation préédente. Cependant, on peut remarquerune dégradation de la préision de suivi pour des trajetoires de référene onsistant enune rotation pure (pour t ∈ [60, 75]), et l'apparition du phénomène d'osillation (amorti)
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(a) Estimations (3.14)
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(b) Estimations (3.15)
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‖ẑs‖

‖ · ‖

t

−1 0 1 2 3 4

−1

0

1

2

3

4

xyréel
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(d) Estimations (3.18)Fig. 3.5: Uniyle : Estimations non-linéaires, améra ommandée en rotation, ĉr = 0



90 Synthèse de ommande dans l'espae apteur Chap. 3évoqué préédemment lorsque le repère de référene reule (i.e. pour t ∈ [45, 60]).La Figure 3.5() illustre l'utilisation des estimations (3.17), ave la fontion ϕ̂−1
s obtenuesuivant (2.50)�(2.52) et (2.35). La préision de suivi est omparable à elle assoiée auxsimulations préédentes, tandis que le phénomène d'osillation dans les phases de reul dela ible est ampli�é. On remarque également, phénomène nouveau, des osillations lorsquela ible avane.Finalement, la Figure 3.5(d) illustre l'utilisation des estimations (3.18) (où seulement ladé�nition de ẑs hange par rapport à la simulation préédente), ave la fontion ϕ̂−1

s enoreobtenue via (2.50)�(2.52) et (2.35). On peut remarquer omment ette simple modi�ationsu�t à réduire le phénomène d'osillation de façon signi�ative.Robot de type voiture. Pour toutes les simulations suivantes onernant e type derobot, la fontion transverse (1.39), ave les paramètres (2.39), a été utilisée dans la om-mande de la plateforme mobile ; le signal ˆ̄s, dé�ni par (3.21) ave c1 = 1/850 (signal enoordonnées pixel, améra alibrée), est utilisé à la plae de s dans l'expression de om-mande ; la ommande en orientation de la améra est donnée par (2.38) ave ks = 3c1.Pour la simulation de la Figure 3.6(a), les estimations (3.14) ont été utilisées. La fontion
ϕ̂s est dé�nie à partir de (2.32) et (2.47), i.e., ϕ̂s(g) = ϕ̂(gtrggms) ave ϕ̂ dé�ni par (2.47). Lafontion ϕ̂−1

s est dé�nie à partir de (2.34) et (2.48)-(2.49), i.e. ϕ̂−1
s (s) = grtϕ̂

−1(s)gsm, ave
ϕ̂−1(s) donné par (2.48)-(2.49). Tout omme pour l'uniyle, le résultat est très satisfaisant :l'erreur de suivi reste faible dans toutes les phases et très peu de man÷uvres �inutiles� sonte�etuées. Par rapport au résultat obtenu ave les estimations linéaires (3.13) : i) l'erreur desuivi pour une trajetoire de référene retiligne en marhe avant est nettement diminuéeet ii) les osillations �parasites� pendant la phase où le repère de référene reule sontéliminées, toutefois, l'erreur de suivi est ii légèrement plus élevée.Pour la simulation de la Figure 3.6(b), les estimations (3.15) � une simpli�ation desestimations (3.14) � ont été utilisées. La trajetoire du robot n'est pas très di�érente deelle de la simulation préédente. Cependant, on peut remarquer une dégradation de lapréision de suivi pour des trajetoires de référene onsistant en une rotation pure (pour
t ∈ [60, 75]).La Figure 3.6() illustre l'utilisation des estimations (3.17), ave la fontion ϕ̂−1

s obtenuesuivant (2.50)�(2.52) et (2.35). La trajetoire du robot dans le plan artésien pendant laphase de marhe avant (pour t ∈ [10, 30]) n'est pas très satisfaisante. Bien que la durée deette phase de marhe avant ne soit pas assez longue pour le voir apparaître omplètement,il s'agit là du phénomène d'osillation observé pour le robot de type uniyle pendantette même phase (f. �gure 3.5()). Le phénomène d'osillation dans les phases de reulde la ible est ampli�é par rapport aux simulations préédentes. Le suivi de la trajetoirede référene onsistant en une rotation pure (pour t ∈ [60, 75]) est similaire à elui de lasimulation préédente.
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(a) Estimations (3.14)
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(d) Estimations (3.18)Fig. 3.6: Voiture : Estimations nonlinéaires, améra ommandé en rotation, ĉr = 0



92 Synthèse de ommande dans l'espae apteur Chap. 3Finalement, la Figure 3.6(d) illustre l'utilisation des estimations (3.18) (où seulement ladé�nition de ẑs hange par rapport à la simulation préédente), ave la fontion ϕ̂−1
s enoreobtenue via (2.50)�(2.52) et (2.35). On peut remarquer omment ette simple modi�ationsu�t à éliminer le phénomène d'osillations parasites pendant la phase de marhe avant et àréduire le phénomène d'osillation de façon signi�ative pendant la phase de marhe arrière.On remarque aussi que la préision de suivi pendant la phase de marhe avant est nettementdégradée et reste pratiquement la même pendant les autres phases. La trajetoire du robotdans le plan artésien pendant la phase de rotation pure, à l'instar des deux simulationspréédentes, omporte des man÷uvres quelque peu dégradées.3.3.3 Fontion transverse généraliséeL'extension de la synthèse de ommande de la setion 3.1 à l'utilisation des fontionstransverses généralisées f(α, β) = (f ′g(α, β), f ′ζ (α, β))′ telle que (2.56) est direte. En posant

zs = s ◦ fsg(α, β)−1 ave fsg = ϕs(fg), on obtient (omparer ave (2.54) et (3.6)) :
żs = Y (zs)AdX(fg(α))

(
C̄(α, β)v̄ −B(α, β)β̇ −AdY (s−1)cr(t)

)Cei suggère une loi de ommande de la forme (omparer ave (3.7)�(3.8)) :
v̄ = C̄(α)†

(AdX(fg(α)−1)Ŷ (zs)
−1
Kẑs +Bs(α, β)β̇ + ̂AdY (s−1)ĉr(t)

) (3.22)ave K une matrie stable et ẑs, Ŷ (zs), et ̂AdY (s−1), des estimations de zs, Y (zs), etAdY (s−1), dé�nies par exemple omme dans la setion 3.2.La Figure 3.7(a) illustre e hoix de synthèse pour le suivi d'une ible mobile par unvéhiule de type uniyle. La loi de ommande est donnée par (3.22) ave K = −0.5I3.Les estimations ẑs, Ŷ (zs), et ̂AdY (s−1), sont dé�nies par (3.13), et β̇ est donné par (2.57)ave ĉr = cr dé�ni par (1.43) et kt = 1. La fontion transverse généralisée est donnée par(2.56) ave ε = 0.3, η = 1, et ρ = 0.8. La ommande de la améra est donnée par (2.38)ave ks = 5. Le signal ˆ̄s, dé�ni par (3.21), ave c1 = 1, est utilisé dans la loi de ommande,à la plae de s. La trajetoire du robot est très prohe de elle que l'on peut observer surla Figure 2.13 (obtenue ave une synthèse de ommande dans les oordonnées artésienneset une fontion transverse généralisée). En fait, la préision de suivi est même légèrementmeilleure lorsque la référene réalise des rotations pures (intervalle de temps [60, 75]). LaFigure 3.7(b) présente les résultats de simulation pour ette synthèse lorsque la vitesse deréférene n'est pas ompensée ( ĉr = 0). Les autres onditions (ommande et paramètres)sont les mêmes que pour la simulation préédente. Mise à part la dégradation de la préisionde suivi due à la non ompensation de la vitesse de référene, et la qualité de suivi quelquepeu dégradée pendant la phase de marhe arrière, le mouvement du robot est très similaire àelui de la simulation préédente. Les résultats de e hapitre et eux du hapitre préedentont fait l'objet de la publiation (Maya et al., 2006b).
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x(a) Ave ompensation de la vitesse (ĉr = cr)
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x(b) Sans ompensation de la vitesse (ĉr = 0)Fig. 3.7: Uniyle : Fontion transverse généralisée, synthèse de ommande dans l'espaeapteur.



94 Synthèse de ommande dans l'espae apteur Chap. 33.4 ConlusionNous avons étudié dans e hapitre la synthèse de ommandes diretement dans l'espaeapteur. Dans un premier temps, nous avons montré que formellement, la synthèse dans etespae à partir du formalisme assoié à l'approhe FT ne pose pas de di�ulté. Cependant,le alul des lois de ommande néessite a priori la onnaissane de la fontion signal duapteur, ϕs, ainsi que de son inverse ϕ−1
s et de la fontion jaobienne assoiée ∂ϕs

∂g . À partird'une légère modi�ation de la loi de ommande, nous avons en fait montré, dans le aspartiulier de la stabilisation de points �xes, que la onnaissane de ϕs sur le seul ensembleimage assoié à la FT (et d'une estimation du jaobien de ϕs à la situation de référene)permet d'obtenir loalement des propriétés fortes de stabilité et de onvergene. Bien queette approhe mériterait d'être étudiée plus profondément, la onnaissane de ϕs sur etensemble peut être di�ile à obtenir en pratique. Cei nous a onduit à reonsidérer, defaçon plus générale, l'utilisation d'estimées de ϕs, ϕ−1
s et ∂ϕs

∂g dans la loi de ommande dedépart. Plusieurs solutions ont ainsi été proposées et simulées, onduisant à des résultatsassez similaires à eux obtenus via la synthèse dans l'espae artésien (mais à des expressionsde ommande plut�t plus omplexes et des analyses de robustesse plus déliates). Au vude es résultats, et à partir de la seule onnaissane d'une estimation de la fontion ϕs, ilne semble pas qu'il y ait un intérêt partiulier à synthétiser la ommande diretement dansl'espae apteur plut�t que dans l'espae artésien.



Chapitre 4Conlusion et perspetives4.1 ConlusionDans ette thèse, nous avons étudié la ommande référenée apteur des robots nonholonomes. Ce sujet a été abordé via le problème de suivi, à la fois en position et orientation,d'une ible mobile par un robot mobile non holonome, en utilisant les mesures issues deapteurs embarqués. La problématique sous-jaente, liée au aratère très non linéaire deséquations inématiques de robots non holonomes, est elle de la robustesse des propriétésde stabilité assoiées aux ommandes onsidérées, vis-à-vis d'inertitudes sur le modèle duapteur.D'un point de vue théorique, nous avons démontré qu'une stabilisation pratique detrajetoires de référene générales engendrées par le mouvement de la ible peut être obtenueà partir d'une estimation très approximative de la fontion liant le signal apteur et la posedu robot par rapport à la ible. Pour les trajetoires de référene partiulières réduites à unpoint �xe, nous avons également obtenu des onditions su�santes de onvergene de la posedu robot vers une on�guration �xe. Tous les résultats de simulation et d'expérimentationque nous avons obtenus ont on�rmé es propriétés.En e qui onerne la synthèse de lois de ommande, deux méthodes générales (parrapport au hoix des apteurs), basées sur l'approhe par fontion transverse, ont été pro-posées. La première méthode onsiste à synthétiser la ommande dans l'espae artésientandis que la deuxième onsiste à synthétiser la ommande diretement dans l'espae dessignaux apteur. La synthèse dans l'espae artésien repose prinipalement sur une esti-mée de la pose du robot qui peut être obtenue via di�érentes méthodes. Par exemple, unepossibilité simple onsiste à réaliser une estimation linéaire loale utilisant uniquement uneestimée du jaobien de la fontion qui lie l'espae apteur à l'espae artésien, évalué àla position de référene. Cette synthèse s'est prêtée à la détermination de onditions suf-�santes de stabilité et de onvergene du système ommandé. Sur le plan pratique, etteapprohe est failement mise en ÷uvre, par exemple le jaobien néessaire pour l'estima-tion linéaire de la pose peut être estimé expérimentalement via des mesures hors ligne. La



96 Conlusion et perspetives Chap. 4synthèse dans l'espae apteur néessite a priori la onnaissane des hamps de ommande,de l'opération de groupe et d'une fontion transverse dans et espae. Une possibilité estde dé�nir es informations en termes de la fontion entre les signaux apteur et la pose durobot, de son inverse, et du jaobien assoié. Cela nous amène à l'utilisation d'estimées dees fontions. De e fait, l'expression de la loi de ommande dans et espae devient plusomplexe que elle dans l'espae artésien et la aratérisation de ses propriétés de stabilitéest plus déliate. Loalement, tout au moins pour les trajetoires réduites à un point �xe,on peut envisager des synthèses reposant seulement sur la onnaissane du jaobien évaluéà la position désirée et de la fontion signal sur l'ensemble image d'une fontion transversedans l'espae artésien. Ce type de ommande permet la détermination de onditions su�-santes pour l'obtention de propriétés loales de stabilité et de onvergene. Les informationsnéessaires pour la synthèse de la ommande peuvent éventuellement être obtenues en pra-tique via des phases d'apprentissage hors ligne. Néanmoins, la détermination de la fontionsignal sur l'ensemble image de fontions transverses dépendant de plus d'une variable, viaette proédure, semble déliate. Au vu de es éléments, il semble qu'il n'y ait pas d'in-térêt majeur à synthétiser la ommande dans l'espae apteur. Toutefois, nous avons bienonsiene que de nombreux points mériteraient d'être mieux ompris a�n de pouvoir avoirune vision plus aboutie des avantages et inonvénients de haune de es approhes. Enoutre, les résultats de simulation n'ont pas permis de mettre en évidene des di�érenessigni�atives en termes de performane du système ommandé.4.2 PerspetivesDe nombreuses questions restent en suspens au terme de ette étude.
• D'un point de vue théorique, nous avons pu obtenir au hapitre deux des onditions suf-�santes de onvergene vers un point �xe pour des trajetoires de référene stationnaires.Toutefois, es onditions semblent assez restritives alors qu'en simulation, la onvergenevers un point �xe a toujours été observée. L'origine de es phénomènes mériterait d'êtremieux ompris. De même, il serait intéressant de pouvoir établir, pour la synthèse dansl'espae apteur, des résultats de stabilité du même ordre que eux obtenus dans l'espaeartésien.
• Comme établi dans la proposition 7, et véri�é par les résultats de simulation, la vitesse deréférene, lorsqu'elle n'est pas préompensée dans la loi de ommande, a un impat surla préision et la qualité du suivi. Puisque ette vitesse n'est pas néessairement onnue,ei onduit naturellement au problème de synthétiser un estimateur de ette vitesse deréférene a�n d'améliorer la préision de suivi et de garantir de meilleures propriétésde stabilité pour des vitesses plus élevées. Pour assurer les performanes du systèmeommandé ave et estimateur, une analyse de stabilité onjointe serait néessaire ainsiqu'une validation en simulation et expérimentalement.
• Dans les diverses simulations e�etuées, nous avons observé des man÷uvres inutiles, en



4.2. Perspetives 97partiulier pour des trajetoires de référene retilignes en marhe arrière (f. par exempleles sous-�gures dans la olonne droite des �gures 2.6 et 3.4). Ce phénomène, évidemmentnon désirable, est oasionné par l'utilisation d'un modèle très simpli�é de la fontionliant les signaux apteur et la pose du robot, dans la synthèse de la ommande. Pour lasynthèse dans l'espae artésien, e modèle simpli�é se traduit par la mauvaise estimationde la pose du robot à partir des signaux apteur. Pour la synthèse dans l'espae apteur ilpeut être assoié à l'impréision de la onnaissane de la fontion transverse dans l'espaeapteur. Bien que l'utilisation d'un modèle plus �n du apteur permette éventuellementde ontourner e problème, ette solution requiert la onnaissane du modèle partiulierdu apteur utilisé. Une étude pour aratériser le problème et proposer d'autres solutionsne reposant pas sur une onnaissane �ne du apteur (mais plut�t de la ommande) noussemble néessaire.
• Les lois de ommande basées sur la FT n'ont pas enore été validées en expérimentationà e jour sur une plateforme mobile de type voiture. Il serait don intéressant de le faireave les méthodes de synthèse proposées dans ette thèse. Ces validations permettraientd'évaluer les performanes obtenues en pratique fae à un système plus omplexe. Ene�et, omme l'indiquent les résultats de simulation, e système semble plus sensible parexemple aux simpli�ations dans le modèle de la transformation signaux apteur-pose durobot, omme l'indique le problème de man÷uvres parasites évoqué préédemment.
• Dû à des ontraintes de temps, nous n'avons pas pu valider en expérimentation la synthèsedans l'espae apteur. Bien que les résultats de simulation indiquent des performanessimilaires à la synthèse dans l'espae artésien (qui elle a été validée en expérimentation),il nous semble néessaire de réaliser es validations pour véri�er si en pratique il existedes di�érenes de performane.
• Un autre point qui nous semble intéressant à développer est elui de l'annulation del'erreur de suivi lors de trajetoires de référene non stationnaires réalisables. En e�et,lorsque la trajetoire de référene est réalisable et non stationnaire, il existe généralementdes synthèses de retours d'état qui la stabilisent exponentiellement. Il serait intéressantd'étudier le as de fontions transverses qui permettent de réaliser ela. D'autre part,dans le adre de notre étude de CRC, l'utilisation de telles fontions transverses pourraitontribuer à éliminer le phénomène de man÷uvres parasites observé lors de ertainsphases.





Annexe A PreuvesA.1 Preuve du Lemme 1 (p. 48)Commençons par montrer que la ondition (2.15) est équivalente à (2.3). Puisque f estdé�nie sur T, C̄(α)† = C̄(α)−1. La ondition (2.3) est don équivalente à C̄∆(α)C̄(α)−1 >

0 ∀α. D'après (2.4), (2.13), et (2.14), on a
C̄∆(α)C̄(α)−1 =



λ cos γ̄ 0 −a1(α)

λ sin γ̄ 0 −a2(α)

0 1 −a3(α)







1 0 −a1(α)

0 0 −a2(α)

0 1 −a3(α)




−1

=



λ cos γ̄ 0 −a1(α)

λ sin γ̄ 0 −a2(α)

0 1 −a3(α)







1 −a1(α)
a2(α) 0

0 −a3(α)
a2(α) 1

0 − 1
a2(α) 0




=



λ cos γ̄ a1(α)

a2(α)(1 − cos γ̄) 0

λ sin γ̄ 1 − a1(α)
a2(α)λ sin γ̄ 0

0 0 1


La ondition (2.3) est don équivalente à la positivité du blo supérieur 2× 2 de la matriei-dessus, et don également à elle de la matrie symétrique assoiée

(
2λ cos γ̄ a1(α)

a2(α)(1 − cos γ̄) + λ sin γ̄
a1(α)
a2(α)(1 − cos γ̄) + λ sin γ̄ 2(1 − a1(α)

a2(α)λ sin γ̄)

)Par appliation du ritère de Sylvester (voir e.g. (Bernstein, 2005, Pg. 268) à ette dernièrematrie, on obtient don l'équivalene entre les onditions (2.3) et (2.15).Montrons maintenant que la ondition (2.16) est équivalente à (2.9). Il déoule des



100 Preuves Chap. Aexpressions préédentes que
C̄∆(α)C̄(α)′ =



λ cos γ̄ 0 −a1(α)

λ sin γ̄ 0 −a2(α)

0 1 −a3(α)







1 0 0

0 0 1

−a1(α) −a2(α) −a3(α)




=




λ cos γ̄ + a1(α)2 a1(α)a2(α) a1(α)a3(α)

λ sin γ̄ + a1(α)a2(α) a2(α)2 a2(α)a3(α)

a1(α)a3(α) a2(α)a3(α) 1 + a3(α)2


A�n de déterminer la positivité de ette matrie, ou e qui est équivalent elle de la matriesymétrique




λ cos γ̄ + a1(α)2 1
2λ sin γ̄ + a1(α)a2(α) a1(α)a3(α)

1
2λ sin γ̄ + a1(α)a2(α) a2(α)2 a2(α)a3(α)

a1(α)a3(α) a2(α)a3(α) 1 + a3(α)2


 (A.1)nous appliquons à nouveau le ritère de Sylvester (à partir des mineurs prinipaux infé-rieurs). Clairement le terme 1 + a3(α)2 est toujours stritement positif. Le déterminant dela matrie (

a2(α)2 a2(α)a3(α)

a2(α)a3(α) 1 + a3(α)2

)est lui aussi toujours stritement positif ar la propriété de transversalité de la fontion
f est équivalente au fait que a2(α) 6= 0 pour tout α. Par onséquent, la positivité de lamatrie C̄∆(α)C̄(α)′ est équivalente à la positivité du déterminant de la matrie (A.1), equi onduit après quelques aluls à la ondition (2.16).Il reste à établir (2.17) et (2.18). Il est immédiat de véri�er que (2.16) se réduit à (2.18)lorsque γ̄ = 0. Considérons don la ondition (2.15). Lorsque γ̄ = 0, ette ondition estéquivalente à

δ2(1 − λ)2 < 4λ (A.2)ave
δ = max

α
|a1(α)

a2(α)
| (A.3)On montre failement, par l'étude des solutions du polyn�me δ2(1−λ)2 − 4λ, que (A.2) estéquivalente à l'inégalité de (2.17). Finalement, on déduit de (1.37) que

{
a1 = cos(fθ)

∂fx

∂α + sin(fθ)
∂fy

∂α

a2 = − sin(fθ)
∂fx

∂α + cos(fθ)
∂fy

∂αEn utilisant les relations trigonométriques
cos(arctan x) =

1√
1 + x2

, sin(arctan x) =
x√

1 + x2



A.2. Preuve de la Proposition 6 (p. 49) 101et l'expression (1.38) de la fontion transverse, on obtient que
a1(α)

a2(α)
=
ε cosα+ ε2/2η2 cosα cos 2α

ε2/2η cos 2α− ε2η(cosα)2

= − cosα
2 + ε2η2 cos 2α

εηD'où il déoule d'après (A.3), en onsidérant la valeur α = 0, que δ est bien donnée par(2.17).A.2 Preuve de la Proposition 6 (p. 49)Le modèle d'erreur exprimé dans la variable ĝ, donné par (2.12), s'érit
˙̂g = X(ĝ)∆C(ζ)v̄ −X(ĝ)∆AdX(g−1)cr (A.4)On déduit de (1.11), (2.13), et (1.29) que

X(ĝ)∆AdX(g−1) = X(ĝ)∆X(g−1)

(
I2 Sp

0 1

)

= X(ĝg−1)∆

(
I2 Sp

0 1

)

= X(bθ)∆

(
I2 Sp

0 1

)

=

(
λR(γ) 0

0 1

)(
I2 Sp

0 1

)

=

(
λR(γ) S(p̂ − bp)

0 1

)

(A.5)
Puisque ẑ = ĝf(α)−1, il déoule de (1.28) et (A.4) que

˙̂z = X(ẑ)AdX(fg(α))C̄∆v̄ +X(ẑ)AdX(fg(α))X(ĝ)−1X(ĝ)∆AdX(g−1)cr (A.6)En utilisant l'expression (1.29) de la fontion AdX , (A.5), et le fait que
ẑ =

(
ẑp
ẑθ

)
=

(
p̂−R(θ̂ − fθ(α))fp(α)

θ̂ − fθ(α)

)on montre que
X(ẑ)AdX(fg)X(ĝ)−1X(ĝ)∆AdX(g−1) =

(
λR(γ) S(ẑp − bp)

0 1

) (A.7)



102 Preuves Chap. AFinalement, par appliation de la loi de ommande (2.2), il déoule de (A.6) et (A.7) quele long des trajetoires du système en boule fermée,
˙̂z = −kM(ẑ, α)ẑ +

(
λR(γ)(cr,1, cr,2)

′ + cr,3S(zp − bp)

cr,3

)ave M la fontion à valeur matriielle dé�nie par (2.5). Puisque S est une matrie anti-symétrique, la dérivée de la fontion V (ẑ) = ẑ′ẑ le long des solutions de e système véri�edon l'équation
V̇ (ẑ) = −2kẑ′M(ẑ, α)ẑ + 2ẑ′

(
λR(γ)(cr,1, cr,2)

′ − cr,3Sbp)

cr,3

)D'où, d'après (2.7),
V̇ (ẑ) ≤ −2kδ‖ẑ‖2 + 2‖ẑ‖‖cr‖(λ+ bp + 1)On déduit de ette équation que ‖ẑ‖ est ultimement bornée par ‖cr‖max(λ + bp + 1)/(kδ)et, par onséquent, que ‖ĝ‖ est ultimement bornée par εf + ‖cr‖max(λ + bp + 1)/(kδ).Finalement, la borne ultime de ‖g‖ est obtenue à partir de (2.11).A.3 Preuve de la Proposition 7 (p. 51)Nous déduisons de (1.40) et (2.20) que

ż = X(z)X(ẑ)−1Kẑ −X(z)AdX(f)AdX(g−1)crEn utilisant le fait que, pour tout g1, g2, AdX(g1)AdX(g2) = AdX(g1g2), X(g1)X(g2) =

X(g1g2), et X(g1)
−1 = X(g−1

1 ), nous obtenons que
ż = X(zẑ−1)Kẑ −X(z)AdX(z−1)cr

= X(g̃)Kẑ −X(z)AdX(z−1)cr
(A.8)Nous déduisons de (1.29) que

X(z)AdX(z−1)cr =

(
I2 Spz

0 1

)
cr (A.9)ave

S =

(
0 −1

1 0

)et pz la omposante de position de z (i.e. z = (p′z, θz)
′). On peut aussi véri�er à partir de(1.10) et (1.13) que

ẑ = g̃−1z = g̃−1 +X(g̃)−1z (A.10)



A.4. Preuve des Propositions 9 et 10 (pp. 52, 53) 103Comme K = −kI3, nous déduisons de (A.8), (A.9), et (A.10), que
ż = −kz − kX(g̃)g̃−1 +

(
I2 Spz

0 1

)
cr (A.11)Montrons maintenant que g(t) reste dans Bg(δ1), i.e. ‖g(t)‖ ≤ δ1 pour tout t. Nous proé-dons par ontradition. Supposons que g(t) sort de Bg(δ1). Alors, omme ‖g(0)‖ < δ1 − 2ε,il existe t0 > 0 tel que ‖g(t0)‖ = δ1 et ‖g(t)‖ < δ1 pour tout t ∈ [0, t0). Dans et intervalle,nous déduisons de (2.21) que

‖g̃−1(t)‖ = ‖g̃(t)‖
≤ γ1‖g(t)‖
≤ γ1(‖z‖ + ‖f‖)
≤ γ1(‖z‖ + ε)Posons V (z) = ‖z‖2. Nous déduisons de l'inégalité i-dessus et de (A.11) que

V̇ (z) ≤ −2k‖z‖2 + 2k‖z‖(γ1‖z‖ + γ1ε) + 2‖z‖‖cr‖max

≤ −2k‖z‖ ((1 − γ1)‖z‖ − γ1ε− ‖cr‖max/k)

< 0, ∀ ‖z‖ > γ1ε+ ‖cr‖max/k

1 − γ1

(A.12)À partir de (2.25) on peut déduire que δ1 − ε > γ1ε+‖cr‖max/k
1−γ1

. Par onséquent, omme
‖z(0)‖ ≤ ‖g(0)‖ + ε < δ1 − ε, nous déduisons de (A.12) que ‖z(t)‖ < δ1 − ε, ∀t ∈ [0, t0], equi implique

‖g(t0)‖ ≤ ‖z(t0)‖ + ε < δ1d'où une ontradition.À partir de (A.12) on peut déduire que ‖z‖ est ultimement borné par (γ1εf +

‖cr‖max/k)/(1 − γ1). Par appliation de l'inégalité ‖g‖ ≤ ‖z‖ + ‖f‖ ≤ ‖z‖ + εf , on dé-duit que ‖g‖ est ultimement borné par ε̄f . �A.4 Preuve des Propositions 9 et 10 (pp. 52, 53)Établissons d'abord la dynamique de ẑ. Comme ĝ = ψ(g), nous déduisons de (1.30)(ave cr = 0) que
˙̂g =

∂ψ

∂g
(g)ġ

=
∂ψ

∂g
(g)X(g)C(ζ)v

= X(ĝ)Ĉ(g, ζ)v



104 Preuves Chap. Aave
Ĉ(g, ζ) = X(ĝ)−1 ∂ψ

∂g
(g)X(g)C(ζ)Comme ẑ = ĝf−1

g (α) et ζ = fζ(α), nous déduisons des égalités i-dessus et de (1.28) que
˙̂z = X(ẑ)AdX(fg(α))

(
Ĉ(g, fζ(α))v −A(α)α̇

)

= X(ẑ)AdX(fg(α))

(
C(fζ(α))v −A(α)α̇ + (X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g) − I3)C(fζ(α))v

)

= X(ẑ)AdX(fg(α))

(
C̄(α)v̄ + (X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g) − I3)C(fζ(α))v

) (A.13)La variable v peut s'érire omme v = P v̄ ave P une matrie de projetion. Pour l'uniyle,
P =

(
1 0 0

0 1 0

)tandis que P = (1 0 0) pour la voiture. Par onséquent, nous déduisons de (A.13) que
˙̂z = X(ẑ)AdX(fg(α))

(
C̄(α)v̄ + (X(ĝ)−1 ∂ψ

∂g
(g)X(g) − I3)C(fζ(α))P v̄

)En boulant l'équation préédente ave le retour (2.20), et en utilisant le fait queK = −kI3,nous obtenons
˙̂z = −k(I3 −M(ẑ, g, ĝ, α))ẑ (A.14)ave

M(ẑ, g, ĝ, α) =

X(ẑ)AdX(fg(α))

(
I3 −X(ĝ)−1 ∂ψ

∂g
(g)X(g)

)
C(fζ(α))PC̄(α)†AdX(fg(α)−1)X(ẑ)−1(A.15)D'après (la preuve de) la Proposition 7, g onverge exponentiellement à Bg(ε/(1−γ1)). Paronséquent, au vu de (A.14), une ondition su�sante pour la onvergene exponentielle de

ẑ à zéro est
‖M(ẑ, g, ĝ, α)‖ < 1 ∀(ẑ, ĝ, α), ∀g ∈ Bg(ε/(1 − γ1)) (A.16)Il reste à montrer que ette propriété est satisfaite. D'après (1.13) et (1.29), on déduit quepour tout z,

‖X(z)‖ = ‖X(z)−1‖ = 1, ‖AdX(z)‖ ≤ (1 + ‖z‖), et ‖AdX(z−1)‖ ≤ (1 + ‖z‖)Don, on peut déduire de la dé�nition i-dessus de M(ẑ, g, ĝ, α), et de la dé�nition de ε,que
‖M(ẑ, g, ĝ, α)‖ ≤ (1 + ε)2

∥∥∥∥
(
I3 −X(ĝ)−1 ∂ψ

∂g
(g)X(g)

)
C(fζ(α))PC̄†(α)

∥∥∥∥ (A.17)



A.4. Preuve des Propositions 9 et 10 (pp. 52, 53) 105Alors,
I3 −X(ĝ)−1 ∂ψ

∂g
(g)X(g) = X(ĝ)−1

(
X(ĝ) − ∂ψ

∂g
(g)X(g)

)

= X(ĝ)−1

(
X(ĝ) −X(g) + (I3 −

∂ψ

∂g
(g))X(g)

)

= X(ĝ)−1

(
X(ĝ) −X(g) + (I3 −

∂ψ

∂g
(0))X(g) − (

∂ψ

∂g
(g) − ∂ψ

∂g
(0))X(g)

)Il s'en suit que
∥∥∥∥I3 −X(ĝ)−1∂ψ

∂g
(g)X(g)

∥∥∥∥ ≤ ‖X(ĝ) −X(g)‖ + ‖I3 −
∂ψ

∂g
(0)‖ + ‖∂ψ

∂g
(g) − ∂ψ

∂g
(0)‖

≤ γ1‖g‖ + γ1 + γ2‖g‖
≤ γ1 + (γ1 + γ2)‖g‖ave la deuxième inégalité obtenue par appliation de (2.21) et (2.26). Nous déduisons deette inégalité et de (A.17) que ∀(ẑ, ĝ, α) et ∀g ∈ Bg(ε/(1 − γ1)),

‖M(ẑ, g, ĝ, α)‖ ≤ (1 + ε)2
(
γ1 + (γ1 + γ2)

ε

1 − γ1

)
‖C(fζ(α))PC̄†(α)‖

≤
(
γ1 + (γ1 + γ2)

ε

1 − γ1

)
(1 + ε)2‖C(fζ(α))PC̄†(α)‖

(A.18)Considérons maintenant le as de l'uniyle.Uniyle : Dans e as,
C(fζ(α)) = C =




1 0

0 0

0 1


 , P =

(
1 0 0

0 1 0

)
, C̄ =




1 0 −a11(α)

0 0 −a21(α)

0 1 −a31(α)


ave (f. Proposition 4)



a11(α)

a21(α)

a31(α)


 = A(α) = X(fg(α))−1 ∂fg

∂α
(α) (A.19)Don,

C(fζ(α))PC̄†(α) = CPC̄(α)−1 =




1 −a11

a21
(α) 0

0 0 0

0 −a31

a21
(α) 1


 (A.20)Par appliation de (1.38), (A.19), et (A.20), on peut montrer que

ε‖CPC̄(α)−1‖ ≤ δ(η)(1 + ε2) ∀α (A.21)ave δ(η) une valeur qui dépend seulement de η.



106 Preuves Chap. ANous déduisons de (A.18) et (A.21) que ∀(ẑ, ĝ, α) et ∀g ∈ Bg(ε/(1 − γ1)),
‖M(ẑ, g, ĝ, α)‖ ≤

(
γ1 + (γ1 + γ2)

ε

1 − γ1

)
δ̄(η)(1 + ε4)

εave δ̄(η) une autre valeur. On déduit de (1.38) que
ε ≤ εf = max

α
‖fg(α)‖ ≤ δ2(η)ε(1 + ε) ≤ δ2(η)ε(1 + εf )pour un ertain δ2(η). Par l'appliation de es inégalités, on déduit qu'il existe des valeurs

c1, c2, qui dépendent seulement de η telles que
‖M(ẑ, g, ĝ, α)‖ ≤

(
γ1 + (γ1 + γ2)

εf
1 − γ1

)(
c1
εf

+ c2ε
3
f

)de manière que (A.16) est véri�ée si (2.27) est véri�ée.Voiture : L'analyse, similaire au as préédent, est laissée au leteur.A.5 Preuve du Lemme 2 (p. 79)1. Rappelons que par hypothèse ϕs est un di�éomorphisme global don ∂ϕs

∂g et ∂ϕ−1
s

∂s sontbien dé�nis partout. Par onséquent ϕs(SE(2)) est un groupe de Lie ave l'opérationde groupe s1 ◦ s2 = ϕs(ϕ
−1
s (s1)ϕ

−1
s (s2)). Rappelons aussi que le système dé�ni par(3.1) est invariant à gauhe si les hamps de veteurs Yi sont invariants à gauhe,i.e. si ∀s1, s2 ∈ ϕs(G), dlss1

(s2)Y (s2) = Y (s1 ◦ s2), ave ls l'opérateur de translation àgauhe sur ϕs(SE(2)) dé�ni par :
lss1

(s2) = s1 ◦ s2
= ϕs

(
ϕ−1

s (s1)(ϕ
−1
s (s2))

)

= ϕs

(
lg
ϕ−1

s (s1)
(ϕ−1

s (s2))
) (A.22)d'où

dlss1
(s2) =

∂ϕs

∂g

(
lg
ϕ−1

s (s1)
(ϕ−1

s (s2))
)
dlg

ϕ−1
s (s1)

(ϕ−1
s (s2))

∂ϕ−1
s

∂s
(s2) (A.23)Par dérivation de l'égalité ϕ−1

s (ϕs(g)) = g on déduit
∂ϕ−1

s

∂s
(s) =

[
∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (s))

]−1 (A.24)



A.5. Preuve du Lemme 2 (p. 79) 107En utilisant (A.23), (A.24) et (3.2) nous déduisons �nalement
dlss1

(s2)Y (s2) =
∂ϕs

∂g

(
lg
ϕ−1

s (s1)
(ϕ−1

s (s2))
)
dlg

ϕ−1
s (s1)

(ϕ−1
s (s2))

[
∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (s2))

]−1 ∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (s2))X(ϕ−1
s (s2))

=
∂ϕs

∂g

(
lg
ϕ−1

s (s1)
(ϕ−1

s (s2))
)
dlg

ϕ−1
s (s1)

(ϕ−1
s (s2)) X(ϕ−1

s (s2))

=
∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (s1)ϕ
−1
s (s2))X(ϕ−1

s (s1)ϕ
−1
s (s2))

= Y (s1 ◦ s2)

(A.25)
2. L'équation (3.3) est déduite diretement de la relation (C.10) exprimée dans les o-ordonnées s.Reste à démontrer que AdY (s) = AdX(ϕ−1

s (s)), pour ela remarquons d'abord que
rs
s2

(s1) = s1 ◦ s2
= ϕs

(
(ϕ−1

s (s1)ϕ
−1
s (s2))

)

= ϕs

(
rg

ϕ−1
s (s2)

(ϕ−1
s (s1))

) (A.26)d'où
drs

s2
(s1) =

∂ϕs

∂g

(
rg

ϕ−1
s (s2)

(ϕ−1
s (s1))

)
drg

ϕ−1
s (s2)

(ϕ−1
s (s1))

∂ϕ−1
s

∂s
(s1) (A.27)En utilisant (A.23), (A.24) et (A.27) dans (C.2) nous obtenonsAds(s) = dlss(s

−1)drs
s−1(e)

=
∂ϕs

∂g

(
lg
ϕ−1

s (s)
(ϕ−1

s (s−1))
)
dlg

ϕ−1
s (s)

(ϕ−1
s (s−1))

∂ϕ−1
s

∂s
(s−1)

∂ϕs

∂g

(
rg

ϕ−1
s (s−1)

(e)
)
drg

ϕ−1
s (s−1)

(e)
∂ϕ−1

s

∂s
(e)

=
∂ϕs

∂g

(
ϕ−1

s (s)(ϕ−1
s (s−1))

)
dlg

ϕ−1
s (s)

(ϕ−1
s (s−1))

∂ϕ−1
s

∂s
(s−1)

∂ϕs

∂g

(
ϕ−1

s (s−1)
)
drg

ϕ−1
s (s−1)

(e)
∂ϕ−1

s

∂s
(e)

=
∂ϕs

∂g
(e) dlg

ϕ−1
s (s)

(ϕ−1
s (s−1))

∂ϕ−1
s

∂s
(s−1)

[
∂ϕ−1

s

∂s
(s−1)

]−1

drg

ϕ−1
s (s−1)

(e)
∂ϕ−1

s

∂s
(e)

=
∂ϕs

∂g
(e) dlg

ϕ−1
s (s)

(ϕ−1
s (s−1)) drg

ϕ−1
s (s−1)

(e)
∂ϕ−1

s

∂s
(e)



108 Preuves Chap. Ad'où, en réutilisant la relation (C.2) dans les oordonnées ϕ−1
s (s), nous obtenonsAds(s) =

∂ϕs

∂g
(e)Adg(ϕ

−1
s (s))

ϕ−1
s

∂s
(e) (A.28)Finalement, rappelons que la représentation matriielle de l'opérateur adjoint AdZpar rapport à une base de hamps de veteurs (Zi) dans un système de oordonnées

z est donnée par Z(e)AdZ = AdzZ(e) ave Adz l'opérateur adjoint et Z(·) la matriedont les olonnes sont les hamps de veteurs Zi. Don dans le système de oordonnées
s nous avons

Y (e)AdY (s) = Ads(s)Y (e)

=
∂ϕs

∂g
(e)Adg(ϕ

−1
s (s))

ϕ−1
s

∂s
(e)

∂ϕs

∂g
(e)X(e)

=
∂ϕs

∂g
(e)X(e)AdX(ϕ−1

s (s))

= Y (e)AdX(ϕ−1
s (s))d'où AdY (s) = AdX(ϕ−1

s (s)) (A.29)3. Posons zs = s◦f−1
sg ; sa dérivée par rapport au temps est donnée par la relation (C.12)exprimée dans les oordonnées s :

żs = Y (zs)AdY (fsg)
(
C̄s(α)v̄

)ave C̄s(α) = [C(fζ) −As(α)], As(α) telle que ∂fsg

∂α = Y (fsg)As(α), 1 et v̄ = (v′, α̇′)′.Alors fsg est une fontion transverse pour le système (3.1) si et seulement si la matrie
C̄s(α) est de rang trois. Remarquons que

As(α) = Y (fsg)
−1 ∂fsg

∂α
(α)

= X(ϕ−1
s (fsg))

−1 ∂ϕs

∂g
(ϕ−1

s (fsg))
−1 ∂ϕs(fg)

∂α
(α)

= X(fg)
−1 ∂ϕs

∂g
(fg)

−1 ∂ϕs

∂g
(fg)

∂fg

∂α
(α)

= X(fg)
−1 ∂fg

∂α
(α)

= A(α)ave A(α) dé�nie omme dans la dé�nition 13. Il s'en suit que C̄s(α) = C̄(α), don
C̄s(α) est de rang trois si et seulement si fg est une fontion transverse pour (1.12).1Comme Y (fsg) est une matrie inversible pour tout fsg , As(α) est bien dé�nie pour tout α.



A.6. Preuve de la Proposition 12 (p. 81) 109A.6 Preuve de la Proposition 12 (p. 81)Considérons le système de ommande donné par
˙

s− fsg(α) = Y (s)C(fζ(α))v − ḟsg(α)

= Y (fsg(α))C(fζ(α))v − ḟsg(α) + (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v

=
ϕs

∂g
(fg(α))

[
X(fg(α))C(fζ(α))v − ḟg(α)

]
+ (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v

=
ϕs

∂g
(fg(α))X(fg(α))C̄(α)v̄ + (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v (A.30)Par appliation de la ommande (3.9), on a

˙
s− fsg(α) =

ϕs

∂g
(fg(α))

∂̂ϕs

∂g
(0)

−1

K(s− fsg(α)) + (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v (A.31)Pour tout voisinage borné U de fsg(T
p) il existe une onstante c0 telle que

∀s ∈ U , ‖Y (s) − Y (fsg(α))‖ ≤ c0‖s − fsg(α)‖d'où, d'après l'expression de v̄ et le fait que la matrie C(fζ(α)) est bornée uniformémentpar rapport à α
‖ (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v‖ ≤ c̄0‖s− fsg(α)‖2ave c̄0 une autre onstante. En notant x = s− fsg(α), on peut réérire (A.31) omme

ẋ =
∂ϕs

∂g
(0)

∂̂ϕs

∂g
(0)

−1

Kx+

(
∂ϕs

∂g
(fg(α)) − ∂ϕs

∂g
(0)

)
∂̂ϕs

∂g
(0)

−1

Kx+O2(x, α)ave O2(x, α) = (Y (s) − Y (fsg(α)))C(fζ(α))v un terme d'ordre deux en x. Étant donnéque la matrie
∂ϕs

∂g
(fg(α)) − ∂ϕs

∂g
(0)est bornée uniformément (par rapport à α) par une valeur qui tend vers zéro lorsque εftend vers zéro, on en déduit les onlusions du lemme (en onsidérant par exemple unefontion de Lyapunov assoiée au système ẋ = ∂ϕs

∂g (0) ∂̂ϕs

∂g (0)
−1

Kx).A.7 Preuve du lemme 3 (p. 83)Étant donné que dans l'espae artésien ẑ = ĝfg(α)−1, nous déduisons à partir de ladé�nition de l'opération de groupe (1.10) que
ẑ = ĝ −X(θ̂s − fθ)fg

=

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)−1

ẑs



110 Preuves Chap. ADon, on déduit de (3.12) que
ẑs =

∂̂ϕs

∂g
(0)ẑ, Ŷ (zs) =

∂̂ϕs

∂g
(0)X(ẑ), ̂AdY (s−1) = AdX(ĝ−1)de manière que l'expression de ommande (3.11) devient

v̄ = C̄(α)†
(AdX(fg(α)−1)X(ẑ)−1K̄ẑ + AdX(ĝ−1)cr(t)

)ave
K̄ =

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)−1

K

(
∂̂ϕs

∂g
(0)

)Celle-i est la même loi de ommande que (2.19), à l'exeption de K qui est remplaé par
K̄. Lorsque K = −kI3, les deux lois de ommande sont exatement identiques et elles ontdon les mêmes onditions pour la bornitude et la onvergene.



Annexe BReonstrution géométrique de lapose d'une améra (p. 71)L'estimation (2.50)-(2.52) de la pose de la améra, dans la setion 2.4.2, exploite desrelations géométriques entre la ible et la améra. Considérons la �g. B.1 qui montre, entreautre, les repères du apteur et de la ible. Les deux lignes passant par les points L,M et
R,M délimitent quatre domaines onvexes omplémentaires. Nous allons faire l'hypothèseque l'origine Os du repère apteur est toujours stritement dans le domaine onvexe opposéau triangle LMR (omme montré sur la �gure). Une des raisons de ette restrition estque, lorsque Os est sur la ligne qui passe par L,M (resp. R,M), les projetions de L et M(resp. R et M) sur le plan image oïnident de manière qu'il n'est pas possible d'assoierhaque point de la ible ave sa projetion dans l'image.C'est un fait onnu qu'il existe exatement un erle passant par trois points non oli-néaires. Considérons le erle qui passe par L, Os, et R, et notons Crl son entre et rrl sonrayon (voir la �g. B.1). On note aussi L′ (resp. R′) le point d'intersetion du erle et dela ligne passant par L et M (resp. R et M). Pour obtenir une expression des oordonnéesde Os dans le repère de la ible, dé�nissons quelques notations omplémentaires. Notons
αi (i ∈ {l,m, r}) les angles orientés entre l'axe ~ıs du repère apteur et le veteur −→

Osi. Ilssatisfont les relations tanαi = i/f . Les angles non orientés L̂OsM , L̂OsR, et M̂OsR sontnotés αlm, αlr, et αmr respetivement. Ces angles satisfont les relations
tanαij =

|j − i|
|f + |ij|/f |ave f la distane foale.Par appliation du Théorème de l'Angle Insrit, qui implique que αlr est la moitié del'angle L̂CrlR, on peut failement véri�er que les oordonnées (Cxrl, Cyrl) de Crl dans lerepère de la ible sont données par

Cxrl = − a

tanαlr
, Cyrl = 0 (B.1)
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Fig. B.1: Reonstrution de la pose de la améraet le rayon rrl du erle est donné par
rrl =

a
√

(f + lr

f )2 + (l− r)2

l− r
(B.2)Le problème se réduit à loaliser le point Os sur le segment d'ar L′R′. Nous pouvonsparamétrer e point ave σ, l'angle orienté entre les veteurs −~ıt et −−−→

CrlOs. Ave ettenotation, les oordonnées de Os dans le repère de la ible sont données par
xts = Cxrl − rrl cos σ

yts = −rrl sinσ
(B.3)Il reste à aluler σ. On a

−rrl sinσ = sin(αlm + ÔsLM − arctan(
a

b
))‖−−−→OsM‖

= Dlm sin
(
αlm + ÔsLM − arctan(

a

b
)
)

sin ÔsLM
(B.4)ave

Dij :=
‖−→IJ‖
sinαij

(B.5)pour i, j ∈ {l,m, r}. Remarquons que la loi des sinus a été utilisée pour dériver la deuxièmeégalité dans (B.4). Remarquons aussi que les Dij sont omplètement déterminés par lagéométrie de la ible et les angles αij . On déduit de la loi des sinus que
sin ÔsLM =

Dmr

Dlm
sin ÔsRMet on véri�e failement sur la Fig. B.1 que

ÔsRM = 2arctan(
a

b
) − αlr − ÔsLM



113Par la ombinaison de es deux égalités, nous obtenons que
ÔsLM = arctan

(
Dmr

sin(2 arctan(a
b ) − αlr)

Dlm +Dmr cos(2 arctan(a
b ) − αlr)

) (B.6)On déduit de (B.4) que
σ = − arcsin

(
Dlm

rrl

(
sin(αlm + ÔsLM − arctan(

a

b
)) sin ÔsLMDlm

)) (B.7)Les équations (B.6) et (B.7) fournissent une expression de σ en termes du signal apteur, dela distane foale, et de la géométrie de la ible. Plusieurs approximations σ̂ des expressionsi-dessus peuvent être dérivées. Il est en fait possible d'obtenir une approximation de σ, surune base d'arguments très simples, sans avoir à utiliser expliitement (B.7). Dans e but,remarquons que :� σmax = max |σ| orrespond au as où Os oïnide ave L′ ou R′. Par appliation duThéorème de l'Angle Insrit, on peut véri�er que σmax = R̂′LL′ = R̂′RL′. D'ailleurs,
σmax = π−β−αrl ave β = R̂′ML = L̂′MR = π−2 arctan(a/b). Lorsque le rapportde la distane entre les repères de la ible et de référene à la taille de la ible estélevé, αrl est petit à la position de référene, et tend à diminuer ave l'augmentationde la distane entre le robot et la ible, don σmax ⋍ π − β.� par l'hypothèse de restrition sur la loalisation de Os, nous déduisons que αlm, αmr ∈
[0, αrl]. En outre, σ = 0 =⇒ αlm = αmr = αrl

2 , σ = −σmax =⇒ αmr = 0, et
σ = σmax =⇒ αlm = 0.� si la améra est pointée sur la ible, l'angle αm = arctan(m/f) = 0, de sorte que,dans un voisinage de ette position, αm ⋍ m/f .Au vu de es propriétés, nous proposons une approximation σ̂ de σ de la forme σ̂ = ρσmax,ave ρ ∈ [−1, 1] telle que αlm = αmr = αrl

2 =⇒ ρ = 0, αmr = 0 =⇒ ρ = 1, et αlm = 0 =⇒
ρ = −1. Une possibilité est donnée par :

σ̂ = −αlm − αmr

αlr
(π − β)

= 2 arctan(
a

b
)
αmr − αlm

αlrUne autre possibilité, diretement exprimée omme une fontion de l,m, r et a/b, est
σ̂ = 2arctan(

a

b
)
2m − (l + r)

l− r
(B.8)Finalement, pour ompléter le alul de pose de la améra, nous avons besoin de alulerl'angle d'orientation θts. Il est failement obtenu à partir des oordonnées de Os et dessignaux. Par exemple,

θts = arctan

(
yts

xts + b

)
− αm

= arctan

(
yts

xts + b

)
− arctan(

m

f
)

(B.9)





Annexe CRelations dans les groupes de LieDans et annexe, nous présentons le détail de alul de quelques résultats lassiques dela théorie des groupes de Lie (voir par exemple (Warner, 1983; Spivak, 1999) pour plus dedétails et des résultats omplémentaires) et quelques relations utiles pour le développementde notre travail. Les relations développées dans ette annexe sont établies de façon intrin-sèque (sauf mention ontraire), i.e. elles sont indépendantes du système de oordonnéesonsidéré.Soit un groupe de Lie G ave une opération de groupe (z1, z2) 7→ z1z2 régulière etl'appliation inverse z 7→ z−1 aussi régulière. L'élément z−1 ∈ G est tel que z−1z = zz−1 =

e, ave e l'élément neutre du groupe, i.e. ∀z ∈ G, ze = ez = z. L'opération de translation àgauhe (resp. à droite) est notée lz : G −→ G (resp. rz : G −→ G) dé�nie par lz(σ) = zσ(resp. rz(σ) = σz).C.1 Équivalenes dans les groupes de Lie1. Par dé�nition Ad(z) = dIz(e) ave Iz : G −→ G la bijetion dé�nie par Iz(σ) = zσz−1,qui peut s'érire omme
Iz(σ) = lz(rz−1(σ)) = rz−1(lz(σ))d'où

dIz(σ) = dlz(rz−1(σ))drz−1(σ) = drz−1(lz(σ))dlz(σ)don Ad(z) = dlz(z
−1)drz−1(e) = drz−1(z)dlz(e) (C.1)Dans un système de oordonnées z (ave un abus de notation évident) nous avonsAdz(z) = dlzz(z
−1)drz

z−1(e) = drz
z−1(z)dl

z
z(e) (C.2)



116 Relations dans les groupes de Lie Chap. C2. On a aussi Ad(pq) = dIpq(e) ave Ipq(z) = pqz(pq)−1 = Ip(Iq(z)). Par dérivation deette dernière relation
dIpq(z) = dIp(Iq(z))dIq(z)don
dIpq(e) = dIp(Iq(e))dIq(e)Ad(pq) = Ad(p)Ad(q) (C.3)Si p = q−1 on a Ad(e) = Ad(q−1)Ad(q) = Id d'oùAd(q−1) = [Ad(q)]−1 (C.4)3. Par dérivation de lpq(z) = lp(lq(z))

dlpq(z) = dlp(lq(z))dlq(z)

= dlp(qz)dlq(z)
(C.5)4. Par dérivation de rqp(z) = rp(rq(z))

drqp(z) = drp(rq(z))drq(z)

= drp(zq)drq(z)
(C.6)5. Par dérivation de lz(lz−1(p)) = p

dlz(lz−1(p))dlz−1(p) = Idd'où
[dlz(lz−1(p))]−1 = dlz−1(p)

[dlz(z
−1p)]−1 = dlz−1(p)

(C.7)6. Par dérivation de rz−1(rz(p)) = p

drz−1(rz(p))drz(p) = Idd'où
drz−1(rz(p)) = [drz(p)]

−1

drz−1(pz) = [drz(p)]
−1

(C.8)



C.2. Relations inématiques sur les groupes de Lie 117C.2 Relations inématiques sur les groupes de LieTout au long de ette setion nous onsidérons des systèmes sur un groupe
żj =

∑

i

Zi(zj)vj = Z(zj)vji.e. ave Zi des hamps de ommande invariants à gauhe par rapport à l'opération degroupe et Z(·) la matrie dont les veteurs olonnes orrespondent aux hamps Zi.1. Par dérivation de zz−1 = e nous déduisons
dlz(z

−1)
˙
z−1 = −drz−1(z)żd'où

˙
z−1 = −[dlz(z

−1)]−1drz−1(z)dlz(e)Z(e)ven utilisant (C.1) et après simpli�ation des termes
˙
z−1 = −drz−1(e)Z(e)v (C.9)2. Posons z = z−1

1 z2. La dérivée de z par rapport au temps ave l'utilisation de lapropriété d'invariane à gauhe des systèmes onsidérés et les relations (C.6), (C.7)et (C.9) donne :
ż =

˙
z−1
1 z2 = dlz−1

1

(z2)ż2 + drz2
(z−1

1 )
˙
z−1
1

= dlz−1

1

(z2)Z(z2)v1 − drz2
(z−1

1 )drz−1

1

(e)Z(e)v2

= Z(z−1
1 z2)v1 − [dlz−1

2
z1

(z−1
1 z2)]

−1dlz−1

2
z1

(z−1
1 z2)drz−1

1
z2

(e)Z(e)v2

= Z(z−1
1 z2)v1 − dlz−1

1
z2

(e)Ad(z−1
1 z2)Z(e)v2

= Z(z−1
1 z2)v1 − dlz−1

1
z2

(e)Z(e)AdZ(z−1
1 z2)v2

= Z(z−1
1 z2)

(
v1 −AdZ(z−1

1 z2)v2
)

(C.10)
3. Posons z = z1z

−1
2 . La dérivée de z par rapport au temps donne :

ż =
˙

z1z
−1
2 = dlz1

(z−1
2 )

˙
z−1
2 + drz−1

2

(z1)ż1 (C.11)Développons d'abord le premier terme à droite de l'égalité i-dessus. En utilisant(C.9), (C.7), (C.5) (C.1) et l'invariane à gauhe des systèmes onsidérés
dlz1

(z−1
2 )

˙
z−1
2 = −dlz1

(z−1
2 )drz−1

2

(e)Z(e)v2

= −dlz1
(z−1

2 )dlz−1

2

(e)[dlz−1

2

(e)]−1drz−1

2

(e)Z(e)v2

= −dlz1z−1

2

(e)dlz2
(z−1

2 )drz−1

2

(e)Z(e)v2

= −dlz1z−1

2

(e)Ad(z2)Z(e)v2

= −dlz1z−1

2

(e)Z(e)AdZ(z2)v2

= −Z(z1z
−1
2 )AdZ(z2)v2



118 Relations dans les groupes de Lie Chap. CDéveloppons maintenant le deuxième terme à droite de l'équation (C.11). En utilisant(C.8), (C.6), (C.7), (C.1), (C.3), (C.4) et l'invariane à gauhe des systèmes onsidérés
drz−1

2

(z1)ż1 = drz−1

2

(z1)dlz1
(e)Z(e)v1

= drz−1

2

(z1)drz1
(e)[drz1

(e)]−1dlz1
(e)Z(e)v1

= [dlz2z−1

1

(z1z
−1
2 )]−1dlz2z−1

1

(z1z
−1
2 )drz1z−1

2

(e)drz−1

1

(z1)dlz1
(e)Z(e)v1

= dlz1z−1

2

(e)Ad(z2z
−1
1 )Ad(z1)Z(e)v1

= dlz1z−1

2

(e)Ad(z2)Z(e)v1

= dlz1z−1

2

(e)Z(e)AdZ(z2)v1

= Z(z1z
−1
2 )AdZ(z2)v1Don �nalement

ż = −Z(z1z
−1
2 )AdZ(z2)v2 + Z(z1z

−1
2 )AdZ(z2)v1

= Z(z1z
−1
2 )AdZ(z2)(v1 − v2)

(C.12)
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Commande référenée apteur des robots non holonomesCe travail de thèse onerne la synthèse de ommandes référenées apteur pour les robots nonholonomes, dans le adre de l'approhe par fontions transverses, ainsi que l'étude de la robustessede es lois de ommande. La ommande de robots non holonomes a été très étudiée es quinzedernières années. Cependant, lorsque l'on souhaite stabiliser la pose omplète du robot, la synthèsede lois de ommande robustes vis-à-vis d'erreurs d'estimation de l'état du robot (qui dans la pra-tique déoulent typiquement d'erreurs sur les modèles des apteurs) reste un problème ouvert. Laproblématique prinipale de ette thèse se situe à e niveau. Les résultats devéloppés dans ettethèse portent essentiellement sur deux aspets. Le premier onerne la façon d'utiliser les signauxapteurs pour la synthèse de lois de ommande. Plusieurs méthodes de synthèse de ommande sontproposées dans e travail, en partiulier, par analogie ave la ommande des robots manipulateurs,nous proposons une synthèse direte dans l'espae des signaux apteurs. La deuxième partie dee travail, plus fondamentale, porte sur l'analyse et l'évaluation des propriétés de robustesse desshémas de ommande vis-à-vis d'inertitudes sur les modèles de apteurs. Des résultats théoriquesde stabilité sont établis, puis validés et omplétés par des simulations ainsi que par des résultatsexpérimentaux.Mots-lés : ommande référenée apteur, robot non holonome, robot mobile, robustesse, fontiontransverse, stabilisation pratique, suivi de ible, expérimentation.Sensor-based ontrol of nonholonomi robotsThis thesis onerns the design of sensor-based ontrol laws for nonholonomi robots, based onthe transverse funtion ontrol approah, and the robustness analysis of these ontrol laws. Theontrol of nonhlonomi robots has been a very ative researh �eld for the last �fteen years. Evenso, when one wishes to stabilize the full robot pose, the robustness of ontrol laws with respet tostate estimation errors (whih typially arise in pratie due to sensor model errors) remains anopen problem. The main obtales to this work omme from this problem. The results obtainedin this work an be lassi�ed into two main ontributions. The �rst one onerns the obtention ofmethodologies for synthesizing ontrol laws from sensor signals. Several methods are proposed andin partiular we devise a ontrol sheme diretly in the signal spae by analogy with manipulatorontrol tehniques. The seond and more fundamental part of this work onerns the analysis ofthe robustness of the proposed ontrol shemes with respet to sensor model errors. Theoretialstability results have been obtained and validated by simulations and experiments.Keywords: sensor-based ontrol, nonholonomi robot, mobile robot, robustness, transverse fun-tion, pratial stabilization, target traking, experimentation.Thèse préparée à l'Inria Sophia-Antipolis dans le projet Iare
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