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Introduction

Cette these se compose de trois parties. Bien qu’indépendantes, elles reposent toutes
trois sur I'étude du comportement en temps long de processus aléatoires. Plus précisem-
ment, nous étudions dans différents contextes, des méthodes adaptatives qui permettent de
controler dynamiquement lerreur de simulation (ou d’estimation suivant le cas) de proces-
sus de diffusion. La premiere partie concerne I’'étude de méthodes de réduction de variance
pour les simulations de type Monte-Carlo. La deuxieme partie traite deux themes de statis-
tique des processus. Enfin, la troisieme partie synthétise une étude menée au sein du projet
OMEGA pour la Direction de la Recherche de la société Gaz de France.

1. Techniques de réduction de variance pour les méthodes de Monte-Carlo

Le premier sujet abordé au cours de ce travail est ’étude de techniques de réduction
de variance. Deux problématiques sont présentées. La premiere concerne une méthode de
réduction de variance adaptative pour les simulations Monte-Carlo et ’application de cette
méthode en finance. Dans un second chapitre, nous étudions les moyens de développer des
méthodes de réduction de variance dans un cadre ergodique.

1.1. Technique de réduction de variance adaptative. Pour estimer 1’espérance
inconnue E[X] d'une variable aléatoire X simulable, une méthode tres simple consiste a
I’approcher par la moyenne empirique % Zf\il X; ou les X; sont des réplications indépen-
dantes et identiquement distribuées de la variable X. C’est le principe des méthodes de
Monte-Carlo. Sous des hypotheses tres faibles sur la variable X (typiquement X de carré
intégrable), il est connu (loi des grands nombres) que cette méthode fournit une estimation
consistante de E [X] :

— Z Xi S5 E[X].

Par ailleurs, il est possible de caracterlser I'erreur aléatoire de cette simulation grace au
théoreme de la limite centrale :

(NZX E[X )mN(OU)

ol 02 représente la variance de X . Ce dernier résultat fait apparaitre que, pour obtenir un in-

tervalle de confiance de taille 2¢ donnée, la durée de la simulation devrait étre proportionnelle
a 8—@ Pour obtenir une précision donnée sans trop accroitre le nombre N de simulations,
il est naturel d’envisager des techniques de réduction de variance. Il s’agit en général de
construire une variable aléatoire Y de méme espérance que X mais de variance plus faible.

Or, si de nombreuses techniques sont connues dans le cadre des méthodes de Monte-Carlo
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traditionnelles (variable de controle, fonction d’'importance, intégration par parties entre
autres), leur mise en ceuvre requiere toujours la connaissance de quantité dont I’estimation
est plus difficile que la simulation de E [X] elle-méme.

Dans ce travail, réalisé en collaboration avec Bouhari Arouna de 'ENPC, ce probleme est
résolu de maniere algorithmique. Poursuivant les travaux antérieurs de Bouhari Arouna, nous
considérons la technique bien connue de la fonction d’importance. Sa mise en ceuvre repose
sur un changement de probabilité; la probabilité optimale (celle qui minimise la variance)
étant bien entendu inconnue. L’idée fondamentale est d’exprimer cette probabilité optimale
comme la solution d’un probléme de minimisation. Ce probléme est ensuite résolu au cours
de la simulation a l'aide d'un algorithme de type Robbins-Monro. Dans cet algorithme, les
étapes ne sont plus indépendantes. Mais il est encore possible d’établir des résultats de type
loi des grands nombres et théoremes de la limite centrale qui assurent la validité de notre
démarche.

Dans cet article, nous avons retenu la finance comme champ d’application. La variable X
est alors une fonctionnelle de processus de diffusion et le changement de probabilité repose
sur le théoreme de Girsanov. Dans ce contexte, nous montrons que notre algorithme fournit
également une estimation du delta; la sensibilité par rapport a la condition initiale.

Cet algorithme a également été appliqué avec succés dans le cadre de la collaboration avec
GDF détaillée dans la troisieme partie de ce mémoire.

1.2. Simulation ergodiques efficaces. Ce second chapitre traite du cas particulier
olt 'espérance que nous cherchons & estimer s’exprime sous la forme [ fdp ol la mesure p
admet une densité p solution de I’équation de Fokker-Planck stationnaire L*p = 0. Dans ce
cas, un estimateur naturel de [ fdu est la moyenne empirique 7 fo s) ds du processus
de diffusion associé au générateur infinitésimal L. Cet estimateur verlﬁe des propriétés de
consistance et de normalité asymptotique similaires a I'estimateur de Monte-Carlo tradition-
nel. Toutefois, outre les problemes de réduction de variance, une autre difficulté caractérise ce
genre de simulations. En effet, sa variance admet une expression explicite 0]% =2 [ fGsdpu
qui fait intervenir la solution du probléme de Poisson LGy = —(f — [ fdu). La résolution
de ce probléme est evidemment tres coiiteuse et requiere en outre la connaissance de [ f dp.
Jusqu’a présent, il était donc tres difficile d’obtenir une estimation de la variance.
Le premier objectif de ce chapitre est donc d’introduire un estimateur simple de cette va-
riance. Notre démarche repose sur des résultats de convergence fonctionnelle tel que le théo-
reme de la limite centrale presque siir. Plus précisemment, nous commengons par montrer a
I’aide des résultats de Pardoux et Veretennikov sur I’équation de Poisson, que, pour toutes
fonction f mesurable et a croissance polynomiale, les moyennes empiriques admettent une
représentation martingale de la forme

/0 F(X.) ds — / fdu = /0 (0G') (X.) AW, + G () — Gy(Xy)

ou o est le coefficient de diffusion du processus X. Ce résultat nous permet d’étendre le
théoreme de la limite centrale presque sur aux moyennes empiriques. Précisemment, nous
montrons que pour toute fonction ¢ a croissance au plus quadratique,

= <¢/( /fdu) ds) L
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et nous donnons une vitesse de convergence associée. Un corollaire immédiat nous fournit un
estimateur de la variance asymptotique. Des résultats similaires sont en outre établis pour
le temps local d’un processus de diffusion.

Dans une seconde partie, nous introduisons trois méthodes de réduction de variance pour
les simulations ergodiques. Il semble qu’il n’existe pas de travaux antérieurs sur la question.
Deux de ces techniques sont inspirées de méthodes connues dans le cadre iid (la variable de
controle et I'intégration par parties). Une troisieme méthode, fondée sur un changement de
temps, est particuliere a notre contexte. Dans chaque cas, nous établissons des résultats de
convergence et nous nous efforcons de caractériser le domaine d’application de ces différentes
techniques.

2. Contributions a la statistique des processus de diffusion

La deuxieme partie de ce mémoire est consacrée a deux problemes de statistique des
processus. Dans un premier chapitre, nous nous sommes intéressés a des résultats précisant
les théoremes de la limite centrale usuels. Nous avons ainsi établi des développements de
type Edgeworth pour différentes variables souvent rencontrées en statistique des processus.
Le second chapitre de cette partie introduit un probleme nouveau : 'estimation statistique
des processus de diffusion a dérive singuliere ou processus de diffusion asymétrisés. Nous
présentons en particulier une méthode d’estimation efficace dans le cas unidimensionnel.

2.1. Statistiques d’ordre supérieur pour les processus de diffusion. Bien qu’il
ne concerne pas la statistique des processus, le chapitre deux a permis d’introduire des
outils souvent rencontrés en statistique : la loi des grands nombres et le théoreme de la
limite centrale pour les martingales et les moyennes empiriques de processus de diffusion.
Dans ce chapitre nous cherchons a raffiner ces résultats classiques de convergence ainsi que
leurs analogues pour les martingales normalisées par leur crochet. Cette derniere quantité
intervient en particulier lors de I'estimation par maximum de vraisemblance.

En nous fondant sur le développement asymptotique des moments de martingales et sur
I’argument de Feller dans le cas iid, nous avons pu établir des développements d’Edgeworth
a l'ordre 1 pour les trois quantités mentionnées précédemment. Ce résultat est établi dans
un premier temps pour les martingales puis étendu aux martingales normalisées et aux
moyennes empiriques par la méthode du delta. Certains de ces résultats sont déja connus,
mais notre méthode de preuve permet d’affaiblir les hypotheses supposées dans les travaux
antérieurs. Cette méthode ouvre en outre la perspective d'une extension de ces résultats aux
fonctionnelles additives martingales de processus ergodiques plus généraux.

Plusieurs applications de ces résultats sont étudiés, autant en statistique qu’en simulation.
En particulier, nous établissons des développements de Cornish-Fisher pour les quantiles
dans la perspective du bootstrap des intervalles de confiance.

2.2. Statistique des processus asymétrisés. Ce quatrieme chapitre, écrit en col-

laboration avec Miguel Martinez (INRIA), introduit une problématique nouvelle; I’étude
statistique des processus asymétrisés. Nous appelons ainsi un processus X solution de 'EDS

t t
X, =z +/ b(X,)ds +/ o(X,)dB, + (2a — 1)L} (X) — K[*(X), o €]0, 1].
0 0

ix



Le terme Kt[a’ ' induit une réflection du processus sur U'intervalle [a, b]. De tels processus
généralisent le mouvement brownien asymétrique et interviennent lors de la modélisation de
systemes physiques en milieux discontinus. Il n’existe a notre connaissance aucun résultat
concernant ’estimation de leurs parametres a et 7.

Nous proposons dans cet article une méthodologie pour estimer les coefficients du modeles
dans une asymptotique de temps long. Pour ce faire, nous commencons par établir un théo-
reme ergodique pour de tels processus. L’estimation du parametre « s’effectue par une mé-
thode de moments généralisée et celle de v par la minimisation d’un contraste bien choisi.
Dans les deux cas, I'ergodicité du processus nous permet d’obtenir la consistance forte de
ces estimateurs et nous donnons de plus une vitesse de convergence pour l'estimateur du
parametre o.

3. Collaboration industrielle

Cette derniere partie synthétise les résultats d’une collaboration entre le projet OMEGA
et la société GDF. Cette collaboration a duré trois ans et comportait deux volets. Dans
un premier temps, il s’agissait de construire un modele valide pour I’évolution de différents
indices pétroliers. La seconde étape consistait en la mise en ceuvre d’une méthode de Monte-
Carlo efficace pour la simulation de fonctionnelles complexes de ces indices.

Les données fournies par GDF consistaient en dix séries de données journalieres s’étendant
sur 10 ans. Pour les modéliser, nous avons opté pour un modele de diffusions. Le coefficient
de diffusion du processus fut déterminé par une procédure non-parametrique a 'aide d’esti-
mateurs a noyaux de type Nadaraya-Watson. Du fait de la structure des données, il semblait
raisonnable de considérer une dérive linéaire dont les coefficients furent estimés par maxi-
mum de vraisemblance. Au cours de ce travail, nous fumes amenés a considérer un probleme
semble-t-il nouveau : la détermination du nombre de mouvements browniens sous-jacents au
modele. La question précise est la suivante : quelle est la dimension mimimale du mouvement
brownien sous-jacent nécessaire pour rendre compte de la corrélation entre les différents in-
dices?

La deuxieme partie de cette collaboration portait sur la simulation de ce modele. Etant
donné la dimension du probleme et la complexité des fonctionnelles & évaluer, introduire une
technique de réduction de variance s’'imposait. Nous avons donc mis en ceuvre la méthode de
réduction de variance adaptative décrite dans le premier chapitre de ce mémoire. Différents
tests numériques ont pu mettre en évidence son efficacité sur ce probleme.



Premiere partie

Techniques de réduction de variance pour la
simulation de diffusions



Cette premiere partie consiste en deux chapitres.

— Le premier chapitre présente une technique de réduction de variance adaptative re-
posant sur la méthode traditionnelle de fonction d’importance. Apres avoir rappelé le
principe de cette méthode, nous montrons qu’elle est équivalente a un probleme de
minimisation faisant intervenir la distance de Kullback-Leibler. Nous décrivons ensuite
comment la solution de ce probleme peut étre approchée itérativement au cours de la
simulation grace a un algorithme de Robbins-Monro. Différentes applications en finance
illustrent notre méthodologie.

— Le second chapitre aborde les méthodes de simulation ergodiques du point de vue
de la réduction de variance. Nous commencons par rappeler les fondements de ces
méthodes et comment caractériser la variance de telles simulations. La variance en
question s’exprime a l’aide de la solution d’un probleme de Poisson et de 'espérance a
estimer. La question de son estimation n’est donc pas triviale. Nous montrons qu’il est
possible d’obtenir un estimateur consistant de cette variance grace a un théoreme de la
limite centrale presque str pour les moyennes empiriques. Ce chapitre se conclue sur la
présentation de trois techniques de réduction de variance dans le contexte ergodique.



CHAPITRE 1

EFFICIENT VARIANCE REDUCTION FOR FUNCTIONALS
OF DIFFUSIONS BY RELATIVE ENTROPY MINIMIZATION

En collaboration avec Bouhari Arouna (ENPC)

1. Introduction

Examples of successful using of Importance Sampling applied to derivatives pricing are
Reider [76], Glasserman, Heidelberger and Shahabuddin [38] or Boyle, Broadie and Glasser-
man [17]. More closely related to this work are the papers by Su and Fu [82], Vasquez-Abad
and Dufresne [86] and Arouna [3] where stochastic approximations are used to find the opti-
mal change of drift in an Importance Sampling procedure. In these settings, the Importance
Sampling problem was based on the minimization of the variance of the estimation. In a
recent work by Arouna [2], such an idea was combined with the Robbins-Monro algorithm
to develop an Adaptative Monte Carlo method where the optimal sampling direction is se-
lected within the Monte Carlo iterations. The present work follows a similar idea but the
main contribution is the introduction of a new minimization criterion : the Kullback-Leibler
entropy (or relative entropy) between two probability measures.

Since Newton [71] it is known that an Importance Sampling method can lead to a zero-
variance estimate through a stochastic change of drift. And by the Girsanov Theorem, this
optimal drift corresponds to an optimal probability measure. The idea is then to use the
relative entropy as a distance to minimize in order to find the “best approximation” of the
optimal zero-variance probability measure. We show that in a discret framework this can
be achieved by using a very simple version of the Robbins-Monro algorithm. Another nice
feature of the method is that it allows to compute a consistent approximation of the delta
of the derivatives.

The paper is organized as follows. We first recall the basic idea of Importance Sampling in the
diffusions framework. In section 3, we show the equivalence between variance minization and
entropy minimization and we investigate, as a corollary, the computation of the delta. Section
4 deals with the discrete framework for applying the method and presents the Robbins-Monro
algorithm as a tool for solving the entropy minimization problem. The effiency of the method
is numerically tested on a wide range of derivatives including path-dependent options and
interest rate caps.

2. The Importance Sampling paradigm

Let (2, F, P) be a given probability space and (W;)o<;<r be a standard d-dimensional
Brownian motion with natural filtration F := (F;)o<;<7 defined on this space. We consider
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the R™ valued process X, solution to the stochastic differential equation

XO = X
(1) {dxt = b(X;)dt + o(X)dW,, t € [0,T).

We suppose that there exists two constants K > 0 and C' > 0 such that the functions b and
o, defined on R™ and valued in R™ and R™*? respectively, verify, Vx, y € R,

[1b(z) = b(y)l| + llo(z) — a(y)l| < Kllz —yl],
[[b(@)|| + [lo(@)]] < Cflz]]

such that the SDE (1) has a unique strong solution (see Karatzas and Shreve [47]).We are
concerned with the Monte Carlo estimation of the expectation

Vo = E[yr(X)].

We suppose that there exists an € > 0 such that the real valued non negative functional
(X)) satisfies
P(r(X) >¢e)=1

In a financial setting, the expectation V[ can be seen as the risk neutral price of an option
with underlying asset X. The efficient computation of this price using a Monte-Carlo method
often requires variance reduction techniques. The variance reduction method considered here
is the so-called importance sampling method. The basic idea is as follows. Let us define

2

(2) T I

ET = {8, [F-adapted such that E [/ ||9t’|2dt] < too and K {exp <§/ Hetszt)] - +OO}
; 0

and

T
(3) HT = {9, F-adapted such that E {/ H8t||2dt} < +oo} :
0

For § € HT, the norm ||0]|% := [fOT 116:)? dt} induces a scalar product and H” endowed

with this scalar product is an Hilbert space. Moreover, £7 is a closed non empty subset
of HT. There is a correspondence between a process 6 := (0;)i<r € ET and P—equivalent
probability measures as stated below (see Protter [75]).

THEOREM 2.0.1 (Girsanov’s Theorem). The process WY, defined by
t
VVf =W, — / 0, ds,
0

15 a standard Brownian motion under the probability Py with density
dPy /T«9 d 1/T||c9]|2dt
— =eX AW, = =
dP PAL o) ™

The following result is a consequence of the Martingale Representation Theorem.

with respect to P.




THEOREM 2.0.2. Given a probability measure Py, equivalent to P on (2, Fr), there exists an
F-adapted process (0;)i<r such that fOT 160:||?dt < +00 P —a.s. and

dPy 4 Tt
d—P_eXp</0 95~dW5—§/0 HQSHdS), P—a.s.

Under the probability Py on (€2, Fr), the process X is solution to the following SDE

X() = T
(4) { dX, = (b(X))+o(XD)8) dt + o(X,)dW?, t € [0,T).
Moreover, we have
(5) E [r(X)] = Eg {sz(X)jTIE;] ;

where the subscript indicates that the expectation is computed with respect to Py. It follows

that, under the probabilty Py, 1p(X )% is an unbiased estimator of the price V{. This

is precisely an importance sampling estimate. We now have to choose the process 6 that
minimizes the variance of 17 (X )dP/dPy under Py i.e. the process 6 that solves

dP
dPy |-
Theoretically, it is known that there exists a unique probability measure Py for which

Varg- [@bT(X )%} vanishes. In fact, since

(6) ;gég Vary [wT(X )

dP dP\? dp 1
Vary {wT(X)dTPJ = Ey <¢T(X)dTDQ) —E, [¢T(X)m]
dP
= E|¢p(X)?—| — E[r(X))
or(02 |~ Blur(XF
Py« should satisfy
o dP 2
E |¢r(X) =E [{r(X)],
dPe*
and this relation leads obviously to
dPy- _ r(X)
dP K [r (X))
which is equivalent to
(7) Py = 7 ip
Vo

Of course, this formula is of no direct practical interest since it requires the knowledge of the
expectation Vj. Our aim is now to built an efficient estimator of the process 8*. This problem
will be formulated as a distance minimization issue. We are going to see that a clever choice
of the distance is important from a numerical point of vue. The next section is thus devoted
to the comparison between different distances.
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3. Variance reduction as entropy minimization

3.1. x? minimization. The x? divergence between two probability measures is formally

defined by
2
R @ - 5 [ irq

= +oo otherwise.

When considering this distance, simple computations show that problem (6) is equivalent to
the following distance minimization problem between Py and Py-

8 in Ry (Py, Py) .
(8) glg‘lngl 2 (Pg-, IPy)
To see this, first observe that

Ry (Po+, Py) =

Plugging equation (7) in this expression gives

1 Yr(X)?  dP )
Ry (Pos, Py) = = dP+1
S i
_1(E WT(XV%} 1
= 5 ‘/02 +
Therefore, problem (8) reexpresses as
dP
in E X)?2—.
(9) min {wT( ) dPJ

By the Girsanov Theorem this latter problem reduces to

T T
(10) min E {QﬂT(X)QeXp (—/0 Oy - AW, + %/0 H9t||2dt)} :

0eET

Equation (9) is exactly the usual criterion to minimize when refering to optimal importance
sampling ! See for instance Newton [71] and Arouna [3]. From this last reference, we know
that considering the y? distance leads to numerical difficulties. In particular, it is shown
that a truncated Robbins-Monro algorithm has to be introduced in order to deal with the
exponential martingale. We are now going to see how a clever choice of the distance can
overcome this difficulty.

3.2. Kullback-Leibler minimization. This distance is defined by

Ro (P, Q) = /ln(%)dﬁbifﬁ”w@

= +oo otherwise.
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Our aim is to minimize R (Py«, Py). This quantity can be rewritten as

dPy-
Ro (]Pg*, Pg) = /hl ( dIP’(, ) dPg*
dPy« dP
= 1 - —— | dPy-
/ ! < dP dm) ’

dPg+ dP

The first integral does not depend on Py. Then, minimizing R (Pg«, Pp) is equivalent to

minimizing [ In <%> dPg-. Moreover, since

e = 5 T
we get,
[uE) = [u(@) s
_Efon ()]
- Elr(X)]

Thus, the problem of minimizing Rq (Py«, Py) reduces to

(1) min [ vr (0 1 ()]

oeeT Zﬁ@;
which we rewrite as, by the virtue of the Girsanov Theorem,

(12) min .J(6),

0eET

with

(13) J(O) :=E {W(X) <— /OT O, - dW; + % /OT ||9t]|2dt)} .

3.3. Comparison between these distances. First, notice that the pseudo-distances
Ry (P, Q) and Ry (P, Q) are non negative and vanish if and only if P = Q. Therefore, they
are equivalent in terms of zero-minimization. Moreover, the Kullback Leibler distance is
sharper than the y? divergence in the sense that

(14) Ro(P, Q) <R (P, Q), VP~ Q,

since Inz < %(xQ —1), Vz > 0. Finally, the most important fact is the quadratic dependance
of the right hand side of equation (12) instead of the exponential dependance of equation
(10) upon 6. Clearly, (12) leads to a more tractable minimization procedure than (10). We
refer to Basseville [9] for complements on entropy and pseudo-distances between probability
measures.



3.4. Delta computation. As noted in the introduction, a key feature of importance
sampling for pricing a given derivative is that the optimal control 6* is closely related to the
delta of this derivative. In fact, it is known from Newton [71] that the zero-variance drift
term 6* of an option with discounted payoff ¢ is given by

o(Xy)m
E [y (X)|F)

where the process 7; is the unique process implicitely defined by the Martingale Represen-
tation theorem

0y = tel0,T]

(15) Yr(X) =E [r(X)) +/0 - o(Xy) dWy,  a.s.

The process 7 is refered to as the delta of the option with payoff 17 (X). Thus, the compu-
tation of the optimal process 0* gives also an estimation of the delta of the option through
the relation :

(16) m = E[¢r(X)|F] U_I(Xt) 0] a.s.
which reduces to
(17) A = Voa_l(x) - 05,

for t = 0. We now develop the discrete framework to perform the computation of 8* and V.

4. The Variance Reduction Procedure

In practice, when the solution to the SDE (1) can not be computed explicitly, one must
discretize it. In such a case the computation of the price Vj reduces to the computation of

Vo =E [¢r(X™M)],

where X" is a discretization of the solution X to (1). For sake of simplicity, we shall focus
on the Euler-Maruyama scheme (see Talay and Tubaro [85]) although our method could be
extended to any other scheme. The discretization of equation (1) with constant time step
h = % is then
{ XO = X()
Xnpry = Xip+b(Xpp)h+ (X)) VRAW,, p=0...m — 1

with AW, w N(0, I;) and I; the identity matrix of R?. Similarly, equation (4) is discretized
by the following scheme :

Xo = X
{ Xh(p+1) = th + <b(th) +0o <th) ép) h + O'(th)\/EAWp, P = 0...m-—1.

In this representation, 6= <§0, cee ém_1> is a d x m matrix. Let us define the interpolated
process (ét)th by setting

=0, if t € [hp, h(p+1)[.
8



Then 6 can be seen as an approximation of the random vector process 6. In the sequel AW
denotes the d x m matrix (AW, ..., AW,,_1). In this discrete setting, equation (5) translates
into

Vo = E [¢r(X]

(18) =E {w(ff) exp (—é- VRAW — g||9”||2)}

where | M| = <Z;n:1 S M,fp)l/2 denotes the Frobenius norm of a matrix M of size
d x m. These relations hold for each # € R¥™. From equation (12), the Kullback-Leibler
minimization becomes
(19) ggg%j(é), f ¢ R>™
with

J@0):=FE {sz(X) (—97 VAW + g||é||2)] .
Using first order optimality conditions, we are reduced to solving the following zero-problem
(20) VJ() =0, 6eR>™,

with

VJ(l) =E [wT()‘() (hé - ﬁAw)] .

4.1. Efficiency of a Kullback-Leibler based variance reduction procedure. The

functional J (é) is defined as an expectation under the initial probability so that the functional
Yr(X) does not depend upon the process 6. Thus, this process only appears through the
functional —6 - VAAW + 2{|6]|? which is clearly convex. As this functional explodes when
10]| — 400, it admits a unique minimum 6* € R&™,
As the exponential is a convex application, the same arguments can be used to prove that the
x? distance is also a convex functional of the process @ (see Arouna [1]). Moreover, remember
that the x? distance is always greater than the Kullback-Leibler distance (see (14)). Thus,
the relation linking these two distances is illustrated in figure 1. From this, it is easy to check
that an optimization algorithm based on the Kullback-Leibler distance always leads to a
decrease in the variance, even if the optimal process 6* is not reached.

4.2. The Martingale Monte Carlo Algorithm. Following Arouna [2], the Monte
Carlo method to be implemented in this case can be described as follows. First suppose that
we are able to compute efficiently a sequence (éi)izo of approximations of the optimal 6*
generated from a sequence of independent copies (AW?);>; of AW. Then using (18) and a
result of Arouna [2] we have

N—+oc0

(21) Vy = %;QpT(Xi)exp (-éi VhAW? — guéiH?) 2 E [yr(X)]

9



the x2 distance

the Kullback-Leibler distance

Fi1G. 1. Variance and cross-entropy minimization

where (X%);—;. n are independent copies of X simulated with AW’ and 0¢. Note that no

restriction is assumed on the dependence between this sequence 6¢ and the random process
AW?. The variance of the estimation is given by

N
1 . _ . _ 5
2 . 2 i Y 1 2 _ /2
(22) =~ ;wT(x ) exp ( 20" - VRAW — || ) 73
and it is proved in Arouna [2] that, on the one hand,
a.s. dIED
(23) P N Varg. {wT(X ) dIP)(;*]

and, on the other hand,
Vi — E [¢r(X -
\/N N [¢T( )} L

2?\7 N—+oc0

(24) N(0,1).

10



Thus, we have a central limit theorem that enables us to built confidence intervals. Moreover
the asymptotic variance of the estimation (21) is clearly smaller than that of a crude Monte-
Carlo simulation. In addition, we can get as a feedback a good approximation to the delta
of the option via formula (17) by setting

(25) A= Vyo 0, z)-6Y.

Next the minimization issue (20) will be performed using a simple Robbins-Monro procedure
as described below.

4.3. A stochastic approximation scheme to learn the optimal drift. From the
discretization of X, we see that the simulation of X relies only upon the simulation of the law
of AW ~ N(0, I4x.m). Hence there exists a function ¢r(x) depending on the discretization
of X such that

¢T(X) = pr(AW).
Let us define
F(0, ) = pr(x) (V0 — )
and suppose that
(Ho) : 3a>0 such that E [o7*(AW)] < +oc.
Our approach for solving problem (20) relies on the following iterative scheme
(26) O =0 — yia F(6', AWY),

where (7;);>1 is a sequence of positive numbers converging to 0. This iterative stochastic
approximation in known as Robbins—Monro algorithm and is well indicated for the resolution
of the zero-search problem

(27) E[F(6*, AW)] =0, 6 R™™,

This algorithm is particularly efficient when the expectation E[F (6, AW)] cannot be com-
puted but one can easily simulate the law of F(, AW). Let us now denote by (ﬁ)

i=1...n

the o-algebra generated by the random vectors (AW?),_, . If we set
E(6) :=E[F(, AW)],

clearly we have

E[F(0', AWY)|Fi_4] = E(6Y),
and
(28) E[|F (6, AW Fima) < CA+ 0],  a.s.

where
C = max (E[p7(AW)], E[p7.(AW)[| AW |])

is a finite positive constant by the virtue of hypothesis (Hy). Next, we state a convergence
Theorem for (26) proved in Duflo [26] :

11



THEOREM 4.3.1. Under the following hypotheses
(29) 316" € R™™ such that E(6*) = 0 and Y0 € R™™ with 6 # 6*, (0 — 0*) - E() > 0,

(30) Z% =400 and 2%2 < 400,

(31) E[|F(0', AWHPIFima] < K1+ [16°]), as.,

the sequence of random vectors (0");>o defined in (26) converges almost surely and in L? to
0*.

Since J is convex, it is clear that there exists a unique 6* which minimizes the functional

J(0) so that hypothesis (29) is a simple consequence of the Theorem of finite increments.
Since hypothesis (31) is fulfilled from equation (28), Theorem (4.3.1) applies for the iterative
algorithm (26).
This algorithm is adaptive in the sense that the sequence 6 is built up within the Monte-Carlo
algorithm. As this sequence is convergent it admits implicit bounds. Nevertheless, numerical
events might lead to large values of # and make our exponential terms unstable. We shall
adress this issue in the next section.

4.4. Summary. Finally, let us summarize the Martingale Monte Carlo algorithm to be
implemented in the very general case.

. T .

' =0" h=— 9" ——0,) 7' =+o0.
p 1——+00 i—1

fori=1...m,

Xi = Xo, Xi = Xo, AW ~ N (0, 1)

forj=1...p,
X} = Xj1 40X )b+ o (X)) - VAAW]
X! =X, + <b()~(;—1) +o(X;,) éj’—l) ho(X; ) VhAW;

g+l — gi _ AL (Xz) <\/Eéz _ sz')

Uy = %iw (X7) exp (—ﬁTr GENGE gHéi\@)
1=1

Of course, the Robbins-Monro algorithm and the Monte-Carlo procedure can also be perfor-
med separately.
5. Numerical Results

5.1. Preliminary remarks.
12



5.1.1. Choice of the sequence ;. It is worth pointing out that the Robbins—Monro algo-
rithm (26) is very easy to implement. In our numerical investigations, we use y; = a/(1+1) as
sequence of convergent steps, where o > 0 is chosen empirically. In general this choice is not
an easy task. Hence we followed the numerical recommandations for financial applications
that are made at section 6 of Arouna [3]. For a more global insight into this problem, one can
see Kushner and Yin [53], where the optimal numerical convergence of the Robbins-Monro
algorithm is discussed in length.

5.1.2. Reduction of the conditional variance. Remember that the observation of the the
Robbins-Monro algorithm (26) is defined as

F(0', AW = op(AW) (VR — AW, i > 0.

In order to reduce the variability of the Robbins-Monro algorithm, one might reduce the
conditional variance E[||F (67, AW?)||?|F;] of the sequence of the observations. This can be
done by replacing in equation (26) the observation F(6°, AW?") with F(6°, AW") where

. 1 . _

PO, AW) = 3 (F(e, AW) + F(0, —AW)) .
Clearly we still have

E[F (6, AW)] =0,
and Theorem (4.3.1) still applies for the Robbins-Monro algorithm defined as
(32) 0 =0 — 7 F(0F, AW,
5.1.3. Control of the exponential terms. Since this algorithm converges, it admits implicit

bounds. But from a numerical point of view, it is still possible for the €' to take excessive

values. This might be a consequence of the v; that are too large or of numerical events. To
deal with these problems, we implement the following truncated version of the algorithm

) _— {8"—%+1F(9i, AW |0 i P, AW

gi otherwise.

SUu

U is a constant upperbound of 6* taken equal to 5 in our all experimentations.

5.2. European Call. We begin our experiments with a european Call option example
in the Black—Scholes model. Thus, our discretized process follows the dynamic

(34) X, = X,,_ el At tio)o i AW g 3, i=1...n.
n

The pricing and the hedging of this option is available in closed form but this example
is still illustrative by allowing us to measure both the variance reduction obtained and the
accuracy in prices and in delta hedging. The variance reduction is measured via the ratio

1 N2y 1 N i 2
L FEL R - (30 er(X0)
: 2 ,
where Y2 is defined in (22). The numerical results for this case are in Table 1 and show
the effectiveness of the procedure. PrixRM, PrixBS, Agy and Ags denote respectively the

13



Monte Carlo estimated price including our method (Importance Sampling + Relative en-
tropy minimization + Robbins—-Monro), the Black—Scholes exact price, the delta computed
by our method (using equation (25)) and the exact delta given by the Black—Scholes formula.

Table 1 Estimated variance reduction ratio and delta hedging for a european call option in the
Black—Scholes model

Parameters RM+IS

o o K/So PrixRM Agy PrixBS Ags RV

1 0.1 0.6 21.46 1.00 21.46 1.00 104.1
20 1.0 3.41 0.71  3.40 0.71 7.7
5000 1.4 0.004 0.002 0.004 0.002 748.5
2.5 0.3 0.6 21.61 0.97 21.60 0.99 16.5
25 1.0 713 0.62 7.12 0.62 11.3
50 1.4 1.56 0.21 1.56 0.21 254

The results are based on 40,000 Monte Carlo simulated paths.
The parameters are : Xo =50, r =0.05, T =1.0.

5.3. Asian Call. Our second example is the pricing of an arithmetic asian call option
in the Black—Scholes model. The discounted payoff of this option is given by

_ ] e
SO(X) = e_TT max (E Z_; Xti - K7 O)

where n is the total number of reset dates and X is defined in (34). Numerical procedures
are available for the pricing of this option with continuous averaging but not with discret
averaging (see Geman and Yor [36]). In this latter case, simulation is necessary. The nu-
merical results obtained are summarized in Table 2. Apf represents the delta of the option
computed with a finite differences method (with step h = 0.01). Note the strong accuracy of
the delta portofolio computed with our algorithm.

14



Table 2 Estimated variance reduction ratio and delta hedging for an arithmetic asian call
option in the Black—Scholes model

Parameters RM+IS

n o o K/So PrixRM Agym Ags RV
16 5 0.3 0.8 11.09 0.91 091 9.8
10 1.0 4.18 0.59 0.57 9.4

50 1.2 1.09 0.21 0.22 18.6

16 10 0.1 0.8 10.80 0.97 0.98 36.7
25 1.0 1.92 0.67 0.67 7.2

50 1.1 0.20 0.13 0.13 12.3

64 5 0.3 0.8 10.93 0.92 0.92 9.2
20 1.0 3.98 0.58 0.58 9.0

50 1.2 0.97 0.22 0.22 18.4

64 5 0.1 0.8 10.73 0.99 0.98 27.6
25 1.0 1.83 0.67 0.66 6.8

500 1.1 0.17 0.13 0.13 21.1

The results are based on 10,000 Monte Carlo simulated paths.
The parameters are : Xo = 50, r = 0.05, T = 1.0.

5.4. European Basket Call. Our last example deals with the pricing of a european
basket call option. The payoff of this option is given by

d
max (Z ai)_(rfp - K, 0) ,
i=1

where a; are positive constants such that Z?Zl a; = 1. The dynamic of the i*" asset X°
(under the so-called risk neutral probability) is defined as

dX; ’ .
X;’t = rdt + ; o dWi, Xi>0,
with W = (W', ..., W9 a d—dimensional Brownian motion and o = (0y;);; a d X d-sized

matrix representing the volatility of the market. Once again, simulation is the only method
available for pricing, especially when d is large (d > 10). For simplicity, we fix the spot
values of all the underlying assets equal to X,. The volatility matrix is flat at 10 % or 30 %.
Table 3 displays the variance reduction obtained. Observe that in the worst case we have
VRV > 3. This means that we are able to reduce the length of the Monte Carlo confidence
intervals (at a given confidence level) by a factor of at least 3. As mentioned above, our
method also provide an estimate of the delta hedging strategy. Under flat spot values and
volatility matrix hypothesis, it can be proved that the pricing problem reduces to the pricing
of a simple european call option on an underlying X that follows the dynamic

%,

t

= rdt + oVddB,, X,>0,
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with o = 035, Vi, jand By := ﬁ ijl Wtj , a one dimensional Brownian motion. Thus the
delta hedging portofolio of the option is given by the so-called Black—Scholes formula.

For example if n = 10 assets, Xy = K = 50, 0 = 30%, then the seller of the option must
hold Ags = 0.69 share of each underlying asset. With these values as inputs, we obtained
the following hedging portofolio

Arm = {0.73, 0.69, 0.67, 0.69, 0.70, 0.71, 0.70, 0.72, 0.70, 0.72} ,

after RM = 20,000 iterations of the Robbins-Monro algorithm (33). This shows the poten-
tial of the procedure even in high dimensional cases.

Table 3 Estimated variance reduction ratio for a european basket call option in the Black—Scholes

model
Parameters RM+IS
n  « o K/Xg PrixRM RV
10 2.5 0.3 0.6 27.22 34.8
5 1.0 19.01 34.2
10 1.4 13.83 38.7
2.5 0.1 0.6 21.62 14.8
10 1.0 741 11.2
25 14 1.79 23.3
20 1.5 0.3 0.6 31.74 99.5
2.5 1.0 25.59 94.5
2.5 1.4 21.35 99.4
2.5 0.1 0.6 22.34 15.1
2.5 1.0 9.94 13.9
5 14 4.03 21.0

The results are based on 40,000 Monte Carlo simulated paths.
The parameters are : Xg =50, r =0.05, T =1.0.

In all these examples the additional computing time per replication required to simulate
using Robbins-Monro algorithm is roughly (at most) about 30 % of the time required to
simulate without variance reduction. But this additional effort is negligible when compared
with the variance reduction achieved and as a feedback the method provides accurate estimate
of the delta of the option.

6. Conclusion

We present in this paper a variance reduction method based on the relative entropy
minimization between an optimal Importance Sampling measure and a set of parametric
Importance Sampling measures. The optimal Importance Sampling measure corresponds to
an optimal drift parameter which itself provides the optimal hedging strategy for the option
(see Newton[71]). We use the Robbins-Monro algorithms to find a good asymptotic estimate
of this optimal drift and thus for the delta of the option. Our numerical tests indicate
the effectiveness of the procedure, since the variance reductions achieved are important.
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The method is as easy to implement as is a standard Monte Carlo method. One can take
advantage of this facility to combine the method with other variance reduction techniques
for more efficiency.
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CHAPITRE 2

SIMULATIONS ERGODIQUES EFFICACES

1. Motivations

L’objet de ce chapitre est 'estimation efficace de quantités du type [ fdu ol f est une
fonction connue et p, 'unique mesure invariante du processus de diffusion X de R, solution
de 'EDS

ot W est un mouvement brownien standard sur R¢. Nous noterons IP,, la probabilité sous
laquelle Xg = =z, presque strement. Sous des hypotheses de régularité sur les fonctions
b:R" — R" et 0: R" — M,xq(R), la mesure p admet une densité p réguliere, solution de
I’équation de Fokker-Planck stationnaire :

n

1 I~ 0 ap 9
(30 32 g (wge ) + X g () =0

ig=1 """

n  Oaij
j:1 8m]-

avec a := 00" et b; 1= %Z —b;, 1 =1...n. Cette équation s’écrit également

Lp=0

ou L* désigne I'adjoint formel du générateur infinitésimal du processus X :

n n

(37) E-—lza,.i_‘_Zb,i
o 2 * al’zal'] Z@xi'

ij=1 i=1

L’étude de la solution de cette équation en dimension grande est essentielle dans la résolution
de nombreux problemes issus de la physique ou des sciences du vivant. La mécanique aléa-
toire (voir l'ouvrage de C. Soize [80]) et la magnétoencéphalographie (voir la these récente
de M. Martinez [67]) sont deux exemples de tels problemes.

Pour répondre a la question de l'estimation de [ f dp, nous considérons une méthode pro-
babiliste reposant sur le

THEOREME 1.0.1 (Théoréme ergodique). Si le processus X, solution de I’EDS (35), est
ergodique, de mesure de probabilité invariante unique p alors, pour toute fonction f € L'(u),

I oep.s.
= / FX0)dt 22 / f dp, p(dz)-p.s.
0 [ee]

Nous renvoyons a l'ouvrage de R. Z. Has'minskii [42] pour une preuve de ce résultat. En
pratique, 'implémentation numérique de cette idée s’appuie sur un schéma de discrétisation
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(X,)p>0 du processus X et sur la simulation de la moyenne empirique

1SN
7 2 [(X0).

p=1

Deux type d’erreur sont donc a considérer :
— une erreur de discrétisation [ fdu— [ f dji provenant de 'approximation de la mesure
v par la mesure invariante fi de la chaine de Markov (X,),>0 et reflétant la précision
de la simulation,
~ une erreur statistique = ngv:l f(X,) — [ fdji reflétant la vitesse de convergence de
I’algorithme.
C’est cette deuxieme erreur que nous nous proposons d’étudier au cours de ce chapitre. Pour
bénéficier des outils puissants du cadre continu, nous négligerons l'erreur de discrétisation
en précisant aux moments opportuns dans quelle mesure elle affecte nos résultats.
Dans un premier temps, nous rappellerons un certain nombre de résultats classiques concer-
nant les deux erreurs évoquées précedemment. En particulier, nous caractériserons ’erreur
statistique a ’aide d'un théoreme de la limite centrale. Nous présenterons ensuite une mé-
thode adaptative permettant d’estimer cette erreur au cours de la simulation ergodique.
Enfin, nous exposerons trois techniques de réduction de variance permettant d’améliorer
Iefficacité de la simulation ergodique.

2. Représentation de Poisson et théorémes asymptotiques classiques

Cette premiere partie est consacrée au rappel de résultats classiques concernant la conver-
gence des processus de diffusion. Apres avoir présenté nos hypotheses de travail, nous intro-
duirons notre outil principal : la solution de I’équation de Poisson associée a 'opérateur L
défini en (37). Diverses applications des propriétés de cette solution seront présentées ainsi
qu'un panorama des résultats existants concernant les schémas de discrétisation.

2.1. Hypotheses. La notion sous-jacente a I’ensemble de cette étude est la convergence
des semi-groupes de diffusion vers leur éventuelle mesure invariante. Parmi la vaste littéra-
ture sur le sujet, nous ferons principalement référence au travaux de H. Ganidis, B. Roynette
et F. Simonot [35], D. Talay [83], et E. Pardoux et A. Yu. Veretennikov [72]. Sauf mention
contraire, ce sont sous les hypotheses de ces derniers que nous nous placerons pour toute la
suite de ce chapitre. Celles-ci sont les suivantes.
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(H1) La fonction a est bornée, uniformément continue et uniformémement elliptique :
3K > 0/Vz,§ €R™,Y ai5(2)&8 > K¢
1,J
(H2) La fonction b est localement bornée et il existe a > —1, M > 0 et r > 0 tels que

b(z) - %

(H3) La fonction f n’est pas constante et il existe > 0, C; > 0 et Cy > 0 tels que
()] < C1+ Cola’.

< —rlz]®, |z| = M.

REMARQUE. Les hypotheses de [72] sont en fait plus générales car elles autorisent
a = —1. Les preuves que nous allons présenter peuvent également s’adapter a ce cas mais
deviennent plus techniques. Nous ne le considérerons donc pas explicitement.

Une premiere conséquence de notre jeu d’hypotheses est le

THEOREME 2.1.1. Sous les hypothéses (H1)-(H2), le processus X défini en (35) admet une
unique mesure invariante de probabilité p et toute fonction f satisfaisant (H3) appartient a

L ().

DEMONSTRATION. Nous renvoyons a [72] pour une preuve de ce résultat. O

REMARQUE. Ces hypotheses ne garantissent pas forcément 'existence d’une densité p
pour la mesure p. Mais celle-ci n’est pas nécessaire pour établir nos résultats. Si cette densité
existe et est de classe C2, alors il est connu qu’elle est solution de I’équation de Fokker-Planck
stationnaire (36).

Nous pouvons alors définir

et [

2.2. Equation de Poisson. Nous nous intéressons maintenant a 1’équation de Poisson

(38) LG, = —f.

ou L est I'opérateur défini en (37). Le résultat suivant est également du a E. Pardoux et A.
Yu. Veretennikov [72].
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THEOREME 2.2.1. Sous les hypothéses (H1)-(H3), la fonction Gy définie par

400 _
(39) Gy(x) = / E, [7(x)] di, 2 € B
0
est continue, appartient a [’espace de Sobolev Wp% 1o POUT tout p > 1, est solution de l’équation

(38) et satisfait les trois propriétés suivantes. Pour tout m > BV 2, il existe des constantes
Cy, et C) telles que

(40) Gp(z)| < Cp (1 + [2|™), 2 € R"
et
(41) \VGs(z)| < C) (14 |z|™), © € R"™.

En particulier, Gy, VG et leurs puissances sont dans L*(p). De plus,

(42) /Gf du:()

et Gy est lunique solution, dans W2

b 10c DOUT tout p > 1, de Uéquation (38) qui vérifie les
propriétés (40) et (42).

REMARQUE. En dimension 1, I"équation de Fokker-Planck (36) et I’équation de Poisson
(38) peuvent se résoudre explicitement. En effet, sous I'hypothese

z b(z)
exp(2 S dz
(43) / 2 o %) dx < o0,
R

o*()

nous avons l'existence d’une densité p pour la mesure invariante. Et cette densité admet une
expression explicite (voir Githman et Skorohod [37]).

exp(2 fox UbQ((ZZ)) dz)

o?(x

(44) p(x) o

I1 est alors facile de vérifier que

z 1 Yy
G(x) = —2 / ] / ) dz dy

ou T est choisi de telle sorte que (42) soit vérifiée.

2.3. Représentation de Poisson et applications. Cette nouvelle partie est dévolue
a 'outil fondamental de notre étude.
2.3.1. Représentation de Poisson. Le lemme fondamental est le suivant.

LEMME 2.3.1. Sous les hypotheses (H1)-(H3),
(45) / F(X.) ds = / (0VGy) (X,) dW, — (G(X,) — Gy(x))

P,-presque stirement pour tout x € R".
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DEMONSTRATION. Comme les coefficients b et o sont localement bornés et que la fonction
a est non-dégénérée, cette représentation est une application directe de la formule d’Ito-
Krylov (voir Krylov [51] pour un énoncé dans le cas d’'un domaine borné et Pardoux et
Veretennikov [72] pour 'extension dans tout 'espace) a la fonction Gy dont nous savons par
le théoreme 2.2.1 qu’elle appartient a sz pour tout p > 1. ([l

,loc

Ce lemme est fondamental pour ’étude de la convergence des fonctionnelles additives
de processus ergodiques. L’équation de Poisson est un outil tres utilisé pour 'étude des
processus ergodiques dans un cadre discret (voir par exemple Meyn et Tweedie [69]). Nous
renvoyons aux articles de R. Liptser, V. Spokoiny et A. Yu. Veretennikov ([61], [62], [63]) ou
encore E. Fournié [32] pour d’autres applications dans le cadre continu. Nous commengons
par rappeler comment cette représentation permet d’obtenir la vitesse de convergence du
théoreme ergodique 1.0.1.

REMARQUE. Sous nos hypotheses, un résultat de Pardoux et Veretennikov [72] nous
assure que, pour tout m > 0, il existe une constante ', > 0 indépendante de t et telle que

E. [| X¢|™] < Cp.

Ainsi, nous avons, pour tout 7' > 0,
T
E, [/ 0VG, [ (X,) ds| < oo
0

Par conséquent, fOT (0VGy) (X;) - dWy est une vraie martingale de carré intégrable.

2.3.2. Théoréme de la limite centrale. Nous commencons par définir une quantité qui
sera fondamentale dans la suite de ce travail.

LEMME 2.3.2. Soit
(46) 012[ ::/|UVGf|2du.

Sous les hypotheses (H1)-(H3),
0< 0]% < +o0.

DEMONSTRATION. La fonction o est supposée bornée et nous savons (voir théoréme
2.2.1) que VG; € L*(u). Par conséquent UJ% < +o00. D’autre part, il est clair, comme la
mesure u n’est pas dégénérée, que 0% ne peut étre nulle que si la fonction G est constante.
Ceci ne peut survenir que si la fonction f est elle méme constante, ce qui est contraire a nos
hypotheses. Sur ce dernier point, nous renvoyons également a Bhattacharya [13]. O

REMARQUE. Une intégration par parties et I'utilisation de 1’équation de Fokker-Planck
(36) conduisent a 'expression alternative de o7 :

O'ch = —Q/fodu.

Voir également Bhattacharya [13].
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La proposition suivante caractérise I'erreur statistique de la simulation ergodique.

PROPOSITION 2.3.1. Sous les hypothéses (H1)—-(H3),

(47) \F/ f(X ds—>/\/(0 %) .

T——+o0

DEMONSTRATION. D’aprés la représentation de Poisson (45),

| 1 [T 1
ﬁ/o f(X,)ds = ﬁ/o (cVGy) (Xs)'dWs—ﬁ(Gf(XT)_Gf(x))-

Or, nous vérifions que

1, [ 1 /T
[ even ) anys = L [1evest (s
T J T Jo

Povs, 2 v e R

T—+o0

d’apres le théoreme ergodique 1.0.1. Par ailleurs, le lemme 2.3.2 nous assure que 0 < O'J% <
+00. Nous pouvons alors appliquer le théoreme de la limite centrale pour les martingales
continues (voir Kutoyants [54]) et conclure que

(48) %/0 (0VGy) (X)W, 2 N (0, ).

Par ailleurs, comme X7 converge en loi et que la fonction Gy est continue, Gf(X7) converge
également en loi et le lemme de Slutsky nous permet alors d’affirmer que

—= (G(Xn) = Gylan)) 0.

Une nouvelle application du lemme de Slutsky combinant les équations (48) et (49) conclut
la preuve. [l

(49)

Un intervalle de confiance asymptotique de niveau o pour l'espérance [ fdu est donné

par
I Uan T4
{T /0 F(X.)ds - / FOX.) ds + 2

avec ¢q, le quantile de niveau /2 de la 101 gaus31enne standard. Il apparait clairement que la
précision du calcul est controlée par le rapport ﬁ Concrétement, pour obtenir une précision

¢ avec probabilité «, il faudrait choisir une durée de simulation
2 2

o Of

~ -5

De ce fait, la précision désirée sera atteinte d’autant plus rapidement que la variance a]%

sera petite. Deux questions se posent alors. D’une part, comment estimer efficacement cette
variance afc dont I'expression théorique est impraticable? D’autre part, est-il possible de
mettre en ceuvre des procédures permettant de réduire cette variance? Nous fournissons
dans les deux dernieres sections de ce chapitre des éléments de réponse a ces questions.
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Auparavant, nous revenons briévement sur le choix de nos hypotheses et montrons comment
généraliser les résultats précédents en dimension un.

2.3.3. Discussion des hypotheses. Les hypotheses retenues par D. Talay [83] sont un cas

particulier des hypotheses précédentes ou les coefficients du modele et la fonction f sont
supposés tres réguliers et @ = 1 (hypotheses de Has'minskii). L’auteur démontre alors une
convergence exponentielle vers la mesure invariante ainsi que des estimations sur le semi-
groupe du processus qui impliquent entre autre 'existence et la régularité de la solution du
probléeme de Poisson (38). La démonstration de la représentation de Poisson ne repose alors
que sur la formule d’Ito classique.
H. Ganidis, B. Roynette et F. Simonot [35] se placent dans le cas d’'un coefficient de dérive
de type gradient et étudient en détails la vitesse de convergence vers la meseure invariante
en fonction du parametre a. En général la fonction f est supposée bornée, sauf dans le cas
a > 1 ou 'hypercontractivité du semi-groupe permet de relaxer cette hypothese.

2.3.4. Généralisation en dimension un. Le cadre établi précedemment ne permet pas de
traiter le probleme de l'estimation de la densité invariante elle-méme. Il faudrait en effet
pouvoir établir ’analogue des résultats énoncés jusqu’ici pour le cas ou f n’est définie qu’au
sens des distributions. Ceci est possible en dimension un en faisant appel aux propriétés
du temps local. Le cadre unidimensionnel n’est évidemment que de peu d’intérét dans la
perspective de simulations numériques. Nous mentionnons toutefois cette extension par souci
d’étre complet. Nous supposerons que ’hypothese (43) est vérifiée et que la mesure invariante
admet une densité dont 'expression est donnée par (44). Nous supposerons de plus que la
fonction o est dérivable pour garantir la dérivabilité de cette densité.

Densité empirique. En dimension un, la mesure empirique du processus X au point x € R
est définie par

1 T
= — 1 2 ds.
pr () T/o (Xo<a) ds

La formule des temps d’occupation permet de lui donner I'expression alternative

1 ﬂ(ySI)L?F
Hr (.T) = T /[R 2 (y) dy

R
B 7/_0002(1/)@

ou (L});>o désigne le temps local du processus X au point y. Il est alors naturel de définir
la densité empirique du processus X au point x par

Lt
x) = ——.
@)= 700
Il est connu que, sous des hypotheses assez faibles, cet estimateur est fortement consistant
(voir Bosq et Davydov [16] et Van Zanten[88]). Par ailleurs, un résultat de Kutoyants [56]
fournit une représentation de Poisson dans ce contexte :

1 . 1

50 prle)=ple) = 1 [ (XX AW 7 (GulXr) - GalXa))
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avec G, € L*(pu), une primitive de la fonction

Liysa) — p(y)

(51 v —2p(@) a?(y)p(y)

telle que

(52) / G dji = 0.

Notons que cette fonction est dérivable, mais pas C'. Mentionnons les travaux de A. Dalalyan
[25] pour des application de cette formule en statistique des processus. Nous allons mainte-
nant vérifier que la dénomination “représentation de Poisson” n’est pas abusive en prouvant
que cette fonction est bien solution faible du probleme de Poisson associé, c’est-a-dire que
G.(.) est une fonction de Green associée a l'opérateur L. Soit ¢, une fonction de classe C'>
a support compact. Nous avons

. 2 ..
/ LG (y)p(y)dy = / <me + %Gm) (y)p(y) dy par définition de L
R R

2
= / G.(y) <(b —00)p— %@) (y) dy apres intégration par parties
R

0'2 . p X p b—O'O' , N
— /}R[?G (<p]—)—gp)](y)dycar}—9:2 p d’apres (44)

= T —,u(y) D) 2—9 — ¢ en utilisan
= p( )/R o) <s0p 90) (y) dy en utilisant (51)

— @) / o(y) dy — ().

Nous avons bien vérifié que, formellement,

(53) LGy = — (6 —p(x)) .

Variance de la simulation. Un corollaire immédiat de la représentation de Poisson (50)
est le théoreme de la limite centrale suivant :

VT (pr(z) — p(z)) —2— N (0, 02)

avec comme variance de la simulation

2 )2 (1(y>x)_,u(?/>)2
7= e [ iy

- / <0Gx)2 dys.

Ou encore, apres intégration par parties et en utilisant (53) et (52),

(54) oz = —2p(2)Gy (@)
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F1G. 1. Variance ergodique z — o2, densité x — p(z) et dérivée de la densité

au carré x — p(x)? pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck de parametre
6=1
2

Contrairement au cadre des méthodes de Monte-Carlo traditionnelles, I'estimation de la
densité par simulation ergodique est une simulation de variance finie. Par conséquent, il est
théoriquement possible d’estimer la densité en tout point avec une précision arbitraire, sans
faire exploser le temps de calcul. Remarquons également que la fonction

v d / (Lyon) — 1(1))* 5(y) dy

représente la variance relative de cette simulation.

La figure 1 représente la variance ergodique x +— o2 pour le cas processus d’Ornstein-
Uhlenbeck ,
1
0
Notons le lien avec la dérivée de la densité invariante. La figure 2 représente la variance
relative de la simulation, c’est-a-dire la fonction « — —2G,(x)/p(x). Elle donne un résultat
plus conforme a l'intuition ; a précision fixée, ’estimation de la densité est plus difficile dans

les queues de la distribution qu’au voisinage de la moyenne.

2.4. Schémas de discrétisation. Avant de considérer le probleme de I’estimation de la
variance, nous présentons tres briévement quelques références concernant 1’étude de I'erreur
de discrétisation. Pour mettre en ocuvre la méthode de simulation ergodique, il faut en
pratique avoir recours a un schéma de discrétisation tel que

X0 = X
{ Xpr1 = X, +b(X,,)hy + (X)) /hyAW,, p > 0,
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F1G. 2. Variance relative = — 02/p(z)? pour le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck de parametre 6§ = %

avec (AWp)Z>0, un bruit blanc, le plus souvent gaussien. L’erreur de discrétisation est alors

définie par
Zp 17pf /fd
1 o

Dans le cas de coefficients b, o et f reguhers, D. Talay et L.Tubaro [85] démontrent que
Ierreur de discrétisation du schéma d’Euler-Maruyama (1, = p, h, = h, 7, = 1) se développe
en puissances de h.

Si les coefficients du modele ne sont pas globalement lipschitziens, comme cela arrive lors
de la discrétisation de systemes issus de la mécanique aléatoire (voir D. Talay [84] et J. C.
Mattingly, A. M. Stuart et D. J. Higham [68]), il faut avoir recours & un schéma implicite pour
s’assurer que la discrétisation conserve l'ergodicité du modele (9, = p+1, h, = h, 7, = 1).
Dans ce cadre, D. Talay [84] démontre qu’il est encore possible d’obtenir un développement
de l'erreur en puissances de h.

Signalons enfin qu’il est possible d’obtenir une erreur de discrétisation nulle en utilisant un
schéma a pas décroissant (n, = p, b, — 0, > h, — 400 > vy — +00). Ces schémas
sont étudiés, sous différentes hypotheses de régularité sur les coefficients du modeles par D.
Lamberton et G. Pages [58] [59].

.s.— lim
b N—+o00

3. Estimation dynamique de la variance

A notre connaissance, il n’existe aucun estimateur consistant de la variance asymptotique
O'J% dans le cadre que nous avons adopté. Nous proposons ici un tel estimateur et établissons sa
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vitesse de convergence. La construction de cet estimateur repose sur un principe d’invariance
fonctionnel.

3.1. Introduction. L’objet de cette section est d’établir un théoreme de la limite cen-
trale presque sir pour la fonctionnelle

% /0 X ds

ainsi qu’une vitesse de convergence pour ce théoreme. Nous commencons par rappeler 1’équi-
valent de ces résultats pour le mouvement brownien. Les démonstrations en sont tres simples
et éclairent les résultats que nous énoncerons par la suite.

LEMME 3.1.1. Soit B, un mouvement brownien standard. Pour tout réel oy > 0, et pour
toute fonction p € L'(N(0, o)),

1 /T Ba’?t dt p-s. / dN (0 2)
- - .
InT /, 7 Vit ]t To 7 O

DEMONSTRATION. C’est un résultat trés classique dont nous rappelons la preuve. Défi-
. i3 ;.
nissons le processus Y; := e_iBUchet, t > 0. Ce processus vérifie 'EDS

1

t
ou [ := % ff % dBajzc,n, t > 0 est un mouvement brownien standard d’apres le théoreme

de caractérisation de Lévy. Le processus Y est donc un processus d’Ornstein-Uhlenbeck et
admet pour unique mesure invariante la loi normale centrée de variance UJ%. Par conséquent,

pour toute fonction ¢ € L'(N (0, 0%)),

I p.s.

Il suffit alors de remplacer Y; = e_%B(r .t dans I’équation précédente puis de procéder au

2
2
changement de variable u = ¢! pour conclure. 0
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Il est également possible de préciser la vitesse de convergence du résultat précédent.

LEMME 3.1.2. Sous les hypotheses et les notations du théoreme précédent, nous définissons
la fonction

pi=p- /sodN(O, a})
ainsi que la solution G, du probleme de Poisson
—yGo(y) + 07G,(y) = —2¢.
Si
52 = 2 / 3G, dN (0, 02) < +oo.

dt Loi )
\/F/ ( ) t T—+oo N(©, 7).

alors

DEMONSTRATION. Ce résultat se déduit du théoréme 2.3.1 appliquée au processus d’Ornstein-

Uhlenbeck en utilisant le méme changement de variable que dans la preuve précédente. [J

Les résultats de type TCL presque stur sont bien connus pour les suites de variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées. Nous nous contentons de citer le travail
récent de B. Bercu [10] concernant la convergence des moments dans le TCL presque str.
Concernant les processus, la question naturelle est de savoir si les résultats obtenus pour le
mouvement brownien peuvent étre étendus aux martingales. Sur ce point, ce sont les travaux
de Maaouia [66] et Chaabane [22] qui sont a l'origine de nos résultats. Citons enfin l'article
de D. Lamberton et G.Pages [58] ot les auteurs établissent un TCL presque str dans le cadre
de l'estimation de la mesure invariante d’une diffusion par un schéma a pas décroissant.

3.2. Principe d’invariance avec poids logarithmique. Nous énongons maintenant
le résultat principal de cette section.

THEOREME 3.2.1. Soient 0 < 717 <1 et
G- .= { € L*(N(0, 07))/Ie(z) — oy)| < K|z —y|(|=]” + [y[" + 1), (z, y) € R*}

o, K est une constante positive.
Sous les hypothéses (H])f(HB) pour toute fonction p € G,

dt IP’zps

lnT (f/ J(x ) 7 Toto /@dN(O, o}), Vo € R".

DEMONSTRATION. Rappelons la représentation de Poisson (45),




Nous avons déja vérifié au cours de la preuve de la proposition 2.3.1 que

M s.
Q p'—>a]2c avec0<aj2¢<+oo.
t t—+o00
Sous cette condition, les travaux de Maaouia [66] et Chaabane [22] nous assurent que, pour

toute fonction ¢ € G,

1 T Mt dt Px-p.s. n

Considérons maintenant la différence

lnT/ ( / )7 ﬁf“”(%) %)
- Mﬂw)—w(%) :
M, G,

DT =

dt

o L (MG My | dt

= wr ) P\VET VA TP\

< £ ! Gt %_& +% +1 dt

= wr ) |Vil\[Vi~ Vil T VA

_ TIGY| M, — Gy|” dt K \GtHMtr@ K (T|G dt

WmT )i Vi Vit WT)i Vi i t IWnT) it

Vo Vo v
—-pDl —.D2 —.D3
=:D}, =:D2 =:D§.

Nous considérons d’abord le terme D3.. Une intégration par parties nous donne

1
3 _
D3 = 1nT{[t3/2/ \Gt\dt} +—/1 ts/z/ \G\dsdt}

1 1
= T |, |Gt|d1§+21 T/ t3/2/ |G|ds

Rappelons que G; = (Gf(X;) — Gf(x)). Le processus X étant ergodique et comme Gy €
L'(p), le terme + flt |G| ds converge presque stirement vers une limite finie. Par conséquent,

1 /[ DS
W/I‘Gsmsmo

Le premier terme de D32 converge donc presque siirement vers 0. Le seconde terme appa-
rait comme la moyenne de Césaro d’une fonction de limite nulle. Ce terme converge donc

également vers 0. Finalement, nous vérifions que

D%LO.

T—+0c0

Pour traiter le terme D2, remarquons que I'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne

Gy|? dt 1 AN
2 < ‘ t - -
Dr K(lnT/ t t) (lnT t>
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Le premier terme se traite de maniere similaire & D2 et converge presque stirement vers 0.
Comme, pour tout 0 < 7 < 1, la fonction y +— |y|?" appartient & G,, nous pouvons appliquer
au second terme le résultat de I’équation (55) et conclure qu’il converge vers une limite finie.
Ainsi,

p-s.
D2 2> g
T—+o0

Enfin, pour traiter 'expression D1 notons que

|G My = Gy|™ dt
InT NG \[T t
< |Gt||Mt|+‘€t|+1@car0<T<1
lnT RV Vit t
TG dt K (TG dt - KT |Gy dt
mT ), Vi Vi t WnT ) \/57“7 InT J, \/57“7'

DL =

Le premier terme se traite de maniere similaire & D2, les deux termes résiduels, comme D3..
Par conséquent,

et notre preuve est complete. O

Remarquons que la fonction z +— 2 appartient & G;. Dans ce cas, le principe d’invariance
du théoreme 3.2.1 prend la forme suivante :

COROLLAIRE 3.2.1. Sous les hypotheses (H1)-(H3),

Py n
(56) lnT ( / f(x s) dt —=2=, Tﬁim o3, Vo € R™.

Ce corollaire nous fournit un estimateur fortement consistant de la variance de notre
simulation. Dans le cadre des chaines de Markov récurrentes et possédant un atome, les
auteurs de [12] proposent également un estimateur consistant de la variance ergodique. Cet
estimateur reste toutefois tres spécifique a ce cadre et ne semble pas pouvoir étre adapté au
notre.

3.3. Vitesse de convergence dans le principe d’invariance. La question naturelle
est maintenant de donner une vitesse de convergence associée a la loi des grands nombres du
théoreme 3.2.1. Cette vitesse est donnée par le théoreme suivant.
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THEOREME 3.3.1. Pour toute fonction ¢ appartenant a l’ensemble G, défini au théoréme
3.2.1 pour un 0 < 7 < 1, nous posons

@ = w—/de(O, o7),

et, sous les hypothéses (H1)-(H3), nous avons alors
dt Loi

1 T 1 [t
— o — X,)ds —2 . N(0, 52
\/lnT/l S0<\/z/0 f(Xs) ) t T—+oo ( %0)
52 = 2 / 3G, dN (0, 02)
et G, une solution du probléme de Poisson

_yGw(y) + U?”Geo(y) = —2¢.

avec

Pour démontrer ce théoreme, nous allons également nous inspirer de son équivalent pour
les martingales locales. Ce résultat est établi par F. Maaouia [66] et F. Chaabane [22] sous
une hypothese supplémentaire. Le lemme suivant permet d’établir qu’elle est vérifiée dans
notre cadre.

LEMME 3.3.1. Avec les notations du théoréme 3.2.1, sous les hypotheses (H1)—(H3),

(InT)? <% - 0—2) 2> 0.

T f T—+o0

DEMONSTRATION. Le théoreme F de Maaouia [66] établit que notre lemme est une
conséquence de I’hypothese suivante sur la résolvante associée au semi-groupe du processus
X
(R-R) Il existe une fonction positive fo, p-intégrable, [ fodu > 0, telle que, pour tout x € R™,
la fonction

(57) s (2 Tl - [ f i)

admette une limite finie lorsque A tend vers 0.

Il est clair qu'il existe fo > 0 telle que [ fodu > 0; il suffit par exemple de considérer
indicatrice d’un borélien B tel que |, B A > % Un tel ensemble existe toujours puisque g
est de masse totale un et son indicatrice vérifie bien ’hypothese (H3). Par ailleurs, la fonction
définie en (57) peut également s’écrire

A /0 g, [fo(xt)} dt.

Il est alors clair que, quand A tend vers 0, cette fonction converge vers la solution G, (z) du

probleme de Poisson LG, = — fo dont nous savons qu’elle est finie pour tout f, vérifiant
(H3) et tout = € R". D’ou notre lemme. O

PREUVE DU THEOREME 3.3.1. La preuve de ce théoréme repose sur les mémes idées
que celle du théoreme 3.2.1. Avec les mémes notations, toujours d’apres les résultats de F.
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Maaouia [66] et F. Chaabane [22], nous savons que, sous ’hypothese additionnelle

(58) (mTf<Q%ﬁ¥wﬁ);%i:Q

nous avons la vitesse de convergence du TCL presque sur pour les martingales :

dt Loi _92
(59) \/F ( ) p m N(O, Ugo)'

Or, le lemme 3.3.1 nous assure que cette hypothese est bien vérifiée dans notre cas. Par
conséquent, sous les seules hypotheses (H1)—(H3), nous vérifions (59). Notre objectif est
maintenant de montrer que la différence

T t
_ (M, (1 ~ dt
M CIRECIRED
InT \/% \/% 0 t
converge presque surement vers 0. Au vu de la preuve du théoreme 3.2.1, nous avons direc-
tement

DT =

DT—W/ LD w—/ m—/

= D1 :.D% _.D%

leX |Mt|7 di leX dt

Et, toujours en suivant le raisonnement de la preuve précédente,

D? —LL/TWMHL/T / |G|ds
N N EE Wl Ji 32

Le premier terme ne pose aucun probleme. Pour traiter le second terme, nous cherchons a
faire apparaitre une moyenne de Césaro. Comme la dérivée de t — +/Int est t — %;\/E’ il
est naturelle d’écrire

1 r T Vnt
/—IHT[ t3/2/ |G |d$ 7 ,—ln / t3/2 / |G ‘dS

Comme nous ’avons déja noté,
Vint Gl ds
32 | | P

Par conséquent, nous avons bien

Tm/m\d

¥ .0
\/lnT/l t3/2 tvVInt t—>+°°

et donce
D;’« > 0.

t——+o0
Les termes D7, et D3 se traitent de maniere identique. en faisant appel & 'équation (59). [
Quand ¢(r) = 2% -c’est-a-dire lors de I'estimation de la variance ergodique- remarquons
que 6i = afc. Nous obtenons alors le corrolaire établissant la normalité asymptotique de
I’estimateur de la variance.
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COROLLAIRE 3.3.1. Sous les hypotheses (H1)-(H3),

1 T 1 b 2 dt Lo
—lnT/1 ((W/o f(Xy) ds) —aj%) T N(0, aj%).

La convergence de notre estimateur est logarithmique. Il est donc illusoire d’espérer une
estimation précise de la variance en pratique. Néanmoins, cette procédure fournit pour un
cout numérique négligeable (la simulation d’une unique trajectoire du processus de diffusion
X est nécessaire), U'ordre de grandeur de la variance. A partir de cette donnée, il est donc
possible de déterminer la durée d’une simulation nécessaire pour obtenir la précision voulue.
Par ailleurs, comme la variance de notre estimateur est précisemment la variance de la
simulation, celle-ci sera d’autant mieux estimée qu’elle est petite.
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3.4. Résultats numériques. Les figures 3, 4 et 5 illustrent la convergence de l'esti-
mateur sur I'exemple du processus d’Ornstein-Uhlenbeck de parametre 6 avec la fonction

f(z) ==

480 T T T T T T

T T
variance estimee
40

a70 | .
460 | g
450 | .
440 | 1
430 | .
420 | .
410 | .

400 -

390 - 1

380 - 1

370 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

FiGc. 3. Estimation de la variance pour ¢ = 0.05

T T
variance estimee

45 - —

35 _

25 —
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
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3.5. Une remarque : un théoréme de la limite centrale presque siir pour le
temps local. Pour terminer cette section, nous énongons un théoreme de la limite centrale
presque sur pour le temps local Ly du processus X et donnons une vitesse de convergence
associée.

THEOREME 3.5.1. En dimension un, si l’hypothése (43) est vérifiée, alors pour tout 0 < 7 < 1
et toute fonction p € G, avec G, tel que défini au théoréeme 3.2.1,

ﬁ 1T<p (\/5 (tojgx) —p(ﬂf))) % P /ww (0, 0?)

avec o2 définie par (54),

sozzso—/@dN(O, 7)),
52 = 2 / 3G, dN (0, o)

et Gy, la solution du probléme de Poisson

_yGw(y) + Ugéw(y) = —2¢.

DEMONSTRATION. La démonstration est identique a celle des théorémes 3.2.1 et 3.3.1,
en prenant cette fois comme point de départ la représentation de Poisson (50). 0
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4. Techniques de réduction de variance

Le but de cette derniere section est d’introduire trois techniques permettant de réduire
la variance des simulations ergodiques. Pour illustrer chacune de ces techniques, nous consi-
dérerons un exemple tres simple de processus stationnaire en dimension 2 :

(60) dZ, = B - Z,dt +X(Z,) - dWy, Zy € R* t >0
avec
_ [ @ B 2 2
B“(ﬁ a),aeR,ﬁeR,a > 0

et

o sin (v(z1 + 22)) cos (v(z1 + 22)) ,
B(z) = < sin (y(zl + 29) + %) cos (1/(21 + 29) + %) ) » VER.

Ce processus admet pour unique mesure invariante la loi gaussienne centrée de variance

- 1 a—8 2_4
Ce g (b i)

4.1. Technique de corrélation.

4.1.1. Principe. Cette premiere technique est inspirée de la traditionnelle technique de
variable de controle. Il s’agit en effet d’introduire un nouveau processus ergodique Y, de
moyenne limite connue et que nous supposerons nulle sans perte de généralité. Il est alors
clair que

1 [T 1 [T b
— X)ds — = | Yids 22— d
T/O f( )S T/O 8T—>+oo /f,u

ou X désigne toujours le processus de diffusion solution de I'EDS (35). Pour que cette
manipulation ait un intérét, il est bien siir nécessaire que les processus X et Y soient corrélés.
Il est tres simple de construire un processus Y répondant a ces impératifs, il suffit de choisir
le processus d’Ornstein-Uhlenbeck solution de ’'EDS

Y, = —ﬁfOtYSds—l—Bt,tzO, avec ¥ > 0
B, = Zle oW}, avec Zle 0? =1.

Le probleme est maintenant de déterminer les coefficients ¥ et o := (0;),_; , qui induisent
une variance minimale. Pour ce faire, calculons la variance O']% (9, o) de la simulation.

PRrROPOSITION 4.1.1. Soit
70, 0= [ 096 (@) - 2| duta)
Sous les hypothéses (H1)-(H3), 07(V, o) < 400 et
Y A Loi
= | (Fx)=v.) ds S W (0,030, ).
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DEMONSTRATION. La démonstration est inspirée de celle de la proposition 2.3.1. En
utilisant la représentation (45) et I’équation vérifiée par Y, il est facile de voir que

I I 1 T Br

\FT(?/O f(Xs)ds—T/O sts—/fdu) = 7= /0 (avaf)(Xs)-dWS—FJ
RS

1 Yr—Y,

+ JT ?f(Xo)—Gf(fT)+ Tﬁ (i

=G
Or, en utilisant les arguments de la preuve de la proposition 2.3.1, nous vérifions que
[
Vﬁf T—+o0

A4T Loi
_—
VT T—+o0

2 o i (M)
0 = v O

et que

N(O, afe(t‘}, Q))

avec

= p.s- lim %(/0 (oVGy) (Xs) - dWs — §>T

T——+o0o

~ ps lim %( / (06 (x) = 2) - aw)y

T—+o0 0

_ p.s-TliToo%/o ‘(UVGf) (Xs)—g
= [ Joven@ -2 duta).

Le lemme de Slutsky permet de conclure la preuve.

g

Par conséquent, pour obtenir la variance minimale, nous devons résoudre le probleme de

minimisation

sous les contraintes ¥ > 0 et Z?:l o =1.

C’est un probleme de minimisation convexe dont une solution est donnée par la

{ ming , [y [(0VGy) (2) = 85 dp(x)

PROPOSITION 4.1.2.

5 1
VI (] (0VG), dn)”
0; J (oY Gy): dp i=1...n

\/Z?:l (f (6VGy), d:“)Q
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DEMONSTRATION. Nous cherchons & minimiser
o, 2 20 0|?
[l@v6n =4[ au= [1event -2 [ovG) du+ |4 .

Il est clair que le minimum unique de cette équation du second ordre est atteint pour

%:/( VGf) d,u.

Il nous est alors possible de choisir ¢ et ¢ pour vérifier les contraintes du probleme, d’ou les
expressions

JoVG)dp 5 1 |
[ (aVGy) dpl, [ (0VGy) dil,

@:

La variance optimale est donc

0.0 = [1096 8 du-| [5G an
= Var, [cVGy].

Cette variance n’est donc pas nulle en général. Par ailleurs, la mise en ocuvre de ’algorithme
requiert la connaissance a priori de la moyenne [ oVGjdu. Notons enfin que Perreur de
discrétisation n’est pas affectée par cette transformation.

4.1.2. Domaine d’application de la méthode et illustration. Du fait que la variance mi-
nimale soit Var, [cVGy], il est clair que cette méthode fournira de bons résultats pour les
cas ou la fonction oV G est proche d'une constante. Ce sera par exemple le cas pour une
fonction de diffusion o proche d’'une constante (ce qui n’est pas trop demander au vu de
nos hypotheses) et une dérive b dont la somme des composantes est proportionnelle a f )
Considérons 'exemple du processus Z défini par 'EDS (60) et de la fonction f(z) = 21 + 2».
Nous avons alors [ fdu = 0. Les figures 6, 7, 8 et 9 illustrent l'efficacité de notre méthode
sur cet exemple. Le pas de discrétisation est h = 1073,

2

2
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Fi1G. 6. Moyennes estimées pour a = —0.05, § = —0.025, v = 0.0, ¥ = 0.043,
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01 = 0.5 et oo = 0.87.
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4.2. Technique d’accélération. Nous proposons maintenant une méthode plus spéci-
fique aux simulations ergodiques; nous n’en connaissons en effet aucun équivalent pour les
simulations Monte-Carlo classiques. Cette technique repose sur un changement de temps.
Introduisons donc une fonction x : R® — R de L?(u), strictement positive. Nous définissons
le changement de temps

t
h(t) :== / K*(X,)ds, t >0,
0

et le processus X; := X n-1(t)- Le processus X est alors solution de 'EDS suivante (voir Tkeda
et Watanabe [44]) :

dXt = K(Xt)_Qb(Xt)dt -+ H(Xt)_lO'(Xt)th, XQ = XO, t 2 0

~ —1
ou Wy := foh ® k(X,) dW, est un nouveau mouvement brownien standard sur R?. Ce pro-

cessus X admet alors une unique mesure invariante (voir toujours Ikeda et Watanabe [44])
dont la densité est p oc x?p. Il est alors possible d’introduire un nouvel estimateur de [ f dp.

PROPOSITION 4.2.1. Sous les hypothéses (H])f(HS’),

Jo 52X
OfT/i (X T—+o0 /fd,u

0

DEMONSTRATION. La preuve est immédiate car, d’aprés le théoréme ergodique, d’une
part

%/0 (k)X ds == | w7()f(x)p(x) do

T—+o00 R™

~1
= c/ k23 (2) f(z)K*(2)p(x) dv avec ¢ == (/ K2 d,u)
RTL
= ¢ / fdp,
et d’autre part, pour les mémes raisons,
— / s)ds L e
T—+o00
0

4.2.1. Erreur Statistique. La variance de la simulation est donnée par la proposition sui-
vante.

PROPOSITION 4.2.2. Sous les hypothéses (H1)-(H3),

T 97/~ ‘
ﬁf}Ti_j(()‘?;)dis TI:ZO N (0’ % / < dﬂ) ’

0
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DEMONSTRATION. Il suffit encore une fois de vérifier & 1'aide du théoréme ergodique

1.0.1 que
1, -
T/o Kk 2(X,)ds % </ K2 d,u)

et a I'aide du TCL 2.3.1 que

o2 oi J1oVGy|* dp
Jr i (o DR

Le lemme de Slutsky conclut la preuve. O

Pour optimiser notre simulation, il nous faut donc minimiser [ x*du. Sur ce seul critere,
la logique suggérerait de choisir une fonction k aussi proche de 0 que possible. Comme nous
allons le voir sur I’étude de 'erreur de discrétisation, ce choix n’est pas judicieux.

4.2.2. Erreur de discrétisation. Pour mettre en évidence l'influence du changement de
temps sur erreur de discrétisation, nous allons nous restreindre a un cas tres simple. Posons
k(t) == avec XA > 0. Le processus X vérifie alors 'EDS suivante :

t t
X, = X +>\2/ b(X,)ds + /\/ o(X,) dW,.
0 0

1 est facile de vérifier que les processus X et X ont méme loi invariante et que, d’une part

5 [ a2 [

\/,/f ds—>./\/'( ;2/(avaf> )

Par conséquent, prendre A\ arbitrairement grand permettrait en théorie d’améliorer la simu-
lation. Considérons maintenant le schéma de discrétisation du processus initial X :

{ Xpo o= X ]
X = X)+b0(X)h+o(X)W), p>0,

et d’autre part

ou les th sont des gaussiennes indépendantes, centrées et de variance h. Il est connu (voir
D. Talay et L. Tubaro [85]) que — sous des hypotheses de régularité supplémentaires sur les
coefficients b et o, et sur la fonction f — ce schéma converge a la vitesse h au sens ou

1
NZ Xh . /fdu+elh+0(h2)

Ce résultat appliqué au schéma d’Euler correspondant au processus X devient
N

1 > S.
T2 [ /fdu+el>\2h+0(h2).
p=1

Le changement de temps apparait clairement ici. Tout comme il apparait clairement que
choisir un parametre A\ trop grand compromet la précision de la simulation. En pratique,
nous avons donc a résoudre un dilemme biais-variance. Pour tenir compte du biais, il est
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possible de considérer un critere reposant sur l’erreur quadratique et non plus sur la seule
variance. Il s’agit alors de déterminer la valeur de A\ qui minimise

1
eIAh? + v / oV G| dp.

Cette valeur optimale est

2e2h?
4.2.3. Illustration. Considérons a nouveau le processus Z défini en (60) et la fonction

f(z) = 22 + 23. Les figures 10 et 11 illustrent la technique d’accélération précedemment
décrite. Le pas de discrétisation est h = 1072, La valeur exacte est [ fdu = 0.2

3 (f\UVGf\2 dﬂ)G

0.28 T - : . : : , i i
-_— e
Iambda:O.E)l rrrrrrrr
0.26 | valeur exacte -
0.24 |- i
[%2]
(3]
3
g
g 0.22 4
£
[}
1%}
Q N AN
c [ A N
5] 02 NG R . e T N T N T e
o
£
oas | i v |
016 | /i |
0.14 L L L L L L L L L
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

temps T

F1a. 10. Moyennes estimées pour a = —5.0, = —2.5, v = 0.2 et A € {0.01, 1.0, 100.0}.
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F1G. 11. Variances estimées pour « = —5.0, § = —2.5, v = 0.2 et A € {0.01, 1.0, 100.0}.

4.3. Technique de régularisation. Il s’agit ici d’adapter une méthode de réduction de
variance utilisée depuis peu pour les simulations Monte-Carlo, en particulier dans le domaine
de la finance (voir entre autres [34],[33], [39], [48] et [49]).

4.3.1. Intégration par parties. Quand la fonctionnelle dont nous recherchons 'espérance
est peu réguliere, il est possible d’avoir recours a la transformation suivante.

PROPOSITION 4.3.1. Si la mesure pu admet une densité p de classe C? alors, pour toutes
fonctions f € CHR™, R) et g € CH(R™, R") telles que,

| fgVp| () [— 0 et |fdivgp|(r) —— 0

| —-+00
nous avons, presque surement,
iy oo & [ VF(X,) - g(X,) ds
limy_y o0 7 fOT F(X) (—div g(Xs) +29(X,) - a'b) ds

- Sa; ; .
avec by = 53" a(;l; —b,i=1...n.

Notons des a présent que I'utilisation de cette méthode requiert I'inversion de la matrice
a et I’évaluation du vecteur b. Elle impose donc potentiellement un surcotit numérique non
négligeable. Une localisation est possible par I'intermédiaire de la fonction g.

DEMONSTRATION. L’équation de Fokker-Planck (36) s’écrit sous forme condensée

1 _
div {Qap + bp] =0.
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Nous savons que la densité p est I'unique solution de cette équation. Il est alors facile de
vérifier, du fait de l'inversibilité de la matrice a, que p doit vérifier

P_ —2a~'b.
b

La proposition est alors une simple conséquence de la formule d’intégration par parties

Vi) 9(y)ply) dy =/ (=f(y)divg(y) p(y) + f(y)g(y) - Vp(y)) dy

n

R”
et du théoreme ergodique. O

4.3.2. Illustration. Cette derniere méthode est plus difficile a mettre en ceuvre et plus
cotiteuse numériquement que les deux précédentes. Nous nous contenterons de 'illustrer sur
un cas tres simple, 'estimation de la premiere marginale du processus Z défini en (60). Nous
allons en fait comparer la méthode d’intégration par parties a la méthode traditionnelle de
noyau. Rappelons que Castellana et Leadbetter [21] (voir aussi Bosq [15]) ont établi 'exis-
tence d’estimateurs non-paramétriques de la densité convergeant avec un taux parametrique
V/T. Nous nous autoriserons donc a ne considérer que la variance de la simulation comme
critere de comparaison. Les parametres de la simulation sont les suivants :

1
Zozo,a:§,ﬁ:0,y:0,h:10—4.

Ainsi, la densité que nous cherchons a estimer est celle d’une loi normale centrée réduite. Le
choix des fonctions de localisation est une question délicate. Pour 'estimation par noyau,
il est connu que le noyau d’Epanechnikov est optimal au sens de l'erreur quadratique, c’est
donc celui que nous avons retenu. Nous ne sommes pas parvenu a établir de résultat théorique
concernant la localisation optimale pour la méthode d’intégration par parties. Nous avons
donc choisi arbitrairement une fonction de localisation gaussienne. En pratique, plus que le
noyau, c’est la taille de la fenétre qui importe. Dans les deux cas, la taille optimale a été
déterminée par validation croisée.

La figure 12 représente les densités estimées par la méthode de noyau et par intégration
par parties, avec et sans localisation (¢ = 1 dans ce dernier cas). La figure 13 illustre la
convergence de l'errueur quadratique en fonction de la durée de simulation pour chacune de
ces trois méthodes. Enfin, la figure 14 représente la variance estimée pour la méthode de
noyau et la méthode d’intégration par parties avec localisation. Cette derniere figure est a
comparer avec le résultat théorique 1 de la page 27.
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Il semble que, sur cet exemple particulier, la méthode d’intégration par parties donne les
meilleurs résultats.

5. Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous nous sommes efforcés d’introduire certaines idées permettant de
traiter les algorithmes de simulation ergodique du point de vue de la réduction de variance.
Nous avons ainsi présenté un estimateur simple de la variance asymptotique, quantité qui
ne pouvait jusqu’a présent étre estimée que par des procédures complexes et cotiteuses. Par
ailleurs, trois techniques de réduction de variance ont été construites dans le cadre ergodique.
A notre connaissance, il n’existe pas d’approche similaire. Beaucoup reste donc a faire. Il
nous semble que la question la plus difficile est I'optimisation des différentes techniques de
réduction de variance. C’est un probleme extrémement complexe, méme dans le cadre des
méthodes de Monte-Carlo classiques. Pour ’aborder efficacement dans le contexte ergodique,
il semble nécessaire d’élaborer de nouveaux outils permettant d’obtenir des informations a
priori sur la variance de la simulation.
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Deuxieme partie

Deux contributions a la Statistique des
diffusions



Cette deuxieme partie consiste en deux chapitres.

— Au cours du premier chapitre, nous établissons des développements d’Edgeworth pour
trois familles de fonctionnelles de diffusions ergodiques : les martingales, les martin-
gales normalisées et les moyennes empiriques. Nous présentons en outre différentes
applications de ces résultats en statistique des processus et en simulation.

— Le second chapitre aborde le probleme de l'estimation parametrique des processus
de diffusions asymétriques généralisant le mouvement brownien asymétrique. Notre
approche repose sur une propriété d’ergodicité du modele. En combinant une méthode
de moments et une procédure de minimisation de contraste, nous montrons qu’il est
possible d’estimer de maniere adaptative et consistante a la fois le lieu et 'amplitude
de I'asymétrie.



CHAPITRE 3

DEVELOPPEMENTS D’EDGEWORTH POUR LES
FONCTIONNELLES DE PROCESSUS DE DIFFUSION
ERGODIQUES

1. Introduction

Au cours de ce chapitre, nous nous proposons de préciser différents résultats de conver-
gence de fonctionnelles de processus de diffusion en établissant des développements d’Edge-
worth de leur fonction de répartition. Diverses applications en simulation et en statistique
des processus seront étudiées.

1.1. Hypotheses. Nous considérons le processus X de R", solution de
(6].) dXt == b(Xt)dt + J(Xt)th, t 2 0, X() =T

ol W est un mouvement brownien standard sur R?. Nous appellerons £ le générateur infi-
nitésimal du processus X. Nous nous placons sous les hypotheses suivantes ot le - désigne le
produit scalaire dans R” et ||, la norme euclidienne dans R",

(H1) La fonction a est bornée, uniformément continue et uniformémement elliptique :
3K > 0/Va, £ €R", Y ai;(2)&&; > K¢
4,3
(H2) La fonction b est localement bornée et il existe a > —1, M > 0 et r > 0 tels que

z a
b(l’)'m < —rlz|*, |z| = M.

H3) La fonction g : R"® — R? est continue, n’est pas constante et il existe 3 > 0, C; > 0 et
g
C5 > 0 tels que, pour tout x € R",
lg(x)] < Cr+ Colz|”.

(H4) Pour toute fonction g vérifiant 'hypothese (H3), il existe des réels Ty > 0, wy > 0 et
v > 0 tels que, pour tout |w| > wy,

|E [exp (iwM%)]| < e T, vT > T,

ou MY est la martingale locale définie par

T
M, ;:/ g(X,) - dW,, T > 0.
0
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1.2. Premiéres conséquences des hypothéses (H1)—(H3). Ce sont les hypotheses
de travail de E. Pardoux et A. Yu. Veretennikov [72], le cas a = —1 exclu. Ce dernier cas est
plus techniques car il impose des conditions supplémentaires entre les différentes constantes
introduites dans les hypotheses, en particulier pour assurer ’existence des moments du pro-
cessus X . Nous écartons ce cas pour ne pas surcharger la présentation mais tous nos résultats
s’étendent sans difficulté a cette hypothese.

Nous commengons par rappeler certains des résultats de [72] que nous utiliserons continuel-
lement par la suite.

PROPOSITION 1.2.1. Sous les hypothéses (H1)-(H3), pour tout m > 0, il existe des
constantes C7 >0, Cy > 0 et C3 > 0 indépendantes du temps et telles que

(i) Eu[[Xe™] = C1 < +o0,
(it) By [|Xe|™] = Co(1 + |2[™)
et pour tout 2k +2 < m, k > 0,
N C3(1 4+ |z|™)
(iti) var(ug — p) < D

ou var désigne la norme en variation quadratique d’une mesure signée sur la sigma algébre,
i est la loi de Xy quand Xo = x et p est l'unique mesure invariante de X. De plus, quand
a > 0, il existe des constantes C' >0, v >0 et A > 0 telles que, pour tout t > 0,

(iv) E; [exp (v|X:])] < Cexp(v]z]),
(v) E, [exp (v|X:])] < +o00
et

(i) var(f — 1) < Cexp(v]a]) exp(—t).

DEMONSTRATION. Voir [72] et les références citées. g

En particulier, toute fonction f vérifiant (H3) est u-intégrable et nous poserons

u()i= [ Fauet Fim f — uh)

En guise de préliminaire, nous établissons la proposition suivante qui caractérise la vitesse
de convergence du semi-groupe vers la mesure invariante.

PROPOSITION 1.2.2. Nous nous plagons sous les hypothéses (H1)-(H3) et nous définissons

pr(t, @) =B, [ J(X0)].
Pour tout k > 0, il existe des constantes strictement positives Cy et sq telles que

Co(1 + |z[*)
< Z0O 2T

DEMONSTRATION. Pour prouver cette proposition, nous reprenons les éléments de la
preuve du théoreme 1 de [72]. Les constantes Cy, C; et Cy peuvent varier d'une ligne a
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I'autre,

st o)l = | [ Fstan)
= '/f(y) (i (dy) —u(dy))‘-

Nous appliquons maintenant I'inégalité de Holder avec = + = =1,

prie. o) < ([1wp mdy)wdy) ([t = dy)

< Go (/(01 + Coly|™) (ui (dy) + u(dy))) var(pg — j)

Q=

en utilisant ’hypothese (H3) avec m := (p. En faisant maintenant appel a la proposition
1.2.1, nous obtenons, pour h+1 < %

pr(t, )| < Co (201 + CoEy [|X|™) + Co B, [|X|™])7 (1 + Ja™)(1 +7f)_(h+1))%
< Co(1+ 2™ (CL+ Co(1+ |a|™)F (1418) "+
< Co(1+ |z™) (14 ¢)"*HY
apres avoir posé k = % — 1. Comme p est arbitraire, h l'est également et nous vérifions
bien le résultat annoncé. O

1.3. Quelques résultats de convergence pour les fonctionnelles de diffusion.
Nous établissons maintenant quelques conséquences de ces deux propositions. Rappelons que
pour toute fonction g : R™ — R? vérifiant (H3), nous avons défini

T
MY = / g9(Xs) - dWs
0
et par conséquent

(M) = / 9(X)[ ds.

Notons des a présent que les résultats de la proposition 1.2.1 nous assurent que les moments
de tous ordres des martingales M7 sont finis.

1.3.1. Convergence des moyennes empiriques. D’apres la proposition 1.2.1 le processus
X est ergodique et, pour toute fonction f vérifiant (H3), nous avons le théoréme ergodique
(voir Hasminskii [42] et Kutoyants [55])

(62 3 [ s 2 ),
Nous avons vu au cours du chapitre 2 qu’il était possible d’obtenir une vitesse de convergence

associée en utilisant la solution de ’équation de Poisson

(63) LG, =—F.
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Les résultats de Pardoux et Veretennikov [72] nous assurent qu’il existe une unique fonction
G € Uys1 W) s & croissance polynomiale et vérifiant [ Gy du = 0, solution de I'équation
(63). Cette solution a pour expression

(64) Gy(x) = /0 ot v dt

avec les notations de la proposition 1.2.2. Une conséquence immédiate de la formule d’Ito-
Krylov est la représentation

(65) / F(Xa) ds — p()T = ME ¥ + G () — Gy(Xr).

I1 est alors immédiat d’établir (voir le chapitre 2) le théoreme de la limite centrale
avec 07 = [ (|0*VGf\2).

1.3.2. Convergence des martingales. Un cas particulier de (62) donne
(M9 ps.

T T—+4o0

(67) pllgl?) < +oo.

Les hypotheses du théoreme de la limite centrale pour les martingales sont donc vérifiées
(voir Kutoyants[54] ou Basawa et Rao [8]) et

(68) Af—; = N0, pullgl) -

1.3.3. Convergence des martingales normalisées. Une conséquence immédiate de (67) est

(M%) 22 Joo
T—+oo

qui est une condition suffisante (voir Liptser et Shiryayev [64]) pour établir la loi des grands
nombres pour les martingales normalisées

Mrlgv p.s.
<M9>T T—+o00

En combinant (67) et (68) nous obtenons une vitesse de convergence associée

g .
(70) VI i (0, #) .
(M) T—oo u(lgl?)

1.4. Une remarque concernant I’hypothése (H4). L’hypothese (H4) est 'équi-
valent, dans notre contexte, de la condition de Cramer pour les développements d’Edge-
worth dans le cas des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (voir
[41]). Bien que nous ne soyons pas jusqu’ici parvenu a le prouver, nous pensons que cette
hypothese pourrait étre déduite des seules hypotheses (H1)—(H3). A notre connaissance, ce
résultat n’existe dans la littérature que pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck et la fonc-
tion identité ([46] lemmes 3 et 3’). Les figures 1 & 4 présentent quelques résultats numériques
illustrant notre conjecture.

(69) 0.
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' ' ' for:ction ca\ra'cteristiqueI
exp(-x/3) -------
6 8 10 12 14 16 18 20

’E [exp (z fOT X2 dW5>] ’ avec X solution de

¢
X, = / tanh(X;) ds + W,
0

T T T T
\ fonction caracteristique
N exp(-x/6) -------
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Fic. 4. Convergence de ’E [exp (z fOT %)} ‘ avec X solution de

t t
Xt:1.0+0.1/ (1.O—X8)ds+/ VX, dW,
0 0
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1.5. Organisation du chapitre. L’objectif de ce chapitre est de preciser les résultats
de convergence des équations (66), (68) et (70) en établissant un développement d’Edgeworth
a l'ordre 1 pour les fonctions de répartition des différentes variables considérées.

Ce résultat sera établi dans un premier temps pour les martingales MY en adaptant la
preuve traditionnelle des développements d’Edgeworth dans le cas de variables indépen-
dantes et identiquement distribuées due a Feller [28]. Cette preuve repose sur le controle de
la différence entre la fonction charactéristique de la variable considérée et la fonction cha-
ractéristique de la loi gaussienne standard. La preuve se décompose en deux étapes. Loin de
l'origine, le controle repose sur un développement de Taylor de la fonction charactéristique
de la martingale M9. Ce développement fait naturellement apparaitre les moments de la
martingale. Pour établir un développement d’Edgeworth a 1’ordre 1, nous devons controler
les trois premiers moments de MY. C’est 'objet de la premiere partie de la section 2. Le
controle de la différence entre les deux fonctions charactéristiques autour de 1’origine repose
sur la convergence exponentielle de ces deux fonctions vers 0. Ceci sera démontré au cours
de la preuve du développement d’Edgeworth, dans la seconde partie de la section 2.

La preuve de la section 2 nous servira de patron pour étendre le résultat obtenu pour les
martingales au cas des martingales normalisées et des moyennes empiriques. Pour ces deux
preuves, nous nous contenterons donc de vérifier les éléments clés de la preuve de la section
2: la convergence exponentielle des fonctions charactéristiques vers 0 et les développements
asmptotiques des trois premiers moments.

La section 3 présente un développement d’Edgeworth a 'ordre 1 pour les martingales nor-
malisées et une application en statistique des processus.

La section 4 présente un développement d’Edgeworth a l'ordre 1 pour les moyennes em-
piriques. Pour établir ce résultat, nous avons alors besoin d’'un controle sur la vitesse de
convergence du gradient du semi-groupe py vers 0. Nous démontrons — sous des hypotheses
renforcées — qu’il est possible d’obtenir une vitesse de convergence polynomiale. Une appli-
cation du développement d’Edgeworth en simulation ergodique est également présentée.
Enfin, il est connu qu'un corollaire des développements d’Edgeworth sont les développements
asymptotiques de quantiles ou développements de Cornish-Fisher. Nous rappelons ce résultat
et présentons une application au bootstrap des estimateurs de maximum de vraisemblance
de processus de diffusion dans la section 5 de ce chapitre.

2. Développement d’Edgeworth pour les martingales locales continues

Pour la fin de ce chapitre, ® désignera la fonction de répartition de la loi normale centrée
réduite et ¢, sa densité.

2.1. Résultat principal. Le résultat suivant établi un développement asymptotique de
la fonction de répartition d’une intégrale stochastique.

THEOREME 2.1.1. Soit hy, le second polynome de Hermite (hy(y) = y* — 1). Sous les hypo-
theses (H1)-(H4),

oM _ _pl(g - o"VGg) ha(y) oL
Pm( u(W)TSy) ) 2u(lg|?)2 VT Pt (*/T)

uniformément en y.
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Nous retrouvons ainsi un résultats de Yoshida [87]. L’approche de Yoshida [87] repose
sur I’étude de la régularité au sens de Malliavin de fonctionnelles définies sur I'espace de
Wiener. Cette approche permet a l'auteur d’établir des résultats tres généraux pour des
martingales qui ne sont pas nécessairement des intégrales stochastiques du type MY. Cette
grande généralité se paie par des hypotheses parfois difficiles a vérifier. Notre cadre est plus
spécifique puisqu’il ne concerne que les martingales locales de la famille MY. En contrepartie,
nous n’utilisons que des hypotheses tres simples a vérifier et le cadre ergodique permet
une démonstration classique de ce résultat fondée sur le développement asymptotiques des
moments de martingales. En ce sens, notre approche est a relier a celle de Mykland [70].

2.2. Développement des moments. Pour établir notre développement d’Edgeworth,
nous adapterons la preuve classique de Feller [28]. Pour ce faire, nous avons besoin de contro-
ler précisemment les trois premiers moments des martingales M9. C’est 'objet de cette sec-
tion.

2.2.1. Développement de l’espérance. L’espérance ne pose évidemment aucun probleme

My
u(lgl®T

) E [

2.2.2. Développement de la variance. Nous avons

2
M Mz
Var |[——2L | = E|[——L—| | dapres (71)
p(lgl?)T p(lgl?)T
1 .
= 1t e E () — ulg”)T] par isomitrie
1 o*
= 4 My T Gla(Xg) + Ge(w)] en utilisant (65).

Or, la fonction G4 est centrée, satisfait (H3) et donc, d’apres la proposition 1.2.2, pour tout
k>0,

35 €N, 3T > 0, | [Gyp(Xr)] | < T(1+ Jol)(1+T) "4+,

Par conséquent,

Mé,{ G‘gp(l’) 1

72 Var | ——= :1+7+O(—),Vk21.
() WQoPT | ulePT AT

2.2.3. Développement du troisieme moment. Posons
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i 5|2 sl 2]
i u(lgl®)T w(lgl®)T
we )
= E — T d’apres (71).
_< uum%T) pres (71

Rappelons que la puissance troisieme de Wick
M7 = (Mf)® — 3M{(M?)r
est une martingale (ce qui se vérifie aisément par une intégration par parties). Notre moment
d’ordre 3 s’écrit donc

(Li) — % R
u(lgl®)T (u(lgl*)T)?
3
= — % _E MMy — u(lg)T
eyt BT,
_ # E [M% <M; VG2 G|g|2(XT) + G‘gp(l’))}

(u(lg)T)*
en utilisant (65) avec la fonction |g|? qui vérifie (H3). En appliquant maintenant la propriété
d’isometrie,

3 T
/ig(T) = ——— 3 (E |:/ (g . U*VG|9|2) (XS) ds} —E [Mé,{ ng(XT)])
(n(lg>)T)> 0
3 (g . U*VG‘QP) 3E [GQ'U*VG‘Q‘Q (x) - GQ‘U*VG‘Q‘Q (XT)] 3E [qu G|g|2(XT)}
ulglvT (7Rky (ullgT)?
en faisant une nouvelle fois appel a la représentation (65) avec la fonction g - 0*V G|,z dont
il est facile de vérifier qu’elle satisfait (H3). Le dernier terme se contréle aisément car

% [E [Mf Gl (X7)] | < %\/W\/m
o)

Finalement, nous obtenons le développement

(V[

Me N Bu(g-otVG,e) 1
73 E||—L ] |= A o(=).
73) ( uumaT) Wlg?vT <T)
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2.3. Preuve du théoréme 2.1.1. Rappelons le célebre lemme d’Esseen (voir Petrov
[73]) qui sera a la base de notre démonstration.

LEMME 2.3.1. Soit F', une fonction croissante, H une fonction a valeurs réelles, dérivable et a
variation bornée, et f et h, leurs transformées de Fourier-Stieltjes respectives. Supposons que
F(—00) = H(—00) et F(+00) = H(400). Soit €2, un nombre positif arbitraire. Supposons
également que ||H'|| < C. Alors, pour tout 5 > %, nous avons

sup | F(y) — H(y)| < 3 / ) M

yeR

dw + T(ﬁ)%

ou () est une constante positive qui ne dépend que de (3.

Passons maintenant a la preuve du théoreme.

PREUVE DU THEOREME 2.1.1. Nous posons

Mg
r(y) =P, | —L= <
) ( 9P y)

L _ 1% (g . O'*VG|g|2) hg(y)
Ur(y) = ¢(y) 29T p(y).

Les transformées de Fourier-Stieltjes respectives de ces deux fonctions sont définies par

et

Mg
Fr(w) :=E |exp | iw——itee
u(lgl?)T
et
Urw) = [ eravay)
R
w2 ° *VG
— 7 <1+U(9 o 5 \9\2> (iw)3>
2u(lgl?)2 VT
Soient maintenant & > 0 et A > 22|| W] ||.
Premiere étape : controle de la fonction caractéristique loin de l'origine
Pour 2 = AV/T, le lemme 2.3.1 nous donne la majoration
1 (YT Br(w) — Up(w) €
74 sup | F> - < — / dw + —.
(74) yeﬂg\ r(y) = Yr(y)l < — e - Nk

Nous allons montrer que 'intégrale figurant dans cette inégalité est d’ordre o (%) Choisis-
sons un réel 0 < B < A et partageons le domaine d’intégration en [0, B\/T] et [BVT, AVT)].
Sur le domaine BvVT < |w| < AVT, 'intégrale en question est majorée par

! @T(wﬁ)’ dw.

~ 1
— ‘FT(w\/T)‘ dw + —
7B Jp<jw<a

7B Jp<jw<a
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Il est connu (voir toujours Feller [28]) que le second membre converge exponentiellement
vite vers 0. Nous considérons maintenant l'intégrande du premier membre. Celui-ci s’écrit

également :
Mg
exp (zw%)] .
1(lgl?)

Or, I'hypothese (H4) nous assure de l'existence de réels Tp > 0, wy > 0 et v > 0 tels que,
pour tout |w| > wy,

)FT(wﬁ)) =E

|E [exp (iwMZ)]| < e, VT > Ty,

Ceci conclut la premiere partie de cette démonstration.
Seconde étape : controle de la fonction caractéristique autour de l’origine

Supposons maintenant |w| < B VT. L’intégrale que nous cherchons & majorer s’écrit alors

BT . 6‘”2—2 E {exp (ZwMiig")] —1- w(iw)?’
(75) / 4

w(lgl?)T 2u(|gl2) 2 VT

BVT w

dw.

Nous allons utiliser 'inégalité
62
2

avec v > (Ja| V |8]) (voir Feller [28]). Nous choisissons évidemment

M
exp | tw———
w(lg|®)T

1 (g-0"VGp)
20(|g]2)2 VT

Or, comme MY admet un moment d’ordre 3 fini, il existe un petit voisinage autour de 0 dans

e* = 1= 5| < (Ja = Bl + =-)e”

2
Oé:%—FlHE

et

B= (iw)?.

lequel la fonction caractéristique E |exp (zw%)] est trois fois dérivable. Etant donné
u(lg

e > 0 fixé, il est donc possible de choisir le réel B de telle sorte que, d'une part,

2

w
<
8<%

et que, d’autre part, la différence entre la fonction caractéristique et ses développements de
Taylor aux ordres 2 et 3 soit majorée par

2 2
2 g 2 g
oxp <ML> s (L) g (L)
u(lgl?)T 2 u(lgl?)T 4 u(lgl?)T
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et

InE

ex (uuL)
P\ uePT

Mz

<elwP|E || 2L —
u(lgl®)T

2
+ w_2E L’jqj _ (Zw)gE L’jqj
2 u(lg|?)T 6 1(]g]?

En utilisant les estimations (72) et (73) et le fait que |w| < B+/T pour B arbitrairement

petit, nous déduisons de ces deux expressions que
ol <+
al < —+¢
4

et
elwl]? 1

a-al< L@ o (7).

Par ailleurs, du fait des majorations de « et 3, nous posons évidemment
w? N
=—+e.
T

Nous vérifions alors que U'intégrale (75) est majorée par

BVT 5 3 1 -0*VG 2 2
/ e i tE _5\w| + (w2 + |w\3)0 <—) + a (g ? 5 3|g| ) W’ d_w
_BVT VT T 8u(lg|?)*T |w]

get [T w2 1
< w?e™ T dw+ O <—)
VT J-o T

Comme ¢ est arbitraire, nous obtenons bien le résultat annoncé.

€

O

Nous allons maintenant étendre ce résultat a d’autres fonctionnelles. Pour ce faire, nous
allons exprimer celles-ci sous la forme de développements asymptotiques dont le terme domi-
nant est une martingale. La preuve précédente fait apparaitre les deux éléments permettant
d’obtenir les développements d’Edgeworth. La premiere partie de la preuve repose sur la vi-
tesse de convergence de la fonction de caractérisitique de notre fonctionnelle. Nous avons vu
que cette vitesse est exponentielle dans le cas des martingales. Par la suite cette vitesse sera
conservée du fait de la présence d’une martingale en tant que terme principal de nos déve-
loppements asymptotiques. La deuxieme partie de la preuve est plus algébrique. Il s’agit en
effet d’identifier les coefficients du développement grace aux développements asymptotiques

des moments.
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3. Développement d’Edgeworth pour les martingales locales continues
normalisées

3.1. Résultat principal. Nous étendons maintenant le théoreme 2.1.1 au cas des mar-
tingales normalisées par leur processus croissant.

THEOREME 3.1.1. Sous les hypothéses (H1)-(H{), si la valeur initiale Xo = x appartient
au domaine de g et si (M9)7 admet des moments inverses de tous ordres finis pour T
suffisamment grand, alors

v M7 B  ply)  plg-orVGip) ha(y)

Pz( (gl )T<M9>T§y) = d(y) gP)T 20(]92)
e(y) nl(g-0"VGyp) +0< 1 )
Vi(gP)T  w(lgl?) VT

+

uniformément en y.

.. . . VG
Notons que le biais de notre variable apparait au travers du terme W. Supposer

Xy dans le domaine de g permet de s’assurer que (M9)r > 0 pour tout 7' > 0.

DEMONSTRATION. Nous allons suivre la méme démarche que lors de la preuve du théo-
reme 2.1.1.

Préliminaires

Nous allons appliquer la méthode du delta (voir Hall [41]). Un développement de Taylor
avec reste intégral a ’ordre 1 nous donne

M3,
M w(lgl®)T
u(lg) T = =
M9 (M9
M) <u<|g'|2>T 1)“
_ Mg M (<M9>T_)
Vi(gP)T  /u(gP)T \ullgl?)T

M (MO Nt (-
T LT (u(lgP)T _1) /o (14 (Sehe —1))3'

[ J/

=:Aq(T)
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Nous commencons par développer le second terme.

(D ) My U Glgpla)  Gip(X)
w(lg|D)T \u(lglH)T w(gHT \ wlg»T  w(g)T  w(lgl)T

- - (ng(x) - GQQ(XT))
u(lg12)T \u(lgl*)T (l91>)T
1 oc*VG

(u(lgl?)T)?
+%<M‘q, MU*VG\9\2>T
(u(lgl>)T)>
- o (ng(x) — GQQ(XT))
w(g|HT \u(lg»T  p(lg®T

1 o* *
NPT EGH (nagnay ~C — (v, M7 VG )
p(lgl?)T')?

TR (% /OT (9-0"VGgp) (Xo)ds —p(g- U*VGgQ))

+ (MQM o (M9, M”*VG\9\2>T)

(N[5

Nous posons maintenant

A(T) =

M7 (GIQIQ( ) GIQIQ(XT))
(|g| )T \ulglP)T pllgl?)T

L ( a' VG‘QQ <Mg, MU*VG“QP)T)
5

|g\
\/iu |g\ % ( g O'*VG|9|2) (X,)ds — (g . J*VG|9|2)) ,
de telle sorte que
MY, MY, -o*VG),2
(76) WP T A Mp pla-oVCe) oy gy,

M) ulgP)T  p(lg?)2vT

En utilisant le lemme 3.1.1 (voir également la preuve du théoreme 1 de Sakamoto et Yoshida
[79]) nous vérifions maintenant qu’il existe C' > 0 et € > 0 tels que

P(|8o(T)] > CT4%) =0 <%) |
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Alors, d’une part,

M, MY, 11 (g-0*VG ) )
2 — P — - — AT + Ay(T) <
P( wllol )T<M9>T Sy) ( u(lg)?)T 1(|g1?)zVT )+ 8l <y
M 1 (g-0*VGyy2) _1_€>
P — - “A(T)<y+CT 2
- ( u(lg)?)T 1(lg|?)z2vVT T <y+

+P <|A2(T)\ > (JT—%—E)

_ Mf(ll‘ - /L(g-U*VG\gP) — AT ) 0 i
P( ST algmivr =Y (ﬁ)

et, d’autre part, comme

Mp __1lo oVGup) gy o —CT_%j)
( ST ugpivr =Y
M, p (g 0" VGp) _1_5>
P — 3 —AlTS —AQT,AQT SCTQ
- ( WGP w(pivr D =T A Rl

+P <\A2(T)| > CT‘%‘5>

M 1
< P (VAlaPTT s <) + B (18a(0)] > 0775),
T

nous avons également,

2 qu“ qu’ B H (.g ) U*VG\9\2> _ o CT—%—&)
P (VilPIT <) ( e~ <y
P <\A2(T)\ > CT‘%‘5>
My p(g-o'VGye) )
P — 3 —A(T) <
- ( ST ugpivr =Y
1
—+o0 (ﬁ) .
Le fait que
M, (g 0*VGp) _1_e>
P - - —A(T)<y£CT 2
( W(9PT  wllgPiVT =y

= My _“(g'U*VGml?)_A T > NS
P( nlgPT  ullgl?)>vT (T) <y |+ <\/T)
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s’obtient a partir d'un développement de Taylor dans le développement d’Edgeworth du
théoreme 2.1.1. Nous avons donc montré que

M B My plg-oVGe) oL
P (Vi >T<M9>T§y)‘P< WPT (g IVT AI(T)S”>+ ()

De méme, il est immédiat de vérifier a partir de 'expression de A;(7T") que

1
Bl =0 (7).
Ainsi, en suivant le méme raisonnement que précedemment, nous établissons que

w7 Mp _ M (g o"VGigp) (L
P< " )T<M9>T§y)_P< WlaP)T  ullgP)ivT §y>+ (ﬁ)

Il ne reste plus qu’a procéder a un développement de Taylor dans ’expression du théoreme
2.1.1 pour établir le résultat annoncé.

O

Nous présentons maintenant les deux lemmes mentionnés au cours de la preuve précé-
dente.

LEMME 3.1.1. Avec les hypotheses du théoreme 3.1.1 et les notations de sa preuve, pour
tout p > 1,

Bl =0 (7).

DEMONSTRATION. Rappelons que le terme Ay (T) s’écrit

u(lgl?)T

— 2 9 9\, — 22 [ 1) df
= 2yu(lgP)TMg (M?)7 — p(|g*)T) / (u(lg2)T + (M9)7 — p(|gl)T))*

_ oM e N S
Bo(T) = 2 W(lgP)T (M(IQP)T 1) /0 <1+t<<Mg>T _1)>3

Pour poursuivre la démonstration, nous avons a étudier la fonction

B (-1
(n(gP)T + £ (M7 — u(lgP)T))”
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sur I'intervalle [0, 1]. Vérifions tout d’abord qu’elle est bien définie. Le dénominateur ne peut

w(lg)T

s’annuler qu’en la valeur ¢ := e . Or, nous avons la suite d’équivalences

—(M9)7
0<t; <1
1(lgl?)
& 0< <1
1(1g]?) — F(M9) 1
2y _ L/pge
o 1 Mgl = 5000
1(lg]?)
1
& llgl) < ullgl?) = =071
1
—(M9p <0.
A T< )1 <0

Comme cet événement est de probabilité nulle par hypothese (nous avons en effet supposé
que X est dans le domaine de f), la fonction ¢ est presque strement continue sur le compact
[0, 1]. En particulier, elle est bornée sur ce compact. Par ailleurs, une étude des variations de
@ permet de vérifier qu’elle ne comporte sur R qu’un unique extremum local, en dehors de
celui eventuellement atteint en ¢y. Cet extremum local est atteint en t; := %— 2(M(|g’|‘2()|§_’p|2_)§wg>ﬂ.
Deux cas de figure sont alors envisageables :

— Soit t; € [0, 1], auquel cas la fonction ¢ est majorée sur [0, 1] par
3 1
27 (M3 (u(|91*)T — (M9)7)

MY
00 < 2lg) }.
— Soit t; ¢ [0, 1], auquel cas 'extremum de ¢ sur [0, 1] est atteint sur I'un des bords de

Pintervalle. Il est facile de voir que ce bord est 0 et que Uextremum est alors (u(|g|2)T) ™

O > 2u(]gP?)}.

Revenons maintenant au terme de reste, que nous décomposons sur les deux événements
considérés précedemment.

Ceci survient sur I’événement {

Ceci survient sur I’événement complémentaire {

E[A(T)F] = 2E [

VP (47)7 - n(7)" | 0 1)dt

< W U\/TMQ(M" n(lgl")T ) Lo u(gl2))]

, (9T (19T — (M9)7) ||
+6PE 27<Mg>T ]l((Mi) <§u(|g|2))]
’ My (VY
< 7e ||t (G 1) ]

(9T + ¢ ((M9)7 — u(lg[)T))’

o | | (AVEPT GlgDT — () \ | [ M)y 2
0 E( 27,7 ) \/P( < Zullg >).
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En utilisant a nouveau la représentation de Poisson et 'inégalité de Cauchy Schwarz, nous
établissons que le premier terme est d’ordre
p
1
] ~o(r)

M (M%7 \?
E[ MR <u(\9|2)T 1)

Nous utilisons maintenant le lemme 3.1.2 pour établir que le second terme est d’ordre O (%)

En effet,
<M9>T 2 2 1
=~ = < — — -
IP’( 3u(\g| ) =0 mll I vn > 2p,

et du fait de nos hypotheses,

. (4 “(|g‘2)T2(?<(A|2>)TT_<Mg>T)> _ o).

Ainsi,
1
- S
Bl =0 (7).
et notre lemme est démontré. 0
Le dernier lemme énonce une borne sur la probabilité de déviation intervenue au cours
de la démonstration précédente. Nous savons que, sous des hypotheses plus fortes que les
notres, il est possible d’obtenir des bornes exponentielles pour les probabilités de déviation
(voir Lezaud[60] ou Kontoyiannis et Meyn [50]). Nous ne sommes pas parvenus a obtenir des
telles bornes dans le cadre que nous avons choisi. Toutefois, pour notre propos, une borne
polynomiale est suffisante.

LEMME 3.1.2. Pour tout n > 0 :

P (|47 = Tullgl) > ) =0 () ¥ 0.

DEMONSTRATION. Remarquons avant tout que, sous les hypotheéses (H1)-(H4), un résul-
tat de E. Pardoux et A. Yu. Veretennikov [72] nous assure que, si la fonction |g|? vérifie (H3)
alors la fonction G|y et sa dérivée sont a croissance polynomiale. L'utilisation de I'inégalité
de Markov et de la représentation de Poisson (65) nous donnent alors :

P, ([(M%)r — Tul|g]*)| > nT)

E, [((M)r — Tu(lg)™"]
< ol
N U

E, (foT 0" (X )VGgp(Xs) - dWs = (Glgp(X7) — G|g|2(x)))2n}
= L)

B, (’foT " (X)VGige(Xs) - dW;| + G (Xr) — Gg?(x)DQn}
< |

(nT)*
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Or, pour tous réels positifs a et b, et tout entier p, nous avons (a + b)? < 27 (a? 4+ bP). Par
conséquent, notre inégalité devient :

E, [( T o (X)VGp(X,) - dW5>2n]

(nT)™"
Eq [(%P(XT) - G|g|2(:r))2n]

()™
Nous utilisons maintenant I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy et le fait que les fonctions
o, Gig2 et VG)g2 soient a croissance polynomiale et que les moments de X; soient unifor-
mément bornés pour tout ¢ > 0. Il existe donc des constantes strictement positives ¢, 3, et
Cn telles que

P, (M%) — Tu(lgl*)| >nT) < 2*

+22n

™ B

Par conséquent, nous obtenons

Cn
Py (|(M)r = Tu(lgP)| > nT) < =2
Ceci nous donne le résultat annoncé. O

Nous allons maintenant appliquer ce résultat en statistique des processus. Notons toute-
fois que les martingales normalisées apparaissent dans d’autre contexte, par exemple lors de
I'étude de la régularité de la densité des processus de diffusion (voir [20]).
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3.2. Applications en statistique des processus.

3.2.1. Développement d’Edgeworth. Nous considérons maintenant un processus de dif-
fusion unidimensionnel dont le coefficient de dérive dépend linéairement d’un parametre 6,
observé sur un intervalle de temps [0, 77 :

dX, = 6b(X,)dt + o(X)dW,, t >0, Xo=2,0< t < T.

I1 est possible de construire un estimateur de 6 par la méthode du maximum de vraisemblance
(voir Liptser et Shiryayev [64]). Soit donc la fonction de vraisemblance définie par

T T 2
0b(X,) 1 / 0b(X,)
Ar(0, X) = dX; — = dt
T( ) ) exXp </0 02(Xt) t 2 0 O'(Xt)
L’estimateur de maximum de vraisemblance 7 est défini comme la valeur du parametre 6 qui

maximise cette fonctionnelle. En regle générale, cet estimateur est construit en recherchant
la valeur qui annule la dérivée logarithmique de la fonction de vraisemblance :

0 T (X)) T h(Xy)
55 mAr(0, X) = /0 (%) dXt—H/O 205

Il est clair que

T b(X:)
A 0 02()§ dXy

Or =~
b2(Xy)
f UQ(Xtt dt
et I’équation vérifiée par le processus X permet d’obtenir I'expression

T
Jo o3 AW

Op — 0 =

)
s (“Xz’)) it

I est donc clair d’apres (69) et (70) que cette estimateur est fortement consistant et
asymptotiquement normal, et une application directe du théoreme 3.1.1 nous donne alors la

PROPOSITION 3.2.1. Sous les hypothéses du théoréme 3.1.1, nous avons le développement

Pw( ’“‘(f) <9T‘9)§y) — a(y) - —2W ”<bG/%)2h2<y>

p2yr | 2e(s)

e
ot )

+

uniformément en y.

Cette proposition généralise -a ’ordre 1- les résultats obtenus pour le processus d’Ornstein-
Uhlenbeck par Bishwal et Bose [14] et Kakizawa [46]. Par ailleurs, nous retrouvons dans le
cas particulier d'un modele linéaire le résultat obtenu par Yoshida [87]. Des résultats d’ordre
supérieur sont connus dans le cas particulier du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Citons
entre autre Kakizawa [46], Bercu et Rouault [11], Florens-Landais et Pham [29] et Bishwal
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et Bose [14]. Dans ce cas particulier, la plupart de ces résultats reposent sur I’expression
explicite de la fonction caractéristique de f(f X2ds (voir Liptser et Shiryayev [64]). TI est
possible d’étendre sans difficulté ce résultat au cas ou le coefficient de dérive ne dépend pas
linéairement du parametre 6 (voir Yoshida [87]).

3.2.2. Correction du biais. 11 n’est pas en générale possible de déduire des développe-
ments de moments du développement d’Edgeworth. Toutefois, une conséquence de la preuve
du théoreme 3.1.1 est le développement de 'espérance des martingales normalisées ; il suffit
de prendre 'espérance dans I’équation (76) et d’utiliser les estimations sur Ay (7) et Ay(T).
Appliqué au contexte de l'estimateur de maximum de vraisemblance, ce résultat implique
I'existence d'une constante ¢ indépendante du temps et telle que le biais de 'EMV se déve-

loppe en

- c 1

E|or—0] == +0(=).

' T (TS)
Si nous cherchons a corriger le biais de notre estimateur 67, il est alors possible d’appliquer
une méthode de type interpolation de Romberg. En effet, définissons le nouvel estimateur

éT = QéT — é %

fondé sur I'observation du processus X sur les intervalles [0, T et [0, Z]. Le biais de l'esti-

mateur 07 est d’ordre O <Ti%> En effet, ce biais s’écrit :
_ 9]

C C
- 2% 75+0(59)

o()

Nous avons donc gagné un ordre de convergence. La figure 5 illustre cette procédure sur
I'exemple du processus d’Ornstein-Uhlenbeck. Mentionnons 'article d’E. Clément [23] ou
une méthode de correction du biais proche du bootstrap est présentée.

E|or—0] = 2E[0r—0|-E|

ﬂ ‘ >
e
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Biais des estimateurs
0.055 T T T T T T

T
“emv"
bootstrap -------

0.05 |-
0.045

0.04

Biais

0.025
0.02

0.015 |-

0.01 | R e

0.005 | F

20 30 40 50 60 70 80 90 100

Fi1G. 5. Correction du biais pour 'EMV du processus d’Orstein-Uhlenbeck de

: _1
parametre 6 = 3

4. Développement d’Edgeworth pour les moyennes empiriques

Pour cette derniere section, nous renforgons nos hypotheses initiales (H1)—(H4) et sup-
posons de plus que

(H5) Les fonctions b et o sont de classes C*° a dérivées de tous ordres bornées. La fonction
o est bornée.

(H6) La fonction f : R" — R est de classe C°.

(HT7) 11 existe des réels Ty > 0, wy > 0 et v > 0 tels que, pour tout |w| > wy,

T ~
‘E {exp (zw/ f(Xs) ds)} ‘ <e T VT >T,.
0

4.1. Résultat principal. Le résultat suivant est une extension du théoreme 2.1.1 au
cas des moyennes empiriques.
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THEOREME 4.1.1. Sous les hypothéses (H1)-(H7),

T o*VG;-o* Go—* |2 2
P, \/iTT/O f(X)ds<y]| = <I>(y)—ﬂ( VG 2; 'TVG”)My)@(y)
f
+ fm@@HO(%)

uniformément en y.

C’est le résultat le plus général que nous connaissions sur 'asymptotique de la mesure
empirique pour les processus de diffusion. Une borne de type Berry-Esseen est obtenue par
Lezaud [60] dans le cadre des processus de Markov possédant un trou spectral et un semi-
groupe reversible, pour des fonctions f bornées. Par ailleurs, un développement similaire
est obtenu par Kontoyiannis et Meyn [50] dans le cadre général des processus de Markov
géométriquement ergodiques, mais toujours pour une fonction f bornée. Enfin, mentionnons
le travail récent de Bertail et Clémengon [12] ou apparait un résultat analogue au notre
dans le cadre des chaines de Markov récurrentes et possédant un atome. Ce dernier article
propose une ouverture vers la méthode du bootstrap. Nous reviendrons sur ce point a la fin
du chapitre.

Remarquons la dépendance par rapport a la condition initiale qui apparait uniquement au
travers de la fonction G¢(z). Ce terme refléte le biais de la moyenne empirique quand la
condition initiale ne suit pas la mesure invariante.

4.2. Théoreme de Représentation. La proposition 1.2.2 établit une convergence po-
lynomiale du semi-groupe p¢(t, ). Pour établir le théoreme 4.1.1 nous avons besoin d'un
résultat similaire pour le gradient V,ps(¢, z) de cette fonction. Nous ne somme pas parvenu
a obtenir ce résultat sous les seules hypotheses (H1)—(H4) et requérons donc une plus grande
régularité sur notre modele en introduisant les hypotheses (H5) et (H6).

PROPOSITION 4.2.1. Nous nous plagons sous les hypothéses (H1)-(H6) et nous considérons

pr(t, @) = B, [F(X0)]
Cette fonction est une solution de classe C* de l’équation aux dérivées partielles
ps(0, ) = f(x).

Par conséquent, nous avons le théoréeme de représentation suivant

f(Xr) = E, [f(XT)] v /OT o (X)) Vaps(T — t, X,) - AW,

De plus, pour tout k > 0, il existe des constantes strictement positives C et sy telles que
Ci(1 + |z|™)

<
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DEMONSTRATION. Sous nos hypotheses, 'existence et la régularité de la solution du pro-

bleme parabolique sont établis par Ladyzenskaja, Solonnikov et Ural’ceva [57] chapitre 4. Le
théoreme de représentation est alors une simple conséquence de la formule d’It6 appliquée
au processus ps(0, Xr).
Pour obtenir le controle du gradient, nous faisons appel aux arguments développés par D.
Talay [83]. Cet article se place dans la cadre o o = 0 (voir notre hypothese (H2)). 11 est
clair que la preuve s’étend sans modification au cas a > 0 et nous obtenons dans ce cas une
convergence exponentielle. Nous allons maintenant vérifier que, dans le cas —1 < a < 0, une
légere modification de la preuve permet d’obtenir une convergence polynomiale. Notons tout
d’abord que nos nouvelles hypotheses impliquent 'existence d'une densité p réguliere pour
la mesure pu.

Remarque préliminaire
Un résultat classique (voir Kunita [52]) nous assure que la fonction ps(t, x) vérifie

Vm €N, 3s,, € N, Vt > 0, I0n(t) > 0: |D™ps(0, )] < Con(t)(1 + |2|*), VO < .

Ainsi, la fonction f, la fonction p(t, ) et toutes ses dérivées appartiennent & L?(R™, p).
Premieére étape : controle de la fonction caractéristique loin de l'origine

Dans un premier temps, nous voulons établir que, pour toute boule B, il existe une
constante C' > 0 telle que

(77) Vt >0,V € B, |ps(t, z)| < - Vk €N,

C
(1+41)
puis d’étendre cette majoration aux dérivées spatiales de la fonction ps(t, z). Pour ce faire,

I'idée est de prouver que, d’une part,

C

/|pf(t, z)|*p(z) dv < o Vk € N,
que, d’autre part, pour tout multi-indice J,
C
(78) / st )pla) e < Lo Wk €N

puis d’appliquer le théoreme d’injection de Sobolev pour conclure. La premiere assertion est
une conséquence de la proposition 1.2.2. La seconde assertion se démontre par récurrence.
Nous en détaillons la premiere étape. Il s’agit de prouver que

(79) Vh > 0, /;OO (/ Vp(t, a:)\2d,u) (1+8)"dt < +oo.

Or, avec la convention de sommation sur les indices, nous avons

%\pf(t, ) = Llps(t, 2)") = —ay () (0py (£, 2))(0ip4(t, 7))
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et donc, en multipliant par (1 4+ ¢)" et en intégrant par rapport & u,

d
(1405 [ st 0P dut O +0" [ 1Vpy(t, )P <0

Nous intégrons maintenant cette inégalité entre 0 et un 7' suffisamment grand,

D" [T oPdn < [ 1P d

+C/0T (/\vpf(t, x)Pdu) (1+t)"at +h/OT </ Ips(t, x)Pdu) (1+t)"tdt.

Nous utilisons maintenant la borne de la proposition 1.2.2 pour obtenir (79), pour h < k.
Maintenant, il est possible de choisir des constantes C; et Cs, strictement positives et telles
que

%|fo(t7 2P = L(Vps(t, ©)|?) = —ay(Oups(t, 2))(O5ps(t, )
+(Okaij) (Oijps(t, ) (Okpy(t, )
+2(0bi) (Oips (t, x))(Okpy(t, T))
< =Gy |Dpy(t, 2)* + Co| Vips(t, ).

En choisissant k£ < h et en procédant comme précédemment, nous obtenons

D [T 0P < [ Vi
L0 /OT </\D2pf(t, x>|2dﬂ) (4 Fdt +(Cot k) /OT </\vpf(t, x)|2d,u) (1+ 1) dt.

Et nous démontrons ainsi que
C
2 < — .
(50) [ 19pstt. 2)pta) de < e Vi e N

Pour itérer ce raisonnement, nous suposons que, pour tout m < [, il existe des constantes
Cy, > 0 telles que

Cn
[ D7 st )t o < 5 e

Comme
D™yt )P = Y (Dips(t, @),
J,|J|=l
pour tout multi indice J de taille [ 4 1, il existe une famille F; de multi indices de taille au
plus [ + 1 et une famille de fonctions bornées (¢4, K, L € Fy) telles que

d

aDpr(t, x) = DjLps(t, x)

1
= 0 0jupyps(t, ) + §aijaJU{ij}pf(t> )

+ > OkeOkps(t, 1)Okps(t, x).
KL, |K|+|L|<2l
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Ainsi,
d l 2 l 2
2| Dps(t 2)l" = LIDps (8 2)[F = —aydogyps(t, 2)0suips (1 )
+ > rrOkps(t, 2)0kps(t, x)
K, L,|K|+|L|<2i+1

< —CHD"™ps(t, 2)P + Cy Y ID™py(t, ).

m<l

En procédant comme précédemment, nous choisissons une constante k suffisamment petite,
nous multiplions I'inégalité précédente par (1 + ¢)"m+1 et nous intégrons par rapport a u de
telle sorte que nous vérifions

+0o0
/ </ | D ps(t, :E)Pd,u) (1 +t)f+ dt < +o0.
0

Puis nous écrivons
d
SIDWpy(t, )P — L1 py(t, 1) < —CH D" 2pg(t, ) + CE 37 1Dyt 0
m<i+1

nous choisissons h; 1 < k1 et nous procédons comme précédemment. Finalement, comme
la densité p est une fonction strictement positive sur toute boule B sous nos nouvelles hypo-
theses, nous avons

H%w@ﬂ@wﬁc/WmeWM@W,

et nous pouvons invoquer le théoreme d’injection de Sobolev pour vérifier (77).
Deuxieme étape : controle de la fonction caractéristique autour de ’origine

Nous définissons maintenant

1
ms(T) = A )

La deuxieme étape de la preuve consiste en la démonstration de la majoration
(81) /|pf(t, 7)|*m(z) do < L, Vk € N,

(14 t)*
pour un s € N. Ce résultat est une conséquence directe de la proposition 1.2.2.

Conclusion

La troisieme et derniere étape de la preuve réside en 'extension de la majoration précé-
dente aux dérivées spatiales de p¢(t, ). La démonstration est tout-a-fait similaire a celle de
la premiere étape, en intégrant, non plus par rapport a la densité p(z), mais contre la fonction
m pour une valeur de s suffisamment grande. Nous raisonnons donc une nouvelle fois

par récurrence. Pour le multi indice I, nous définissons Uentier M; par |I| = [M; — n/2] ou
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n est la dimension du processus X. Tout d’abord, nous savons par [83] qu’il existe un entier
so tel que

Vt > 0, Vs > s, Ym < My, D™py(t, z)ms(z) € L*(R").

Supposons que nous ayons prouve

ACr > 0: Ym < My, vVt > 0, /|Dmpf(t, 7) P (x) do < (157[75%, Vk € N.

I est facile de vérifier que

(82) Oms(x) = Y (x)ms(x), s bornée.

Nous aurions ainsi

30, > 0: Vm < My, ¥t > 0, /|Dmpf(t, Do)t de < Lo Wk e N
et notre résultat se déduirait une nouvelle fois du théoreme d’injection de Sobolev. Or, en
utilisant une nouvelle fois la remarque (82), nous vérifions qu’il est suffisant de montrer que,

pour tout multi indice J tel que |J| < My, il existe une constante C'; > 0 telle que

Cy

/|8pr(t, x)|*ms(2) do < T Vk € N.

Si |J| = 1, tout comme dans Talay [83], nous remarquons qu’il existe des fonctions ¢ et o
telles que

— (1 est une fonction bornée, indépendante de s,

— 9 dépend de s mais converge vers 0 quand |z| — +oo,

— I'égalité suivante est vérifiée

[ Eloste. Py ar = [ lptt 0)PLom ) do

- /<801(x)+¢2($)+28 b(z) -

1+ |z|ott

) Ips(t, x)[°ms(z) da.

Il est alors possible, en choisissant une valeur de s suffisamment grande de trouver une boule
B telle que
b(x) - x

— < 0.
1+ |z|ot?

Vr € R" — B, ¢1(x) + @a(x) + 25

En faisant appel a (77), nous en déduisons 'existence d’une constante Cy > 0 telle que

G
2 < 0 :
/c\pf(t, Do) de < s VE €N

Il est alors possible de démontrer que les inégalités (79) et (80) restent valides en substituant
ms(z) a p(z) puis de généraliser aux dérivées d’ordre supérieur en procédant par récurrence.
O
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4.3. Preuve du théoréme 4.1.1.

DEMONSTRATION. Ce théoréme est une conséquence du théoréme 2.1.1. En effet, d’apres
la représentation (65),

1 /T N 1 T 1
F(X.)ds = 7/ (0"VG)) (Xy) - AW, + ———G(2) — ——0
,/JJ%T 0 ,/JJ%T 0 ﬂ/Uf ,/U?T

La difficulté réside dans le fait que notre terme de reste \/%G #(Xr) et d'ordre Op (\%)

et non plus op <%) comme c’était le cas dans I’étude des martingales normalisées. Par

conséquent, nous ne pouvons appliquer la méthode du delta. Nous allons donc reprendre
I’argument de Feller en considérant que nous n’avons pas de terme de reste et expliciter
complétement les calculs.

Premieére étape : controle de la fonction caractéristique loin de l'origine

Grace a (H7) nous pouvons procéder comme dans la premiere partie de la preuve du
théoreme 2.1.1.

Seconde étape : contrdle de la fonction caractéristique autour de 'origine

Tout comme pour le développement d’Edgeworth pour les martingales normalisées, les
constantes du développement s’obtiennent a partir du développement des moments. Il est
facile d’établir que

et que




Par contre, le développement du moment d’ordre 3 est plus difficile a obtenir.

3 - 3
gl (o fX)ds—Gi) | | _ | [ J (0"VG) (X) AW, — Gy (Xr)
UJ%T I U]%T
o T 3 3
I ,/U?T UJ%T
2
(i ("9 Cp) (X)W, G (X)
+3E .
JJ%T
Jo (0*VGy) (X,) - dW, G(Xr)?
+3E -
JJ%T

Nous connaissons déja le développement du premier terme grace a I’équation (73). Le deuxieme
terme est clairement d’ordre O <T _%) et le dernier terme, d’ordre O (T~'). Nous renvoyons

a la preuve de I’équation (73) pour vérifier cette derniere affirmation. La difficulté réside
donc dans le troisieme terme qui s’exprime également

. 2 VG \ 2 .
. <M; VG") Gr(Xr) {(MT f) — (M vGf>T}Gf(XT)
3 = 3
1/JJ%T O'j%T
MO'*VGf G X
L | TG ()
UJ%T

= 2FE

T , ,0*VGy o*VGy

3 +0 T/

2
UfT

Pour vérifier cette derniere équation, nous appliquons une nouvelle fois la représentation
de Poisson au terme (M° V), puis nous raisonnons comme lors de la démonstration du
développement (73). Nous avons un dernier terme pour lequel nous faisons appel au théoreme
de représentation de la proposition 4.2.1.

E

JTMEE e Gy | B MY (00 (X)VGH(X,) - 0 (X)) Vapa, (T — 5, X)) | ds

2 s B 2 3
UfT afT
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Nous utilisons maintenant les résultats de la proposition 4.2.1 et l'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour obtenir la majoration

oc*VG c*VG T o* . 1+[z]*
[ MY aMyY G(Xy) <Cf0 E[{MTYEr) ] armayr ds

e o [ o
I O'fT | afT

pour tout k£ € N. Par ergodicité du processus X, nous avons également

Sl MY aMT Y G (X <:C(1+tﬂﬂt/w 1
3 = T o (1+(T—s))k

E

E ds.

2
afT

Il est alors immédiat a partir de cette expression de vérifier que

E

3 _

U]%T r)

Ces développements permettent d’adapter la seconde partie de la preuve du théoreme 2.1.1.
O

4.4. Application en simulation. L’application la plus évidente de ce résultat en si-
mulation est la choix d'une durée de simulation 7" pour obtenir une précision donnée ¢. Il
est possible d’estimer grossierement une telle durée a partir du TCL (66), mais nous avons
maintenant les moyens d’eétre beaucoup plus précis. En effet, admettons que nous cherchions
a obtenir une précision € avec probabilité a. Nous recherchons donc une valeur de T telle

que
1 [t
P(T/O F(X.) ds

Un intervalle de confiance symétrique corrigé pour la moyenne recherchée — qui tient en
particulier compte du biais de I'estimateur — est

! VG, 0*VGlyeva,2) ha(ga )
l/ f(Xs> ds + w (0' o 2\ VG| ) 2((] ) i Gf(x) " ofq
T 202T o, T T

avec (o, le quantile de niveau « de la loi gaussienne standard. Ce résultat s’obtient en remar-
quant qu’'un développement de Taylor dans le premier terme du développement d’Edgeworth

du théoreme 4.1.1 conduit a
1 T 0*VGy-0"VGgvg,2) h G 1
P, 7/ i o / 0"V G,[2) 2(y) | Gil@) <y = q)(y)+0(_)
\ /UJ%T 0 20?\/? \ /UJ%T VT
uniformément en y. Pour parvenir a une simulation de la précision ¢ désirée, il faudrait donc
choisir une durée de simulation 1" tel que

Se)zl—a‘

X,)ds +

2

1
e?

. p (VG Vi) halas) Gf<x>>

OrQo — | 02¢2 + 4e
14 74a 20]%T osT
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Nous obtenons bien une précision de la valeur déduite du TCL (66). Bien entendu, ce résultat
théorique requiere en pratique l'estimation des quantités p (U*VG 7 0"VGpva f|2), Gy(x)
et afc. Or, nous ne disposons d'un estimateur simple que pour cette derniere variable (voir
I'équation 56 page 32 du chapitre 2). Néanmoins, il est certainement possible d’obtenir des
estimations a priori sur certains exemples particuliers.

5. Développements de Cornish-Fisher

Pour terminer ce chapitre, nous nous intéressons a une conséquance particulierement
intéressante des développements d’Edgeworth obtenus précédemment : le développement
asymptotique des quantiles de variables aléatoires ou développement de Cornish-Fisher. Le
résultat général est le suivant.

5.1. Reésultat principal. Le résultat suivant est un corrolaire classique des développe-
ments de type Edgeworth.

THEOREME 5.1.1. Soit une variable aléatoire St admettant un développement d’Edgeworth
de la forme

P(Sr <4) = B(1) - =hl)ply) +o (%) .

We = Inf {P (S7 <y) > a}.
yeR

et soit

Alors . .
o = a+—h o)t —
o=t phian) +o 77 )

uniformément en e < a < 1 — & pour tout £ €0, %[ avec qq, le quantile de niveau o de la loi
gaussienne centrée réduite.

Il est clair que ce résultat s’applique aux trois théoremes démontrés précédemment.

DEMONSTRATION. La preuve est trés classique. Elle repose sur un développement de
Taylor dans le premier terme du développement d’Edgeworth au voisinage du point ¢q,. Nous
renvoyons par exemple a Hall [41] pour les détails. O

Si les coefficients du polynome h étaient explicitement connus — ou simples a estimer —
Ierreur de couverture d’un intervalle de confiance de niveau « pourrait aisément étre corrigée
en utilisant le fait que

P(se<u-—zh) =2 o).

uniformément pour tout y € I, intervalle borné de R. Evidemment, dans notre cas, ces coef-
ficients sont tres difficiles a estimer. Le développement de Cornish-Fisher permet néanmoins
de corriger 'erreur de couverture grace a une méthode de bootstrap. C’est I'objet de la
section suivante.
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5.2. Application au bootstrap des intervalles de confiance. Le bootstrap appar-
tient a la famille des techniques statistiques modernes qui exploitent la méthode de Monte-
Carlo dans le but d’obtenir des estimateurs précis et des tests statistiques puissants pour
les modeles complexes. L’inférence indirecte de Gourieroux, Monfort et Renault [40] et les
méthodes de Monte-Carlo par chaines de Markov (MCMC) sont deux autres membres bien
connus de cette famille.

Le principe du bootstrap (de 'expression Pull yourself up by your own bootstraps), bien
que présent depuis longtemps sous différentes formes, a été formalisé en 1979 par B. Efron
[27]. Soient (X;);=1..n, un échantillon de loi P et H, := H,(X1,...,X,;P), une statistique
dont nous cherchons a construire un estimateur. Si QQ,, converge en probabilités vers P et
que (X)i=1..n, dénote un échantillon de loi @, il est raisonnable de penser que, sous des
hypotheses appropriées, la loi de H}: := H, (X7, ..., X}; Q,) va approcher celle de H,,. L’idée
d’Efron est de choisir Q,, := P, = %Z?:l dx,, la distribution empirique des variables Xj.
Dans la mesure o P,, — P presque stiirement et ou simuler des échantillons de loi IP,, est tres
simple, cette méthode tres naturelle connut un grand succés.

Depuis son origine, elle s’est étendue a pratiquement toutes les questions d’estimation du
cadre discret. Toutefois, a notre connaissance, il n’existe pas d’étude sur l'efficacité du boots-
trap appliqué a la statistique des processus de diffusion. Cette question a toutefois été abordée
d’un point de vue empirique par Conley et Hansen [24] et Phillips et Yu [74].

Par ailleurs, il est connu, entre autre du fait de 'ouvrage de P. Hall [41], que les déve-
loppements de Cornish-Fisher sont le fondement théorique du bootstrap des intervalles de
confiance. Nous nous proposons donc pour terminer ce chapitre d’illustrer ce principe dans le
cadre des processus de diffusion. Et en particulier sur ’exemple de I'estimation du parametre
de dérive par maximum de vraisemblance, dans le cas unidimensionnel. Nous nous plagons

donc dans le cadre ou
b2 A

Un intervalle de confiance asymptotique de niveau « pour le parametre 6 peut étre

Ir(a) = |0y — ——2— +o0

n(=)T

D’apres la proposition 3.2.1, 'erreur de couverture de cet intervalle de confiance est

P(6 € Ir(a)) — a = —h"\ﬁqT_“) +o (j?)

avec

()
+ ()O(QO) o2 )

)= Pl M<bG/§—§) halga)
21 (52) w () n(z)

hH(qa = 3
(%)

Le polynome hy dépend évidemment de la vraie valeur du parametre 6 et ce, au travers de la

mesure invariante p et de la fonction G 42 . Il est clair que si le quantile w,, était connu, cette
)
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erreur serait nulle. L’idée du bootstrap est donc d’estimer ce quantile en supposant que O
est la vraie valeur du parametre 6. Nous définissons donc

el (o (E)r(o-s) 1) =)

ot f7 est construit a partir de 'observation du processus simulé
dY, = 0pb(Y)dt + o(X,)dBy, t < T, Yo = X,

sur le modele de O :

2 fT sz(?;t/ dY;
O =

TR g,
I Ug(yi dt
avec B, un mouvement brownien indépendant de W. Le quantile ©,(7T") peut donc étre
estimé par la méthode de Monte-Carlo. Nous définissons maintenant I'intervalle de confiance

bootstrapé

) ou(T
() = |0 — _ &) , +00

n(e)T

Or, conditionnellement a 9T, le quantile @, admet le développement

@o(T) = o + %héT(Qa) +o0 <%)

tout comme le vrai quantile se développe en

1 1
Wa = Ga + —=ho(qa) +o| —= | .
ot o lde) ( T)

Par conséquent, nous avons la relation
1 1
Wo(T) = wa + —= (hy (qa) — ho(qa)) +0| —= | .
( ) \/T< eT(q ) 9((] )) (\/T)

Si la fonction 6 — hy est continue, alors, comme 67 est un estimateur fortement consistant
de 6, nous avons

p.s.
R4, (qa) — ho(ga) 7o 0

5u(T) = wo + 0 (%) |

Il ne reste plus qu’a procéder a un développement de Taylor dans le premier terme du
développement d’Edgeworth de la proposition 3.2.1 pour s’assurer que

P(0 € I*(a)) —a=o0 <%) :

Nous avons donc corrigé I'erreur de couverture de I'intervalle de confiance.

et
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REMARQUE. Pour vérifier que le gain de cette procédure numériquement cotuteuse n’est
pas négligeable, nous aurions besoin d'un développement d’ordre supérieur. De méme, pour
corriger l'erreur de couverture des intervalles de confiance symétriques (qui est déja d’ordre

0 <\%T>) une plus grance précision est nécessaire. Il est légitime de supposer que le terme

suivant dans un tel développement serait d’ordre O (%) bien que nous n’ayons pas établi ce
résultat.

6. Conclusion

En nous fondant sur les propriétés des martingales, nous avons donc pu établir des dé-
veloppements de type Edgeworth pour différentes quantités d’intérét en statistique des pro-
cessus. Ces résultats ne sont pour la plupart pas complétement nouveaux. Toutefois, notre
approche nous a permis d’affaiblir les hypotheses supposées dans les travaux antérieurs.
De plus, comme elle ne repose sur aucune propriété fondamentale de I'espace de Wiener —
contrairement aux stratégies fondées sur le calcul de Malliavin — nous pensons que notre
technique de preuve pourrait se généraliser et permettre d’obtenir des résultats similaires
pour des fonctionnelles additives martingales de processus de Markov ergodiques plus géné-
raux. Une autre question d’intérét serait 1’obtention d’un développement d’Edgeworth pour
la moyenne empirique studentisée par I'estimateur de la variance issu du TCL presque str
(voir le chapitre 2). Ce probleme est abordé dans le cadre de chaines de Markov possédant
un atome par Bertail et Clémengon [12].
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CHAPITRE 4

STATISTICAL ESTIMATION OF SKEW PROCESSES

En collaboration avec Miguel Martinez (INRIA)

1. Introduction

The skew Brownian motion arises in the modelling of discontinuous physical systems.

Geophysical phenomenons, nuclear reactors, polymers, composite structures are examples of
such systems. However, if the estimation of Feller diffusion processes has been extensively
studied, so far, no result is available for the estimation of skewed processes. This article is
a first attempt to calibrate their coefficients. First, let us make precise what we call skew
processes.
Let (Q, F.F:=(F)po- IP’) be a filtered probability space and let B be a F-brownian motion.
We consider a continuous stochastic process reflected over an interval [a, b] and we set a <
~v < b. This process X7 is defined as the unique weak solution of the following stochastic
differential equation :

t
83) X/ =u +/ o(X%)dB, + (20 — 1)L} (X)) — K*Y(X?), 2 € [a, 8], a €0, 1]
0

where K@Y(X7) := L*(X?) — L*(X?) and the process L7(X?) is the symetric local time of
the process X7 (that is the local time defined from the Tanaka formula with the convention
sign(0) = 0; for references about local times, see Revuz and Yor [77]). The function o is
supposed to be Lipschitz and bounded away from zero. This function is supposed to be
known.

The coefficient « is called the skew coefficient and the coefficient 7, the locus. Our main
interest is in the estimation of these parameters from a single observation of the process X7
in the long run. Thus, we shall consider the statistical model

(Q 7. F, (X7 )ocser > Clla, b)), B(C([a, b)), Pra,q), @ €]0, 1[, ¥ €la, b])

where P, -) is the law of the process X7 given « and .

As our estimation procedure relies on the ergodicity of the process X7, we introduce a
reflection over a bounded interval by the mean of the process K@% (X?). In this setting, M.
Martinez proves the existence and uniqueness of a weak solution to equation (83) in [67].
This is sufficient for our purpose. Moreover, the hypothesis of a process living in a bounded
domain seems suitable for practical purposes.

Figure 1 shows a typical path of the process X? when o = 1.
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F1G. 1. A sample path of X! when a = —1.0, b =1.0, « = 0.8, v = 0.0

Note that the coefficient ¢ can be estimated with the usual quadratic variation based
estimators.
This paper is organized as follows. In section 2, we shall prove some results concerning
the ergodicity of the process X? and construct an efficient estimator of the parameter «
supposing that the locus v is known. Then, in section 3, we built up a procedure to estimate
adaptively the couple («, ). Finally, some numerical results are presented to emphasize the
accuracy of our method.

2. Estimation of a« when v is known

In this first part, we shall suppose that the locus of the asymetry v is known.

2.1. Main Assumptions and Results. Set

1 T
(84) Mr o= / (X)L, (X7 ds, T > 0,
0
and
My v _dr
(85) G : a_o*(@) T > 0.

- v b do
MT ( a’,yag(x) - f'y (rg(z)> + (b_ 7)

Our main result is the following theorem.

THEOREM 2.1.1. The random variable & is a strongly consistent and asymptotically normal
estimator of the coefficient o.
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This theorem will appear as a corollary of two propositions. The first one states an ergo-
dic theorem for the process X7.

PROPOSITION 2.1.1. Let v! and v° be the measures respectively defined by
1

86 dv'(z) = 1 1—a)l, d
and

dv;((w))
(87) dl/g(x) = T(x)

R o2(z)

For any measurable function f in L'(v7),

(88) / FXO) ds—>/fdy

REMARK. It is straightforward to check that the function o= is in L'(¢v!) from our
hypotheses.

The second proposition of interest provides a central limit theorem.

PROPOSITION 2.1.2. For any measurable function f in L'(v7),

(89) ﬁ(% /OT f(X9) ds—/fdu") m/\/(o a?),

where N (0, UJ%) stands for the zero mean gaussian law with variance

(90) o—f:4/ (/ Iy ffd” dy) A7 (2).

The next part of this paper is devoted to the proofs of these two propositions and of
theorem 2.1.1.

2.2. Proofs. In order to prove the proposition 2.1.1, we start by considering the case
= 1. Then we shall deduce the general case using a time change argument.

LEMMA 2.2.1. If the diffusion function o is constant and equal to 1, then the process X! has
a unique invariant measure v! defined by (86).

PROOF. If 0 = 1, equation (83) reads
(91) X! =2+ B+ (20— )L} (XY — KXY, 2 € [a,b], o €]0, 1], ¢ € [0, T].
Let ¢, , be the continuous function defined by
epa(y) =0y — V) Ly<y + 9y =V Lgsy +7, Yy ER; p, g ER™.
This function has an inverse o, | :
1

B 1
enay) = ];(y — M)y + 5(y —N1lgsy +7, y €R
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We consider the process Y; := ¢, ,(X}). The Ito-Tanaka formula leads to

t
‘Pp,q(th) = @p,q(x) +/0 W;,q(X )Xm + 9 LV(X ) with @;,q(y) = ply<y) + Ly
t

t
= Gpa@)+ [ (XD B+ 2a-1) [ (X anx)
0 0

- [ e + S )

t
= ¢pa() +/ Phq(Xs) dBs + {(2a — 1)2% +12 5 p} LI(XY
0

t
- / 2 (X1 AR (X1,
0

We consider independently each integral in the former equation. First, note that ¢}, ,op, }1 =
/ K K
©p.q SO that

t t
| ernaxhias.= [ ¢, v aB.
0 0

So far, we have shown that

t
p+q q—0p p.0(a), Op.q
(92) Yt:sop,q(x)+/0 so;,q(Ys)st+[(2a—1)?+ 5 ]L”(X) [ ferat@) eralll iy

with J[#ra(@era®lyy IN @, (X1) dKY(X1). Tt is easy to check that this process is
nothing else than
p,a(a), ¢p,q(b p,q\a p,a(b

Now, making use of the properties of the local time (see Revuz and Yor [77]), we have
LX) = Li(ppe(Y)) as 9pe(7) =7

1 1
= LD L (V) L Dagp (LT (Y)
where D_ (resp. D) stands for the left (resp. the right) derivative and L]} (Y') (resp.
LIT(Y)), for the left (resp. the right) local time of the process Y in « (that is the local
times defined from the Tanaka formula with, respectively, sign(0) = —1 and sign(0) = 1).
Thus, we have
1 1

LIX") = =L (V) + L7 (Y).

(93) HXY) = (oL (V)4 o L (Y)

We want to rewrite this last expression in term of the symetric local time of Y. In fact, we
are looking for a constant 3 such that equation (92) can be written as

t
p,q(@), Pp,q(b
Y = gpalz) + / o (Vo) dB, + BL(Y) — KPra® 20a® ()
0
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We are going to make use of the two following relationships between the different notions of
local time (see again Revuz and Yor [77]) :

(94) {L?+(Y)+LZ‘(Y) — 200(Y)

LT (Y) = LI (Y) = BL(Y)

This last equation is obtained from the general property
t
L) = L) = [ ey,
0

where V' is the finite variation part of the process Y. The process Kt[@”’qw)’“op’q(b)] (Y) only
grows on the boundaries ¢, ,(a) and ¢, ,(b) and thus gives no contribution to the integral

f(f Ly,=) dV. From equation (94), we get

S ot
L) = 1-)5w)

Then, using equations (92) and (93), we see that 5 must satisfy

-3t ][ (-9 40D

So that, after simplifications, we have

(95)

q
o= —
p+q
one can check that
e 2
= —p
q +p

Therefore, the process Y satisfies the following SDE in the weak sense :

t 2

q —
Yi=opa@) + [ (VB L
0 ¢+

2
p p,q(a), ¢p,q(b

It is known (see Martinez [67] for a recent proof) that such a process is associated to the
divergence form operator

d

1 d
=7 < gopq I ) + boundary terms

and therefore has a unique invariant measure, namely the uniform measure over the interval
[£p.q(a), ©pq(b)]. Consequently, the process Xy = ¢, (Y;) also has a unique invariant measure
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whom we are now going to give the density dv. For any continuous and bounded function f,
we must verify

#p,q(b)

1
dv = o d
/f Y ©pa(b) — @p q(a) /gopq(a d SOPq(y) Y

= fw)e;
qu qu / pq

Therefore, as ¢, 4(b) = q(b— ) — 7, sopq( ) =pla—7) —vand ¢, (y) = ply<y) + qly>y),
we have

1
dv(z) = Plig 4 (x) + ¢l 4 (2)) do
() q(b—’y)—p(a—fy)( fa. ) () 0 ))
1 q
= 1—a)li, y(x)+al z))dr as o = .
alb—)+ 1 —a)(y—a) (( )L a,1() L )) P
Thus, v = v* and the lemma is demonstrated. O

The following corollary is an immediate consequence of the former lemma.

COROLLARY 2.2.1. If the diffusion function o is constant and equal to 1, then, for any
measurable function f in L'(v1),

(96) /f Vs —= [ Faut

T——+oo

PRrOOF. The proof of this result is classical (see, e.g., Gthman and Skorohod [37]). The
main assumption needed in the proof, the strong Markov property, holds for the process X!
(see Martinez [67]). O

PROOF (of proposition 2.1.1). We are now in position to demonstrate the proposition
2.1.1. We introduce the stopping time

7, := inf <s : / o*(X7) du > t)
0

and the process Y, := X7 which verifies
(97) Vi =x+ / 0(X7)dBs + (2o — 1) L2 (X7) — KI*P(X7).
0
The Dubins-Schwarz theorem states that there exists a Brownian motion W such that
/Ti o(X?7)dBs = Wy, ¥Vt > 0, a.s.
0

Moreover, a result of D. Revuz and M. Yor [77] asserts that L) (X?) = L](X7). Thus,
equation (97) can be written as

Y, = x4+ W,+ (20— DL} (X7) — K*?(X7)
= o+ W+ (20— 1)L](Y) — K*(Y).
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This is equation (91). It is known that such an equation has a unique weak solution. And we
have yet demonstrated that this solution has a unique invariant measure. Therefore, lemma

(2.2.1) applies. Let us recall the definition of the measure v
dv ((:v))

dv?(r) = — 5~ W

R o2(z)

and let us consider a measurable function f in L'(v”). We are interested in the convergence

of the random variable L

— | f(XJ)ds

T Jo
An easy change of variables allows to rewrite it

1 Jo F¥);
— | F(X0)ds = —° L,
T Jo fo o2 (YS
Then, applying corollary 2.2.1, we can state that
1 [

. Xad a.s. da.
s f(XY) ST fdv

As the process (7¢)¢>0 is strictly increasing we can conclude the proof and assert that

—/ F(X9) ds—>/fdy".
T—+4o00
O

So far, we have proved the strong law of large numbers. We now turn to the proof of the
central limit theorem.

PROOF (of proposition 2.1.2). Once more, consider the function
ea(y) =y =N ly<y + 9y — V) yzy +7, y €R.
We now choose the parameters p and ¢ such that
ag+ (a—=1)p=0.
Then, the process Y; := ¢, ,(X7) as defined in (92) satisfies
(98) dY, = p(Vi)dB, — di;? " 1 ON(Y), 1 € 0,T), Yo = pp(w),
where

ply) =00 90;,3;(1/) : (pﬂ(yﬁv) + q]l(yZ“/)) :
Consider a measurable function f in L'(?) and the Poisson problem

W)?h(y) = —fowpay)+ [ fdv,  y € (ppgla), 9pq(b))
Z_Z(y) = 0, Y = ppqla) or gp,(b).
This problem has a solution twice differentiable, namely

N era® fop t(y) — [ fdv?
u(z) == 2/p | (/Z PO dy) dz, © € [ppq(a), pq(b)].

p,q(a

(99)
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By Ito’s formula, we get

i) = ufo)+ g [ o0 s s+ [ a5 am,

’ du o [op.a(@), p.aB)] (1
— [ oG a7

T
~ du -
— u(%) /fosopq as+ 7 [ ga+ [ oG dB,

— (V) - (/fX" ds—/fdv) /OTpm)Z—Z(ﬁ)st
Thus,

( / fexsyas - [ gar ) =%/0Tp<?;>j—2<?;>d35—% (u(¥r) — u(¥p))

We aim to apply the Central Limit Theorem for stochatic integrals in order to prove the
convergence in law. The bracket of the stochastic integral appearing in the expression is

s (p<ﬁ>fl—5<m>)2 ds.

We are now going to express this integral in terms of the process X7 and apply the result of
proposition 2.1.1 to check its almost sure convergence :

LT du s\
o7 = as lim T/o (p()@)d—z()@)) ds

T—o00
17 o du A\
= a-s‘jll_r}gof/o <po¢p,q(Xs)'d_yo@p7q(Xs)) ds
du ?
-/ (posap,q<z>-d—wp,q<z>) (2
R Y

- / (/ Iy ffdy y) dv’(z) < 4o0.

The assumptions of the Central Limit Theorem for Brownian martingales are verified (see
Basawa and Rao [8]) and therefore

\F/ ) dB, = N (0,0%) .

T—+0c0

Moreover, as the function u is continuous over the compact set [¢, ,(a), ¥, 4(b)], it is bounded
and so

% (u(¥2) —u(¥e)) —~—0.

Finally, we apply Slutsky’s lemma to deduce the convergence in law

ﬁ(% /OT F(X9) ds—/fdy") m/\/(o 3).



We have now all the elements to prove the main theorem of this paper.

PROOF (of theorem 2.1.1). Remember the definition of the estimator ér :

My [ g
N a o2(x)
ar = v _de b dx ’
Mr < a o2(z) f’y 02(95)) + (b - 7)
with
1 /7
My = T/O 0—2(X80')I].(Xg2ﬂ/) dS, T >0.
From proposition 2.1.1, we know that the process M converges almost surely,
+00
My —22 ot dv.
T—+o0 5

This limit can be restated as a function of « :

o0 02(2) L (g3 22
/ o2 dv°® f]R (x27) o2(z)
N

dvl(z)
R o2(x)
B a(b—17)
- b XL XL :
o f) i+ (L= a) [ 5

From this equation, we check the strong consistency of the estimator ar. To prove the
asymptotic normality, we have to rewrite & in a slightly different way :

x x b dex
MT fa’y an(z) o aMT < J ag(:c) - f'y ag(z)) - Oé(b - ,7)
My < aﬂ/ agzcm) o fﬂi) créi(mx)> + (b o 7)
(100 g ) ()
x b de
MT ( Jo‘éi(:ﬂ) - ffy (rg(x)> + (b - ,Y)

Using the results of the propositions 2.1.1 and 2.1.2, we know that, on the one hand,

\/T(dT—O./) = \/T

“+o00
a.s.
My -2 o?dv’,
T—4o00 5

and, on the other hand,

with




Therefore, applying Slutsky’s lemma again, we can conclude that our estimator is asympto-
tically normal :

VT (6 — a) TLLL/\[(O,FLQ)

— 400

with variance
2

T b T
<(1 —a)[] g;i(x) + osz —g(r)> T
+00 o o b dx
fy o2 dv < (;yag(:c) - f’y ag(z)> + (=7

This ends the proof of our main theorem. O

I<L2 =

2.3. Process with drift. We now turn to the general case of skew processes with drift.
Let X, be the unique weak solution to the stochastic differential equation :

(100) X, = x+/t b(X,) ds—l—/ta(Xs) dB,+(2a—1)L] (X)— K" (X), 2 € [a,b], a €]0, 1].

The function b is supposed to be Lipschitz, and, once more, the functions b and o are
supposed to be known.
A scale function of the symetric process (a = 0) is

s(y) = /ayexp (-2[%@) dy. a<y<b

As the function s is twice differentiable, the It6-Tanaka formula applied to this function and
the process X leads to the following representation for the process X* := s(X).

t t
XP=s(x) + / (0s") 0 s~ (X2) dB, + (200 — 1) L7 (X*) — / s o s HX2)dK 1P (X).
0 0

1

Now, let us define the function o® := (0s’) o s and the process

t
Kt[s(a),S(b)] (X*) = / §' o S—I(X{j)dKLa,b} (X).
0
One can easily check that the process X* satisfies the following SDE in the weak sense :
t
X7 = s(z) + / o*(X5) dB, + (200 — D) LI (X%) — K@ =0l (xsy,
0

where the process K[*@):*®)](X*) induces a reflection over the interval [s(a), s(b)]. As the
process X is reflected over the interval [s(a), s(b)] this equation is precisely the SDE (83)
studied in the first part of this paper. Following exactly the same demonstration, it is then
a trivial matter to prove that
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THEOREM 2.3.1. The estimator of the pammeter a defined by

N
by = . fo : d) T>0,
My <fa 2@ —fﬂ/ W) + s(b)
where .
My = ?/0 (08")*(Xs)L(x,5) ds, T >0,

is strongly consistent and asymptotically normal.

In particular, the strong consistency is a consequence of the following ergodic theorem.

THEOREM 2.3.2. Let us define the new measure

uldz) o (ap(@) g, (@) + (1 - a)p(e) Lo () do
with

exp <2 f:c b(z

O(x)2

/f s - [ fau

p(r) Z) , Vx € [a, b].

Then, for any function f € L'(u

The proofs are similar to the case b = 0. They rely on changes of variable using the

bijection s (see for example Rogers and Williams [78] for this proof in the case o = ).

3. Estimation of the parameters o and v when they are both unknown

We are now going to explain how one can construct an efficient estimator of the parameter
~ as a minimum contrast estimator. First, we need a few results about time changed diffusion
processes.

3.1. Random time change and reflected diffusions. We shall make use of the fol-

lowing lemma, extending a well known result concerning the brownian motion (see Karatzas
and Shreve [47]).
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LEMMA 3.1.1. If the process X is solution to the following SDE
t t
(101) X, =+ / b(X,)ds + / o(X,) dB, + (20 — 1)L} (X) — K[* (X)),
0 0
for 6 €]a, b[, we define the random time change

%f ;= inf {s >0: / Lix,>0) ds > t} .
0

Then, X! := X0 is solution to the SDE
t t
X! = X0+ / b(X?)ds + / o(X?) dW, + (200 — 1)L} (X?) — K1"P1(X?)
0 0
if v > 6 and
t t
X0 X0y / b(X?) ds + / o(X0) dW, — KV (%9
0 0

if v < @, where W is a new standard brownian motion and X¢ := infe>o {Xs > 6}.

PROOF. From the definition of the stopping time 7/, it is clear that, on the one hand,

#f t
/ Lx.>0) dSZ/ Lix ,>0) dy =t
0 0 s

and, on the other hand,

~0

T t
/ L(x,>0) dBs = / Lix,,>0) dBso
0 0

s

is a standard brownian motion W, from the Dubbins-Schwarz theorem. Moreover, by construc-
tion, X7 > 6, almost surely, for all t > 0. Thus,

X! -0 = ‘Xf—@} as X! >0

t
= |X{ -4 +/ sgn(X? —0)dX? + LY(X?) from the Tanaka formula
0
~ t ~ ~ ~
= ‘Xg — 9} +/ Lixo>0) dX? + LY(X?) because X! > 0
0

t
= XJ-0 +/ Lix_,>0 dXze + LY (X% because X > 6
0

s

Thus, we get the first representation
7
X0 X0 / Lix,n dX, + LI(X?)
0
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We now make use of equation (101) :

r 7"t9 7v't9
[ vendxe = [T o ds+ [ o100 dB,
0 0 0

72 U
(20— 1) / Ly, dL7(X) — / x50 K10 (X).
0 0

Considering the first two integrals and our preliminary remarks, we have, on the one hand

0

T t
/ b(X)lix,20 ds = / b(Xz0)L(x,p20) A7)
0 0 s

and, on the other hand,

T t
/ 0(Xs)l(x,20)dB;s = / o (Xr0)L(x g0 dBrg
0 0

Consider now the term
-0

Ty t
/ H(stg) dLZ(X) = / H(X%QZG) dL;ZQ(X)
0 0 s s

t
= / 1059 dLI(X?).
0

It is the clear, from the property of the local time that

— Jy Lxosg dLY(X?) = 0/if ¥ <6,

— Jo Ligos) dLY(X?) = L] (X) if v > 6.
For the same reasons, we also have

0

/ Lix,20) AEIP(X) = K(XO).
0

And the proof is complete.

O

The graphics 2, 3 and 4 illustrate the former construction for a brownian motion. In
such a case, one can find an alternative demonstration, based on the same ideas, in It6 and

McKean [45] or Stroock and Varadhan [81].
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REMARK. Of course, defining the time change

’7A't9 = inf {S >0: / I]'(nge) ds > t} ,
0

it is easyly seen that the process Xf =Xz will be a solution to the following SDE
t t
X! =X +/ b(X?) ds +/ o(X0) dW, + (20 — 1)L} (X?) — K[*(X?)
0 0
if v <0 and
t t
X=X+ [ ds s [ oD, - KO0
0 0

if 7 > 0, where W is a new standard brownian motion and X¢ := inf o {X, < 6}.

For convenience, we now define the right inverses of the random times 77 and 77 :

t
f(t, 9) Z:/ ﬂ(xszg) ds
0
and
R t
f(t, 9) = / ]l(XSSQ) ds.
0

We now proove a lemma concerning the regularity of the random time changes.

LEMMA 3.1.2. For all t > 0, the random functions 6 — 7/ and 6 — 7¢ are differentiable and
0, LX)
90" = 2 (X7)
2729 — Lf (X@)
%" sAXP)

PROOF. We proove the lemma for the map 6 — 7/ as the demonstration is similar in the
other case. For 0 €|a, b[ and t > 0, we have

t
i, 6) Z(/ﬂmem*
0

+oo Ly( )
/ 2 dy from the occupation time formula.
o 0°(Xs)

From the first expression, we see that t — f(t, 0) is differentiable for all § €]a, b[ with

0 -
—f(t,0) =1
atf( ) ) (the)’
and from the second, that § — f(t, §) is differentiable for all ¢ > 0 with
0 LY(X)
—f(t, ) = - <.
89f( ’ ) 0'2(Xt)
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Moreover, by definition, the map t — 7 is the right inverse of ¢ f (t, 0). Thus, we have
f(72,0) =t vt > 0.
Then, from the implicit functions theorem, § — 77 is differentiable and

0 4wl 0)
89 ' %fv(%f? 9) '

But, we also have, on the one hand

9 ¢/
a (Tt> 9) = ]l(Xft920>
= )
=1
and, on the other hand,
0z .9 0 ng(X)
%f( to ) - _UQ(Xi—f)
)
o?(X7)
This proves the lemma. U

3.2. Estimator of 7.

3.2.1. Main idea. The idea to estimate -y is very simple. We are going to split the interval
la, b] at a given level # and stick each part of the sample path of X using the time changes
described above. Then, a fictive asymetry coefficient will be estimated over each one of the
sub-intervals [a, ] and [, b]. If the splitting occures precisely at the level § = ~, then no
asymetry should be detected and the estimators of the fictive asymetry coefficients should
be equal to % Let us now make precise this intuitive idea.

3.2.2. The estimator of v and its consistency. Keeping the same notations, we now define,
for a < 6 < b, the empirical means

o 1 f(T,6) 2o
MT = f(T, 9) /O (086) (XS) ]1(5(32%) ds
and
R 1 f(T70) ~
0 . 1\2 0 R
My = T o) /0 (os)) <X3> H(nge;a) ds,

where s (.) is the function




Unsurprisingly, we also define the corresponding estimators
- b+6
0 2 dx
0. Mz Jy (025, (@)

aT - b+6
BTV , )
Mz (f” 2 (0253)@) — [y (0253)@)) +50(0)

and
a+6

Mr [.” wom

= — — - ‘ - '
3 (17 e = e i) + 5400
Finally, the estimator of the parameter v is defined by

«

Ar € argmin, gy, Ur(0)
with
Ur(6) i= |64 — 69|

The main result of this section is the following theorem.

THEOREM 3.2.1. For a # %, the random variable A1 is a strongly consistent estimator of
the parameter 7.

To prove this theorem, we show that Ur is a contrast process converging towards the
contrast function U with a unique minimum in ~.

PROOF. Remember that the invariant density of the process X is

Ly, 5(y) 1a,4)(y)
ply) x a——~+ (1 —a)———~
W G T V)
so that
Ly X a.s
T; ) T—>.+oo a*(y)p(y), Yy € [a, b] (see Bosq and Davydov [16] or Van Zanten[88] for instance).

Using the time changes defined previously and the occupation time formula, we have the
alternative expressions

o e sy )L dy

Mr = I
0 o*(y)
0
e s WPLEX) dy
T — 0 LY(X) )
fa O'E(y) dy

and the convergence results

. . [0 (05)2(y)p(y) dy
Mg L M9 = 2
oo [, ply) dy
s e Jee (@@ dy
T o = .

7
Trtoo J. p(y) dy
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From the previous equations, it is now easy to check that Ur can be written

UT(Q) = ‘dT v

with
) fe+b s (y)2LY(X) dy fg 02 0
e VARES ,
' f9b+b sy(y)2LE(X) dy f S - LX) dy
91b 29 0 02 é)(y) 02 / g2(y
and
9
0 Jtse s @PLEO) dy [,
Q=

a+6 ] 0 Ly X ’
Jo $0(y)*LE(X) dy <fa T i ~ Jepe <—0255><y‘>) + 50(0) [ 57 dy

Moreover, for all 6 E]a, b[, Ur(#) converges almost surely pointwise towards the deterministic
function

with
b b+0
o fM(USIO)2( dyf@ 0.2 / (y)
b )
Joze(55)*(y)p(y) dy (fg W p(y) dy
and
0 , até
OA{@ L ngQrJ (Usa) ( dyf 023 )(y)
T a+0

[4 ath [4
Jiea (0,2 (w)ply) dy (. W— Jlao 5) + 5a0) [ ply

Now, the study of the function 6 — U(0) easily shows that it is continuous and admits a
unique minimum at 6 = ~, for all a # % The figures 5, 6 and 7 represent this function for
different values of the parameters in the case of the skew brownian motion. For this process,
we have 0 = 1 and s,(y) = y — 2. In this setting, we get the more tractable expressions

Ve Lidy o qa(b-y VD) 4 (1) (v - 2),
2 fgbL%dy T—4o00 2 a(b—7v9)+(1—a)(7—9>+

OéT:

and

1 f% Lydy 15 <041L(99,) +(1— a)l(vge;a))

2 faeL%dy T—+0 2 a(@—7)s+ (1 —a)(@ Ay —a)

(a0 =)+ (L= @) (7 = %52) Lsgec o
=) T =@ A7 —a)

OéT:

+

where L. stands for L(X).
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Therefore, we have checked that Ur(f) is a contrast process. To our knowledge, there
is no definitive result about the convergence of argmin estimators. In the general case, the
good notion seems to be the epi-convergence of sequence of functions as studied by C. Hess
[43]. But our situation is very simple. In fact, our contrast process defines a sequence of
continuous functions defined on a compact interval and converging almost surely pointwise
to a continous function with a unique minimum. Therefore, we have uniform convergence of
our contrast process and thus, convergence of the argmin. This concludes the proof. 0

4. Numerical results

This last section illustrates the accuracy of the estimators on the exemple of the skew
brownian motion starting from 0.

0.82 T T T T T T T T T

0.8

0.78 - B

0.76 - B

0.74 - ]

alpha

0.72 - B

0.7 4

0.66 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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time T

FiGc. 8. Estimation of a when a = —1.0, b=1.0, a = 0.8, v = 0.0
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5. Conclusion

5.1. Discussion upon our approach. It is worth pointing out that, as the measures of
the processes X («, ) are singular for different values of o and v, it is theoritically possible,
in our continuous setting, to built estimators of the parameters with an exponential speed
of convergence. Nevertheless, in practice, one has to deal with discrete data. Thus, such
estimators, which are founded on the estimation of the local time at ervery point of the
domain, may behave very badly. Meanwhile, our approach is robust to discretization. So, if
the long run is not theoritically necessary in this estimation problem, we do think that in
practice, such an symptotic has to be considered.

5.2. Perspectives. This chapter is a first attempt to estimate the parameters of ske-
wed processes. So far, we have provided a method to consistently estimate both the asymetry
coefficient and the locus of the asymetry, and given a speed of convergence for these esti-
mators, in a one dimensional setting. Much remains to do. Of course, the extension to the
multidimensional setting is the great matter. But the lack of uniqueness of the notion of
local time in higher dimension seems to forbid a general treatment of this question. Another
way to explore is the study of kernel estimators to handle the functional case where the
asymetry is defined by a functional as fot a(X,)dL) or a(L]) (see Barlow, Burdzy, Kaspi
and Mandelbaum [7] for an introduction to such processes).
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Troisieme partie

Collaboration industrielle



Outre le travail théorique présenté dans les précédents chapitres, cette these fut également

I’occasion de considérer des problemes de recherche industrielle au cours d’une collaboration
avec ’équipe PRIME de la société Gaz de France.
Ce travail a été réalisé en collaboration avec Axel Grorud (Université de Provence et CNRS),
Antoine Lejay (INRIA), Love Lindholm (Ecole Polytechnique), Charlotte Pouderoux (ESSI)
et Denis Talay (INRIA). Quatre rapports techniques détaillent les différents résultats que
nous allons résumer dans ce chapitre.

One of the chief duties of the mathematician in acting as an adviser to scientists is to
discourage them from expecting too much from mathematics. (Norbert Wiener)



CHAPITRE 5

MODELISATION ET SIMULATION DES INDICES
PETROLIERS

1. Introduction

1.1. Le probleme posé par Gaz de France au Projet OMEGA. GDF est confronté
a des problemes de modélisation et de simulation de contrats d’achats a long terme de gaz.
Les prix sont indexés sur divers indices économiques, en particulier des taux de change et
des prix de produits pétroliers. Dans la littérature académique, il n’est pas actuellement pro-
posé de modélisation convaincante de ces contrats qui permette de bien poser et de résoudre
numériquement la question de leur évaluation. Le projet OMEGA s’est donc attaché a la
résolution de ces questions.

1.2. Analyse économique sommaire. Notre approche est empirique et notre modele
est construit a partir de I’étude de données numériques fournies par Gaz de France et non
sur la base de considérations économiques. Néanmoins, pour nous permettre de comprendre
les mécanismes de formation des prix du pétrole et du gaz, nous nous sommes fondés sur un
document technique de D. Babusiaux [4]. Celui-ci décrit les différents facteurs qui influencent
la formation des prix sur le long, le moyen et le court terme.

Sur le long terme, la loi d’Hotelling, qui stipule que le prix d’une ressource épuisable doit
croitre a un taux égal au taux d’actualisation, reste encore un modele de référence. Toutefois,
des progres techniques constants permettent aujourd’hui d’exploiter des ressources nouvelles
et plus que la rareté des hydrocarbures, il semble que ce soient désormais les cotits tech-
niques et sociaux (en particulier les nouvelles contraintes de respect de I'environnement) qui
imposent la progression des prix a long terme. Malgré tout, notre étude a permis de mettre
en évidence une certaine stationnarité des cours qui n’est pas sans rappeler le comportement
des taux d’intérét.

Sur le moyen terme, le cartel des pays producteurs de pétrole (avec a leur téte 1’Arabie
Saoudite) et le marché se partagent la détermination du prix du brut. Le premier peut gé-
néralement maintenir un prix donné dans une fourchette raisonnable. Si les prix devaient
devenir trop élevés, les forces de rappel du marché joueraient pour le faire redescendre dans
cette fourchette.

Sur le court terme, les marchés a terme assurent la fluidité et la transparence des marchés.
Ils amplifient également les tendances observées chez les opérateurs pétroliers, notamment
en ce qui concerne la gestion de leurs stocks.

Enfin, tous ces éléments, ainsi que les données utilisées au cours de notre étude, n’ont évi-
demment pas permis de construire un modele permettant de rendre compte de 1’évolution
récente des prix. Les événements internationaux récents en Irak, au Venezuela ou en Rus-
sie ont, considérablement perturbés le comportement des indices pétroliers. La méthodologie
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que nous allons exposer reste toutefois valide mais les résultats numériques doivent étre
réactualisés.

2. La construction d’un modele pour les indices pétroliers

Les données fournies par Gaz de France consistaient en 10 séries de prix journaliers s’éten-
dant sur 10 ans. Le premier objectif de notre étude fut I’élaboration d’un modele permettant
de rendre compte du comportement de ces 10 séries. Deux approches ont été envisagées,
la premiere fondée sur 1’étude des séries chronologiques et la seconde sur 'utilisation des
processus de diffusion.

2.1. L’approche série chronologique. Les séries chronologiques étaient jusqu’a pré-
sent 'outil de modélisation utilisé par Gaz de France. Nous avons donc débuté nos investi-
gations sur cette base. Cette premiere étude, réalisée a ’aide du logiciel SAS, nous a permis
de mettre en évidence la non-stationnarité globale des séries et leur forte corrélation. Par
ailleurs, les séries différenciées a l'ordre 1 pouvaient raisonnablement étre représentées par
un bruit blanc, nous nous sommes donc convaincus qu'un modele ARIMA(p,1,q) pouvaient
convenir. Toutefois, cette approche ne nous a pas donné satisfaction dans la mesure ou les
algorithmes d’identification de SAS n’ont pour la plupart pas convergé faute de données.
Nous nous sommes donc tournés vers les processus de diffusion dont la pratique nous est
plus familiere.
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2.2. L’approche processus de diffusion. Notre objectif devenait donc l'identifica-
tion, a partir des 10 séries qui nous avaient été fournies, des coefficients de dérive b et de

diffusion ¢ ainsi que la dimension d d’un mouvement brownien W définissant un processus
de diffusion X de R!° via 'EDS

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dwt.

2.2.1. L’étude des corrélations. Cette premiere partie avait pour objectif de caractériser
rigoureusement les phénomenes de dépendance entre les différentes séries. Ce phénomene
intéressait particulierement Gaz de France, leur permettant d’établir une hiérarchie entre
séries directrices et séries subordonnées. Pour notre part, nous y voyions la possibilité de
choisir un brownien W de dimension minimale et ainsi de diminuer le cout numérique de la
simulation du modele.

Une étude préliminaire fut menée sur les couples de séries a I'aide du processus de corrélation
empirique :
(X, X7,

correlation historique
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F1G. 4. Deux séries positivement corrélées
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Cette étude confirma les résultats déja observés grace aux séries chronologiques. Toute-
fois, pour déterminer la dimension brownienne d et établir des tests d’hypotheses, il nous
fallait une approche plus robuste. Celle-ci fut explorée par A. Lejay et L. Lindholm. Leur ap-
proche repose sur ’étude des valeurs propres de la matrice de diffusion. Précisemment, étant
donnée I'observation d’une trajectoire d’un processus d’Ito de R™, conduit par un mouvement
brownien W de R",

dX; = bdt + o dW,;
a des instants tg, ¢1...t,, la matrice de diffusion 0.0} peut étre estimée localement par la
variable 4
I < \
Qy; = h Z (th - th—l) (th - th—l) :
j=i—h+1

Il est ensuite possible de diagonaliser cette matrice et d’estimer ses valeurs propres. Une
conséquence du théoreme de représentation des martingales permet alors d’affirmer que,
si d des ces valeurs propres sont non nulles, alors seules d composantes du mouvement
brownien W contribuent a la dynamique du processus X. Néanmoins, en pratique, il est
difficile d’établir si une valeur propre est négligeable ou non. Cette procédure nécessiterait
donc des résultats la précisant, par exemple au moyen d’intervalles de confiance. Des travaux
complémentaires sont poursuivis en ce sens.
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Fi1G. 5. Estimation des valeurs propres de la matrice de diffusion historique
pour les indices pétroliers

2.2.2. Estimation non-parametrique du coefficient de diffusion. Pour estimer le coeffi-
cient de diffusion o, nous avons fait appel a ’estimateur non-parametrique développé par
D. Florens-Zmirou ([30] et [31]) en dimension 1 puis étendu en dimension arbitraire par P.
Brugiere ([18] et [19]). Mentionnons également les travaux précurseurs de G. Banon [6] et
les résultats récents de F. M. Bandi et G. Moloche [5] sur le méme theme.

L’estimateur de la fonction de diffusion a := oo* au point € R est le suivant :

1 A, €z *
1 Zn K (#) (X(i—i-l)A - XZ'An,T) (X(i-i-l)An,T - XiAn.,T)
A T n—1 Ay T z
" ZE K ()
T représente la durée des observations disponibles, n, le nombre de données et A, r =
%. C’est donc un estimateur a noyau fondé sur la variation quadratique empirique. Sous
des hypotheses tres générales, cet estimateur est fortement consistant et asymptotiquement

() 1=

120



normal. Chez D. Florens-Zmirou ([30] et [31]) et P. Brugiere ([18] et [19]), le noyau K est la
fonction indicatrice. Mais en pratique, plus que le choix du noyau, c’est la taille de la fenétre
hy,r qui va conditionner la performance de I'estimateur. En théorie, il suffit que cette fenétre
converge a une certaine vitesse vers 0 quand le nombre de données n augmente pour garantir
le bon comportement de I'estimateur. Dans le cas de l'estimateur de Florens-Zmirou, nous
sommes par exemple conduit a choisir h, r = O (n_l/ C“) avec a € (2, 3). Cependant nous ne
disposons que d'un nombre de données fixe. Pour choisir convenablement la taille de fenétre
la mieux adaptée nous avons donc eu recours a une procédure de validation croisée (voir par
exemple Lo, Mamaysky et Wang [65] pour une introduction et des applications en finance).

estimation de la fonction de diffusion pour 'indice breplatt
30 T T T

T
"diffusion.out”
"intcont.out" using 1:2 -—-—-
el "intcont.out" using 1:3 -------- ,

26 -~

24

22 -

20 -

18 -

fonction de diffusion estimee

16

14

1z

10

50 350

indlice breplatt en USD/

F1c. 6. Estimation unidimensionnelle du coefficient de diffusion et son inter-
valle de confiance asymptotique & 95%
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premiere composante diagonale de la matrice de diffusion e diagonale de Ia matrice de diffusi
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6 140775
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(¢) Composante hors diagonale de la matrice (d) Precision de la fenétre
de diffusion

Fi1G. 7. Estimation non-paramétrique du coefficient de diffusion pour deux séries

2.2.3. Estimation paramétrique du coefficient de dérive. Une fois le coefficient de diffusion
caractérisé, il nous restait a estimer le coefficient de dérive. Pour ce faire, nous avons opté pour
une approche parametrique. Le peu de données disponibles ne permettait pas d’espérer de
bons résultats dans un cadre non-paramétrique. Néanmoins, les différentes séries laissaient
clairement apparaitre des stationnarités locales. Nous avons donc retenu un drift de type
“retour vers la moyenne” b(x) = v(0 — x) dont les parametres sont faciles & estimer par
une méthode de maximum de vraisemblance (voir le chapitre 3 et Fournié [32]), une fois le
coefficient de diffusion connu.

2.2.4. Synthese. La fonctionnelle de prix qui nous a été fournie par Gaz de France pour
nos tests numériques fait intervenir les moyennes mobiles de trois indices pétroliers et le taux
d’intérét euro-dollar. Nous avons donc retenu le modele de diffusion suivant :

dSt = b(St) dt + O'(St> th

ol S est un processus & valeurs dans R™ et W est un mouvement brownien standard sur R%.
Spécifions maintenant les différents parametres de ce modele.
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Dimensions : n =4 et d =14
Dérive : b(s); = v; (i — 8;),i=1...4
Diffusion :

o1 S)

(
o= o
0

avec

— 01(8) = a14/51 (Le taux suit le modele de CIR et est indépendant des trois indices.)

- 07;(8) :OZZ(SZ—KZ)++BZ,Z:24

— 0= (0k)1<ki<s telle que S0 _ 02, =1,1=1...3
Les valeurs numériques des différents parametres de ce modele ont été estimées a partir des
résultats obtenus au cours de I’étude décrite précédemment. Nous avons choisi de modéliser
le taux d’intérét euros/dollars par un processus de CIR que nous supposons indépendants
des trois autres composantes du processus de diffusion. Ce choix est arbitraire. Il est bien
str possible d’étudier les corrélations entre ce taux et les indices pétroliers avec les outils que
nous avons décrits.
Les figures 8, 9, 10 et 11 présentent une réalisation du modele que nous venons de présenter.
La figure 12 illustre I’évolution du prix simulé a partir de cette réalisation.

BRENT
210 T T T T

T
brent

200 - B

190 - q

180 -~ B

170 - b

dollars par tonne

160 - b

150 -

140 - B

130 | L | 1 | | L | L
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

annees

Fig. 8. Cours simulé du Brent
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F1Gc. 9. Cours simulé de Btsrm
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Fi1c. 12. Evolution simulée du prix
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3. La simulation numérique du modele

La seconde étape de cette collaboration concernait la simulation efficace d’une fonction
de prix. Cette fonction prend en argument les séries pétrolieres citées précédemment et
établit un prix pour le gaz naturel. La transformation se caractérise par une tres grande non
linéarité. La société Gaz de France était particulierement intéressée par la simulation de la
loi de cette fonctionnelle. La méthode de Monte-Carlo s’imposait donc mais la complexité
de la fonctionnelle a simuler laisser présager une variance importante, ce que confirmerent
quelques tests préliminaires. Par ailleurs, les techniques de réduction de variance classiques
pouvaient difficilement étre mises en ceuvre, toujours du fait de I'expression difficilement
manipulable de la fonctionnelle de prix. Nous avons donc décidé d’appliquer la technique de
réduction de variance adaptative décrite au chapitre 1 a ce probleme. Cette technique est
tres générale et requiere tres peu d’information sur les fonctionnelles a simuler. De plus, elle
conduit théoriquement a une réduction de variance optimale.

Nous illustrons maintenant 1’algorithme de réduction de variance adaptatif décrit au premier
chapitre sur trois exemples de fonctionnelles du prix. Pour ce faire, nous avons retenu comme
critere la taille de 'intervalle de confiance asymptotique symétrique a 95%, c’est-a-dire la

quantité
1.960,,

NZD
ou n désigne le nombre d’itérations de I'algorithme de Monte-Carlo et o,,, I'écart-type estimé
a partir de ces n itérations. La figure 13 illustre les résultats sur 'exemple du calcul de la
moyenne du prix. Les figures 14 et 15 représentent 1’évolution de la taille de I'intervalle de
confiance quand la fonctionnelle & estimer est un call sur ce prix.

2

T T
simulation initiale
simulation reduite -------

taille de l'intervalle de confiance
£
T
1

0 1 1 1 1 1 1 1
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

nombre d'iterations

Fi1G. 13. Evolution de la taille de I'intervalle de confiance pour 'estimation
de la moyenne du prix a 10 ans
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Fi1G. 14. Evolution de la taille de l'intervalle de confiance pour un call de
maturité 10 ans et de strike 150

18 T T T T T T N L
simulation initiale
simulation reduite -------
16 B
14 E
Q
(5]
c
8
S 12f E
o
[}
o
Q2
s 10 ]
c
o
£
g 81 1
Q
5
6 | .
4+ ]
2 1 1 1 1 1 1 ittt S
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000 14000 16000

nombre d'iterations

Fi1G. 15. Evolution de la taille de I'intervalle de confiance pour un actualisé
de maturité 10 ans et de strike 160

Notons que sur chacun de ces trois exemples, I'écart-type est au moins divisé par deux.
Notre méthode de réduction de variance donne donc des résultats tres satisfaisants dans ce
contexte. Pour terminer, la figure 16 illustre I'influence du parametre d’apprentissage sur la
réduction de variance effective dans le cas d’un call de maturité 10 ans et de strike 160. Il
est clair que choisir une valeur trop petite pour ce parametre compromet la performance de
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influence du parametre o apprentissage
120 T T T

T
variance

variance

0 200 400 600 800 1000
gamma

F1G. 16. Influence du parametre d’apprentissage sur la variance estimée apres
16000 itérations Monte-Carlo dans le cas d’un call de maturité 10 ans et de
strike 160

I’algorithme. Néanmoins, comme nous l'avons déja souligné au cours du premier chapitre,
des valeurs trop grandes compromettent quant a elles la stabilité de ’algorithme. Le choix du
parametre d’apprentissage est donc essentiel mais délicat. A notre connaissance, il n’existe
que tres peu de résultats théoriques sur ce sujet.

128



Bibliographie

B. AROUNA, Robbins-Monro algorithms and variance reduction, Bachelier Finance Society second world
congress, 2002.

, Adaptative Monte Carlo method, a variance reduction technique, Monte Carlo Methods Appl.
10 (2004), no. 1, 1-24.

, Robbins—Monro algorithms and variance reduction in finance, The Journal of Computational
Finance 7 (Winter 2003/04), no. 2.

. D. BABUSIAUX, Eléments pour ’analyse des évolutions des prixz du brut, Cahiers de I’économie, Analyse

et synthese, vol. 42, Institut Frangais du pétrole, décembre 2000.
F. M. BANDI and G. MOLOCHE, On the functional estimation of multivariate diffusion processes, 2001.

G. BANON, Nonparametric Identification for Diffusion Processes, STAM Journal of Control and Opti-
mization 16 (1978), no. 3, 380-395.

M. BARLOW, K. BURDZY, H. KASPI, and A. MANDELBAUM, Variably skewed Brownian motion,
Electron. Comm. Probab. 5 (2000), 57-66 (electronic).

I. BASAWA and B. RAO, Statistical Inference for Stochastic Processes, Academic Press, 1980.

9. M. BASSEVILLE, Information : entropies, divergences et moyennes, Tech. Report 1020, IRISA, may

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

1996, http ://www.irisa.fr/bibli/publi/pi/1996,/1020/1020.html.

B. BERCU, On the convergence of moments in the almost sure central limit theorem for martingales
with statistical applications, Stochastic Process. Appl. 111 (2004), no. 1, 157-173.

B. BERCU and A. ROUAULT, Sharp large deviations for the Ornstein- Uhlenbeck process, Teor. Veroyat-
nost. i Primenen. 46 (2001), no. 1, 74-93.

P. BERTAIL and S. CLEMENCON, Edgeworth expansions of suitably normalized sample mean statistics
for atomic markov chains, Probab. Theory Related Fields (2004).

R. N. BHATTACHARYA, On the functional central limit theorem and the law of the iterared logarithm
for Markov processes, Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Gebiete 60 (1982), 185-201.

J. P. N. BISHWAL and A. BOSE, Speed of convergence of the mazimum likelihood estimator in the
Ornstein- Uhlenbeck process, Calcutta Statist. Assoc. Bull. 45 (1995), no. 179-180, 245-251.

D. BOSQ, Nonparametric statistics for stochastic processes, Lecture Notes in Statistics, vol. 110,
Springer-Verlag, New York, 1996, Estimation and prediction.

D. BOSQ and Yu. DAVYDOV, Local time and density estimation in continuous time, Math. Methods
Stat. 8 (1999), no. 1, 22-45.

P. BOYLE, M. BROADIE, and P. GLASSERMAN, Monte Carlo methods for security pricing, Option
pricing, interest rates and risk management, Handb. Math. Finance, Cambridge Univ. Press, Cambridge,
2001, pp. 185-238.

P. BRUGIERE, Estimation de la variance d’un processus de diffusion dans le cas multidimensionnel, C.
R. Acad. Sci. Paris t. 312 (1991), no. Série I, 999-1004.

, Théoréme de limite centrale pour un estimateur non paramétrique de la variance d’un processus
de diffusion multidimensionnelle, Ann. Inst. Henri Poincaré 29 (1993), no. 3, 357-389.

M. E. CABALLERO, B. FERNANDEZ, and D. NUALART, Estimation of densities and applications,
J. Theoret. Probab. 11 (1998), no. 3, 831-851.

129




21

22.

23.

24.

25.

26.

27.
28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

J. V. CASTELLANA and M. R. LEADBETTER, On smoothed probability density estimation for sta-
tionary processes, Stochastic Process. Appl. 21 (1986), no. 2, 179-193.

F. CHAABANE, Invariance principles with logarithmic averaging for continuous local martingales, Sta-
tist. Probab. Lett. 59 (2002), no. 2, 209-217.

E. CLEMENT, Correction du biais pour lestimation d’une diffusion fondée sur une approrimation de
la vraisemblance, C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math. 322 (1996), no. 3, 281-284.

T. G. CONLEY, L. P. HANSEN, and W.-F. LIU, Bootstrapping the Long Run, Macroeconomic Dynamics
1 (1997), 279-311.

A. DALALYAN, Estimation non-paramétrique asymptotiquement efficace pour des processus de diffusion
ergodiques, Ph.D. thesis, Université du Maine, 2001.

M. DUFLO, Random iterative models, Applications of Mathematics (New York), vol. 34, Springer-Verlag,
Berlin, 1997, Translated from the 1990 French original by Stephen S. Wilson and revised by the author.
B. EFRON, Bootstrap methods : another look at the jackknife, Ann. Statist. 7 (1979), no. 1, 1-26.

W. FELLER, An introduction to probability theory and its applications. Vol. II., Second edition, John
Wiley & Sons Inc., New York, 1971.

D. FLORENS-LANDAIS and H. PHAM, Large deviations in estimation of an Ornstein- Uhlenbeck model,
J. Appl. Probab. 36 (1999), no. 1, 60-77.

D. FLORENS-ZMIROU, Estimation de la variance d’une diffusion a partir d’une observation discrétisée,
Note au Compte-Rendu de I’Académie des Sciences 309 (1989), no. I, 195-200.

, On estimating the diffusion coefficient from discrete observations, J. Appl. Prob. 30 (1993),
790-804.

E. FOURNIE, Statistiques des Diffusions Ergodiques avec Applications en Finance, Ph.D. thesis, Uni-
versité de Nice-Sophia Antipolis, 1993.

E. FOURNIE, J-M. LASRY, J. LEBUCHOUX, and P-L. LIONS, Applications of Malliavin calculus to
Monte-Carlo methods in finance. ii, Finance and Stochastics 5 (2001), 201-236.

E. FOURNIE, J-M. LASRY, J. LEBUCHOUX, P.-L. LIONS, and N. TOUZI, Applications of Malliavin
calculus to Monte-Carlo methods in finance, Finance and Stochastics 3 (1999), 391-412.

H. GANIDIS, B. ROYNETTE, and F. SIMONOT, Convergence rate of some semi-groups to their inva-
riant probability, Stochastic Process. Appl. 79 (1999), no. 2, 243-263.

H. GEMAN and M. YOR, Bessel processes, Asian options, and perpetuities., Math. Finance 3 (1993),
no. 4, 349-375.

I. I. GTHMAN and A. V. SKOROHOD, Stochastic Differential Equations, Springer-Verlag, New York,
1972, Translated from the Russian by Kenneth Wickwire, Ergebnisse der Mathematik und ihrer Grenz-
gebiete, Band 72.

P. GLASSERMAN, P. HEIDELBERGER, and P. SHAHABUDDIN, Asymptotically optimal importance
sampling and stratification for pricing path-dependent options, Math. Finance 9 (1999), no. 2, 117-152.
E. GOBET and A. KOHATSU-HIGA, Computation of Greeks for Barrier and Loockback Options using
Malliavin Calculus, Electronic Communications in Probability (2003), no. 8.

C. GOURIEROUX, A. MONFORT, and E. RENAULT, Indirect Inference, Journal of Applied Econo-
metrics (1993), no. 8, 85-118.

P. HALL, The Bootstrap and Edgeworth Expansion, Springer Series in Statistics, Springer-Verlag, New
York, 1992.

R. Z. HAS’MINSKII, Stochastic stability of differential equations, Monographs and Textbooks on Me-
chanics of Solids and Fluids : Mechanics and Analysis, vol. 7, Sijthoff & Noordhoff, Alphen aan den Rijn,
1980, Translated from the Russian by D. Louvish.

C. HESS, Epi-convergence of sequences of normal integrands and strong consistency of the mazximum
likelihood estimator, Ann. Statist. 24 (1996), no. 3.

130




44

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

92.

93.

54.

95.
56.

o7.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.
65.

66.

N. IKEDA and S. WATANABE, Stochastic Differential Equations and Diffusion Processes (2nd Ed.),
North Holland, 1989.

K. ITO and H. P. McKEAN Jr., Diffusion processes and their sample paths, Springer-Verlag, Berlin,
1974, Second printing, corrected, Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band 125.

Y. KAKIZAWA, Edgeworth approximation in the O-U process, Sankhya : The Indian Journal of Statistics
64 (2000).

I. KARATZAS and S.E. SHREVE, Brownian Motion and Stochastic Calculus, Springer-Verlag, New
York, 1988.

A. KOHATSU-HIGA and M. MONTERO, Malliavin Calculus in Finance, To appear in Handbook of
Computational Finance. Birkhauser, 2003.

A. KOHATSU-HIGA and R. PETTERSON, Variance reduction methods for simulation of densities on
Wiener space, STAM Journal of Numerical Analysis (2002).

I. KONTOYIANNIS and S. P. MEYN, Spectral theory and limit theorems for geometrically ergodic
Markov processes, Ann. Appl. Probab. 13 (2003), no. 1, 304-362.

N. V. KRYLOV, Controlled diffusion processes, Applications of Mathematics, vol. 14, Springer-Verlag,
New York, 1980, Translated from the Russian by A. B. Aries.

H. KUNITA, Stochastic differential equations and stochastic flows of diffeomorphisms, Cours de I’'Ecole
d’été de Probabilité de Saint-Flour 1982 (Springer, ed.), Lecture Notes in Mathematics, 1984.

H. J. KUSHNER and G. G. YIN, Stochastic approximation and recursive algorithms and applications,
second ed., Applications of Mathematics (New York), vol. 35, Springer-Verlag, New York, 2003, Stochastic
Modelling and Applied Probability.

Y. A. KUTOYANTS, On a hypotheses testing problem and asymptotic normality of stochastic integral,
Theory of probability and its applications (1975).

Y.A. KUTOYANTS, Parameter Estimation for Stochastic Processes, Heldermann Verlag, 1984.

Yu. A. KUTOYANTS, Statistical inference for ergodic diffusion processes., Springer Series in Statistics,
Springer-Verlag, 2003.

0. A. LADYZENSKAJA, V. A. SOLONNIKOV, and N. N. URAL’CEVA, Linear and quasilinear equa-
tions of parabolic type, Translated from the Russian by S. Smith. Translations of Mathematical Mono-
graphs, Vol. 23, American Mathematical Society, Providence, R.I., 1967.

D. LAMBERTON and G. PAGES, Recursive computation of the invariant distribution of a diffusion,
Bernoulli 8 (2002), no. 3, 367-405.

, Recursive computation of the invariant distribution of a diffusion : the case of a weakly mean
reverting drift, Stoch. Dyn. 3 (2003), no. 4, 435-451.

P. LEZAUD, Chernoff and Berry-Esséen inequalities for Markov processes, ESAIM Probab. Statist. 5
(2001), 183-201 (electronic).

R. LIPTSER, Large deviations for two scaled diffusions, Probab. Theory Related Fields 106 (1996),
no. 1, 71-104.

R. LIPTSER and V. SPOKOINY, Moderate deviations type evaluation for integral functionals of diffusion
processes, Electron. J. Probab. 4 (1999), no. 17, 25 pp. (electronic).

R. LIPTSER, V. SPOKOINY, and A. Yu. VERETENNIKOV, Freidlin- Wentzell type large deviations
for smooth processes, Markov Process. Related Fields 8 (2002), no. 4, 611-636.

R.S. LIPTSER and A.N. SHIRYAYEV, Statistics of Random Processes I, II, Springer-Verlag, 1978.

A. W. LO, H. MAMAYSKY, and J. WANG, Foundations of Technical Analysis : Computational Algo-
rithms, Statistical Inference, and Empirical Implementation, The Journal of Finance (2000).

F. MAAQOUIA, Principes d’invariance par moyennisation logarithmique pour les processus de Markov,
Ann. Probab. 29 (2001), no. 4, 1859-1902.

131



67.

68.

69.
70.

71.

72.

73.
4.

75.
76.

7.

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

M. MARTINEZ, Interprétations probabilistes d’opérateurs sous forme divergence et analyse de méthodes
numériques probabilistes associées, Ph.D. thesis, Université de Marseilles, 2004.

J. C. MATTINGLY, A. M. STUART, and D. J. HIGHAM, Ergodicity for SDEs and approrimations :
locally Lipschitz vector fields and degenerate noise, Stochastic Process. Appl. 101 (2002), no. 2, 185-232.

S.P. MEYN and R.L. TWEEDIE, Markov Chains and Stochastic Stability, Springer-Verlag, 1993.

P. A. MYKLAND, Embedding and asymptotic expansions for martingales, Probab. Theory Related Fields
103 (1995), no. 4, 475-492.

N.J. NEWTON, Variance reduction for simulated diffusions, SIAM J. Appl. Math. 54 (1994), no. 6,
1780-1805.

E. PARDOUX and A. Yu. VERETENNIKOV, On the Poisson equation and diffusion approzimation. I,
Ann. Probab. 29 (2001), no. 3.

V.V. PETROV, Sums of Independent Random Variables, Springer-Verlag, 1975.

P. C. B. PHILLIPS and J. YU, Jackknifing Bond Option Prices, Tech. report, Cowles Foundation for
Research in Economics, Yale University, 2003.

P. PROTTER, Stochastic Integration and Differential Equations, Springer-Verlag, Berlin, 1990.

R. REIDER, An Efficient Monte Carlo Technique for Pricing Options, Tech. report, Wharton School,
University of Pennsylvania, 1993.

D. REVUZ and M. YOR, Continuous Martingales and Brownian Motion, Springer-Verlag, Berlin, 1991.
L. C. G. ROGERS and D. WILLTAMS, Diffusions, Markov processes, and Martingales. Vol. 2, Cambridge

Mathematical Library, Cambridge University Press, Cambridge, 2000, It6 calculus, Reprint of the second
(1994) edition.

Y. SAKAMOTO and N. YOSHIDA, Asymptotic expansion of M -estimator over Wiener space, Stat.
Inference Stoch. Process. 1 (1998), no. 1, 85-103.

C. SOIZE, The Fokker-Planck equation for stochastic dynamical systems and its explicit steady state
solutions, Series on Advances in Mathematics for Applied Sciences, vol. 17, World Scientific Publishing
Co. Inc., River Edge, NJ, 1994.

D. W. STROOCK and S. R. S. VARADHAN, Multidimensional diffusion processes, Grundlehren der
Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of Mathematical Sciences|, vol. 233, Springer-
Verlag, Berlin, 1979.

Y. SU and M. C. FU, Optimal importance sampling in securities pricing, Journal of Computational
Finance 5 (2002), no. 4, 27-50.

D. TALAY, Second-order discretization schemes of stochastic differential systems for the computation of
the invariant law., Stochastics Stochastics Rep. 29 (1990), no. 1, 13-36.

, Stochastic Hamiltonian systems : exponential convergence to the invariant measure, and discre-
tization by the implicit Euler scheme, Markov Process. Related Fields 8 (2002), no. 2, 163-198, Inhomo-
geneous random systems (Cergy-Pontoise, 2001).

D. TALAY and L. TUBARO, Expansion of the global error for numerical schemes solving stochastic
differential equations, Stoch. Anal. Appl. 8 (1990), no. 4, 94-120.

F.J. VASQUEZ-ABAD and D. DUFRESNE, Accelerated Simulation for Pricing Asian Options, Procee-
dings of the 1998 Winter Simulation Conference (D. J. Medeiros, E. F. Watson, J. S. Carson, and M . S.
Manivannan, eds.), 1998.

N. YOSHIDA, Malliavin calculus and asymptotic expansion for martingales, Probab. Theory Related
Fields 109 (1997), no. 3, 301-342.

J. H. VAN ZANTEN, On the uniform convergence of the empirical density of an ergodic diffusion, Stat.
Inference Stoch. Process. 3 (2000), no. 3, 251-262 (2001).

132



133



Résumé : Les propriétés asymptotiques des algorithmes de type Monte-Carlo et des

fonctionnelles usuelles de processus de diffusions ergodiques se caractérisent a I’aide de théo-
remes de la limite centrale. L’objet de cette these est la présentation de résultats raffinant
ces théoremes dans quatre cadres différents.
La premiere partie de ce travail concerne la simulation des processus de diffusion. Le premier
chapitre est consacré a la présentation d’une méthode permettant de controler adaptative-
ment la variance au cours d’une simulation Monte-Carlo. Des applications sont données en
finance. Le second chapitre propose un estimateur de la variance asymptotique des simu-
lations ergodiques. Sa construction repose sur des résultats de type théoreme de la limite
centrale presque sir. Des techniques de réduction de variance sont proposées dans ce cadre.
La seconde partie concerne la statistique des processus. Le premier chapitre traite des proces-
sus de diffusion ergodiques. Pour différentes fonctionnelles de ces processus, nous démontrons
des développements d’Edgeworth précisant la vitesse de convergence du théoreme de la limite
centrale. Des applications en statistiques sont proposées, et notamment une ouverture vers
le bootstrap. Le second chapitre propose un cadre théorique pour I'estimation parametrique
de processus de diffusions généralisant le mouvement brownien asymetrique.

Mots-clés : Diffusions, Monte-Carlo, Réduction de Variance, Développements d’Edge-
worth, Algorithme de Robbins-Monro, Ergodicité, Principes d’invariance avec poids loga-
rithmiques, Equation de Poisson, Bootstrap, Diffusions asymetriques

Abstract : Central limit theorems characterize the asymptotic properties of Monte-Carlo
algorithms and usual functionals of ergodic diffusion processes. The aim of this thesis is the
introduction of results precising these theorems in four different areas.

The first part of this work is devoted to the simulation of diffusion processes. The first chap-
ter introduces a numerical method leading to a dynamic control of the variance within a
Monte-Carlo algorithm. Applications in finance are provided. The second chapter deals with
an efficient estimator for the variance of ergodic simulations. Its properties rely on an almost
sure central limit theorem. Variance reduction technics are deviced in this framework.

The second part of this work is devoted to the statistical estimation of diffusion processes.
The first chapter deals with ergodic processes. For different functionals of such processes, we
prove Edgeworth expansions precising the speed of convergence in the central limit theorem.
Applications in statictics are provided, especially a proof of the efficiency of the Bootstrap
in this setting. The second chapter introduces a framework for the parametric estimation of
processes generalizing the skew Brownian motion.

Key Words : Diffusions, Monte-Carlo, Variance reduction, Edgeworth expansions, Robbins-

Monro algorithm, Ergodicity, Invariance principles with logarithmic averaging, Poisson equa-
tion, Bootstrap, Skew processes

134



