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Résumé

La représentation des connaissances et le raisonnement a partir de ces représentations a donné
naissance a de nombreux modéles. Les modeles graphiques probabilistes, et plus précisément les
réseaux bayésiens (RB), initiés par Judea Pearl dans les années 1980, se sont révélés des outils trés
pratiques pour la représentation de connaissances incertaines et le raisonnement a partir
d’'informations incomplétes, dans de nombreux domaines comme la bio-informatique, la gestion du
risque, le marketing, la sécurité informatique, le transport, etc.

La partie graphique des RB offre un outil intuitif inégalable et attractif dans de nombreuses applications
ou les utilisateurs ont besoin de "comprendre" ce que raconte le modéle qu’ils utilisent. La construction
de ces modeles a partir de données permet aussi de découvrir des connaissances utiles aux experts,

en allant — sous certaines réserves - jusqu'a la découverte de relations causales.

Ce tutoriel se propose tout d'abord de définir la notion de réseau bayésien puis de donner un apercu de
l'utilisation de ces modéles pour répondre a différentes requétes (notion d'inférence ou de
raisonnement probabiliste). Nous aborderons ensuite le probleme de I'apprentissage des réseaux
bayésiens a partir de données complétes ou incompléetes, en commengant par la détermination des
distributions de probabilité conditionnelles définies par un graphe donné (apprentissage des
parametres), et en essayant ensuite de déterminer le graphe méme a partir des données
(apprentissage de la structure). Pour finir, nous aborderons le cas plus particulier des réseaux
bayésiens causaux, et verrons comment l'apprentissage de la structure de ces modeéles peut mener a

la découverte de relations causales.

Mots-clés
Réseaux bayésiens, apprentissage, données complétes, données incomplétes, découverte de

causalité


mailto:philippe.leray@univ-nantes.fr

Plan
Le tutoriel proposé est inspiré des formations réseaux bayésiens effectuées pour le réseau RISC du
RISC en 2005 et 2006, et des cours dispensés en formation ingénieur a I'INSA de Rouen et en Master

Recherche a I'Université de Rouen. Le plan est le suivant :

MATIN

m Réseaux bayésiens : définition et notion d'inférence
o définition, notion de d-séparation
o les réseaux bayésiens comme modeéles génératifs
o notion d'inférence, principe des principaux algorithmes (message passing, junction tree)
o exemples d'utilisation

m Réseaux bayésiens : apprentissage des parameétres
o maximum de vraisemblance vs. maximum a posteriori

o données complétes vs. données incomplétes

APRES-MIDI

m Réseaux bayésiens : apprentissage de la structure

o recherche d'indépendances conditionnelles vs. maximisation d'un score d'adéquation
o les différents espaces de recherche
o données complétes vs. données incomplétes
m Réseaux bayésiens et causalité
O un réseau bayésien n'est pas forcément un modéle causal
o définition d'un réseau bayésien causal
o intervention/manipulation vs. observation

o suffisance causale vs. variables latentes

Références

m Jensen, F. V. (1996). An introduction to Bayesian Networks. Taylor and Francis, London, United
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Sciences. Texts In Philosophy series, London College Publications, pp 17-41.
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Au programme ...

Matin —> Notions généralesJ

o Définition, D-séparation, Notion d'inférence

Apprentissage des parameétres

@ Maximum de vraisemblance / a posteriori

@ Données completes / incomplétes

Apres-midi Apprentissage de la structure

@ Recherche d'indépendances / maximisation score

@ Quel espace ? Données complétes / incomplétes

Apres-midi RB et causalité

@ RB causal, intervention / observation, suffisance causale
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Un peu d’histoire

RoEGT 1 1970-1990 : L’ere des systéemes experts

IF the organism
1) stainsgrampos

2) hascocus @ systemes a base de regles de production
shape
si X=vrai et Y=absent alors Z=faux

3) grows in chains
THEN
There is suggestive . Ve . -\
evidence (%) tha the o moteur d'inférence (chainage avant, arriere)
y of the
organism is o
streptococcus.

Judea Pearl (1936-) : les réseaux bayésiens

o 1982 : Reverend Bayes on inference engines: A
distributed hierarchical approach
P(X=vrai)=0.3 et P(Z=faux)=0.2
P(Y=absent)="7

o 1988 : Probabilistic Reasoning in Intelligent
Systems: Networks of Plausible Inference.
Morgan Kaufmann

v
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Rappels de probabilités

Probabilité conditionnelle

@ A et M deux événements

@ information a priori sur A : P(A)
@ M s'est produit : P(M) # 0

@ s'il existe un lien entre A et M, cet événement va modifier
notre connaissance sur A

@ information a posteriori : P(AIM) = %
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Rappels de probabilités

Indépendance

@ A et B sont indépendants ssi :
P(A,B) = P(A) x P(B)
P(A|B) = P(A)

P(B|A) = P(B)

Indépendance conditionnelle

@ A et B sont indépendants conditionnellement a C ssi :
P(A|B, C) = P(A[C)
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Rappels de probabilités

{M;} ensemble complet d'événements mutuellement exclusifs

Marginalisation : P(A) =>_. P(A, M;)

Théoreme des probabilités totales

Un événement A peut résulter de plusieurs causes M;. Quelle est Ia
probabilité de A connaissant :

@ les probabilités élémentaires P(Mi) (a priori)

@ les probabilités conditionnelles de A pour chaque Mi

P(A) = >_; P(AIM;)P(M;)

mais comment répondre a la question inverse ?
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Rappels de probabilités

{M;} ensemble complet d'événements mutuellement exclusifs

Théoreme de Bayes

Un événement A s’est produit. Quelle est la probabilité que ce soit
la cause M; qui I'ait produit ?

P(M;|A) = P(A|’\/IQ2/>4<)P(M:')

@ P(Mi|A) : probabilité a posteriori

@ P(A) : constante (pour chaque M;) cf. th. probas totales

Théoréeme de Bayes généralisé (Chain rule)
P(A1...An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1, A2) ... P(An|Ar ... An_1)
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Définition d’un réseau bayésien

@ prendre en compte les indépendances conditionnelles entre les
variables pour simplifier la loi jointe donnée par le théoreme
de Bayes généralisé.

Définition
o Un réseau bayésien est défini par
o la description qualitative des dépendances (ou des
indépendances conditionnelles) entre des variables
graphe orienté sans circuit (DAG)

o la description quantitative de ces dépendances
probabilités conditionnelles (CPD)
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Exemple

ordre topologique : C,S, A, R, T (non unique)
P(Radio|Séisme)

Séisme =
P(Cambriolage)=[0.001 0.999] P(Séisme)=[0.0001 0.9999] 0 N
Radio=0 [0.99 0.01

@ Radio=N [0.01 0.99

P(Télévision|Radio)
Radio =
0 N

Télé=0 |0.99 0.50
Télé=N |0.01 0.50

A

Télévision

P(Alarme|Cambriolage,Séisme)

Cambriolage,Séisme =
00 ON NO NN
Alarme=0 | 0.75 010 099 0.10
Alarme=N | 0.25 090 0.01 0.90
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Intéréts et motivation

Intéréts des réseaux bayésiens
o outil de représentation graphique des connaissances
o représentation de l'incertain

o raisonnement a partir de données incompletes : inférence

| Etat (t+1)

@ comment déterminer la structure, avec des données compleétes
ou incompletes ?
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Intéréts et motivation

Autre intérét
o outil de découverte de connaissances a partir de données J

ia | o

@ comment découvrir des connaissances : relations causales,
variables latentes ?
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Intéréts et motivation

Des domaines d’application variés
o diagnostic, fiabilité, maintenance, sécurité informatique

@ psychologie, sciences de la cognition, maitrise des risques

@ fournir des outils pour la modélisation de systemes complexes
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RB et indépendance conditionnelle

Les RB représentent graphiquement les indépendances
conditionnelles

Exemple sur 3 nceuds

@ 3 types de relations (simples) entre A, B et C :
e A— C — B : connexion série
e A+ C — B : connexion divergente
e A— C < B : connexion convergente (V-structure)
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Connexion série

S,
Ch-sssme ) >

C =Radio

@ A et B sont dépendants

@ A et B sont indépendants conditionnellement a C
e si C est connue, A n'apporte aucune information sur B

° P(55|S4,52) = P(S5|54) = P(55|parents(55))
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Connexion divergente

A = Alarme

@ A et B sont dépendants

@ A et B sont indépendants conditionnellement a C
e si C est connue, A n'apporte aucune information sur B

° P(54|52,53) = P(S4|52) = P(S4|parents(54))
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Connexion convergente — V-structure

S,
A=Cambriolage

@ A et B sont indépendants

@ A et B sont dépendants conditionnellement a C
e si C est connue, A apporte une information sur B

° P(53|51,52) = P(53|parents(53))
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Conséquence

Rappel du théoreme de Bayes généralisé
P(S) = P(51) x P(52]51) x P(S3|51,52) x -+ x P(S,|51 . ..5,,_1))

Conséquence dans un RB
o P(S5;|S1...5i-1) = P(S;|parents(S;)) d'ou
P(S) = N"_, P(Si|parents(S;))

o La loi jointe (globale) se décompose en un produit de lois
conditionnelles locales

o RB = représentation compacte de la loi jointe P(S)
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Exemple

Cambriolage

Télévision
P(Camobriolage, Seisme, Alarme, Radio, Tele) =

P(51)P(52|51)P(53]51, S2)P(54]51, S2, S3) P(S5 |51, S2, S3, S4)
P(51) P(S2) P(S53]51,S2) P(S4]52) P(S55|54)
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D-séparation

Principe
o Déterminer si deux variables quelconques sont indépendantes
conditionnellement a un ensemble de variables instantiées

Définition
@ Deux variables A et B sont d-séparées si pour tous les chemins
entre A et B, il existe une variable intermédiaire V différente
de A et B telle que I'une des deux propositions est vraie :

@ la connexion est série ou divergente et V est instancié
@ la connexion est convergente et ni V' ni ses descendants ne
sont instanciés

@ Si A et B ne sont pas d-séparés, ils sont d-connectés
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Définition Inférence Références
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Exemple

D-séparation
o la connexion est série ou
divergente et V' est instancié

o la connexion est convergente
et ni V ni ses descendants ne
sont instanciés
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RB = modele génératif

@ RB = représentation compacte de la loi jointe P(S)

@ Utilisation de méthodes d'échantillonnage pour générer des
données qui suivent cette loi

Exemple : forward sampling

P(Radio|Séisme)

Séisme =

P(Cambriolage)=[0.001 0.999] P(Séisme)5[0.0001 0.9999] [9) N

o si randl < 0.001, - i el
. Cambriolage - ]
C = O, SInon N P(Telewsmr::?:f)
(9] N
o si rand2 < 0.0001, oo D i i
. P(Alarme|Cambriolage,Séisme)
S pu— O’ Slnon N o’(;)amé))r’i;Iageﬁe’(i)sme’:'N
) Nameen | ogs 0%0 o0t 0so | .
@ sirand3< P(A=0|C=..,5=.0),A=0, sinon N
Qo ...

y
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Notion d’inférence

Inférence
o calcul de n'importe quelle P(S5;|S; = x) (NP-complet)
o |'observation {S; = x} est appelée évidence )
Algorithmes exacts
@ Message Passing (Pearl 1988) pour les arbres
@ Junction Tree (Jensen 1990)
@ Shafer-Shenoy (1990) )

Probleme = explosion combinatoire de ces méthodes pour des
graphes fortement connectés.

Algorithmes approchés

@ Echantillonnage

@ Méthodes variationnelles
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Message Passing (Pearl 1988)

Principe
o Chaque nceud envoie des messages a ses voisins

o L'algorithme ne marche que dans le cas des arbres
(mais est généralisable au cas des poly-arbres)

Nx
@ E = ensemble de variables instanciées.
E=N,UD,
@ 2 types de messages A\ et m serviront a calculer
o A\(X) x P(Dy|X)
o m(X) ox P(X|Ny)
Dx
@ et ensuite on peut montrer que
P(X|E = e) ox A(X)m(X)
- Introduction et rappels Définition Notions générales Références
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Message Passing

Les messages \
o Pour chaque enfant Y de X,

Ay(X=x)=) P(Y =ylX=x)A(Y =)

Comment calculer A en chaque nceud 7

Calcul de )\

@ Si X instancié, A(X) = [001...0]
(la position du 1 correspond a la valeur donnée a X)

@ sinon

o si X est une feuille, A(X)=11...1]
@ sinon )\(X = X) = rlyEEnf(X)Ay(X = X)

v
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Message Passing

Les messages 7
@ Pour Z l'unique parent de X,

x(Z=z)=n(Z=2) ] AulZ=2)
UcEnf(Z)\{X}

Comment calculer m en chaque noeud ?

Calcul de 7

@ Si X instancié, w(X) = [001...0]
(la position du 1 correspond a la valeur donnée a X)

@ sinon

e si X est la racine, w(X) = P(X)
o sinon 7(X =x) =) P(X =x|Z =2z)1x(Z = 2)

.
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Junction Tree (Jensen 1990)

@ Message Passing ne s’applique bien qu'aux arbres

@ Besoin d'un algorithme plus général

Principe
o Transformer le graphe en un arbre (non orienté)...

@ Arbre = arbre de jonction des cliques maximales du graphe
moralisé et triangulé

@ Moralisation = 777
@ Triangulation = 777
@ Cliques = 777
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Junction Tree

Moralisation
© marier les parents de chaque nceud }

S,
A=Cambriolage
S,

P(5;1S.,S,

— s,
2= Selsme \ A=Cambriolage
z s

S

2
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Junction Tree

Triangulation

o tout cycle de longueur au moins 4 doit contenir une corde
(aréte reliant deux sommets non consécutifs sur le cycle)

o (= aucun sous-graphe cyclique de longueur > 4)

o Triangulation optimale pour des graphes non-dirigés =
NP-difficile (comment choisir les meilleures cordes?)

S,
A=Cambriolage
S;
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Junction Tree

@ sous-graphe dont les nceuds sont complétement connectés

Clique J

Clique maximale

@ l'ajout d'un autre nceud a cette clique ne donne pas une clique

u
S, -

Une clique S, S, \
Le graphe généré par les
noeuds de la clique doit

appartenir au RB 55

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 29/31

- Introduction et rappels Définition Notions générales Références
| I 000000 00000 000000000 00000000 o

Junction Tree

Théoreme

o Si le graphe est moralisé et triangulé, alors les cliques peuvent
étre organisées en un arbre de jonction

ambriolage
S,

Télévision> S,

(s o5, 88 8,188

P(S) = (51, 52, S3)(S2, S4)d(S4, S5)

@ L’'inférence se fait au niveau des ®
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Au programme ...

Notions générales

@ Définition, D-séparation, Notion d'inférence

.

Matin — Apprentissage des parametres

@ Maximum de vraisemblance / a posteriori

o Données completes / incomplétes

Apres-midi Apprentissage de la structure

@ Recherche d'indépendances / maximisation score

@ Quel espace ? Données complétes / incomplétes

Apres-midi RB et causalité

@ RB causal, intervention / observation, suffisance causale
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Définition d’un réseau bayésien

P(Radio|Séisme)

Séisme =

Cambnolage )=[0.001 0.999] P(Séisme)=[0.0001 0.9999] 0 N
Radio=0 [0.99 0.01

Radio=N [0.01 0.99

Cambrlolage

P(Télévision|Radio)

Radio =

0 N
Radi Téle=0 |0.99 0.50
ad 0 Téle=N |0.01 0.50

A

Télévision

P(Alarme|Cambriolage,Séisme)

Cambriolage,Séisme =
00 ON NO NN
Alarme=0 | 0.75 0.10 099 0.10
Alarme=N | 0.25 0.90 0.01 0.90

Un réseau bayésien est défini par

o la description qualitative des dépendances (ou des

indépendances conditionnelles) entre des variables
graphe orienté sans circuit (DAG)

o la description quantitative de ces dépendances
probabilités conditionnelles (CPD)
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L ] Notion d’apprentissage

Construire un réseau bayésien

@ structure fixée, on cherche seulement les CPD
@ a partir d'expertises : élicitation de connaissances
@ a partir de données complétes / incompletes

@ on cherche la structure
@ a partir de données complétes / incompletes

e dans quel espace ?
@ connait-on toutes les variables ? )
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Références

L ] Introduction Données incompléetes
' Apprentissage (données completes)

Estimation de parametres Données completes D
o Déterminer les parametres des différentes CPD a partir de D

@ Approche statistique classique = max. de vraisemblance (MV)
oMV = argmax P(D|0)

o Probabilité d'un événement = fréquence d'apparition de
|'événement

Maximum de vraisemblance (MV)

. . N;
P(X; = x| Pa(X;) = x;) = MY, = <25

.

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 5/18

L ] Introduction Données incompléetes Références
' Apprentissage (données completes)

Autre approche
o Approche bayésienne = max. a posteriori (MAP)

OMAP = argmax P(0|D) = argmax P(D|0)P(6)

o besoin d'une loi a priori sur les parameétres P(6)
@ souvent distribution conjuguée a la loi de X

@ si P(X) multinomiale, P(6) conjuguée = Dirichlet :

n qi

P@O) o [T 1T [1 i

i=1j=1 k=1

ou «; j x sont les ccefficients de la distribution de Dirichlet
associée au coefficient 0; ; «

v
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Apprentissage (données completes)

Maximum a Posteriori (MAP)

Nijk + ijk —1

P(X; = xk|Pa(X;) = x; :é\MAP:
( k| Pa(X;) J) Jok Zk(N,-,j’k—l—Oéi,j,k_]-)

Autre approche bayésienne

o espérance a posteriori (EAP) : calculer I'espérance a posteriori
de 0, j x au lieu du max.

. A Nijk + aijk
P(X; = xi|Pa(X;) = x;) = §E1F = Ll o,
] 1 J 1, Zk (NI,_[,k _|_ al,_j,k)

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 7/18
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| l 000 00080 00000000 o
| Exemple

@ Données completes (MV)

P(M=my) = 6/15=0.4 Q)
P(M=my) = 1/15=0.07

(M=m) = 1/ g »
R M F R
AP(F = OKIM=mg) = 1/6=0.17 "o N
P(F — BAD|M = mo) = 5/6 — 083 zg Sﬁg 8
my BAD N
etc ... mg  OK O
m BAD O
mi BAD N
o Probleme : m ok N
P(F = BAD|M = my) =0/1 oK N
car cette configuration ne figure pas "ok N
dans notre (petite) base d'exemples m Ok T
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Exemple

@ Données completes (EAP)

o A priori de Dirichlet sur les 0; ; «
e =~ pseudo tirage a priori de N*

mesures M F R
mo _BAD O
@ Exemples my BAD O
e A priori de Dirichlet sur M réparti me RAD O
sur mg et my =[50 50 0] oSk o
m, BAD O
P(M=m) = (6450)/(15+100)=0.487 | m %2 §
P(M=m) = (8+50)/(15+100)=0.5043 | m' ok o
~ mq OK N
P(M=m) = (1+0)/(15+100)=0.0087 | m ok o
m  OK N
my OK N
o A priori de Dirichlet sur (FIM = m;)
=19 1]
P(F = BADIM =m,) = (0+1)/(1+10)=0.09

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 9/18
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Apprentissage (données incompletes)

Plusieurs types de données incomplétes (Rubin, 1976)

@ MCAR : Missing Completly At Random

@ absence de données = complétement aléatoire
e comment estimer MV ou MAP ?

@ | Complete / Available Case Analysis | ...
@ MAR : Missing At Random

e probabilité qu'une donnée soit manquante dépend des variables
observées
e comment estimer MV ou MAP ?

@ | Expectation Maximisation | ...

@ NMAR : Not Missing At Random

e absence de données dépend de phénom. externes
@ besoin de connaissances supplém. dans le modele
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' Complete / Available Case Analysis

Complete Case Analysis

@ Extraire de la base de données incompléete les individus
complétement mesurés

@ Avantage : on retombe dans le cas des données complétes

@ Inconvénient : taux d'incomplétude important = peu de
données complétes

Available Case Analysis

@ Principe : pas besoin de savoir si C est mesuré pour estimer
les paramétres de P(A|B)

@ Pour estimer P(A|B), extraire de la base de données
incompléte les individus pour lesquels A et B sont mesurés

@ Avantage : on retombe dans le cas des données compléetes

V.

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 11/18

L l Introduction Données completes Références
| Algorithme Expectation Maximisation

Algorithme tres général (Dempster 1977)

@ Algorithme général d'estimation de parametres avec des
données incompletes

Principe
@ Algorithme itératif
o initialiser les parametres 6(°) (random, CCA / ACA)
o | E| estimer les valeurs manquantes a partir des parametres

actuels 6(t)

Calculer P(Xmanquant|Xmesurés) danS Ie RB aCtuel
faire des inférences dans le RB muni des paramétres 6%

o | M| ré-estimer les paramétres 0(t*1) 3 partir des données
complétées
o en utilisant MV, MAP, ou EAP

y
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Exemple
@ Données manquantes (EM+MV) M F R
BAD O
e Exemple sur |'estimation de P(M) Zg BAD O
T . "(0) -
e Initialisation P*®)(M) =1[1/3 1/3 1/3] 2 BAD O
my BAD O
? BAD N
mo OK O
m; BAD O
m BAD N
? OK O
m OK N
m OK O
mi OK N
mq ? @)
mi OK N
mo OK N
L ] Introduction Données completes Références
| Exemple
4 o
M F R [ P(M—mo) | BOM =) | PM=my) | tératl
mo  BAD O 1 0 0 o [E]
mo BAD O 1 0 0
? BAD O 1/3 1/3 1/3
mo BAD O 1 0 0
? BAD N 1/3 1/3 1/3
mg OK 0] 1 0 0
m BAD O 0 1 0
m BAD N 0 1 0
? OK © 1/3 1/3 1/3
mi OK N 0 1 0
my OK O 0 1 0
my OK N 0 1 0
my ? @) 0 1 0
my OK N 0 1 0
mo OK N 0 0 1
TOTAL 5 8 2
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Exemple
M F R|PM=my) | PM=m) | P(M=my) | Itérat°l
mo BAD O 1 0 0
mo BAD O 1 0 0 o [E]
? BAD O 1/3 1/3 1/3 .
mo BAD O 1 0 0 ° [M]:
? BAD N 1/3 1/3 1/3 "
mg OK O 1 0 0 P
m BAD O 0 1 0 — 0.333
m BAD N 0 1 0 o0
? OK O 1/3 1/3 1/3 e
m OK N 0 1 0 = 0.533
m OK O 0 1 0 )
m OK N 0 1 0 P
m ? O 0 1 0 =0.133
m OK N 0 1 0
my OK N 0 0 1
TOTAL 5 8 2
- Introduction Données complétes Références
L ] (e]e]e) 00000 O00000eo0o @]
| Exemple
4 o
M F R [ P(M=mg) | P(M =) | P(M=m) | térat°2
mo BAD O 1 0 0 o [E]
mo BAD O 1 0 0
? BAD O 0.333 0.533 0.133
mo BAD O 1 0 0
? BAD N 0.333 0.533 0.133
mo OK O 1 0 0
m BAD O 0 1 0
m BAD N 0 1 0
? OK O 0.333 0.533 0.133
m OK N 0 1 0
m OK O 0 1 0
m OK N 0 1 0
m ? 0 0 1 0
m OK N 0 1 0
my OK N 0 0 1
TOTAL 5 8.6 1.4
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| I 000 00000 0000000 o

Exemple
4 o
M F R | PM=mg) | PIM=my) | P(M=my) Itérat®2
mo BAD O 1 0 0 o [E]
mo BAD O 1 0 0
? BAD O 0.333 0.533 0.133 o [M]:
mo BAD O 1 0 0
? BAD N 0.333 0.533 0.133 P2 (mg)
mo OK O 1 0 0 =5/15
m_ BAD O 0 1 0 =033
my BAD N 0 1 0 P@)(my)
? OK O 0.333 0.533 0.133 = 3_24315
mi OK N 0 1 0 e
m1 OK O 0 1 0 PR (my)
my OK N 0 1 0 _ (1)'343}5
ms ? O 0 1 0 '
mq OK N 0 1 0
m; OK N 0 0 1
TOTAL 5 8.6 1.4

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 17/18
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Au programme ...

Notions générales

Apprentissage des parameétres

@ Maximum de vraisemblance / a posteriori

@ Données completes / incomplétes

Apres-midi — Apprentissage de la structure

@ Recherche d'indépendances / maximisation score

o Quel espace ? Données complétes / incompletes

Apres-midi RB et causalité

@ RB causal, intervention / observation, suffisance causale

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 2/33




IC Score Autre espace Références

O0®00000 0000000000 00000000000 000 @)
) 7 e e y V4 YL
Définition d’un réseau bayésien
P(Radio|Séisme)
Séisme =
Cambnolage )=[0.001 0.999] P(Séisme)=[0.0001 0.9999] 0 N
Radio=0 [0.99  0.01
Radio=N [0.01  0.99
Cambrlolage
P(Télévision|Radio)
Radio =
0 N
Téle=0 |0.99 0.50
RadIO Télé=N |0.01 0.50

A

Télévision

P(Alarme|Cambriolage,Séisme)

Cambriolage,Séisme =
00 ON NO NN
Alarme=0 | 0.75 0.10 099 0.10
Alarme=N | 0.25 0.90 0.01 0.90

Un réseau bayésien est défini par

o la description qualitative des dépendances (ou des

indépendances conditionnelles) entre des variables
graphe orienté sans circuit (DAG)

o la description quantitative de ces dépendances
probabilités conditionnelles (CPD)

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 3/33

IC Score Autre espace Références

L ] Notion d’apprentissage

Construire un réseau bayésien

@ structure fixée, on cherche seulement les CPD
@ a partir d'expertises : élicitation de connaissances
@ a partir de données complétes / incompletes

@ on cherche la structure
@ a partir de données complétes / incompletes

e dans quel espace ?
@ connait-on toutes les variables ? )
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L l Probleme complexe

Taille de I'espace de recherche

@ le nombre de structures possibles a partir de n nceuds est
super-exponentiel (Robinson 77)

1 , n=0oul
) = { Y ()T ()2 INS(n =), n>1

NS(5) = 29281 NS(10) = 4.2 x 1018

@ recherche exhaustive impossible / taille de |'espace

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 5/33

L l IC Score Autre espace Références
' Dimension d’un réseau bayésien

Définition

Nombre de paramétres (indépendants) nécessaires pour décrire
I'’ensemble des CPD associées au RB

P(Radio|Séisme)

Séisme =
0.0001 0.9999] o] N
Radio=0 [0.99  0.01
Radio=N [0.01 0.99

P(Cambriolage)=[0.001 0.999] P(Séisme)=

Cambriolage

P(Télévision|Radio)

Radio =
0 N
Téle=0 [0.99 0.50
0.01 0.50

P(Alarme|Cambriolage, Séisme)

Cambriolage,Séisme = Télévision
00 ON NO NN
Alarme=0 | 0.75 010 099 0.10

Alarme=N | 0.25 0.90  0.01 0.90

Exemples
o Dim(B)=1+1+4+2+2
o Graphe "vide” : Dim(By) = ?

o complétement connecté : Dim(B.) = 7
Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 6/33
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L l Equivalence de Markov

Définition

By et B> sont équivalents au sens de Markov ssi ils ont le méme
squelette et décrivent les mémes dépendances et indépendances

conditionnelles

Conséquences
o B; et By partagent les mémes V-structures et "arcs inferés”

@ tous les graphes équivalents peuvent étre représentés par un
graphe partiellement orienté (squelette, V-structure et arcs

inferés) (CPDAG)

o on appelle ce CPDAG le représentant de la classe
d’'équivalence

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 7/33
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Equivalence de Markov - exemple

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 8/33
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Apprentissage (données completes)

Recherche d’un |bon | réseau bayésien

@ Un RB résume des dépendances et indépendances
conditionnelles

o Trouver la structure == trouver ces infos dans les données J

- Introduction Score Autre espace Références
| I 0000000 0®00000000 00000000000 000 o

Recherche d’'IC

Deux algorithmes de référence
@ Pearl et Verma : IC et IC*
@ Spirtes, Glymour et Scheines : SGS, PC, Cl, FCI

Principe commun
@ construire un graphe non dirigé contenant les relations entre
les variables (tests du x?)
o par ajout d'arétes (Pearl et Verma)
o par suppression d'arétes (SGS)

o détecter les V-structures (idem)

@ "propager’ les orientations de certains arcs
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Recherche d’'IC

Problemes principaux

@ Fiabilité du test d'indépendance conditionnellement a un
grand nb de variables (et avec un nb de données restreint)

o Heuristique SGS : si df < &

1o alors dépendance

@ Explosion du nb de tests a effectuer

o Heuristique PC : commencer par I'ordre 0 (Xa_LXg) puis
I'ordre 1 (XaLXg | Xc), etc ...

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 11/33
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Algorithme PC

Etape 0 : Graphe non orienté reliant tous les nceuds }

A gauche, le réseau "théorique” utilisé pour générer 5000 exemples.
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Algorithme PC

Etape 1a : Suppression des IC d’ordre 0
X2: S1A L1A B1A OLA X1A DI1A T1S L1T O1lB X.1B J

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 13/33
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Algorithme PC

Etape 1b : Suppression des IC d’ordre 1
x2: TLA|O OLS|L X1S|L BLT|S XLT|0O DLT|O .. J
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Algorithme PC

Etape 1c : Suppression des IC d’ordre 2
x2: DLS|{L,B} XLO|{T,L} DLO|{T,L} J

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 15/33

Introduction Score Autre espace Références
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Algorithme PC

Etape 2 : Recherche des V-structures
2 : découverte de la V-structure T — O «— L J

Etape 3 : Orientation récursive de certaines arétes
aucune ici J
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Algorithme PC

Instanciation du PDAG

Orientation des arcs restants
(seule condition : ne pas introduire de nouvelle V-structure)

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 17/33
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Algorithme PC

Réseau obtenu vs. théorique

Le test du x2 sur 5000 exemples n'a pas réussi a retrouver
A—-T,0—-XetO—D
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Apprentissage (données completes)

Recherche d’un |bon | réseau bayésien

o Premiere méthode : rechercher directement les indépendances
conditionnelles

o | Autre méthode : associer un "score” a chaque structure

o calculable "rapidement” / décomposable localement

Score(B, D) = constante + Z score(Xi, pa;)
i=1

@ notion de score équivalence

@ Un score S est dit score equivalent ssi pour deux structures B;
et B, équivalentes on a S(B1, D) = S(Bz, D).

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 19/33
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Notion de score

Principe général : rasoir d’Occam

@ Pluralitas non est ponenda sine neccesitate
(La pluralité (des notions) ne devrait pas étre posée sans
nécessité)

@ Frustra fit per plura quod potest fieri per pauciora
(C'est en vain que I'on fait avec plusieurs ce que I'on peut
faire avec un petit nombre)

= Principe de parcimonie = trouver le modele

@ qui représente le mieux les données D :
vraisemblance : | L(D|0, B)

@ et qui soit le plus simple possible :

nb de parametres pour décrire B : | Dim(B)

v
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Exemples de score

AIC et BIC

@ Compromis vraisemblance / complexité
@ Application des criteres AlIC (Akaike 70) et BIC (Schwartz 78)

Saic(B, D) = log L(D|#MV, B) — Dim(B)

1
Sgic(B,D) = log L(D|OMY, B) — 5 Dim(B) log N

Scores bayésiens : BD, BDe, BDeu

e Sgp(B,D) = P(B,D) (Cooper et Herskovits 92)
@ BDe = BD + score équivalence (Heckerman 94)

Sep(B,D) = P(B) HH : (i) 1—’[ M(Njk + k)

i=1 j=1 (N i) K1 (ciji)
Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 21/33
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Apprentissage (données completes)

Recherche | d’'un bon réseau bayésien

o Heuristique de recherche :
o espace B
o | restriction aux arbres | : Chow&Liu, MWST

o ordonnancement des nceuds : K2
o | recherche gloutonne | : Greedy Search

o espace &

o | Greedy Equivalence Search
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Restriction a I'espace des arbres

@ quel est le meilleur arbre passant par tous les nceuds,
i.e. maximisant un score défini pour chaque arc possible ?

Réponse : Arbre de recouvrement maximal

@ MWST : Maximum Weight Spanning Tree
o (Chow et Liu 68) : information mutuelle :

Nab NabN

a,b a. .

o (Heckerman 94) : score local quelconque :

W (Xa, Xg) = score(Xa, Pa(Xa) = Xg) — score(Xa, ()

4
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Restriction a I'espace des arbres

Déroulement

@ MWST donne un arbre non orienté reliant toutes les variables.

@ arbre non orienté = CPDAG représentant dans |'espace des
équivalents de Markov de tous les arbres dirigés qui partagent
cette méme structure !

@ transformation en arbre orienté en choisissant arbitrairement
un nceud racine et en dirigeant chaque aréte a partir de ce
noeud.
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Exemple : réseau obtenu vs. théorique

Ce type d'algorithme ne peut pas découvrir de V-structures, ni de

cycles ...
Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 25/33
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Recherche gloutonne (greedy search)

Principe

@ Parcours de l'espace a |'aide d’'opérateurs classiques :

e ajout d'arc
@ inversion d'arc
@ suppression d’arc

@ sous reserve que le graphe obtenu soit toujours un DAG (pas
de circuit)

@ possibilité de commencer a partir d'un graphe précis
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Exemple : réseau obtenu vs. théorique

On tombe surement dans un optimum local

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 27/33
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Exemple : réseau obtenu vs. théorique

Initialisation de la recherche par |'arbre obtenu par MWST
on arrive a un meilleur résultat
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Autre espace Références

L l Introduction IC
' Et avec des données incompletes

Probleme

= calculer le score lorsque les données sont incompletes
X ={D,H}

Une solution : Structural EM (Friedman 97)

Greedy Search + EM sur les paramétres
o EM paramétrique pour améliorer () pour un B() fixé
o recherche de BU*Y) parmi les voisins de B(), avec des données
complétées selon A()
o et ainsi de suite ... )
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L l Introduction IC Score Références
' Et si on changeait d’espace de recherche

Remarques

@ IC/PC : on obtient en réalité le PDAG représentant la classe
d'équivalence de Markov
@ MWST : idem (arbre non dirigé)

@ La plupart des scores ne distinguent pas des réseaux
équivalents, d'ou des problemes de convergence

Recherche dans £
o & = espace des représentants des classes d'équiv. de Markov
o Meilleures propriétés : OUI
o 2 structures équivalentes = une seule structure dans £

o Meilleure taille : NON

o & est quasiment de méme taille que I'espace des RB (ratio
asymptotique de 3,7 : Gillispie et Perlman 2001)
4
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Références
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Greedy Equivalent Search

Principe (Chickering 2002)
@ Recherche gloutonne dans &£
@ Phase 1 : ajout d'arcs jusqu'a convergence

@ Phase 2 : suppression d’'arcs jusqu’'a convergence

@ Adaptation aux données incompletes : GES-EM (Borchani et

al. 2006)

VPR coricl EGC 2008 31/33
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Au programme ...

Notions générales

Apprentissage des parameétres

@ Maximum de vraisemblance / a posteriori

@ Données completes / incomplétes

Apres-midi Apprentissage de la structure
@ Recherche d'indépendances / maximisation score

@ Quel espace ? Données complétes / incomplétes

.

Apres-midi —> RB et causalité

@ RB causal, intervention / observation, suffisance causale

y
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Un RB n’est pas un modele causal

@ RB classique :

e A — B ne signifie pas forcément causalité entre A et B,
e seuls les arcs du CPDAG représentant de la classe
d'équivalence de Markov représentent des causalités *

Confusion

@ lorsque le graphe est construit par un expert, le graphe est
souvent causal

o lorsque le graphe est appris avec des données, il n'a aucune
raison d'étre causal !

@ Pas toujours grave ...

e graphes équivalents = méme loi jointe, donc méme résultat
pour les algorithmes d'inférence (probabiliste)
= la causalité n'est pas utile pour I'inférence (probabiliste)
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- Introduction Apprentissage Var. latentes Références
| I 00 00 000 0000000 o

Réseau bayésien causal

Réseau bayésien causal

@ chaque A — B représente une relation de causalité directe,
i.e. le fait que A est bien la cause directe qui génere B

@ si la causalité n'est pas utile pour I'inférence (probabiliste), a
quoi peut servir un réseau bayésien causal ?
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Intervention vs. Observation

@ Inférence classique :

@ on observe B = b,
e on calcule P(A|B = b)

@ Inférence causale [Pearl 00]:
e on agit/manipule/intervient sur B : do(B = b)

exemple avec A — B
o P(Aldo(B = b)) = P(A),
o P(B|do(A =a)) = P(B|A=a)

exemple avec A — B
o P(Aldo(B = b)) = P(A|B =b),
o P(B|do(A =a)) = P(B)

y
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Manipulation Theorem

@ Spécifier comment la loi jointe change aprés une manipulation
do(M = m)

Version intuitive
@ on oublie les causes "officielles” de M (ses parents dans le
graphe)
@ on garde le fait que M = m pour les effets que cela déclenche
(les enfants de M)

Version officielle [Spirtes et al. 00]

P(vldo(m)= | ]I P(vilPa(V3)

VieV\M M=m

v
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Apprentissage d’une structure causale

@ En général, utilisation de données d’observation

e quelle que soit la méthode, résultat = représentant de la classe
d'équivalence

e détermination partielle des relations causales

Solutions pour trouver un graphe completement causal

o utiliser uniquement des données d’expérimentation, et décider

au fur et a mesure quelle expérience sera la plus utile a réaliser
(active learning [Murphy 01], ...)

Idée : algorithme MyCaDo

[Meganck, Leray & Manderick 06]

@ tirer partie des données d'observations souvent existantes et
nombreuses

@ utiliser des données d’expérimentation uniquement pour finir
d'orienter le CPDAG

v
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Algorithme MyCaDo

Données

d'observation

@\\

Algorithme
d'apprentissage
de structure

d'un RB 0>
1 1

(" CPDAG

/| Réseau Bayésien\

causal
Choix Reéalisation Analyse
nnd > nnd > Y
de I'exp. des résultats | |1

-~

\_ ) ) Algorithme MyCaDo

. © O )
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L]
: Algorithme MyCaDo

© Choix de I'expérience = choix d'une variable M a manipuler

e orientant potentiellement le plus d'arcs
e en tenant compte d'éventuels colits d'expérimentation et/ou
d’'observation des variables

© Réalisation de I'expérience

e do(M = m) pour toutes les valeurs possibles m
e observation des variables C candidates (C—M)

© Analyse des résultats
o P(C|M) (observation) ~ P(C|do(M)) (expérience) ?
e si égalité, alors C «— M, sinon M «— C
e propagation éventuelle de |'arc découvert
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Mais ce n’est pas fini ...

Exemple simple, avec 2 variables
@ S (la Seine déborde) et P (j'ai pris mon parapluie)

@ Des données d'observation montrent que ces deux variables ne
sont pas indépendantes :

S-P
o On décide d'agir sur S et d'observer P : pas de modification

S n'est pas la cause de P

o Faut-il en conclure que P est la cause de S 7

o En agissant aussi sur P, on aurait vu que P n'est pas la cause
de S

o Intérét = découverte d'une variable latente (il pleut...)

v
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Suffisance Causale

@ Les algorithmes précédents se basent tous sur |'hypothése de
suffisance causale

Suffisance causale

Toutes les variables nécessaires a la modélisation sont connues

@ Abandonner |'hypothese de suffisance causale = Essayer de
découvrir des variables latentes lors de |'apprentissage de
structure

o de fagon explicite (méthodes a base de score)
o de fagon implicite (SMCM vs. MAG)
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Modélisation explicite vs. implicite

Modélisation explicite

o Adaptation de Structural EM G
@ Avantages
o inférence probabiliste : OK
@ Inconvénients @ @

o complexité de la méthode
o inférence causale : NON (le graphe n’est pas causal)

Modélisation implicite
o Modele plus "léger”
o pas besoin de déterminer la cardinalité de H

.

o Deux formalismes aux objectifs différents

o inférence causale : SMCM, Semi Markovian Causal Model

o apprentissage de la structure : MAG, Maximum Ancestral
Graph

v

Philippe Leray Tutoriel EGC 2008 12/17




- Introduction RB causal Apprentissage Références
| I 00 000 000 000®000 o)
' SMCM vs. MAG

@ SMCM [Pearl 00] @ MAG [Richardson & Spirtes 02]

s :
RN ‘%@

?@

()
® )
A

@ A« B : cause commune @ A« B : cause commune
latente latente
@ A — B : relation de @ A— B = dépendance entre A
causalité directe et B
@ existence de chemins "induits”
L ] Introduction RB causal Apprentissage Références
' SMCM vs. MAG
@ SMCM [Pearl 00] @ MAG [Richardson & Spirtes 02]

@ @)
()
® 0 ® 0
® @

A4

@ Inf. causale : en théorie @ Inf. causale : partielle
@ Inférence prob. : NON @ Inférence prob. : NON
@ Apprent. structure : NON @ Apprent. structure : partielle
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' SMCM vs. MAG

@ Apprentissage a partir d'observations : OK, mais obtention
du représentant de la classe d'équivalence (CPAG)

CPAG — MAG : inutile, un MAG n'est pas causal

@ Inférence causale : OK dans les SMCM

@ Inférence probabiliste : il manque une paramétrisation
efficace des SMCM
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Une approche globale : MyCaDo++

@ Apprentissage a partir d'observations : OK, mais obtention
du représentant de la classe d'équivalence (CPAG)

Notre idée : [Meganck, Maes, Leray & Manderick 06]

passer directement du CPAG a un SMCM a partir de données
d’'expérimentation

@ Inférence causale : OK dans les SMCM

@ Inférence probabiliste : il manque une paramétrisation
efficace des SMCM

Notre idée : [Meganck, Maes, Leray & Manderick 06]

proposer une paramétrisation efficace d'un SMCM
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