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Chapitre �

Introduction

La visualisation tridimensionnelle d�un organe � partir de l�information donn�e par des images
en coupe est une op�ration mentale bien di�cile� m�me pour un sp�cialiste� Une image en trois
dimensions est toujours plus explicite et plus facile � analyser� Or� lors de la visualisation d�une
image tridimensionnelle� on est oblig� de proc�der coupe par coupe� ce qui nuit � la compr�hen�
sion� Il serait donc particuli�rement int�ressant de parvenir � reconstruire en trois dimensions� �
partir d�une telle image� les organes qui int�ressent le praticien� a�n de pouvoir les isoler les uns
des autres� et de pouvoir les regarder sous tous les angles possibles�
Cela suppose que l�on soit capable d�extraire de la s�rie de coupes constituant une image en trois
dimensions� la surface constituant le contour de l�objet que l�on veut isoler� Cette op�ration est
appel�e une �segmentation� de l�objet en question�
Il existe de nombreuses m�thodes pour segmenter des images� celles�ci �tant plus ou moins au�
tomatis�es� Dans le cas d�images m�dicales� les images sont tr�s bruit�es� peu contrast�es� et
les erreurs ne sont pas envisageables� Les segmentations automatiques classiques sont donc �
exclure� car elles ne font pas la di��rence entre le contour d�un organe donn� et celui d�un autre
organe� Mais une segmentation enti�rement manuelle r�alis�e par un sp�cialiste� bien qu�elle soit
optimale� est longue et fastidieuse� Un compromis e�cace entre ces deux extr�mes n�est donc
pas d�nu� d�int�r�t� Il faudrait donc incorporer dans notre m�thode de segmentation une forme
d�intelligence� qui permette de faire la di��rence entre ce qui fait partie de l�organe � segmenter
et ce qui correspond � un autre organe� Pour cela� on introduira une forme a priori de l�organe�
qui subira ensuite des d�formations� Ces d�formations ne seront accept�es que dans la mesure
o notre mod�le conserve une forme qui soit caract�ristique de cet organe� Ceci sera fait par
l�interm�diaire d�une �tude statistique men�e sur un ensemble d�apprentissage repr�sentatif de
l�organe� On b�tit ainsi un mod�le extr�mement contraint� qui ne fonctionne que pour l�organe
pour lequel on a fait des statistiques� Mais c�est aussi l� que r�side la force de cette m�thode �
en introduisant dans notre mod�le la notion de forme caract�ristique� on emp�che toute erreur
grossi�re consistant � segmenter des bouts d�autres organes� et l�on am�liore consid�rablement la
segmentation l� o les contours de l�organe ne sont pas su�samment contrast�s pour �tre rep�r�s
par un algorithme classique de segmentation� Il ne sera pas inutile� ceci fait� de compl�ter la seg�
mentation ainsi obtenue par une segmentation automatique classique� a�n d�a�ner le r�sultat�
Nous appliquerons notre m�thode � une ensemble d�images de foies� provenant d�acquisitions
fournies par l�IRCAD�
Nous commencerons� apr�s quelques g�n�ralit�s sur le foie� par exposer la m�thode de repr��
sentation surfacique� par maillages simplexes� que nous avons adopt�e� Nous montrerons ensuite
comment obtenir une forme moyenne de foie� puis nous exposerons une premi�re m�thode pour
calculer des d�formations caract�ristiques� appel�e analyse en composantes principales� Ceci fait�
nous introduirons une autre m�thode moins classique et plus en vogue� l�analyse en composantes
ind�pendantes�
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Nous montrerons alors les r�sultats obtenus par des segmentations utilisant l�analyse en compo�
santes principale� et nous les comparerons avec des segmentations semi�automatiques�
Nous verrons en�n dans quelle mesure nous pouvons am�liorer notre segmentation contrainte
par les statistiques en imposant les coordonn�es de certains sommets de notre maillage�





Ce stage s�est d�roul� du �� avril ���� au � septembre ���� � l�Institut National de Recherche
en Informatique et Automatique� au sein du projet �PIDAURE� Il constitue la conclusion de
mon ann�e de DEA � l�ENS Cachan� dans le cadre du DEA �Math�matiques� Vision� Appren�
tissage�� dirig� par Jean�Michel Morel� Ce stage �tait dirig� par Nicholas Ayache� directeur du
projet �PIDAURE� encadr� par Xavier Pennec et Herv� Delingette� chercheurs du projet �PI�
DAURE� et plac� sous la responsabilit� de Laurent Younes au niveau du DEA�

��� Le projet �PIDAURE

L�objectif du projet �PIDAURE est de d�velopper des outils de traitement d�image m�dicales�
avec de nombreuses applications � construction d�atlas anatomiques� simulations d�op�rations chi�
rurgicales� recalage d�images volumiques� aide au diagnostic pr��op�ratoire� r�alit� virtuelle et
augment�e� etc�
Le projet �PIDAURE regroupe quatre chercheurs� le Dr� Nicholas Ayache� son directeur� Xavier
Pennec� Herv� Delingette et Gr�goire Malandain� ainsi qu��ric Bardinet� ing�nieur expert� Janet
Bertot� ing�nieur syst�me� Francoise Pez�� charg�e de l�administration� une dizaine de th�sards�
de nombreux collaborateurs� tant dans le milieu m�dical que dans celui de la recherche scienti�
�que� et bien s!r des stagiaires�
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��� Sujet de stage

�Construction de mod�les statistiques de formes h�patiques "stage de DEA#

Ce stage porte sur la conception de mod�les statistiques de formes permettant de d��nir une
repr�sentation moyenne de la forme d�un organe� et une description de sa variabilit�� Apr�s une
�tude de l��tat de l�art sur ce sujet� le stage consistera � proposer une m�thode� et � l�appliquer
� une base de donn�e d�images scanner du foie qui comprend pr�s de 	� organes� Le stage s�ap�
puiera sur des travaux th�oriques et pratiques de l��quipe dans ce domaine� On pourra utiliser un
outil interactif de segmentation qui permet d�extraire la g�om�trie des organes dans les images
scanner tr�s e�cacement� �
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��� Motivations

La segmentation du foie dans une image scanner de l�abdomen d�un patient s�inscrit dans
un processus visant � r�aliser un simulateur chirurgical� a�n d�e�ectuer un meilleur diagnostic
pr�op�ratoire� Ce projet dans lequel l�INRIA est impliqu�� est dirig� par l�IRCAD� Les tech�
niques propos�es ici pourront �tre �tendues � la segmentation de bien d�autres organes� en vue
de simuler l�int�gralit� des organes de la zone � op�rer�
Il est �vident que des applications peuvent �tre trouv�es dans d�autres milieux que la chirurgie�

��� �tat de l�art

Outre les techniques classiques de segmentation automatique� qui ne tiennent pas compte
de la sp�ci�cit� des images � traiter� et ne sont donc pas bien adapt�es � la segmentation d�ac�
quisitions m�dicales� en raison du bruit important et du faible contraste qui caract�rise ce type
de donn�es� plusieurs m�thodes plus �nes ont �t� �labor�es� Ainsi� dans %ELF��&� les auteurs
repr�sentent un contour par les z�ros d�une fonction distance� et modi�ent l�algorithme classique
de �snake� en incorporant� � chaque it�ration� la forme a posteriori du contour � segmenter�
Une autre solution� propos�e dans %LK��&� consiste � �laborer un mod�le de contour d�crit par
un maillage� ayant la forme du type d�objet � segmenter� et muni d�un certain nombre de points
caract�ristiques "�landmarks�#� L�utilisateur commence par mettre en correspondance ces points
avec des points de l�image� Le mod�le est ainsi d�form� de mani�re � ce que ses points caract��
ristiques co'ncident avec ceux que l�utilisateur a choisi� Le mod�le d�form� a d�s lors � peu pr�s
la forme de l�objet pr�sent dans l�image ( il subit alors une relaxation destin�e � le rapprocher
au mieux du contour r�el� en utilisant l�information donn�e par le gradient de l�image� En ce qui
concerne les approches statistiques� une segmentation par analyse en composantes principales
"ACP# est pr�sent�e dans %TCDJ��&� Mais cette approche est fond�e sur une description des
contours faite � partir de points caract�ristiques� et se limite � des images en deux dimensions�
Il est important que les points caract�ristiques soient d�termin�s avec pr�cision� ce qui en trois
dimensions est particuli�rement di�cile� voire impossible� lorsque les objets � segmenter sont des
organes d�une grande variabilit� et ayant une surface lisse� comme c�est le cas pour le foie� Tout
en conservant cette id�e de mod�le d�formable contraint par les statistiques� nous avons pr�f�r�
d�crire notre mod�le par un maillage simplexe soumis � des forces externes dues � l�image et �
des forces internes de r�gularisation� comme dans %MD�
& et %Del�	&�
Une des bases du travail pr�sent� ici est la notion de forme statistique� li�e � celle de recalage�
%G�K
�& introduit les notions de formes et d�espaces de formes� ainsi que de lois de probabilit�s
sur l�espace des formes associ� � k points de Rm � en se limitant � des formes donn�es par un petit
nombre de points en dimension �� et donne quelques applications � l�arch�ologie� l�astronomie� la
g�ographie et la chimie� %Dry& applique la notion de forme � l�identi�cation de substances biolo�
giques par comparaison des �lectrophor�ses� Le lecteur int�ress� par la notion de forme moyenne
dans l�espace des formes pourra se reporter � %Pen�a& ou %Zie�	&� En�n� %Pen��& montre comment
recaler deux images bruit�es de mani�re optimale�
Une m�thode d�analyse statistique plus pouss�e que l�analyse en composantes ind�pendantes est
tr�s en vogue ces temps�ci� Il s�agit de l�analyse en composantes ind�pendantes ( celle�ci est ex�
pos�e de fa$on exhaustive dans %ICA�
&� et de mani�re plus th�orique dans %Com�	&� Un d�but
d�application � l�analyse statistique des formes d�un organe est pr�sent�e dans %Hug��&� mais
n�est pas appliqu� au cas tridimensionnel�






��	 
 propos du foie

Le foie est un organe particuli�rement important� qui joue de nombreux r)les essentiels au
bon fonctionnement de l�organisme �
Il produit la bile "qui �limine les substances toxiques et facilite la digestion#� ainsi que de nom�
breuses prot�ines essentielles ( il assainit le sang� r�gule le taux de glucose dans le sang� le taux
de cholest�rol� l�apport en vitamines et en min�raux ( il �quilibre la circulation de nombreuses
hormones���
C�est l�organe le plus volumineux du corps humain� Il mesure typiquement �
 cm dans le sens
transversal� � cm de haut et 
 cm d��paisseur� Il est d�une consistance plut)t ferme� fragile
mais tr�s mall�able � sa variabilit� est tr�s importante� Sa forme d�pend des ligaments qui le
maintiennent et des organes qui se trouvent � c)t� de lui � les poumons� le c�ur� l�estomac� le
pancr�as� la rate� la v�sicule biliaire� les intestins� le diaphragme� les c)tes��� Par ailleurs� certaines
pathologies du foie peuvent in�uer fortement sur la taille et la forme de celui�ci�
Le foie est dot� d�un �tonnant pouvoir de r�g�n�ration� lui permettant de recouvrer la totalit� de
sa masse quatre mois apr�s une ablation des trois quarts de l�organe� Ce pouvoir de r�g�n�ration
d�passe celui des cancers les plus graves� L�ablation� m�me massive� d�une partie du foie est donc
une solution particuli�rement e�cace pour traiter certaines pathologies h�patiques graves�
On consid�re souvent que le foie comprend plusieurs parties� d�nomm�es segments� Ce genre de
description est fond� sur la vascularisation du foie� Si une tumeur se d�veloppe dans le foie� elle
va utiliser la vascularisation porte pour se propager ( il est donc pr�f�rable d�)ter tout le segment
correspondant� et il n�est pas n�cessaire� si l�on s�y prend � temps� de toucher aux segments non
concern�s� Il existe plusieurs segmentations du foie� mais celle qui est la plus utilis�e est celle de
Couinaud "voir �gures ��� et ���#�

Fig� ��� * sch�ma de la segmentation de Couinaud

��� Le Visible Human Project de la National Library of Medicine

Le Visible Human Project de ls National Library of Medicine "ou NLM# est une collection
d�images scannographiques� IRM et photographiques de deux corps humains des deux sexes "les
Visible Man et Visible Woman#� r�alis�e pour la recherche�
Les images scanner sont des coupes axiales r�guli�rement espac�es de � mm� La r�solution des
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Fig� ��� * Segmentation de Couinaud� De gauche � droite � sch�ma� puis deux exemples de mod�les

�D de foies r�els� En haut� vue de dessous 	 en bas� vue de face

images IRM est plus faible� mais celle des images photographiques est identique � les corps ont
�t� cryog�nis�s� puis d�coup�s en tranches de � mm� lesquelles ont �t� photographi�es�
Les images photographiques et scannographiques ont l�avantage de co'ncider� ce qui permet de
faire d�int�ressantes comparaisons�
En ce qui nous concerne� le foie du Visible Man fournit un mod�le de r�f�rence de foie sain�

Fig� ��� * le Visible Man et son foie

Pour plus d�informations sur la National Library of Medicine� voir leur site � www�nlm�nih�gov�
Sur le Visible Human Project � www�nlm�nih�gov+research+visible�
A noter que le site polytechnique f�d�rale de Lausanne donne acc�s � un logiciel en ligne qui
permet de visualiser une coupe d�orientation quelconque du Visible Man�

��



Fig� ��	 * Mod�le du foie du Visible Man
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Chapitre �

Maillages simplexes

A�n de rendre utilisables les donn�es des images tridimensionnelles dont nous disposons� nous
allons repr�senter la surface d�un foie par un vecteur� Pour cela� diverses solutions sont envisa�
geables � les surfaces explicites "analogues des snakes en trois dimensions#� les surfaces B�splines�
les super�quadriques� les triangulations���
Nous avons choisi de repr�senter nos mod�les de foies par des maillages simplexes� cette m�thode
�tant d�j� utilis�e au sein du projet �PIDAURE ( cela nous permet� entre autres choses� de dis�
poser d�outils de visualisation �volu�s� d�velopp�s par des membres d��PIDAURE�
Les maillages simplexes sont des maillages discrets topologiquement duaux des triangulations�
Ils ont �t� introduits par Herv� Delingette en ���	� Nous allons voir que c�est une repr�sentation
qui permet une grande pr�cision dans la description des organes �tudi�s�
Avant tout� d��nissons ce qu�est un maillage simplexe �

��� D�nitions

D
�nition � Un k
maillage simplexe de Rn est un maillage dont chaque sommet P �i� poss�de
exactement k�� voisins � �PP��i�� � � � �PPk���i�� 	 et tel que les propri�t�s suivantes soient v�ri


��es �

� Un sommet ne peut �tre son propre voisin�

� Les k � � voisins dun sommet sont tous distincts deux � deux�
� La relation de voisinage est r��exive � si P �i� est un voisin de P �j�� linverse est vrai aussi�

D��nissons aussi les ar�tes et les faces d�un maillage simplexe �

D
�nition � On appelle ar�te du maillage simplexe M un ensemble de deux sommets qui sont

voisins lun de lautre�

Une seule ar�te est susceptible de relier deux sommets�

D
�nition � On appelle face dun �
maillage simplexeM un ensemble de sommets PFi���� � � � �PFi�m� ��
tel que �

� Fermeture � fPFi����PFi���g� fPFi����PFi���g� � � � � fPFi�m� ���PFi���g sont des ar�tes�

� Unicit� � Aucune ar�te ne partage une face en deux �

si PFi�j� et PFi�l� sont voisins� alors l � j � � mod�m	�

��



Attention � une face n�est a priori pas contenue dans un plan�

D
�nition � Deux faces qui ont une ar�te en commun sont dites adjacentes�

��� Orientation

La num�rotation des voisins d�un sommet induit une orientation de ce sommet� On impose
� tous les sommets d�une face d��tre orient�s de mani�re coh�rente ( ceci permet de donner une
orientation � la face en question� Les faces du maillage sont alors toutes orient�es de mani�re
coh�rente� Voir �gure ����

Fig� ��� * Orientation dune face et de ses sommets 	 vue plus g�n�rale avec plusieurs faces�

��� Dualit� avec les triangulations

D
�nition � On dira qu un �
maillage simplexe est complet si �

� il est orient��

� chaque ar�te fait partie de deux faces exactement�

� deux faces adjacentes nont quune ar�te en commun�

Le ��maillage simplexe de la �gure ��� n�est pas complet� puisque deux faces ont deux ar�tes en
commun�
Herv� Delingette montre qu�un ��maillage simplexe complet est le dual topologique d�une tri�
angulation�
Pour obtenir un rendu � partir d�un ��maillage simplexe� ou pour calculer son aire� il faut le tri�
anguler� H�Delingette introduit deux m�thodes int�ressantes pour ce faire � la premi�re consiste
� consid�rer que les sommets de la triangulation duale sont les centres de gravit� des faces du
maillage� La deuxi�me conserve les sommets du maillage� mais relie les sommets d�une face avec
le centre de gravit� de celle�ci� Voir �gure ���
L�avantage de la premi�re m�thode est de fournir une triangulation avec moins de sommets
et de triangles� ce qui permet d�acc�l�rer le rendu graphique� En revanche� elle sous�estime la
courbure � le rendu n�est pas tr�s bon� La seconde m�thode� plus co!teuse� est aussi plus pr�cise�
C�est celle que l�on utilisera pour calculer l�aire d�une face ou le volume du maillage�

�	



Fig� ��� * �
maillage simplexe non complet
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Fig� ��� * Deux m�thodes de triangulation dun �
maillage simplexe
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Pour plus de pr�cisions sur les maillages simplexes et sur les transformations que l�on peut
leur faire subir "notamment le ra�nement#� voir %Del�	&� ainsi que %Mon��&�

��� Stabilit� des emplacements des sommets

Nous allons� dans tout ce qui suit� chercher � recaler des maillages de foies sur d�autres
maillages de foies ( c�est���dire que l�on va chercher la transformation rigide� similitude au a�ne�
qui� appliqu�e � un maillage M�� le rapproche le plus possible d�un maillage M�� Pour cela� nous
allons apparier chaque sommet i du maillage M� avec le sommet i du maillage M�� et mini�
miser la distance entre M� et M�� consid�r�s comme des vecteurs� Cette approche suppose que
les sommets de m�me indice de deux maillages di��rents repr�sentent les m�mes points sur le
foie� En d�autres termes� on fait l�hypoth�se que chaque sommet conserve � peu pr�s le m�me
emplacement d�un maillage sur l�autre�
C�est une hypoth�se tr�s forte ( et pour que celle�ci soit valide� nous avons utilis� des maillages
provenant tous du maillage du foie du Visible Man de la NLM � lors de la segmentation d�une
image de foie� nous avons pris comme initialisation le maillage du foie de la NLM� correctement
recal� sur l�image� Ainsi les coordonn�es initiales d�un sommet �taient proches des coordonn�es
�nales du m�me sommet�
Cela nous a permis de garantir le fait que deux sommets qui sont �loign�s dans un maillage
le soient aussi dans un autre� et qu�inversement� deux sommets proches dans un des maillages
restent proches dans un autre maillage�
L�appariement n�est donc pas exact� mais il est tout de m�me coh�rent ( cette approche est va�
lid�e� dans une certaine mesure� par les r�sultats obtenus par la suite� Elle a tout de m�me ses
limites� comme on pourra le voir par la suite�

��� Segmentation semi�automatique corrig�e manuellement

L�int�r�t d�une segmentation automatique est �vident� mais sa mise en �uvre est rarement
satisfaisante� et il est fr�quent qu�il soit n�cessaire de la modi�er manuellement� Le r�sultat est
alors beaucoup plus convainquant� Cette technique est bien moins fastidieuse qu�une segmenta�
tion enti�rement manuelle� qui est tr�s co!teuse en temps�
Partie automatique � la �gure ��	 donne un exemple vu en coupe� Un maillage "celui de la NLM#�
initialement recal� sur l�image� est ensuite d�form� localement pour coller aux contours du foie
dans l�image�

Partie semi�automatique �
Exemple d�une correction semi�manuelle � dans la �gure ���� la zone jaune est le r�sidu de l�at�
traction du maillage par la veine sus�h�patique� que l�on ne d�sire pas garder dans notre mod�le�
Il faut par cons�quent aplatir cette zone de mani�re � n�avoir plus que le contour du foie� Pour
cela� on d�limite la zone � modi�er "en jaune sur la �gure ���#� puis on annule les forces d�at�
traction vers les contours� ainsi que la rigidit�� et l�on applique une force tendant � minimiser
l�aire de la zone en question� La �gure ��� montre les �tats initial et �nal� ainsi que deux �tats
interm�diaires �

Un des premiers objectifs du stage consistait � se procurer un ensemble de foie correctement
segment�s� destin� � constituer l�ensemble d�apprentissage des statistiques� Nous disposions de
	� acquisitions tridimensionnelles de foies� fournies par l�IRCAD "Institut de Recherche contre

�



Fig� ��	 * Coupe dune segmentation automatique initialis�e avec le foie de la NLM

Fig� ��� * Aplatissement dune zone correspondant � lattraction du contour par la veine sus


h�patique

��



les Cancers de l�Appareil Digestif#� et segment�es automatiquement de la mani�re suivante � le
maillage est soumis � chaque it�ration � des forces externes "r�gl�es par un param�tre �� dues
� l�attraction des points de fort gradient de l�image� ainsi qu�� des forces internes de r�gulari�
sation "r�gl�es par un param�tre �#� Le maillage a par ailleurs une certaine rigidit�� qui limite
les d�formations trop importantes� Pour plus d�informations sur les proc�d�s de segmentation
automatique des maillages simplexes� le lecteur pourra se r�f�rer � %Mon��& et %MD�
&�
Une premi�re di�cult� est que la majorit� des images de foie fournies provenaient de patients
malades� Nombre d�entre eux avaient subi une ablation au niveau du foie� ce qui rendait l�organe
non�repr�sentatif d�un foie sain "cf �gure ��
#� Il fallait alors faire un choix � prenait�on en compte�
dans notre mod�le� les foies ayant subi une ablation� Le probl�me est que la variabilit� de ceux�
ci est excessivement grande� puisque l�on peut enlever les trois�quarts du foie d�un malade sans
que cela pose de probl�me de r�g�n�ration� Le statistiques risquaient alors de permettre � peu
pr�s n�importe quelle d�formation� ce qui est justement ce que l�on voulait �viter� Pour valider
notre m�thode de segmentation contrainte par les statistiques� il nous a sembl� plus coh�rent de
se limiter � des foies dont la forme soit repr�sentative� Par ailleurs� ce choix peut permettre de
rep�rer facilement une ablation� les statistiques emp�chant une segmentation ad�quate au niveau
de celle�ci�
Par ailleurs� certaines acquisitions ne contenaient pas le foie dans son int�gralit�� interdisant une
bonne segmentation "cf �gure ���#�
La discrimination entre foies repr�sentatifs et foies non�repr�sentatifs a �t� valid�e par Yves Chau�
radiologue en stage au sein du projet �PIDAURE�
Ainsi notre ensemble d�apprentissage se trouvait consid�rablement r�duit�
Par ailleurs� les segmentations automatiques n��taient pas satisfaisantes � le maillage avait sou�
vent �t� attir� par la veine sus�h�patique ainsi que par le c�ur� ce qui lui donnait une forme
incorrecte� Il a donc �t� indispensable de modi�er ces segmentations semi�manuellement� ce qui
prit un temps non n�gligeable�
Il restait �nalement �� maillages que l�on estimait repr�senter des foies sains correctement seg�
ment�s�

��	 Segmentation automatique contrainte par les statistiques

Pour une segmentation pr�cise du foie� il faut un nombre cons�quent de sommets par maillage�
Mais un trop grand nombre de sommets pourrait ralentir excessivement la segmentation� La seg�
mentation semi�automatique par d�formation d�un mod�le statistique suivant des modes devra
donc se faire avec un maillage assez rudimentaire ne prenant pas en compte les petites variations
de la surface de l�organe� Les maillages que l�on utilise ici comprennent ��� sommets�
La premi�re �tape consistera � calculer� � partir de nos �� maillages d�apprentissage� une maillage
qui repr�sente une forme moyenne de foie� On calculera ensuite les d�formations les plus pro�
bables gr�ce � une analyse statistique du type Analyse en Composantes Principales "abr�g� en
ACP ou PCA# ou Analyse en Composantes Ind�pendantes "ICA#�
En ce qui concerne la segmentation d�une image de foie par notre mod�le statistique� la premi�re
�tape consistera � recaler le maillage moyen sur l�image� Ce recalage se fera par transformation
rigide "rotation et translation#� par similitude "on rajoute un facteur d��chelle#� ou par transfor�
mation a�ne "transformation lin�aire inversible et translation#� Dans un premier temps� avant
de faire un recalage automatique� on proc�dera � un recalage rigide manuel� � l�aide du logiciel
�sm� d�velopp� par Herv� Delingette et Johan Montagnat� ce qui se fait tr�s rapidement� Ceci
permettra au recalage automatique d��tre plus e�cace�
Dans %Mon��&� Johan Montagnat propose d�utiliser l�algorithme d�Iterative Closest Point "ICP#
pour recaler au mieux un maillage simplexe sur une image tridimensionnelle� Le principe en est
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Fig� �� * Image tridimensionnelle de foie� avec et sans maillage
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Fig� ��� * Sur cette image� il manque des coupes� do� un aplatissement anormal du maillage

�en haut de limage�
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Fig� ��
 * Rendu du maillage dun foie qui a subi une ablation et maillage moyen� La comparaison

montre tr�s clairement la partie manquante

��



le suivant � on apparie chaque sommet du maillage avec le point de plus fort gradient dans la
direction de la normale� qui soit � une distance inf�rieure � une longueur �x�e l "� r�gler en fonc�
tion de l�image# ( ensuite� on applique le recalage qui rapproche le plus le maillage de l�ensemble
des poins appari�s "il existe plusieurs m�thodes pour faire cela� Xavier Pennec� dans %Pen�b&�
propose une m�thode utilisant les quaternions� ainsi qu�une approche fond�e sur la d�composition
en valeurs singuli�res de la matrice de corr�lations entre les sommets du maillage moyen et leurs
appariements#�
Ayant recal� le �foie moyen� sur l�image tridimensionnelle� on va imposer au maillage de ne subir
des d�formations que si elles sont statistiquement probables� Cela permettra d��viter les erreurs
grossi�res� et restreindra consid�rablement l��tendue des d�formations possibles�
On pourra ensuite� une fois que notre maillage est su�samment proche du foie r�el� continuer
la segmentation par une technique plus classique de type �snakes�� pour que le maillage �pouse
parfaitement la forme du foie�
Ainsi notre mod�le statistique devrait essentiellement servir � une pr��segmentation� pr�alable �
une segmentation plus pr�cise�
L�utilit� d�un tel proc�d� est �vidente � un simple recalage du mod�le moyen sur l�image r�elle
tridimensionnelle ne permet pas� �tant donn�e la variabilit� importante du foie� de s�approcher
su�samment des contours � segmenter� Les nombreux organes qui jouxtent le foie sont autant de
formes dont les contours sont susceptibles d�attirer les contours actifs � il est vraiment essentiel
de parvenir � une initialisation tr�s proche de la segmentation id�ale�
La �gure ��� montre l�exemple d�une segmentation o le mod�le a �t� attir� par le c�ur� On le
voit bien sur la coupe� en haut � droite� Sur le mod�le tridimensionnel "vue de dessus#� la petite
excroissance sur la droite repr�sente ce d�faut �

Fig� ��� * Une coupe avec la trace du mod�le� et le mod�le vu de dessus

��� Mod�les d�apprentissage

Nous disposons de treize maillages correspondant � la segmentation de treize images de foies
sains� Voir �gure �����
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Fig� ���� * Les �� foies ayant servi � r�aliser une �tude statistique� ainsi que le foie moyen�
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Chapitre �

Calcul d�un maillage moyen

Les maillages de foie dont on dispose peuvent �tre �loign�s les uns des autres� ou avoir des
orientations di��rentes� Si l�on faisait directement la moyenne de nos maillages� on obtiendrait
tr�s certainement quelque chose qui ne ressemblerait que fort peu � un foie� voire pas du tout�
Or on veut � tout prix �viter cela� Notre �foie moyen� doit avoir une forme de foie� car il est
destin� � servir d�initialisation pour des segmentations d�images tridimensionnelles du foie�
Il est important de d��nir ici ce que l�on entend par �forme�� Nous utiliserons la d��nition don�
n�e par Xavier Pennec dans %Pen�a& ou par Herbert Ziezold dans %Zie�	& �

D
�nition � Soient X et Y deux vecteurs de R
k � et G un groupe de transformations agissant

sur Rk � On dira que X et Y ont la m�me forme modulo G� sil existe un �l�ment g de G tel que

Y � g�X�

Typiquement� G sera le groupe des transformations rigides "rotations et translation#� des simili�
tudes "rotations� translation et homoth�ties# ou des transformations a�nes "applications lin�aires
inversibles et translations# �
Soit M un maillage � n sommets not�s M�� � � � � Mn� Une transformation rigide de M sera la d��
formation qui transforme M en un maillage M � tel que ses sommets M �

i v�ri�ent M
�
i � R�Mi� t�

o R est une matrice de rotation de taille 
�
� et o t un vecteur de R� � Une similitude sera la d��
formation qui transformeM en un maillageM � tel que ses sommetsM �

i v�ri�ent M
�
i � sR�Mi�t�

o s est un r�el strictement positif� R une matrice de rotation de taille 
�
� et o t un vecteur de
R
� � En�n� une transformation a�ne de M sera la d�formation qui transforme M en un maillage

M � tel que ses sommets M �
i v�ri�ent M

�
i � A�Mi � t� o A est une matrice inversible de taille


� 
� et o t un vecteur de R� �

Approfondissons le cas o G est l�ensemble des transformations rigides�

��� Cas des recalages rigides

Pour obtenir un maillage moyen qui ressemble � un foie� on va appliquer � chacun de nos
maillages une transformation de G� de mani�re � les amener dans une con�guration o ils soient
le plus proche possible les uns des autres� On dira alors qu�ils sont dans une position optimale
les uns par rapport aux autres� D��nissons ce terme de fa$on rigoureuse �

D
�nition � Soient X�� � � � � XN des vecteurs de Rk � On dira que les Xi sont dans une position

optimale les uns par rapport aux autres si �

��



X
��i�j�N

jjXi �Xj jj�� � inf
g������gN �G

X
��i�j�N

jjgi�Xi � gj �Xj jj��

"Nos maillages sont des vecteurs de R�n#

Le fait que les foies soient dans une position optimale les uns par rapport aux autres est d�une
importance majeure pour le calcul d�une forme moyenne de foie� D�s lors que nos maillages sont
dans une telle con�guration� le calcul de leur moyenne arithm�tique donne un maillage qui res�
semble e�ectivement � un foie�
D�apr�s %Pen�b&� le maillage moyen obtenu est une forme moyenne au sens suivant �

D
�nition � Le vecteur M est une forme moyenne des vecteurs Xi si �

M � inf
Y � Rk

inf
g������ gN � G

X
��i�N

jjY � gi�Xijj�

Remarquons qu�il n�y a pas unicit� de la forme moyenne� celle�ci �tant d��nie modulo G�
Montrons le th�or�me suivant� qui a�rme que si les maillages sont dans une position optimale�
alors leur moyenne est une forme moyenne �

Th
orme � Le vecteur M est une forme moyenne des Xi si et seulement sil existe g�� � � � � gN �
G tels que les gi�Xi soient dans une con�guration optimale et tels que M � �

N

P
i
gi�Xi�

D�monstration � Pour g�� � � � � gN � G et M � R
k �P

��i�j�N
jjgi�Xi � gj �Xj jj� � �

�

P
��i�N

P
��j�N

jjgi�Xi � gj �Xj jj�

� �
�

P
��i�N

P
��j�N

�jjgi�Xi �M jj� � jjgj �Xj �M jj� � � hgi�Xi �M� gj �Xj �Mi�

� �
�

P
��i�N

�
N jjgi�Xi �M jj� �

P
��j�N

jjgj �Xj �M jj� � �N hgi�Xi �M� �
N

P
��j�N

gj �Xj �Mi
�

� N
P

��i�N
jjgi�Xi �M jj� � N� jj �

N

P
��i�N

gi�Xi � M jj�

Ce qui se r�crit �X
��i�N

jjgi�Xi �M jj� � N jj �
N

X
��i�N

gi�Xi � M jj� �
�

N

X
��i�j�N

jjgi�Xi � gj �Xj jj�

Par d��nition� M est une forme moyenne des Xi si et seulement si il existe des gi tels que le terme de gauche
soit minimal �en minimisant sur les gi et surM��
Soient f�� � � � � fN � G tels que les fi�Xi soient dans une position optimale� On a �

�

N

X
��i�j�N

jjfi�Xi � fj �Xj jj� � �

N

X
��i�j�N

jjgi�Xi � gj �Xj jj� � N jj �
N

X
��i�N

gi�Xi �M jj� �
�

N

X
��i�j�N

jjgi�Xi � gj �Xj jj�

avec �galit� entre les deux extr	mes si et seulement si M � �
N

P
��i�N

gi�Xi et si les gi�Xi sont dans une position

optimale�
Donc

P
��i�N

jjgi�Xi �M jj� est minimal si et seulement si les gi�Xi sont dans une position optimale et si M �

�
N

P
��i�N

gi�Xi�

L�algorithme que nous avons utilis� est d�crit sur la �gure ��� � On commence par recaler tous
les maillages sur le foie du Visible Man de la NLM� a�n qu�ils soient correctement orient�s� ce
qui nous permet d�e�ectuer une premi�re moyenne qui ressemble � un foie� Puis nous it�rons
la proc�dure suivante � nous recalons encore une fois les nouveaux maillages sur leur ancienne
moyenne ( nous calculons leur nouvelle moyenne� que nous recalons en�n sur le maillage du foie

�



du Visible Man�
Le fait de recaler syst�matiquement les maillages sur le maillage moyen pour recalculer la moyenne
nous assure qu�apr�s convergence� les nouveaux maillages d�apprentissage transform�s soient re�
cal�s au mieux sur leur moyenne � il n�existe alors pas de recalage qui puisse rapprocher l�un des
maillages d�apprentissage de leur moyenne�
En revanche� cela n�implique pas que ces maillages soient dans une con�guration optimale� En
e�et� imaginons que nous ayons N � �p maillages de formes identiques� chacun de barycentre
nul� tels que pour � � i � p� Xi � � Xp�i� Alors leur moyenne est nulle� et ils sont tous recal�s
au mieux sur leur moyenne� Par ailleurs� il est clair qu�ils ne sont pas dans une position optimale �
une telle position serait la superposition exacte de ces maillages� Cela dit� il s�agit d�un exemple
o les maillages sont recal�s au mieux sur leur moyenne� mais de mani�re instable� si bien qu�une
petite variation rend leur moyenne non�nulle et force les maillages � se recaler les uns sur les
autres�
Pour �viter ce genre de ph�nom�ne� on commence par recaler tout les maillages sur celui du
Visible Man de la NLM�
En outre� le recalage du mod�le moyen sur le mod�le de la NLM � la �n de chaque it�ration a
aussi pour but de stabiliser la position du mod�le moyen dans un rep�re �xe�
Pratiquement� on stoppe la boucle lorsque le maillage moyen s�est stabilis�� Le crit�re de sta�
bilisation utilis� est que la distance entre deux maillages moyens successivement calcul�s soit
inf�rieure � ����� millim�tres par sommet�

��� Recalages non rigides

En fait� dans le cas de recalages non rigides� la notion de position optimale se d��nit de
mani�re di��rente� et les d�monstrations sont plus complexes� En e�et� le facteur d��chelle de�
vient probl�matique � la position optimale est obtenue lorsque celui�ci tend vers z�ro� et tous
les maillages sont concentr�s en un point� Il faudrait donc modi�er notre algorithme� Mais les
maillages que nous utilisons sont tous � peu pr�s � la m�me �chelle� et le premier recalage sur
le maillage du foie du Visible Man de la NLM impose qu�ils aient tous la m�me �chelle� Nous
conservons donc ce m�me algorithme� qui donne un r�sultat sensiblement identique dans le cas
des recalages par similitude�

Pour les exp�riences� nous avons choisi le recalage par similitude� Il y a deux raisons � cela �
l�une d�elles est que les recalages par similitude conservent la �forme� au sens intuitif du terme�
En outre� le logiciel de segmentation d�velopp� et utilis� au sein du projet �PIDAURE utilise
beaucoup ces recalages pour les combiner avec d�autres techniques de segmentation� Il �tait donc
n�cessaire� pour faire des comparaisons pertinentes� de rester dans le cadre des similitudes�
Le maillage moyen obtenu est tout � fait repr�sentatif d�un foie� et convient parfaitement � l�usage
que nous allons en faire�
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Fig� ��� * Maillage moyen

Calcul du

Recalage des maillages sur le maillage de reference de la NLM

Recalage des maillages sur le maillage moyen

Recalage du maillage moyen sur le maillage de reference de la NLM

                    (afin de stabiliser la position generale)

Premier maillage moyen

Calcul du

Maillage moyen

Fig� ��� * Calcul du foie moyen
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Chapitre �

Analyse en composantes principales
�ACP�

L�analyse en composantes principales� ou ACP� est une m�thode statistique permettant d�ap�
procher de nombreux �chantillons� repr�sent�s par des vecteurs� par un petit nombre de vecteurs
de m�me dimension � la moyenne� et quelques d�formations statistiquement probables�

��� Point de vue th�orique

L�approche pr�sent�e ici est sensiblement celle de Laurent Younes dans %You&�
Soient N vecteurs Z�� Z�� ���� ZN d�un espace de Hilbert H de dimension d� On voudrait d�crire
au mieux ces N vecteurs par leur moyenne �Z et par p autres vecteurs Vj� o p est un entier
inf�rieur � N � en �crivant �

Zi � �Z �
X

��j�p
ai�jVj � �i

o les ai�j sont des scalaires� et o �i est l�erreur d�approximation commise� que l�on veut mini�
miser�
C�est la combinaison lin�aire

P
��j�p

ai�jVj elle�m�me qui importe� et non les vecteurs Vj ou les

scalaires ai�j ( ceci nous permet d�imposer � la famille des vecteurs Vj d��tre orthonorm�e� Les
ai�j v�ri�ent alors ai�j � hXi�Vji� o Xi � Zi � �Z�
On veut minimiser la somme des erreurs �i en norme quadratique� c�est���dire la quantit� sui�
vante �

X
��i�N

jjXi �
X

��j�p
hXi�VjiVj jj� � inf

W������Wp famille orthonormale

X
��i�N

jjXi �
X

��j�p
hXi�WjiWjjj�

�
X

��i�N
jjXijj� �

X
��j�p

X
��i�N

hXi�Vji�

On cherche donc � maximiser
P

��j�p

P
��i�N

hXi�Vji��
L�application f�U�V � � �

N

P
��i�N

hXi�UihXi�V i de H� dans R est une forme lin
aire sy�

m
trique positive � elle est donc diagonalisable dans une base orthonorm
e Ej de H�
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Soient ��� ��� � � � ��d les valeurs propres associ
es� Celles�ci sont r
elles et positives� si
bien que l�on peut r
ordonner les Ej de telle fa�on que �� � �� � � � � � �d�
La quantit
 � maximiser est

P
��j�p

f�Vj�Vj��

On a � f�Vj�Vj� � f

� P
��k�d

hVj �Eki Ek�
P

��l�d
hVj �Eli El

�
�

P
��k� l�d

hVj �Eki hVj �Eli f�Ek�El�

f�Vj�Vj� �
X

��k�d
hVj �Eki� �k�

Ainsi � X
��j�p

f�Vj �Vj� �
X

��j�p

X
��k�d

�k hVj �Eki� �
X

��k�d
�k

X
��j�p

hVj �Eki�

Comme les Vj forment une famille orthonormale,�
P

��j�p
hVj �Eki� � jjEkjj� � ��

Or
P

��k�d

P
��j�p

hVj �Eki� �
P

��j�p
jjVj jj� � p�

Posons rk �
P

��j�p
hVj �Eki� pour � � k � d� On veut maximiser

P
��k�d

�k rk avec � � rk � � etP
��k�d

rk � p� Il faut donc avoir rk � � pour � � k � p et rk � � sinon�

Donc pour tout � � k � p�
P

��j�p
hVj �Eki� � � � jjEkjj�� ce qui implique que Ek est dans l�espace

engendr� par V�� � � � �Vp � Ek � V ect�V�� � � � �Vp�� Donc V ect�V�� � � � �Vp� � V ect�E�� � � � �Ep��

Un choix optimal est donc Vi � Ei pour tout � � i � p� Ce choix a l�avantage d��tre
ind
pendant de l�entier p�
On approxime donc chaque Xi par sa projection orthogonale sur l�espace engendr


par E�� E�� � � � � Ep� Les vecteurs propres Ei sont appel
s les modes propres ou modes

principaux�

Remarques importantes �

* L�erreur commise en rempla$ant les Xi par leurs projections suivant les p premi�res compo�
santes est facilement calculable � partir des valeurs propres des modes non pris en compte �X

��i�N
jj�ijj� �

X
��i�N

�jjXijj� �
X

��j�p
hXi�Eji��

�
X

��i�N

X
p���j�d

hXi�Eji� � N
X

p���j�d
�j

Ainsi� la quantit�

P
��j�p

�j
P

��j�d
�j

permet d�estimer le nombre de modes n�cessaires pour repr�sen�

ter un pourcentage donn� de la variabilit� des Xi�

* Si l�on consid�re les Xi comme des r�alisations d�une variable al�atoire X �
�j n�est autre que la variance empirique des Xi selon la direction du mode j �
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�j �
�

N

X
��i�N

hXi� Eji�

C�est���dire que plus �j est grand� plus le mode j d�crit de fa$on pertinente la variabilit�
des Xi�
Les projections de X suivant deux modes distincts i et j sont non�corr�l�es �

E�hX� EiihX� Eji� � �

En e�et� l�esp�rance empirique pr�c�dente s��crit �

�

N

X
��k�N

hXk�EiihXk�Eji�

expression qui est nulle d�apr�s l�orthogonalit� des Ei pour la forme f �

��� Mise en oeuvre de l�ACP

Les vecteurs Xi que nous allons consid�rer repr�sentent des maillages simplexes � n sommets
en trois dimensions� et seront donc des vecteurs de dimension 
n � Xi � R

�n �
N�oublions pas que l�on veut obtenir des modes de d�formation qui soient appliqu�s � un maillage
moyen repr�sentant un foie moyen � on ne peut pas se contenter de faire directement la moyenne
des maillages des foies� car ceux�ci ont des orientations a priori di��rentes� Il faut donc les re�
caler de fa$on � ce qu�ils se superposent tous au mieux les uns sur les autres avant de faire leur
moyenne et de r�aliser l�ACP� Cette proc�dure a �t� d�crite dans la partie �Calcul d�un maillage
moyen��
Remarquons que si l�on fait des recalages rigides� au moins l�un des modes int�gre le param�tre
d��chelle� Si on recale par similitudes ou par transformations a�nes� alors le param�tre d��chelle
n�intervient plus�

����� Un probl�me de temps de calcul

Notons X la matrice de taille 
n �N dont le i��me vecteur colonne est Xi�
La forme quadratique f s��crit alors �

f�U�V � �
�

N

X
��i�N

tU Xi
tXi V

� tU

�� �

N

X
��i�N

Xi
tXi

�A V

� tU
�

N
X tX V

Il s�agit donc de diagonaliser la matrice S � �
NX

tX� Ses vecteurs propres sont les modes propres
des Xi� et ses valeurs propres en sont les variances selon les modes associ�s� Mais S �tant de taille

n � 
n� et n �tant de l�ordre de quelques milliers en ce qui nous concerne� la diagonalisation de
S est tr�s co!teuse en temps de calcul�
Voici deux mani�res de contourner cette di�cult� �
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����� Premi�re solution

Johannes Hug� Christian Brechb-hler et G.bor Sz�lkely "dans %HBS��&# donnent une m�thode
int�ressante qui consiste � remarquer que l�on peut travailler dans un espace de dimension bien
moindre que 
n �
en e�et� les Xi engendrent un espace vectoriel de dimension au plus N�� "on perd une dimension
par la relation

P
Xi � �#� En proc�dant � une orthonormalisation de Gram�Schmidt de la famille

desXi� on obtientK vecteurs orthonormauxM�� � � � �MK � avecK � N��� SoitM la matrice dont
les vecteurs colonnes sont les Mi� Nous noterons ceci de la mani�re suivante � M � �M�j � � � jMK 	�
Posons fXi �

t M Xi � les coordonn�es de fXi sont les produits scalaires de Xi avec les Mj �
Si fXi �

t �ex�i � � � � � xKi 	� on a � Xi �
P

��j�K
exji Mj �M fXi

Le vecteur fXi est une autre repr�sentation du vecteur Xi � il n�y a aucune perte d�information�
On peut donc faire une analyse en composantes principales sur les fXi plut)t que sur les Xi� On
obtient ainsi des vecteurs propres eVi� Il su�t ensuite de revenir dans le bon espace � les Vi �M eVi�
une fois renormalis�s� sont les vecteurs propres que l�on recherche�
Or les vecteurs fXi ont K composantes� On a donc r�ussi � r�duire consid�rablement le temps de
calcul� en repr�sentant nos maillages par des vecteurs de taille inf�rieure � N � ��

����� Deuxi�me solution

La m�thode pr�sent�e ici� utilis�e par T�F�Cootes� C�J�Taylor� D�H�Cooper and J�Graham
dans %TCDJ��&� est moins �l�gante� mais plus facile � mettre en �uvre�
On peut s�a�ranchir du calcul de S� en le rempla$ant avantageusement par la diagonalisation de
la matrice � � �

�n
tX X� qui est de taille N �N � ce qui est beaucoup plus raisonnable� l�int�r�t

de l�ACP �tant de travailler avec N petit devant la dimension de l�espace� � savoir 
n�
De fait� la forme de la matrice S lui impose d�avoir un rang inf�rieur ou �gal � N � Mais la
contrainte

P
Xi � � nous indique que le rang de S est au plus N � �� Il s�av�re que S et � ont

les m�mes valeurs propres non nulles � un facteur multiplicatif pr�s� et que les vecteurs propres
associ�s aux valeurs propres non nulles de S "c�est���dire pr�cis�ment ceux qui nous int�ressent#�
se d�duisent facilement des vecteurs propres associ�s aux valeurs propres non nulles de ��
Pr�cisons cela �
Il existe V � SO�n�R� et une matrice diagonale D de diagonale ���� � � � � �N��� �� � � � � �� tels
que S � V D tV � De m�me� il existe U � SON �R� et une matrice diagonale  de diagonale
���� � � � � �N��� �� tels que � � U  tU �
Soient V�� � � � � V�n les vecteurs colonne de V � et U�� � � � � UN ceux de U � Chaque Vi est un vecteur
propre de S associ� � la valeur propre �i� Il en va de m�me des Ui et des �i vis���vis de �� On a �

S Vi � �i Vi� � Ui � �i Ui�

C�est���dire �

X tX Vi � N�i Vi�
tX X Ui � 
n�i Ui�

d�o �

tX X tX Vi � N�i
tX Vi� X tX X Ui � 
n�i X Ui�

soit �

� �tX Vi� �
N


n
�i �

tX Vi�� S �X Ui� �

n

N
�i �X Ui��

��



Si �i 	� � est une valeur propre de S � il existe un vecteur propre normal associ� Vi�
On a � �tX Vi� �

N
�n�i �

tX Vi�� et par ailleurs� tX Vi 	� � "sinon on aurait �
NX

tX Vi � S Vi � ��
ce qui est absurde#� Par cons�quent� N

�n�i est une valeur propre non nulle de �� dont un vecteur

propre associ� est
tX Vi
jjtX Vijj �

Il existe donc un indice j tel que �j � N
�n�i�

Si �i 	� � est une valeur propre de � � il existe un vecteur propre normal associ� Ui�
On a S �X Ui� �

�n
N �i �X Ui�� et X Ui 	� � sinon on aurait tX X Ui � 
n � Ui � 
n�i Ui � ��

ce qui est impossible� �n
N �i est donc une valeur propre non nulle de S� dont un vecteur propre

associ� est X Ui
jjX Uijj �

Donc il existe un indice j tel que �j � �n
N ��

On en d
duit donc que S et � ont les m�mes valeurs propres non nulles � un facteur
�n
N prs�

On supposera� quitte � faire un changement d�indexation� que pour tout i tel que
� � i � N � �� on a �i �

N
�n�i� Par ailleurs� on supposera que �� � �� � � � � � �N�� �ce

qui entra�ne les m�mes in
galit
s pour les �i��

Marche � suivre �

En ce qui nous concerne� comme nous diagonalisons la matrice �� qui est de taille N �N �
on a acc�s aux valeurs propres �i et � leurs vecteurs propres associ�s Ui�
Mais nous cherchons en �n de compte ceux de S� et il est ais� de les trouver �
Pour tout i tel que �i 	� �� on pose � �i � �n

N �i�
et un vecteur propre associ� � cette valeur propre non nulle de S est X Ui

jjX Uijj �
X Uip
�n�i

Si i 	� j� et m�me si �i � �j� on a � t�X Ui��X Uj� �
t Ui 
n� Uj � 
n�j

tUi Uj � ��
Les vecteurs � X Ui

jjX Uijj�i t�q� �i ��� forment donc une famille orthonormale de vecteurs propres de S�

��� R�sultats de l�analyse

����� quelques modes de d�formation

Sur les �gures 	��� 	�� et 	��� on a repr�sent� les trois premiers modes de l�ACP� Les di��rents
maillages sont s�par�s les uns des autres pour une meilleure visualisation� Le maillage du milieu
est toujours le foie moyen ( celui�ci est d�form� selon chaque mode par un facteur de �
p�i�
�
	�p�i� 
	�

p
�i ou 


p
�i�

Rappelons que le nombre de sommets du mod�le est de ����

Il appara/t que le premier mode repr�sente approximativement l��paisseur du foie� le deuxi�me
la �exion de celui�ci en son milieu� et le troisi�me� l��tendue de la partie basse�

����� Pr�pond�rance des premiers modes�

Une observation tr�s int�ressante en ce qui concerne les modes de d�formation fournis par
l�analyse en composantes principales est bien le fait que l�importance d�un mode est d�autant
plus signi�cative que la valeur propre associ�e est grande ( ainsi le mode associ� � la plus grande
valeur propre est celui qui d�crit la d�formation la plus caract�ristique�
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Fig� 	�� * Premier mode de lACP

Fig� 	�� * Deuxi�me mode de lACP

Fig� 	�� * Troisi�me mode de lACP
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Fig� 	�	 * Quatri�me mode de lACP

Fig� 	�� * Cinqui�me mode de lACP

Fig� 	� * Sixi�me mode de lACP
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Fig� 	�� * Septi�me mode de lACP

Fig� 	�
 * Huiti�me mode de lACP

Fig� 	�� * Neuvi�me mode de lACP
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Fig� 	��� * Dixi�me mode de lACP

Fig� 	��� * Onzi�me mode de lACP

Fig� 	��� * Douzi�me mode de lACP
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Fig� 	��� * Racines carr�es des valeurs propres �en mm�

Si les statistiques sont faites avec un nombre su�samment grand de mod�les "ce qui n�est pas
vraiment le cas ici#� un faible nombre de modes "compar�s au nombre de modes disponibles#
su�ra � d�crire l�essentiel des variations possibles�
Cette a�rmation d�coule de ce qui suit �
Soit p � N �P
��k�N

jjXk � P
��i�p

hXk� Vii Vijj� �
P

��k�N
jjP
i�p
hXk� Vii Vijj�

�
P
i�p

P
��k�N

hXk� Vii�

� N
P
i�p

�i

Ainsi� si l�on remplace les mod�les d�apprentissage par leurs projections suivant les p premiers
modes� l�erreur commise est donn�e par la somme r�siduelle des valeurs propres correspondant
aux modes non pris en compte� Le graphe de la �gure 	��	 montre� pour chaque p� la somme
normalis�e des p premi�res valeurs propres�

Fig� 	��	 * Cumul des valeurs propres� normalis�

On observe que les valeurs propres ne d�croissent pas tr�s rapidement� ce qui semble montrer que
notre ensemble d�apprentissage n�est pas su�samment grand pour qu�un petit nombre de modes
su�se � repr�senter l�int�gralit� des d�formations possibles� Pourtant� on verra dans le chapitre
sur les r�sultats de la segmentation que� m�me avec aussi peu de mod�les d�apprentissage� la
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moiti� des modes seulement peut su�re � segmenter correctement une image de foie�

��� Les limites de l�ACP

On fait l�hypoth�se que la distributions de nos �chantillons est gaussienne "l�ACP ne prend en
compte que les statistiques d�ordre �� et c�est l�hypoth�se gaussienne qui dans ce cas est la plus
�quelconque�� dans le sens o elle minimise l�information a priori#� Ainsi l�on consid�rera que
les r�alisations pertinentes de notre mod�le statistique correspondent aux points "de R�n dans le
cas de nos maillages# qui sont dans un ellipso'de centr� autour de la moyenne� dont les axes sont
colin�aires aux modes d�tect�s par l�ACP� et dont la longueur des axes est proportionnelle aux
racines carr�es des valeurs propres des modes "typiquement� la longueur d�un demi axe est de


 � 


p
�� o � est la valeur propre associ�e au mode consid�r�� soit encore la variance empirique

selon cette direction#� Ceci signi�e que l�ACP donne une bonne repr�sentation de notre variable
al�atoire si l�espace des �tats peut e�ectivement �tre approxim� par un ellipso'de� ce qui est loin
d��tre �vident et demande � �tre v�ri�� exp�rimentalement�
A�n de bien comprendre le probl�me� voici un sch�ma repr�sentant plusieurs nuages de points
"dans R� au lieu de R�n � mais cela illustre bien le propos# ayant les m�mes statistiques d�ordre
�� � savoir m�me moyenne et m�mes variances�

distribution gaussienne

considere comme representatifs de la distribution.
Ellipse contenant les points que l’ACP

distributions non gaussiennes

Fig� 	��� * distributions al�atoires de m�me moyenne et m�mes variances

On voit bien que l�hypoth�se gaussienne peut dans certains cas �tre loin de la r�alit�� dans le
sens o un point pris dans l�ellipso'de cens� regrouper les �chantillons probables peut en fait �tre
un �v�nement quasi�impossible�
On ne peut exclure� par exemple� comme dans le deuxi�me exemple de distribution non gaussienne
de la �gure 	��� que la moyenne arithm�tique des r�alisations ne soit pas elle�m�me une r�alisation
du processus al�atoire �tudi��
Ainsi� le fait de supposer que le maillage moyen correspond bien � la forme d�un foie� et le fait
de consid�rer que les formes �acceptables� sont celles qui sont situ�es dans un ellipso'de centr�
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sur le maillage moyen et dont chaque demi�axe a une longueur �gale � trois fois l��cart�type dans
la direction du mode consid�r�� sont des approximations qui ne sont valables que parce que l�on
constate visuellement que c�est une description coh�rente� Des probl�mes peuvent appara/tre au
niveau de la limite que nous avons arbitrairement �x�e�
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Chapitre �

Analyse en composantes ind�pendantes
�ICA�

Nous avons vu que l�analyse en composantes principales d�corr�le les signaux� ce qui est l�ap�
proximation aux statistiques d�ordre deux de l�ind�pendance�
L�analyse en composantes ind�pendantes� ou ICA� cherche quant � elle une d�composition en
signaux ind�pendants � on suppose que nos �chantillons Xi sont des combinaisons lin�aires de
composantes ind�pendantes� C�est���dire que l�on a X � ��C� o � est une matrice "inconnue#
que l�on supposera inversible� et C un vecteur al�atoire dont les coordonn�es sont des variables
al�atoires ind�pendantes�
On cherche donc une matrice W � ��� telle que si X est le vecteur al�atoire dont les Xi sont
des r�alisations� les composantes du vecteur C � W�X soient le plus ind�pendantes possible�
On peut avoir le m�me point de vue avec l�ACP� pour laquelle les hX� Vii sont d�corr�l�es� Il
s�agit des composantes du vecteur tV�X� o V est la matrice orthonormale dont les vecteurs
colonne sont les Vi�
L�ICA a de nombreuses applications� consistant essentiellement � s�parer des signaux qui ont �t�
lin�airement combin�s� en faisant l�hypoth�se qu�ils sont ind�pendants les uns des autres�
Une application int�ressante consiste � s�parer divers signaux sonores superpos�s� par exemple
une conversation ayant lieu sur fond musical� Une autre application impressionnante� mais plus
arti�cielle� consiste � retrouver n images � partir de p combinaisons lin�aires de ces images� Une
des contrainte est d�avoir au moins autant de capteur qu�il y a de sources distinctes "dans notre
exemple� un micro par source� ou au moins autant de combinaisons lin�aires que d�images �
retrouver � n � p#�
Mais l�application qui nous concerne ici est encore relativement innovante� Cependant� il n�est
pas �vident a priori que le fait d�obtenir des composantes ind�pendantes soit plus e�cace qu�une
simple analyse en composantes principales� L�objet de cette partie est donc de comparer l�ICA
avec l�ACP pour la description des d�formations possibles�

��� Diversit� des approches

Il existe de multiples mani�res d�appr�hender l�ICA� tant du point de vue th�orique que du
point de vue algorithmique�
Il s�agit d�une m�thode relativement r�cente et dont certains aspects �chappent encore � une
pr�sentation rigoureuse� L�approche empirique est encore de mise�
Le lecteur int�ress� pourra se reporter au livre %ICA�
& de Te�Won Lee� ainsi qu�� l�article %HO��&
de Aapo Hyv0rinen�

	�



Pour illustrer la diversit� des approches possibles� nous allons en exposer deux� La premi�re est
celle de Laurent Younes dans %You&� la seconde est pr�sent�e dans %HO��& et dans %Hug��&�

��� Principe de l�ICA

Nous disposons de N �chantillons Xi de vecteurs de R
d � En ce qui nous concerne� il s�agit

de nos maillages centr�s� et a�n de conserver des notations coh�rentes avec ce qui pr�c�de� on
prendra d � 
n�
On consid�re que nos vecteurs Xi sont des r�alisations du vecteur al�atoire X� Nous recherchons
une application lin�aire qui d�compose les Xi en composantes le plus ind�pendantes possible�
Appliquer ce principe de fa$on brute serait une erreur� En e�et� cela reviendrait � chercher une
matrice W telle que les composantes du vecteur W�X soient le plus ind�pendantes possibles�
Mais cela donnerait 
n composantes� ce qui� dans notre cas� est �norme� Or� contrairement �
l�ACP� il n�existe pas de m�thode permettant de classer les composantes de l�ICA par ordre
d�importance� comme c��tait le cas pour l�ACP� C�est donc un r�el probl�me� Par ailleurs� cela
m�ne � des calculs matriciels beaucoup trop lourd � une simple multiplication de deux matrices

n� 
n � ����� � ����� est probl�matique��� Il est donc indispensable de r�duire la dimension
de l�espace dans lequel on travaille� Pour cela� nous allons utiliser la base donn�e par les vecteurs
propres de l�ACP�

	���� R�duction de la dimension de l
espace de travail

A�n de r�duire le nombre de composantes� et de ne pas �tre confront� � des calculs matriciels
trop lourds� on e�ectuera une analyse en composantes principales des Xi�
On sait que la matrice d�autocorr�lation des Xi a au plus N � � valeurs propres non nulles
"compt�es avec ordre de multiplicit�#� Soit donc m le nombre de valeurs propres non nulles de
S � �

N

P
i
Xi

tXi� Soient �� � �� � � � � �m � � les valeurs propres de S� Pour chaque �i� soit Ei

un vecteur propre associ�� de norme �� Soit E la matrice dont les vecteurs colonne sont les Ei�
et D la matrice diagonale dont les coe�cients de la diagonale sont les �i� On a �

S � E D tE

Soit encore Z � tE�X �


i � f�� � � � � Ng� Zi � tE�Xi �

��	 hE��Xii
���

hEm�Xii


���
On a vu que 
i � f�� � � � � 
ng� �i � �

N

P
j
hEi�Xji�� et 
i � m � �� �i � �� donc pour tout

j� Xj est dans l�espace engendr� par E�� � � � � Em� Par cons�quent� Zi est une repr�sentation
exacte de Xi � on ne perd aucune information en rempla$ant les Xi par les Zi� pourvu que l�on
garde en m�moire la matrice E� qui permet de passer des uns aux autres "on a aussi Xi � E�Zi#�

On peut donc faire une analyse en composantes ind
pendantes sur les Zi� ce qui

nous donnera m composantes� Par ailleurs� le passage des Xi aux Zi ou inversement

n�est pas excessivement co�teux en calculs�

Comme nous ne travaillons plus avec les vecteurs Xi de taille 
nmais avec les vecteurs

Zi de taille m� nous allons aussi changer de notation pour le vecteur de composantes

	�



ind
pendantes� qui n�a plus que m composantes� Notons�le c� On cherche donc une

matrice W � que l�on supposera inversible� telle que les composantes de c �W�Z soient

le plus ind
pendantes possibles� en un sens � pr
ciser� On verra plus loin comment
faire cela� Supposons que l�on y soit parvenus�

R�unissons toutes les r�alisations Zi de Z dans une matrice Z � �Z�j � � � jZm�� Cette notation
signi�e que le i�me vecteur colonne de Z est le vecteur Zi� De m�me� les r�alisations ci de c
peuvent �tre r�unies dans une matrice c � W�Z � W� �Z�j � � � jZm	 � �c�j � � � jcm	�
Soit � � ���j � � � j�m	 � W�� dont chaque vecteur colonne est un ci�

Rappel des notations �

* Les N vecteurs Xi de taille 
n sont nos �chantillons� qui sont cens�s �tre des r�alisations
du vecteur al�atoire X�

* On a exprim� les Xi dans la base des vecteurs propres de l�ACP� ce qui nous a donn�
N vecteurs Zi de taille m� qui sont des r�alisations d�un vecteur al�atoire Z� Nous avons
regroup�s ces vecteurs Zi dans une matrice Z de taille m �N pour avoir des expressions
simpli��es�

* De m�me� les vecteurs ci � W�Zi sont cens�es �tre des r�alisations du vecteur al�atoire c�
et les vecteurs ci ont �t� regroup�s dans une matrice c de taille m�N �

* � est l�inverse de la matrice W � et ses vecteurs colonne sont not�s ��� � � � � �m�

* On notera �i � E��i le vecteur de taille 
n dont �i est le repr�sentant dans la base des
modes de l�ACP�

On a � Zi � ��ci � �ci	i �� � � � �� �ci	m �m� o �ci	j est la j�me coordonn�e du vecteur ci�
Donc nos vecteur de d�formation "modes#� correspondant aux composantes ci� sont les vecteurs
�i�
On passe de Zi � Xi par �

Xi � hE��XiiE� � � � �� hEm�XiiEm � �Zi	�E� � � � � � �Zi	mEm � E�Zi

o �Zi	j est la j�me coordonn�e du vecteurZi�
Par cons�quent� les �modes� de l�ICA dans l�espace d�origine de dimension 
n sont les �

�i � E��i

On a �

Xi � E�Zi � E� ��c�	i�� � � � � � �cm	i�m� � �c�	i �� � � � �� �cm	i �m

Soit encore� si on veut le r�crire avec des vecteurs normalis�s �

Xi � �c�	i jj��jj ��

jj��jj � � � �� �cm	i jj�mjj �m

jj�mjj
Cette normalisation permet de comparer les variances des �modes� de l�ICA avec celles de l�ACP�
Mais cette comparaison est relativement arti�cielle�

Il reste donc � calculer la matrice W �

	�



	���� Calcul de la matrice W

Position du problme

Les coordonn�es du vecteur c � W�Z �

��	 c�
���
cm


�� sont � valeurs dans R� Nous allons les

ramener dans l�intervalle ����	 a�n d�exploiter le fait que l�entropie d�un vecteur al�atoire � va�
leurs dans ����	m est maximale lorsque ses composantes sont ind�pendantes et uniform�ment
distribu�es� Il restera ensuite � maximiser l�entropie du vecteur al�atoire obtenu� C�est ce crit�re
qui permettra de dire que les ci sont le plus ind�pendantes possible�
Mais il faudrait ramener les coordonn�es du vecteur c dans ����	 de mani�re � ce que les coor�
donn�es du vecteur obtenu aient des densit�s uniformes� C�est th�oriquement possible� mais il
faut pour cela conna/tre les densit�s fi des ci �

D
monstration � Soit Fi�x� �
R x
�� fi�u�du� et yi � Fi�ci� �

Si �� � in������
P �yi � ������ � P �Fi�ci� � ������ � P �ci � �ArgMin

u

fFi�u� � �g� ArgSup
u

fFi�u� � �g��

� Fi�ArgSup
u

fFi�u� � �g�� Fi�ArgMin
u

fFi�u� � �g� � � � �

Les Fi�ci� sont donc bien des variables uniform�ment distribu�es sur ����	�

Mais nous ne disposons pas des Fi� Nous allons donc remplacer les fonctions Fi par des fonctions
du type eq�x� � e�x

e�x�e��x � Il est di�cile de justi�er le choix de ces fonctions� Certains auteurs
consid�rent que d�autres sont meilleures� et introduisent des ra�nements� Il s�agit en fait que
celle�ci soit empiriquement stable� L�id�e est que l�on n�estime que les statistiques d�ordre deux (
celles�ci �tant donn�es� la densit� qui introduit le moins d�information a priori est la densit�
gaussienne� On cherche donc une fonction qui s�en rapproche� et qui permette des calculs rela�
tivement simples� C�est���dire que la d�riv�e de eq doit ressembler � une gaussienne� Dans le cas
de la fonction sigmo'dale que nous avons choisi� on a eq��x� � �eq�x��� � eq� � ��

�e�x�e��x�
� � qui

ne d�cro/t pas aussi vite qu�une gaussienne� mais qui y ressemble quand�m�me� Remarquons que
chaque terme � peut �tre incorpor� dans la matrice W � ce qui permet d��crire eq�x� � ex

ex�e�x �
Nous allons changer de variable encore une fois� et passer de Z � Y �
soit Y � q�c� � t �eq��c	��� � � � � eq��c	m�	�
La notation �c	i d�signe la i�me coordonn�e du vecteur c�
Si l�on note par twi la i�me ligne de la matrice W � on a Y � t

eq�tw��Z�� � � � � eq�twm�Z�
�
�

On veut maximiser l�entropie de Y sous la condition que W soit une matrice inversible �

W � ArgMax
W� GLm�R�

H�Y� � ArgMax
W� GLm�R�

�
Z
� � �
Z
	���
m

F �y�� � � � � ym� ln�F �y�� � � � � ym�� dy� � � � dym

o F est la densit� associ�e � Y�
Soit � le di��omorphisme de Rm tel que ��z� � q�W�z�� On a Y � ��Z� � q�W�Z��

Si F est la densit� de Y et G celle de Z � F �y� � G�����y��
jJ������y��j � o jJ�� �j est le module du

d�terminant du Jacobien de ��

		



D
monstration � Changement de variable �
En e
et� on a� si f est une fonction de Rm dans lui�m	me �
E �f�Y�� �

R
f�y� F �y� dy �

R
f������ F ������ jJ����j d�

Soit h�y� � F �y� jJ�
�
����y�

� j�R
f������ h������ d� �

R
f�y� F �y� dy � E �f�y�� � E �f������� �

R
f������ G��� d�

Ceci �tant vrai pour toute fonction f � on a � G��� � h������� d�o �

F �y� � G�����y��

jJ������y��j

Donc �
H�Y� � � R ln �F �y�� F �y� dy � � R ln

�
G�����y��
jJ������y��j

�
G�����y��
jJ������y��j dy

� � R ln
�

G�z�
jJ��z�j

�
G�z� dz � � R ln �G�z�� G�z� dz �

R
ln �jJ��z�j� G�z� dz

� H�Z� � E �ln�jJ��Z�j��
Le terme H�Z� ne d�pend pas de W � On doit donc maximiser la quantit� E �ln�jJ��Z�j���

qui sera estim�e empiriquement� La matrice J� d�pend de la matrice W � et pour ne pas oublier
cela� nous allons la noter JW �
L�estimation empirique de E �ln�jJ��Z�j�� donne �

E �ln�jJ��Z�j�� � E �ln�jJW �Z�j�� � �

N

X
��i�m

ln�jdet JW �Zi�j�

Le problme est donc � W � ArgMax
W� GLm�R�

�� �

N

X
��i�m

ln�jdet JW �Zi�j�
�A

Pour le r�soudre� nous allons utiliser un algorithme de remont�e de gradient�

Soit L�W � �
�

N

X
��i�m

ln�jdet JW �Zi�j� la quantit� � maximiser�

On a � L�W �H� � L�W � � hrWL� Hi � o�H�
L�algorithme de gradient s��crit alors �

Wt�� � Wt � �rW �L

� �tant un pas � choisir convenablement�
Il faut donc introduire un produit scalaire sur l�espace tangent � celui des matrices carr�es de
taille m � m� c�est���dire sur Mm�m�R�� On va choisir un produit scalaire qui d�pendra de
l�endroit sur GLm�R� o se trouve la matrice W �

Choix du produit scalaire

Nous allons maximiser une fonctionnelle sur la vari�t� GLm�R� par un algorithme de gra�
dient� Pour cela� nous allons utiliser une m�trique invariante � gauche� qui contraint d�autant
plus fortement les variations que l�on est vers le bord de GLm�R��
Avoir une m�trique invariante � gauche signi�e que l�on a �


W�� W� � GLm�R�� jjHjjW� � jjW�HjjW��W�

Ceci implique que �


W � GLm�R�� jjHjjW � jjW��HjjI

	�



On pose

hH�� H�iW � Tr�tH��
tW���W���H��

On a donc � jjHjj�W � Tr�tH�tW���W���H��

L�int�r�t de cette m�trique est qu�elle contraint d�autant plus les variations queW est proche
d�une matrice non inversible�

Revenons � notre problme

Notons dL
dW �H le r�sultat de dL

dW calcul�e en W appliqu�e � H�
On a � dL

dW �H �
P
k�l

� dLdW �k�lHk�l � Tr�t dLdW �H�

Mais� par d��nition du gradient� dL
dW �H � hrWL� HiW � d�o �


 H � Mm�m�R�� T r�t
dL

dW
�H� � Tr�trWL�tW���W���H�

Donc �

rWL � W�tW�
dL

dW

R
solution du problme

Exprimons JW en fonction des donn�es� a�n de pouvoir exprimer dL
dW en fonction des di���

rents param�tres�
Rappelons que nous notons twk la k�me ligne de la matrice W � La l�me coordonn�e de twk

sera not�e wk�l� �tant donn� que c�est le terme en position k�l de la matrice W � Nous noterons
yk � eq�twk�z� la k�me coordonn�e du vecteur y � q�W�z��

Pour tout z � R
m � �JW �k�l �z� �

�yk
�zl

� �eq�twk�z�
�zl

� wk�l�eq��twk�z�

Or eq��x� � � eq�x���� � eq�x��� d�o �
�JW �k�l �z� � � wk�l�eq�twk�z���� � eq�wk�z�� � � wk�l�yk��� � yk�

La matrice JW est donc la suivante �

JW � �

����	
y���� y��

y���� y�� O

O
� � �

ym��� ym�


����
����	

w��� w��� � � � w��m

w��� w��� � � � w��m
���

���
� � �

���
wm�� wm�� � � � wm�m


����
Soit KW �z� la matrice diagonale des yk��� yk��
On a �

JW �z� � � KW �z��W

Rappelons que nous cherchons � calculer dL
dW � o L�W � � �

N

P
��i�m

ln�jdet JW �Zi�j�� Pour cela�
nous allons calculer un d�veloppement limit� � l�ordre � en H de JW�H�z�� puis un d�veloppe�
ment limit� � l�ordre � en H de ln�jdet JW�H�z�j�� pour avoir l�expression de la di��rentielle de
L en W �

	



Calcul de dL
dW gr�ce � des d
veloppements limit
s

Pour tout H � M� on a �

JW�H�z� � JW �z� � ���KW�H�z� �KW �z���W � ��KW �z��H � o�H�

Notons twk le k�me vecteur ligne de W � et thk celui de H�

D�monstration � Faisons le calcul pour chaque terme de la matrice JW�H�z� � JW �z� �
�JW�H 	k�l �z� � �JW 	k�l �z� � �wk�l � hk�l��eq��twk�z �t hk�z� � wk�l�eq��twk�z�

� wk�l��eq��twk�z �t hk�z�� eq��twk�z�	 � hk�l�eq��twk�z �t hk�z�
� wk�l�����KW�H 	k�k �z�� �KW 	k�k �z�	 � hk�l�eq��twk�z �t hk�z�

� wk�l�����KW�H 	k�k �z�� �KW 	k�k �z�	 � hk�l�eq��twk�z� � o�thk�

Posons � y�k � yk�W �H� � eq�t�wk � hk��z�� yk � yk�W �� �k �
thk�z�

Soit RW �H��z� la matrice diagonale des ��� �yk��
thk�z� � ��� �eq�twk�z���

thk�z��
On a

KW�H�z��KW �z� � � RW �H��z��KW �z� � o�H�

�

D�monstration � Faisons le calcul pour chaque terme de la matrice KW�H�z� � KW �z� �
�KW�H 	k�k �z�� �KW 	k�k �z� � y�k���� y�k� � yk���� yk�

� �yk � ��yk���� yk���k � o�thk�	 �� � yk � ��yk���� yk���k � o�thk�	 � yk���� yk�
� yk���� yk� � ��y�k���� yk���k � ��yk���� yk�

���k � yk��� � yk� � o�thk�
� ��yk���� yk����� �yk���k � o�thk�
� �� �KW 	k�k ���� �yk���k � o�thk�

Donc JW�H�z� � � KW�H�z��W � � �KW �z� � � RW �H��z��KW �z� � o�H����W �H��
Donc � JW�H�z� � JW �z� � � KW �z��H � � RW �H��z��KW �z��W � o�H��
Comme JW �z� � � KW �z��W �

JW�H�z� � JW �z� � JW �z��W���H � ��RW �H��z��JW �z� � o�H�

On a maintenant �
ln jdet JW�H�z�j � ln jdet �JW �z��

�
I � W���H � � JW �z���RW �z��JW �z� � o�H�

�� j
� ln jdet JW �z�j
� ln jdet�I � W���H � � W���KW �z����RW �z��KW �z��W � o�H�j

Puisque les matrices RW �z� et KW �z� sont diagonales� elles commutent� ce qui nous donne �

ln jdet JW�H�z�j � ln jdetJW �z�j � ln jdet�I � W���H � �W���RW �z��W � o�H��j

Il nous faut conna/tre la d�riv�e du logarithme du module du d�terminant en l�identit� pour
pouvoir achever ce d�veloppement limit��
On a � d�ln jdet�M�j�

dM �I� � I�

D�monstration � Pour cela� utilisons la propri�t� bien connue de la comatrice fM �dite aussi matrice des co�

facteurs� de la matrice M � M�tfM � det�M��I
Donc pour tout i �

P
k

mi�k emi�k � det�M�

Or les termes emi�k ne d�pendent pas de mi�j� Il est donc ais� de d�river cette expression � �det�M�

�mi�j
� emi�j

Donc � d�det�M��
dM

� fM � soit� si M est inversible � d�det�M��
dM

� det�M��tM��

D�o � d�ln jdet�M�j�
dM

� �
det�M�

�
d�det�M��

dM
� tM��

	�



ln jdet�I � W���H � � W���RW �z��W � o�H��j
� ln jdet�I�j �

P
i�j

h
d�ln jdet�M�j�

dM �I�
i
i�j


W���H � � W���RW �H��z��W

�
i�j

� o�H�

� Tr
�
W���H � � W���RW �H��z��W

�
� o�H�

� Tr
�
W���H

�
� � Tr

�
W���RW �H��z��W

�
� o�H�

� Tr
�
W���H

�
� �

P
i�j
hi�j �zj ���� �yi� � o�H�

� Tr
�
W���H

�
� � Tr

�
t�W �z��H

�
� o�H�

o �W �z� � ���� �yi��zj 	i�j�

Donc � ln jdet JW�H�z�j � ln jdet JW �z�j � Tr
�
W���H

�
� � Tr

�
t�W �z��H

�
� o�H�

Or ln jdet JW�H�z�j � ln jdet JW �z�j �
P
i�j

d�ln jdet JW �z�j�
dwi�j

�hi�j � o�H�

� ln jdet JW �z�j � Tr
�
t
h
d�ln j det JW �z�j�

dW

i
�H
�

� o�H�

Donc � d�ln jdet�JW �z��j�
dW � tW�� � ���W �z��

Rappelons que � L�W � � �
N

P
��i�m

ln�jdet JW �Zi�j�
D�o �

dL

dW
�

�

N

X
��i�m

�
tW�� � ���W �Zi�

�
Conclusion des calculs

Comme rWL � W�tW� dLdW �

rWL �
m

N
W � ��W�tW�

�

N

X
��i�m

�W �Zi�

Ce qui donne �nalement �

Wt�� �
m

N
Wt � �

�� Wt � ��Wt�
tWt�

�

N

X
��i�m

�Wt�Zi�

�A
Cette m�thode n�a malheureusement pas converg� ( nous allons donc en exposer une autre� qui
est r�put�e rapide� Pour cela� il est n�cessaire d�introduire la notion de n�guentropie�

��� D�nition de la n�guentropie

Soit v un vecteur al�atoire de densit� de probabilit� pv�

D
�nition 	 Soit gv la densit� de probabilit� dun vecteur al�atoire gaussien de m�me moyenne
et de m�me matrice de covariance que v� On appelle n�guentropie de v la distance de Kullback

entre pv et gv �

J�v� �

Z
pv�v� ln�

pv�v�

gv�v�
� dv

Proposition � La n�guentropie de v sexprime en fonction des entropies de pv et de gv �

J�v� � H�gv� � H�pv�

	




Note � on notera indi��remment H�pv� ou H�v� l�entropie de v� ce qui est justi�� car l�en�
tropie de v ne d�pend que de sa densit� de probabilit��

D
monstration � Rappelons que H�v� � � R
pv ln�pv� dv�

J�v� �
R

pv�v� ln� pv�v�
gv�v�

� dv � �H�v� � R
pv�v� ln�gv�v�� dv � �H�v� � R

gv�v� ln�gv�v�� dv

La derni�re in�galit� provient du fait que gv et pv ont les m	mes statistiques d�ordre � et �� et que ln�gv�v�� est

une forme quadratique r�elle�

Par cons�quent � J�v� � H�gv� � H�pv�

On retrouve le fait qu�� moyenne et � variance donn�es� la distribution gaussienne est celle qui
a l�entropie la plus forte�

Proposition � Une propri�t� int�ressante de la n�guentropie est que� contrairement � lentropie�

elle est invariante par le�et dune transformation lin�aire inversible� La n�guentropie h�rite cette
propri�t� de la distance de Kullback entre deux distributions�

D�monstration � Montrons�le �
Soient x� et x� deux variables al�atoires de densit�s respectives p� et p��
Consid�rons une application lin�aire inversible W � et notons y� � W�x� et y� � W�x�� de densit�s respectives q� et q��
qi s�exprime en fonction de pi �
P �yi � A� � P �W�xi � A�

� P �xi � W���A�
�

R
W���A

pi�x� dx

�
R
A

pi�W
���y� �

j det W j dy

Par cons�quent� qi�y� � �
j det W j pi�W

���y��

La distance de Kullback entre les lois de y� et y� est donn�e par �

D�q��q�� �
R

�
jdet W j p��W

���y� ln� p��W
���y�

p��W���y�
� dy

Soit � telle que x � ��y� � W���y�

D�q��q�� �
R
p����y�� ln� p����y��

p����y��
� jJ��y�j dy

�
R

p��x� ln� p��x�
p��x�

�dx

� D�p��p��
�jJ��y�j est le module du d�terminant de la matrice jacobienne de � en y�

��� Une m�thode plus rapide

Puisqu�il existe de nombreuses mani�res d�impl�menter une ICA� nous allons en pr�senter ici
une plus rapide� donn�e par Johannes Hug dans sa th�se %HBS��& �et par Aapo Hyvarinen et
Erkki Oja dans %HO��&�
Il s� agit toujours de calculer la matrice W � mais cette fois�ci d�une mani�re di��rente�
Nous voulons rendre les composantes du vecteur c le plus ind�pendantes possible� Cela revient
� dire que la densit� de probabilit� pc�c� de c doit �tre le plus proche possible "en un sens �
d�terminer# du produit des densit�s marginales pci�ci�� Nous notons ici ci la i�me coordonn�e
de c�
Pour cela� nous allons minimiser la distance de Kullback entre ces deux densit�s �

I�c� �

Z
pc�c� ln�

pc�c�Q
i
pci�ci�

� dc

qui est positive� et nulle si et seulement si les ci sont ind�pendantes�

	�



	���� Simpli�cation de I�c�

L�information mutuelle I�c� s�exprime en fonction des entropies de c et des ci �
I�c� � �H�c� � R

pc�c� ln�
Q
i
pci�ci�� dc

� �H�c� � P
i

R
pc�c� ln�pci�ci�� dc

� �H�c� � P
i

R
ln�pci�ci��

�R
pc�c� dc� � � � dci��dci�� � � � dcm

�
dci

� �H�c� � P
i

R
ln�pci�ci�� pci�ci� dci

�
P
i
H�ci� � H�c�

On veut donc minimiser la quantit� �

X
i

H�twi�Z� � H�W�Z�

o les twi sont les lignes de la matrice W �
Nous allons maintenant nous servir de la n�guentropie pour simpli�er l�expression de I�c�� Soit
gc la densit� de probabilit� d�un vecteur al�atoire gaussien de m�me moyenne et de m�me matrice
de covariance que c�
Le but est d�exprimer I�c� en fonction des n�guentropies de c et des ci�
Nous avons �
I�c� �

P
i
H�ci� � H�c�

� H�gc� � H�pc� � H�gc� �
P
i
H�ci�

� J�c� � H�gc� �
P
i
H�ci�

Notons gci la densit� de probabilit� d�une variable al�atoire gaussienne r�elle de m�me moyenne
et de m�me variance que ci� Pour simpli�er I�c�� nous allons exprimer l�entropie de c en fonction
de celles des ci�
Calculons pour cela l�entropie d�une variable al�atoire gaussienne de Rd � dont la matrice de cova�
riance sera not�e V � On peut supposer que la moyenne de cette variable est nulle� quitte � faire
un changement d�origine qui laissera inchang�e la valeur de l�int�grale d��nissant l�entropie�

H�gc� � � R
ln

�
�

����d��jdet V j��� e�
tc�V���c

�

�
�

����d��jdet V j��� e�
tc�V���c

� dc

� �
�

ln�����dj det V j� �
R tc�V���c

�
�

����d��j det V j��� e�
tc�V���c

� dc

Posons u � ��c� � V �	��c� On a jJ��c�j � �

jdet V j��� �

H�gc� � �
�

ln�����dj det V j� � �

����d��

R t��c����c�
�

e�
t��c����c�

� jJ��c�j dc
� �

�
ln�����dj det V j� � �

����d��

R jjujj�
�

e�
jjujj�

� du

� �
�

ln�����dj det V j� � d

����d��

�R
u�

�
e�

u�

� du

� �R
e�

u�

� du

�d��

Une int�gration par parties montre que
R

u�

�
e�

u�

� du � �p
�

R
e�v

�

dv �
p

�
�
�

Par ailleurs�
R
e�

u�

� du �
p
�
R
e�v

�

dv �
p
���

Ainsi �
H�gc� � �

� ln����mjdet V j� � m
��	�m	�

p
	
� �
p
��m��

� m
� � m

� ln��� � �
� ln�jdet V j�

o V est la matrice de covariance de c� et vi la variance de ci�
Et de m�me� H�gci� � �

� � �
� ln��� � �

� ln�vi�� o vi est la variance de ci�
R�injectons les expressions de H�gc� et de H�gci� dans celle de I�c� �

��



I�c� � J�c� � m
� � m

� ln��� � �
� ln�jdet V j� �

P
i
H�ci�

� J�c� � P
i
H�gci� � �

� ln� jdet V jQ
i
vi

� �
P
i
H�ci�

� J�c� �
P
i
�H�ci��H�gci�� � �

� ln� jdet V jQ
i
vi

�

� J�c� � P
i
J�ci� � �

� ln� j det V jQ
i
vi

�

Comme c � W�Z� nous pouvons exploiter le fait que la n�guentropie est invariante par change�
ment de rep�re �
I�c� � J�Z� � P

i
J�ci� � �

� ln� jdet V jQ
i
vi

�

Le terme J�Z� ne d�pendant pas de c� il ne reste plus que deux termes � minimiser�
Par ailleurs� si V est diagonale� le dernier terme s�annule�
Nous allons faire en sorte que cela soit vrai�

	���� Nouvelle d��nition de Z

Nous avions d��ni Z de la mani�re suivante �
S � �

N

P
i
Xi

tXi s��crit S � E D tE� o E est la matrice des vecteurs propres associ�s aux

valeurs propres non nulles de l�ACP� et o D est la matrice diagonale des valeurs propres non
nulles de l�ACP�
Nous avions ensuite pos� �
Z � tE�X

Nous allons changer ici cette notation et poser � Z � D��
��tE�X
La matrice de covariance de Z est alors �
E �Z�tZ� � �

N

P
i
D��
��tE�X�tX�E�D��
�

� D��
��tE�S�E�D��
�

� D��
��tE�E�D�tE�E�D��
�

� Im
en e�et� les vecteurs colonne de la matrice "non carr�e# E formant une famille orthonormale� on
a � tE�E � Im�

	���� Nouvelle simpli�cation

La matrice de covariance de c est alors �

V � E �c�tc� � E �W�Z�tZ�tW � � W�tW

Nous allons maintenant imposer aux variances vi d��tre �gales � �� comme c�est d�j� le cas pour
les variances des Zi� Cela est possible car on a ci �t wi�Z� et donc la variance de ci peut �tre
incorpor�e dans la i�me ligne de W � de telle mani�re que ci ait une variance �gale � �� Par
ailleurs� comme les composantes de c doivent �tre ind�pendantes� elles doivent �tre en particulier
d�corr�l�es� Ceci signi�e que V doit �tre la matrice identit�� et donc que W doit �tre une matrice
orthonormale�
Nous avons ainsi simpli�� le probl�me� et nous n�avons plus que m � m��

� degr�s de libert� �
estimer� Ainsi� selon l�expression de Aapo Hyv0rinen et Erkki Oja� nous avons r�solu la moiti�
du probl�me de l�analyse en composantes ind�pendantes�
Le probl�me s�est r�duit � trouver une matrice orthonormale W qui minimise I�c�� donc qui

��



maximise
P
i
J�ci� �

P
i
J�twi�Z�� Rappelons que les twi sont les lignes de la matrice W �

Le problme est devenu �

W � ArgMax
M � Om�R�

X
i

J�tmi�Z�

o mi est la i�me ligne de M �
Nous avons bien simpli�� le probl�me� mais cela ne su�t pas� car le calcul des J�ci� n�cessite de
conna/tre les densit�s associ�es aux ci� Nous allons donc devoir utiliser une approximation de la
n�guentropie�

	���� Approximation de la n�guentropie

Pierre Comon "dans %Com�	&# propose une approximation fond�e sur la kurtosis� d��nie de
la mani�re suivante pour une variable al�atoire centr�e �

kurt�x� � E �x� � � 
 �E �x� ���

Notons au passage que la fonction kurtosis peut��tre utilis�e comme crit�re de non�gaussiannit��
et permet encore une autre approche de l�ICA� Une variable al�atoire de kurtosis positive est
dite supergaussienne ( elle est dite subgaussienne si sa kurtosis est n�gative� Une distribution
supergaussienne est typiquement plus concentr�e et plus pointue en z�ro qu�une distribution
gaussienne� et plus concentr�e aussi en queue de distribution "elle d�cro/t moins rapidement#�
Une distribution subgaussienne� quand � elle� sera plus plate en z�ro qu�une gaussienne� et d��
cro/tra plus vite en l�in�ni� Il est � noter que la plupart� et non la totalit�� des distributions
non�gaussiennes ont une kurtosis non�nulle�
Cette s�paration entre variables subgaussiennes et supergaussiennes est � l�origine de quelques
ra�nements de l�ICA� Nous n�entrerons pas dans ces d�tails� le but n��tant pas ici de traiter
l�ICA de mani�re exhaustive�
Mais revenons � notre probl�me �
D�apr�s %Com�	&� on a� pour une variable al�atoire x de moyenne nulle et de variance � �

J�x� � �

��
E�x��� �

�

��
kurt�x��

Mais cette approximations n�est pas su�samment robuste�
Hyv0rinen propose de la remplacer par l�approximation suivante �

J�x� � �E�G�x�� � E�G������

o � est une variable gaussienne de moyenne nulle et de variance �� et G est une fonction non�
quadratique� Les exemples donn�s sont �
G��x� � �

a ln�cosh�ax��� G��x� � �exp��x�	���
o a est une constante comprise entre � et ��
Nous prendrons ici G � G��

Le problme devient �

W � ArgMax
M� Om�R�

X
��i�m

�
E �G�tmi�Z�	 � E �G���	

��
��



o les tmi sont les lignes de M �

	���	 R�solution

Puisque E �G���	 est une constante� le maximum de
�
E �G�twi�Z�	 � E �G���	

��
est atteint en

un extremum de E �G�twi�Z�	�
Nous allons estimer les vecteurs wi ind�pendamment les uns des autres� Pour cela� nous allons
chercher les extrema de E �G�twi�Z�	 sous la contrainte que wi soit de norme �� L�orthonormalit�
sera acquise par la suite par une orthonormalisation de Gram�Schmidt�
�crivons la fonction de Lagrange associ�e au calcul du vecteur wi �

L�wi� l� � E �G�twi�Z�	 � l�twi�wi � ��

Les d�riv�es selon wi et l doivent �tre nulles� ce qui donne �

E �G��twi�Z�Z	 � �lwi � �

jjwijj� � �

Pour satisfaire ces deux �quations� on va chercher � r�soudre la premi�re it�rativement� en
renormalisant wi � chaque it�ration� de mani�re � satisfaire la deuxi�me�

Nous allons appliquer l�algorithme de Newton�Raphson� Pour cela� il faut calculer la matrice
jacobienne de ��w� � E �G��tw�Z�Z	 � �lw �
Si tw � �w�� � � � � wm��

J��w� �

�
��i�w�

�wj

�
i�j

� E �G���tw�Z� Z�tZ	 � �l Id

L�algorithme de Newton�Raphson donne alors �

wi�t� �� � wi�t� � J��wi�t��
�� ��wi�t��

Pour simpli�er encore le probl�me� Hyv0rinen sugg�re de faire l�approximation suivante �

E �G���tw�Z� Z�tZ	 � E �G���tw�Z�	 E �Z�tZ	 � E �G���tw�Z�	 Id

Il est alors ais� de calculer l�inverse de la matrice Jacobienne de � �

J��w�
�� �

�

E �G���tw�Z�	 � �l
Id

Ce qui donne �

wi�t� �� � wi�t� � E �G��twi�t��Z�Z	 � �lwi�t�

E �G���tw�Z�	 � �l

Mais cet algorithme pose parfois des probl�mes de convergence ( et il peut �tre bon de le stabili�
ser� Une m�thode pour ce faire est d�introduire un param�tre � comme suit �

wi�t� �� � wi�t� � �
E �G��twi�t��Z�Z	 � �lwi�t�

E �G���tw�Z�	 � �l

� sera pris proche de �� et inf�rieur � �� Cela dit� prendre � � � ralentit quelque peu la conver�
gence�

��



Il est maintenant n�cessaire de conna/tre l� ou du moins de l�approximer� Sachant qu�� l��quilibre
on doit avoir E �G��twi�Z�Z	 � �lwi � �� et en multipliant cette �galit� � gauche par twi� on a �

l �
twi E	G

� �twi�Z�Z

� �

En�n� pour satisfaire � l�orthogonalit� des wi� on proc�de � une orthonormalisation de Gram�
Schmidt� en ne conservant de wi�t � �� que sa projection sur l�espace orthogonal aux vecteurs
w�� � � � � wi�� d�j� calcul�s�
L�algorithme est donc le suivant �

Une fois que w�� � � � � wi�� sont calcul�s�

wi�t� �� � wi�t� � � E	G� �twi�t��Z�Z
 � twi�t� E	G
� �twi�t��Z�Z
 wi�t�

E	G�� �twi�t��Z�
 � twi�t� E	G� �twi�t��Z�Z

wi�t� �� � wi�t� �� � P

��j�i��
hwi�t� ���wj�t�i wj�t�

wi�t� �� � wi�t���
jjwi�t���jj

Si � �W��� et si �i est la i�me colonne de �� on a Z � ��c � c���� � � � �� cm��m�
De plus� X � E�D�
��Z� On retrouve donc les modes �i de l�ICA "dans R�n# en posant �

�i � E�D�
���i

Fig� ��� * Premier mode de lICA

Fig� ��� * Deuxi�me mode de lICA

�	



Fig� ��� * Troisi�me mode de lICA

Fig� ��	 * Quatri�me mode de lICA

Fig� ��� * Cinqui�me mode de lICA

��



Fig� �� * Sixi�me mode de lICA

Fig� ��� * Septi�me mode de lICA

Fig� ��
 * Huiti�me mode de lICA

�



Fig� ��� * Neuvi�me mode de lICA

Fig� ���� * Dixi�me mode de lICA

Fig� ���� * Onzi�me mode de lICA
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Fig� ���� * Douzi�me mode de lICA

Fig� ���� * Racines carr�es des variances associ�es � chaque mode de lICA� en mm

Fig� ���	 * Sommes partielles normalis�es des variances associ�es aux modes de lICA

�




��� Avantages et inconv�nients de l�ICA dans le cadre de notre
application

Le fait que l�ICA d�compose des signaux donn�s en signaux ind�pendants nous permet d�es�
p�rer que les �modes� de d�formation du foie qu�elle g�n�re soient tr�s peu redondants� et donc
que chacun d�eux corresponde � un type bien particulier de d�formation�
Mais il faut bien se rendre compte que l�ICA ne peut compacter l�information plus que ne le fait
l�ACP� C�est���dire que les variances associ�es aux �modes� de l�ICA d�croissent n�cessairement
moins vite que celles des modes de l�ACP� Cela est d! au fait l�ACP combine le plus possible
de composantes ind�pendantes pour obtenir une composante pr�pond�rante� Cela est illustr�
par la �gure ����� qui repr�sente deux distribution al�atoire uniform�ment distribu�es sur deux
segments s�cants en leur milieu� faisant un angle de 	
� Comme la dimension de l�espace est ��
le nombre de modes est limit� � deux� Comme on peut s�y attendre� l�ACP donne un premier
mode de forte variance dont la direction est � peu pr�s la bissectrice de l�angle aigu entre les
deux segments� et un mode de variance plus faible dont la direction est la bissectrice de l�angle
obtus entre les deux segments� En revanche� l�ICA donne les bonnes directions� avec des va�
riances de m�me ordre� Elle s�pare donc mieux les composantes ind�pendantes� mais n�o�re pas
une description optimale� La comparaison des �gures 	��� et ���� montre que la d�croissance des
�cart�types associ�s aux modes est plus rapide pour l�ACP que pour l�ICA�
En�n� au vu des modes donn�s par l�ICA� qui ressemblent tout de m�me � ceux de l�ACP� il n�est
pas �vident que ceux�ci o�rent une description plus �ne des transformations possibles�

��



Fig� ���� * ACP et ICA sur une distribution al�atoire en dimension � ���� points� � ��� points

sur le segment �����	 � f�g� et ��� points sur le segment joignant les points ��p
	�� � �	�	
et �

p

	�� �	�� Chaque mode est repr�sent� par un vecteur dont la longueur est l�cart
type as


soci�� En vert� les modes de lACP �le vecteur �������
�� ��������	� associ� � une variance de

��������� et le vecteur ����������� ������
�	 associ� � une variance de ���������� 	 en bleu�

ceux de lICA �le vecteur ���� � �������
��
	� associ� � une variance de �������� et le vec


teur ���������� �������
	 associ� � une variance de ���������� LACP combine les composantes

ind�pendantes pour donner une composante pr�pond�rante et une composante bien moins re


pr�sentative� alors que lICA retrouve les signaux ind�pendants dorigine� avec des variances de

m�me ordre�
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Chapitre �

Segmentation � partir d�un mod�le
statistique d�formable

Tout l�enjeu d�une analyse statistique d�un organe r�side dans la segmentation d�images tri�
dimensionnelles de cet organe � partir du mod�le statistique issu de cette analyse�
La segmentation de l�image consiste � d�former notre mod�le de mani�re � ce que celui�ci prenne
la forme de l�organe pr�sent dans l�image�
Ceci a �t� fait en utilisant l�ACP par %TCDJ��&� mais les auteurs se limitaient � des images
traditionnelles en deux dimensions� Cristian Lorentz et Nils Krahnst1ver ont e�ectu� une ACP
sur des maillages tridimensionnels� dans %LK��&� sans pour autant l�appliquer � la segmentation
d�une image�

	�� Appariement des sommets du mod�le avec des points du
contour

La segmentation de l�image n�cessite que l�on sache d�tecter les contours de l�organe� Pour
cela� on calcule l�image de gradient � � chaque voxel de l�image de l�organe� on associe le vecteur
gradient de l�intensit� de niveau de gris correspondant � ce voxel�
Ensuite� pour chacun des sommets du maillage� on calcule� dans la direction de la normale� le
maximum du gradient sur une distance pr�alablement param�tr�e� En e�et� un contour est ca�
ract�ris� par une forte variation de l�intensit� lumineuse "c�est���dire de niveau de gris#� donc
par un fort gradient� On prend le maximum du gradient dans la direction de la normale� comme
sugg�r� dans %TCDJ��&� en esp�rant que ce point corresponde e�ectivement au contour et non
� du bruit� En g�n�ral� le bruit engendre des variations d�intensit� moins importantes que celles
dues � un contour� Si $a n�est pas le cas� l�appariement n��tant faux qu�en un sommet� comme
les variations permises par les statistiques imposent une forte coh�rence au maillage� l�erreur
d�appariement n�aura pas de cons�quences d�sastreuses�
Pourquoi privil�gie�t�on la direction de la normale�
C�est en fait parce que l�on consid�re que notre mod�le est assez proche du contour que l�on
veut segmenter "si $a n�est pas le cas� on peut e�ectuer un recalage automatique au pr�alable#�
La direction normale � la surface du mod�le est alors intuitivement la meilleure que l�on puisse
choisir de mani�re automatique�
Il est indispensable de r�gler avec soin la distance maximale sur laquelle on calcule le gradient
dans la direction de la normale � si cette distance est trop faible� l�algorithme ne d�tecte pas
tous les points du contour � segmenter� et peut apparier le sommet avec un maximum local de
gradient correspondant � du bruit� Par contre� si cette distance �tait trop importante� le sommet
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pourrait �tre appari� avec un point du contour plus �loign� que le point de contour le plus proche
sur la normale� voire m�me avec un point du contour d�un autre objet ( car n�oublions pas que
l�objectif est de segmenter une image m�dicale� sur laquelle apparaissent plusieurs organes�
Se r�f�rer � la �gure �� qui est une repr�sentation en coupe de ce que l�on vient d�expliquer�

Norme du gradient
dans la direction de

normale

la normale

Maillage

sommet

Contour de l’image

bruit pl
an

 ta
ng

en
t

Fig� �� * Repr�sentation en coupe de lappariement dun sommet avec le maximum de gradient

suivant la normale

Remarquons que le calcul du gradient s�accompagne souvent d�une convolution par une gaus�
sienne� dont l�int�r�t est ici d��tendre la largeur d�un contour� ce qui peut permettre de d�tecter
un contour bien que le maximum de gradient soit trop �loign� pour �tre pris en compte� Cela
a aussi pour e�et de rendre les contours plus �ous� mais cela ne change pas la localisation du
maximum de gradient suivant la normale� et ce n�est donc pas un probl�me�
On a ainsi r�ussi � apparier chaque sommet avec un point de l�image� ce qui nous donne une
d�formation � appliquer � chaque sommet�

	�� D�formation suivant les modes de l�ACP

Pla$ons�nous dans le cadre d�une segmentation contrainte par les modes de l�ACP� Nous dis�
posons d�un foie moyen et de modes de d�formations qui peuvent lui �tre appliqu�s� Mais le foie
moyen et les modes dont nous disposons ne sont a priori pas orient�s de la m�me mani�re que
le foie de l�image � segmenter� et il est donc n�cessaire� avant toute chose� de recaler le maillage
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de foie moyen sur l�image� Le recalage en question est la compos�e d�une application lin�aire
u et d�une translation t� appliqu�s � chaque sommet du maillage� Les modes de d�formation
doivent �tre� eux aussi� �recal�s�� mais ne doivent pas subir l�e�et de la translation � on doit leur
appliquer la transformation u�
Ensuite� plusieurs m�thodes sont possibles �
Premire m
thode � Nous avons � notre disposition une d�formation dM � appliquer au
maillage moyen� sous la forme d�un vecteur � 
n composantes� C�est en quelque sorte la d�forma�
tion id�ale � appliquer� Mais nous voulons appliquer une transformation qui soit une combinaison
lin�aire des modes de d�formation que nous avons calcul�s�
Pour cela� il nous su�t de projeter cette d�formation id�ale sur l�espace engendr� par les modes �

dM� �
X

��i�N��

hdM� Uii Ui

o les Ui sont les vecteurs des modes de d�formation�
Mais on ne peut accepter n�importe quelle combinaison lin�aire des modes � si la projection sui�
vant un mode est trop importante� cela ne repr�sente plus une d�formation �acceptable�� On
e�ectuera donc une troncature telle que� selon chaque mode� la nouvelle position courante soit
distante du maillage moyen de moins de trois fois l��cart�type empirique "trois fois la racine carr�e
de la valeur propre associ�e pour l�ACP#� ce qui permet de d�crire ��2 des �chantillons possibles �

dM�� �
X

��i�N��

signe�hM � dM � M� Uii� Min�jhM � dM � M� Uiij� 
 �
p
�i� Ui

Pour �nir� on met � jour le maillage courant �

Mcurr � Mcurr � dM��

On it�re ce proc�d� jusqu�� stabilisation�
Deuxime m
thode � � chaque it�ration� pr�alablement � toute d�formation suivant les modes�
on recale le maillage courantMcurr sur la nouvelle position id�ale I � cela nous donne un maillage
M �� Ceci permet d��tre � chaque instant positionn� au mieux pour e�ectuer une d�formation sui�
vant les modes �

dM� �
X

��i�N��

hI �M �� Uii Ui

On e�ectuera � nouveau une troncature� cette fois�ci directement sur dM�� On tronquera donc
de mani�re plus restrictive� par exemple � une fois la valeur de l� �cart�type �

dM�� �
X

��i�N��

signe�hdM�� Uii� Min�jhdM�� Uiij�
p
�i� Ui

Pour �nir� on met � jour Mcurr �

Mcurr � Mcurr � dM��

On it�re ce proc�d� jusqu�� stabilisation�

On pr�f�rera la seconde m�thode� qui a l�avantage de m�ler recalages et d�formations suivant
les modes� On esp�re ainsi �tre � tout moment recal� au mieux sur l�image pour e�ectuer une
d�formation suivant les modes�
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	�� R�sultats de segmentation par ACP

Voici les r�sultats de quelques segmentations contraintes par les modes de d�formation de
l�analyse en composantes principale�

����� Validation de la m�thode

Trois coupes d�une segmentation d�une image faisant partie de l�ensemble d�ap�

prentissage �cas id
al�� En rouge� le foie moyen avant segmentation � en rose� la

segmentation �nale par ACP �

Fig� �� *

La segmentation est quasiment parfaite � on retrouve le maillage de l�ensemble d�apprentissage�
� peu de choses pr�s�

	



M�me foie �cas id
al�� En rouge� le modle d�apprentissage � en rose� le modle seg�

ment
 par ACP �

Fig� �� *

Le mod�le segment� par ACP est m�me un peu meilleur que le mod�le d�origine� puisque ce
dernier a tendance � segmenter un peu de c�ur "derni�re coupe� le c�ur est la partie un peu
plus claire qui se trouve un peu au�dessus� entre les deux bouts de foie#�
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Trois coupes d�une segmentation d�une image de foie sain ne faisant pas partie de

l�ensemble d�apprentissage �cas favorable�� En rouge� le foie moyen avant segmenta�

tion � en rose� la segmentation �nale par ACP �

Fig� �	 *

Remarquons sur la coupe du milieu que la c)te "en haut � gauche de l�image# n�a pas attir� le
maillage� ce qui n�aurait pas manqu� d�arriver avec une segmentation classique par snakes "voir
�gure �#� Ceci illustre bien le fait que certaines d�formations qui ne sont pas caract�ristiques
d�un foie ne sont pas autoris�es� C�est pr�cis�ment cela que nous esp�rions�





M�me foie �cas favorable�� Comparaison avec la segmentation par transforma�

tions a�nes � Sur une image de foie sain n�appartenant pas � l�ensemble d�apprentissage� En
rouge� la segmentation a�ne ( en rose� la segmentation par ACP �

Fig� �� *
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M�me foie �cas favorable�� En rouge� une segmentation automatique classique�

En rose� la segmentation par ACP �

Fig� � *

Sur la coupe du haut� la segmentation automatique est meilleure� Cela est d! au fait que
notre ensemble d�apprentissage n�est pas su�samment �tendu et repr�sentatif�
En revanche� l�avantage d�une segmentation contrainte par les statistiques appara/t clairement
sur la coupe du milieu � le maillage d�form� par ACP n�a pas segment� la c)te en haut � gauche
de l�image� contrairement � l�autre�






Trois coupes d�une segmentation d�une image de foie op
r
 ne faisant pas partie

de l�ensemble d�apprentissage �cas d
favorable�� En rouge� le foie moyen avant seg�

mentation � en rose� la segmentation �nale par ACP �

Fig� �� *

Ici� sur la derni�re coupe� la plus haute� il appara/t que les deux maillages ont une partie plus
proche du c�ur "en haut � droite# que du foie� En e�et� lors du recalage du foie moyen sur
l�image� celui�ci a tr�s certainement �t� attir� par le c�ur� Le maillage segment�� lui� s�est beau�
coup �loign� du c�ur� mais reste dans les limites autoris�es � si le foie �tait sain� il devrait y avoir
une partie de celui�ci � l�endroit o le maillage s��loigne du contour du foie�
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Cela permet de constater� sans autre information que l�image brute� que le foie n�a pas une forme
caract�ristique� et qu�il a donc d! subir une ablation�
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M�me foie �cas d
favorable�� En rouge� le maillage segment
 automatiquement �

en rose� le maillage segment
 par ACP �

Fig� �
 *
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����� Inuence du nombre de modes

Le but d�une segmentation bas�e sur l�ACP �tant de d�crire l�ensemble des variations pos�
sibles avec un nombre minimal de modes� il peut �tre int�ressant de comparer les segmentations
obtenues en ne conservant que les premiers modes�
Nous avons donc segment� une image de foie sain n�appartenant pas � l�ensemble d�apprentissage
gr�ce � notre m�thode fond�e sur l�ACP� en ne conservant que quelques modes� Nous comparons
dans cette section le r�sultat des segmentations obtenues en ne conservant que trois ou six modes
avec la segmentation utilisant l�int�gralit� des douze modes�

Surface du maillage correspondant � la segmentation avec les trois premiers

modes de l�ACP� et maillage correspondant � la segmentation avec tous les modes �

Fig� �� * En bleu� le r�sultat de la segmentation avec 
 modes� Le maillage repr�sente la seg


mentation avec les �� modes�

La �gure �� montre l�essentiel des di��rences entre les segmentations obtenues avec 
 ou ��
modes� Avec seulement 
 modes� certaines r�gions de ce foie ne peuvent �tre segment�es � les
d�formations correspondantes ne �gurent pas dans les 
 premiers modes� La �gure ��� donne
quelques vues en coupe�
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M�me foie �cas favorable�� En rouge� le foie segment
 avec � modes � en rose� le

foie segment
 avec �� modes �

Fig� ��� * Coupes des segmentations avec �� �rose� et � �rouge� modes
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Surface du maillage correspondant � la segmentation avec les trois premiers

modes de l�ACP� et maillage correspondant � la segmentation avec tous les modes �

Fig� ��� * En bleu� le r�sultat de la segmentation avec � modes� Le maillage repr�sente la

segmentation avec les �� modes�

La �gure ��� montre l�essentiel des di��rences entre les segmentations obtenues avec � ou ��
modes� Avec la moiti� des modes� on arrive � une segmentation relativement proche de celle
qui est obtenue avec tous les modes� C�est une bonne illustration du fait que l�ICA compresse
l�information � quelques modes peuvent su�re � d�crire correctement l�ensemble des variations
possibles� La �gure ��� donne quelques vues en coupe�
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M�me foie �cas favorable�� En rouge� le foie segment
 avec � modes � en rose� le

foie segment
 avec �� modes �

Fig� ��� * Coupes des segmentations avec �� �rose� et � �rouge� modes

	�� Couplage avec une segmentation automatique

Notre segmentation contrainte par la PCA nous a permis d��viter les erreurs grossi�res consis�
tant � segmenter des bouts d�organes autres que le foie "comme le c�ur#� mais elle n�est pas
parfaite pour autant� Nous sommes cependant parvenus � obtenir des segmentations su�sam�
ment proches de la r�alit� pour que le r�sultat serve de point de d�part � une segmentation
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automatique� qui a maintenant toutes les chances de donner de tr�s bons r�sultats� La �gure
��� illustre ce fait� Le r�sultat est particuli�rement probant�

M�me foie ne faisant pas partie de l�ensemble d�apprentissage� En rouge� le foie

segment
 automatiquement � en rose� le foie segment
 par ACP� puis automatique�

ment �

	�� Conclusion

Nous avons segment� des images de foie gr�ce � des d�formations d�un maillage moyen�
contraintes par les modes de l�ACP ( ces segmentations se sont r�v�l�es relativement bonnes mal�
gr� le faible nombre d��l�ments de l�ensemble d�apprentissage ( en e�et� elles ont permi d��viter
les erreurs classique des m�thodes de segmentation par contours actifs� comme la segmentation
de morceaux de c�ur� de veine sus�h�patique��� On constate que quelques modes su�sent � d��
crire l�essentiel des variations� Cependant� certains d�fauts de segmentation nous ont montr� que
notre ensemble d�apprentissage n�est pas assez fourni� certaines d�formations n��tant pas prises
en compte par les statistiques� alors qu�elles devraient l��tre� La m�thode a �t� mise en d�faut
dans le cas d�images de foie ayant subi une ablation� ce qui est normal puisque de tels foies ne
sont pas repr�sentatifs de notre ensemble d�apprentissage�
La segmentation contrainte par les modes de l�ICA n�a pas �t� impl�ment�e par manque de
temps� Il aurait �t� n�cessaire pour cela de modi�er l�algorithme de segmentation� car la famille
des modes de l�ICA n�est pas orthonormale� et une simple projection orthogonale de la transfor�
mation id�ale suivant les modes n�est pas la bonne m�thode� Il serait tout de m�me int�ressant
de comparer les r�sultats obtenus avec ceux de l�ACP�
La segmentation d�image tridimensionnelles contrainte par des statistiques s�av�re ainsi �tre une
m�thode prometteuse� les r�sultats �tant tr�s encourageants�
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Fig� ��� * Coupes des segmentations automatique en rouge� et ACP�automatique en rose
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Chapitre �

Fixation de points caract�ristiques

Nous cherchons � d�crire de mani�re statistiques les d�formations possibles d�un organe� a�n
de pouvoir segmenter une image tridimensionnelle de cet organe� Mais cette segmentation� comme
toute segmentation automatique ou semi�automatique� ne peut �tre parfaite ( et pour l�am�liorer�
on peut vouloir imposer � tel sommet du maillage d�avoir telle position dans l�image� sans d�roger
� la r�gle de d�formation suivant les modes autoris�s� Il s�agit alors de calculer la combinaison
lin�aire des modes qui permet cette translation du sommet en question� tout en modi�ant le
moins possible le reste du maillage� Ensuite il faudra trouver un moyen de modi�er nos modes
de d�formation de telle sorte qu�ils n�in�uent plus sur la position du dit sommet�
Tout cecia sera fait dans le cadre de l�ACP� Nous allons exposer ici la m�thode propos�e par
Johannes Hug dans sa th�se "%Hug��&#�

��� Calcul des bonnes directions � prendre

Nous allons traiter le cas un peu plus g�n�ral o l�on cherche � �xer les coordonn�es de k
sommets� dont les indices seront not�s � j�� � � � �jk�
Pour commencer� nous allons chercher � calculer 
k combinaisons lin�aires des modes de d�for�
mation� chacune permettant d�incr�menter l�une des coordonn�es de l�un de ces k sommets de une
unit�� Ces combinaisons lin�aires s�exprimeront sous la forme de vecteurs rj��x� rj��y� rj��z� rj��x� � � � � rjk�z
de taille m� tels que si V est la matrice de taille 
n�m dont les colonnes sont les m modes de
d�formation de l�ACP� alors le vecteur V�rji� �x "respectivement V�rji� �y� V�rji� �z# est une combi�
naison lin�aire des modes telle que la coordonn�e x "resp� y� z# du sommet ji� soit incr�ment�e
de une unit�� et que ses autres coordonn�es� ainsi que les coordonn�es des autres sommets ji�
soient inchang�es�
Mais toutes les combinaisons lin�aires ne conviennent pas� et l�on voudrait trouver celles qui
d�forment le maillage le moins possible�
Pour cela� nous allons minimiser la longueur de Mahalanobis des vecteurs rji� �x� rji� �y et rji� �z �

D�rji� �x� �
X

��l�m

h
rji� �x

i�
l

�l

D�rji� �y� �
X

��l�m

h
rji� �y

i�
l

�l

��



D�rji� �z� �
X

��l�m

h
rji� �z

i�
l

�l

o �l est la valeur propre associ�e au mode l�
D contraint plus fortement les d�formations suivant les modes les moins repr�sentatifs� On pri�
vil�gie ainsi les d�formations les plus caract�ristiques de l�organe� ce qui a pour objet d��viter�
autant que faire se peut� que l�on d�forme le maillage outre mesure�
Notons A la matrice de taille 
k�m� extraite de la matrice V � et dont la ligne 
l�� est la ligne

jl � � de V � la ligne 
l � � est la ligne 
jl � � de V � et la ligne 
l � 
 est la ligne 
jl � 
 de V �
En d�autres termes� on ne conserve que les lignes de V qui concernent les coordonn�es � �xer�
Soit aussi eji�x � t ��� � � � � �� �� �� � � � � �	 "respectivement eji�y� eji�z# le vecteur de taille 
k dont
toutes les coordonn�es sont nulles sauf la coordonn�e 
ji � � "resp� y� z#� qui vaut ��
On veut imposer que �

A�rji�x � eji�x

A�rji�y � eji�y

A�rji�z � eji�z

On a ainsi 
k fonctions de Lagrange associ�es au probl�me �

Lji�x�rji�x� lji�x� �
X

��s�m

�rji�x	
�
s

�s
� tlji�x�A�rji�x � eji�x�

Lji�y�rji�y� lji�y� �
X

��s�m

�rji�y	
�
s

�s
� tlji�y�A�rji�y � eji�y�

Lji�z�rji�z� lji�z� �
X

��s�m

�rji�z	
�
s

�s
� tlji�z�A�rji�z � eji�z�

Les solutions sont donn�es par la r�solution de �
�Lji�x
�rji�x

�rji�x� lji�x� �

�
�Lji�x

��rji�x	�
� � � � �

�Lji�x

��rji�x	m

�
�
h
�rji�x��
��

� �tlij �x�A��� � � � �
�rji�x�m
�m

� �tlij �x�A�m

i

� � trji�x�

����	
��

�� O

O
���

�m


����
��

� tlji�x�A

� �

et de m�me�
�Lji�y
�rji�y

�rji�y� lji�y� � � et
�Lji�z
�rji�z

�rji�z� lji�z� � ��

Ceci nous donne les syst�mes suivants � r�soudre ��
������rji�x � tA�lji�x � �

A�rji�x � eji�x
�

�
������rji�y � tA�lji�y � �

A�rji�y � eji�y
�

�
������rji�z � tA�lji�z � �

A�rji�z � eji�z
�
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Soit encore � �������	
���� �tA

A O


�������

�������	
rji�x

lji�x


������� �

�������	
O

eji�x


�������
et de m�me��������	

���� �tA

A O


�������

�������	
rji�y

lji�y


������� �

�������	
O

eji�y


������� �
�������	

���� �tA

A O


�������

�������	
rji�z

lji�z


������� �

�������	
O

eji�z


�������

On peut r�crire ceci de mani�re plus condens�e� en notant �

R �

�	 rj��x rj��y rj��z � � � rjm�x rjm�y rjm�z


�
�

Q �

�	 lj��x lj��y lj��z � � � ljm�x ljm�y ljm�z


�
On a alors � �������	

���� �tA

A O


�������

�������	
R

Q


������� �

�������	
O

I�k


�������
ou encore � �

������R � tA�Q � �
A�R � I�k

On a donc R � �
���

tA�Q� donc �
�A���

tA�Q � A�R � I�k� Les matrices A���tA et Q sont de
taille 
k � 
k� et leur produit donne l�identit�� donc elles sont inversibles� et on a �

Q � ��A���tA���

Comme R � �
���

tA�Q� cela donne �nalement �

R � ��tA��A���tA���
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��� Mise en �uvre

On peut maintenant d�former le maillage courant Mcurr selon les modes de mani�re � im�
poser les coordonn�es des sommets j�� � � � � jm �

Mcurr� � Mcurr � V�R�

����������	

xj�
yj�
zj�
���

xjk
yjk
zjk


����������
� Mcurr �

P
��l�k

�xjl �V�rjl�x �yjl�V�rjl�y �zjl �V�rjl�z�

Mais si l�on e�ectue ensuite une segmentation selon les modes � partir du nouveau maillage ob�
tenu� les coordonn�es que nous avons �x� vont immanquablement changer� Il faut donc modi�er
aussi les modes de variation de telle sorte qu�ils ne permettent pas � ces coordonn�es de changer�
Chaque maillage d�apprentissage s��crit �

X � Xi � X � V�bi

o bi est le vecteur des coe�cients repr�sentant Xi dans la base des modes�
On d�forme chacun de ceux�ci de mani�re � ce que les coordonn�es des sommets j�� � � � � jm soient
les m�mes que pour le maillage Mcurr� �

X�
i � Xi � V�R�

����������	

xi�j�
yi�j�
zi�j�

���
xi�jk
yi�jk
zi�jk


����������
On e�ectue alors une nouvelle analyse statistique de ces nouveaux mod�les d�apprentissage� ce
qui nous donne des modes de d�formation laissant invariantes les coordonn�es des sommets que
l�on d�sire �xer�
Sur la �gure ��� appara/t le premier mode de d�formation obtenu apr�s �xation du sommet en�
cadr� dans l�image�

Fig� ��� * Vue de dessous du premier mode de d�formation avec un point �xe

Notons que l�on perd trois degr�s de libert� par sommet �x�� et donc que le nombre de modes a
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�t� r�duit d�autant�

��� Choix des sommets � xer � potentiel de r�duction

Il peut �tre int�ressant de d�terminer les sommets dont la �xation est optimale� dans le sens
o les modes de d�formation r�sultant de la �xation de ces sommets induisent le moins de varia�
tions possible�
Ceci s�exprime math�matiquement de la mani�re suivante � la somme des valeurs propres "des
variances# correspondant aux modes de d�formation doit �tre minimale�
Pour d�terminer cela� on remplace chaque Xi � V�bi par �

X�
i � V��bi �R�

����������	

xj��Xi�
yj��Xi�
zj��Xi�

���
xjk�Xi�
yjk�Xi�
zjk�Xi�


����������
� � V� �bi �R�A�bi� � V��I � R�A��bi

c�est���dire que l�on �xe les coordonn�es des sommets j�� � � � � jk des Xi � z�ro� de mani�re � ce
que les maillages X�X�

i aient des sommets j�� � � � � jk aux m�mes positions que ceux du maillage
moyen X �
Si �j������ jk est la matrice diagonale des variances associ�es aux modes de d�formation obtenus par
�xation des sommets j�� � � � � jk� on note P ��j������ jk� � �Tr��j������ jk� le potentiel de r�duction
associ��
On choisira les sommets qui maximisent le potentiel de r�duction� C�est���dire que l�on veut �xer
les sommets qui enl�vent le plus de variabilit��
On peut aussi proc�der it�rativement� en commen$ant par �xer un sommet� celui qui a le plus
fort potentiel de r�duction� puis par �xer celui qui a le plus fort potentiel de r�duction apr�s
�xation du premier� etc�
R
sultats �cas de la �xation d�un sommet� � La �gure ��� montre les potentiels de r�duction
associ�s � la �xation de chacun des sommets�

Le potentiel maximal est atteint pour le sommet ����� qui correspond � un sommet situ� sur la
partie sup�rieure du foie ( il s�agit d�une zone qui varie beaucoup d�un foie � l�autre� Imposer les
coordonn�es de ce sommet est donc tr�s contraignant� Le plus faible potentiel est atteint pour
le sommet ����� qui se situe� lui� sous le foie ( il s�agit d�un point situ� dans une zone de faible
variabilit� ( il est donc logique que sa �xation soit beaucoup moins contraignante� Les r�sultats
observ�s sont donc conformes � ceux auxquels on pouvait s�attendre� Il faut toutefois remarquer
que les potentiels de r�duction se situent pour l�essentiel dans une m�me gamme de valeurs�
Beaucoup de sommets ont un fort potentiel de r�duction� Une visualisation des valeurs sur la
surface du maillage moyen serait certainement plus parlante � c�est ce que permet la �gure ��� �
chaque sommet porte une couleur d�autant plus chaude "rouge# que son potentiel de r�duction
est grand� Il appara/t que les r�gions de faible potentiel de r�duction sont situ�es sous le foie "la
plus importante#� ce qui est logique� mais aussi sur certaines parties plus variables� ce qui est
�tonnant� On trouve par ailleurs des sommets isol�s de tr�s faible potentiel de r�duction dans
des zones de fort potentiel� Ce genre d�incoh�rence peut provenir du fait que la correspondance
entre les sommets de m�me indice de deux maillages di��rents ne correspond pas n�cessairement
� une r�alit� physique� C�est une description qui est peut��tre trop restrictive�
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Fig� ��� * Potentiel de r�duction associ� � la �xation dun sommet


	



Il est toutefois int�ressant de comparer le premier mode de d�formation associ� � la �xation du
sommet de plus fort potentiel avec le premier mode correspondant � la �xation du sommet de
plus faible potentiel� En e�et� le premier mode est celui qui exprime la plus grande variabilit��
et donc il devrait t�moigner d�une variabilit� d�autant plus faible que le potentiel de r�duction
du sommet �x� �tait fort� On le v�ri�e visuellement sur les �gures ��� et ���

Fig� ��� * Carte des potentiels de r�duction associ�s � la �xation dun sommet � les potentiels les

plus forts sont en rouge� les plus faible en bleu�

La �gure ��	 montre les potentiels de r�duction associ�s � la �xation de chacun des sommets
une fois que le sommet ���� a �t� �x�� On peut observer que le potentiel est minimal pour le
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sommet ����� puisque dans ce cas on ne rajoute aucune contrainte�

Fig� ��	 * Potentiel de r�duction associ� � la �xation dun sommet apr�s �xation du premier

sommet de plus fort potentiel�

��� R�sultats de la segmentation

Nous allons exposer ici trois exp�riences riches d�informations� Dans chacune d�entre elles� le
maillage du foie moyen ainsi que les modes de d�formation sont correctement recal�s sur l�image�
Exp
rience � �

On cherche � segmenter une image de l�ensemble d�apprentissage� en �xant les coordonn�es du
sommet de plus fort potentiel de r�duction "le sommet ����#� Nous allons faire ceci de ma�
ni�re totalement arti�cielle� en donnant au sommet en question les coordonn�es qu�il a dans le
maillage de l�ensemble d�apprentissage qui correspond � l�image� C�est���dire que l�on introduit
notre connaissance a priori des coordonn�es que le sommet ���� DOIT avoir�
Dans ce cas� la segmentation est deux fois plus rapide que la segmentation classique par ACP "�
it�rations au lieu de ��#� ce qui montre que la m�thode fonctionne bien si l�on conna/t exactement
les coordonn�es que le sommet � �xer doit avoir�
Examinons maintenant un cas plus r�aliste �
Exp
rience � �

Nous cherchons � segmenter une image de foie sain qui ne fait pas partie de l�ensemble d�ap�
prentissage� Nous allons donc choisir des nouvelles coordonn�es pour le sommet ����� qui seront






Fig� ��� * Premier mode de d�formation avec �xation du point de plus fort potentiel de r�duction

en haut� de plus faible potentiel de r�duction en bas
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Fig� �� * Premier mode de d�formation avec �xation du point de plus fort potentiel de r�duction

Fig� ��� * Premier mode de d�formation avec �xation du point de plus faible potentiel de r�duc


tion � les variations sont plus importantes�







celles d�un point de l�image qui se trouve sur la surface du foie et proche des coordonn�es ini�
tiales du sommet ���� "anciennes coordonn�es � ����������� ����������� ����������	� nouvelles
coordonn�es � ����������� ��������
�� ����
����	#� Le nouveau maillage moyen obtenu "�gures
���� et ����# est bien trop d�form� pour pouvoir donner lieu � une segmentation correcte � si le
sommet ���� a bien les coordonn�es voulues� la majorit� des autres sommets se sont beaucoup
trop �loign�s de leur position d�origine� Le maillage a encore une forme proche de celle d�un foie�
mais celle�ci ne correspond plus du tout � ce qu�elle devrait �tre�
Il semble donc que le choix de la nouvelle position du sommet ���� n�ait pas �t� judicieux� Nous
allons donc nous placer � nouveau dans un cas irr�aliste "et sans int�r�t pratique#� pour tenter
de trouver une meilleure position pour le sommet ���� �
Exp
rience � �

Nous conservons la m�me image d�un foie qui ne fait pas partie de l�ensemble d�apprentissage�
Cette fois� nous allons utiliser un maillage correspondant � une segmentation automatique "qui
n�est pas partout satisfaisante� mais qui l�est autour de la position du sommet ����# de l�image�
faite � partir du maillage de r�f�rence du foie de la NLM "donc sur le m�me mod�le que notre
maillage moyen#� Nous avons fait l�approximation� depuis le d�part� que les sommets d�indice
donn� de deux maillages repr�sentent le m�me point physique sur le foie� c�est���dire que l�ap�
pariement entre sommets de m�me indices sur des maillages di��rents correspond � une r�alit��
Si cette approximation est su�samment pr�cise� la position du sommet ���� du maillage cor�
rectement segment� "coordonn�es �����
��� �����
�� �������	# devrait �tre une bonne position
� imposer � notre maillage moyen� Malheureusement� il se trouve que le r�sultat est similaire �
celui de l�exp�rience � "�gures ���� et ����# ( on n�a rien gagn��

Interpr
tation �

L�exp�rience � nous montre que la m�thode de �xation d�un sommet fonctionne bien s�il existe
une combinaison lin�aire des modes � faibles coe�cients qui permette de r�aliser la �xation
du sommet en question � la bonne position� On obtient alors un nouveau maillage moyen plus
proche de l�image que l�original� et la segmentation est plus rapide� Mais nous avons introduit
arti�ciellement un appariement exact entre le sommet ���� du maillage moyen et une position
id�ale�
En revanche� l�exp�rience � montre que dans le cas r�aliste o l�on ne conna/t qu�� peu pr�s
la position � donner au sommet � �xer� notre m�thode ne marche plus � rien ne nous assure
qu�il existe une combinaison lin�aire des modes de d�formations qui ne bouleverse pas la forme
de notre maillage moyen et qui en m�me temps r�alise l�appariement du sommet � �xer avec
sa nouvelle position "d�termin�e arbitrairement#� Il semble donc que la �xation exacte des co�
ordonn�es d�un sommet de mani�re arbitraire soit une contrainte excessive� qui rend invalide
l�hypoth�se d�appariement exact entre sommets de m�mes indices�
Nous atteignons dans l�exp�rience � les limites de cette hypoth�se � la position du sommet ����
du maillage segment� de mani�re automatique ne fait pas partie de celles qui donnent une bonne
segmentation avec cette nouvelle m�thode�
Il est probable aussi que l�on manque de modes de d�formation� c�est���dire de maillages d�ap�
prentissage� On peut en e�et esp�rer qu�avec un �chantillon plus vaste� nous obtiendrions des
modes qui permettent d�imposer arbitrairement "mais raisonnablement# les coordonn�es d�un
sommet tout en conservant une forme proche du maillage moyen d�origine�
Sur la �gure ���� on peut voir� en coupe� le premier mode de variation une fois que le sommet
���� "en haut � gauche# a �t� �x��
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Fig� ��
 *Maillage allong� � le nouveau foie moyen de lexp�rience � 	 lautre maillage est celui du

maillage moyen dorigine� Le petit triangle blanc permet de rep�rer le sommet ���� du maillage

de la segmentation
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Fig� ��� * Premier mode de d�formation avec �xation du point de plus fort potentiel de r�duction

�en coupe� sur une image de lensemble dapprentissage �exp�rience ��
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Fig� ���� * En rouge� le nouveau foie moyen de lexp�rience � 	 le maillage non textur� est celui du
maillage moyen dorigine� Le petit triangle blanc permet de rep�rer le sommet ���� du maillage

textur�
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Fig� ���� * En rouge� le nouveau foie moyen de lexp�rience � 	 le maillage non textur� est celui du

maillage moyen dorigine� Le petit triangle blanc permet de rep�rer le sommet ���� du maillage

textur�
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Fig� ���� * Coupe du foie avec trace du maillage segment� de lexp�rience �� Le sommet ���� se

trouve en haut � gauche� l�g�rement en
dessous dune c�te �tache claire�

Fig� ���� * Coupe du foie avec trace du maillage segment� de lexp�rience �� Le sommet ���� se

trouve en haut � gauche� l�g�rement en
dessous et � gauche dune c�te �tache claire�
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Chapitre 	

Conclusion et perspectives

Nous avons expos� une technique de segmentation contrainte par les statistiques� en proposant
une approche par ACP et une approche par ICA� Nous avons pu impl�menter la premi�re� et
nous avons obtenu des r�sultats tr�s satisfaisant� compte tenu du faible nombre de foies de notre
ensemble d�apprentissage� Il n�est pas clair que l�ICA aurait donn� des r�sultats sensiblement
meilleurs� mais il aurait fallu un eu plus de temps pour �tre �x�s sur ce point� En ce qui concerne
la �xation de sommets pour am�liorer la segmentation� celle�ci s�est r�v�l�e inappliquable telle
qu�elle a �t� d�crite et impl�ment�e� Il est toutefois possible qu�un ensemble d�apprentissage plus
cons�quent eut rendu cette m�thode plus e�cace�

��� Perspectives � rel�chement des contraintes d�appariement

Nous avons vu que notre appariement des sommets de m�me indices est une proc�dure qui
peut se r�v�ler trop simpliste� Elle pourrait peut��tre �tre ra�n�e de la mani�re suivante �
Soient M� et M� deux maillages ayant le m�me nombre de sommets� et que l�on veut apparier�
Typiquement� le sommet Si�� num�ro i de M� et le sommet Si�� num�ro i de M� repr�sentent des
points physiques du foie assez proches� mais ce n�est pas pour autant le meilleur appariement
possible "voir �gure 
��#�
Une id�e est d�apparier le sommet Si�� de M� avec un point du plan tangent au maillage M�
en son sommet Si��� On pourrait simplement projeter Si�� sur le plan en question� mais rien
n�indique que ce soit la bonne m�thode � cette projection� not�e Hi peut �tre trop �loign�e de
Si��� Il serait peut��tre pr�f�rable de choisir un compromis entre Hi et Si��� Si la courbure en Si��
dans la direction donn�e par Si��Hi forte� il faut contraindre le point appari� � Si�� � �tre proche
de Si��� car une forte courbure indique une meilleure localisation�
Un meilleur appariemment permettrait d�e�ectuer des recalages plus pr�cis d�un maillage sur
l�autre� Cela pourrait m�me permettre d�am�liorer la segmentation contrainte par les modes� en
appariant non plus un sommet Mi du maillage courant avec le point Pi de plus fort gradient
selon la normale� mais avec un point de la surface du maillage form� par les points Pi� ce qui
serait moins contraignant et donc probablement plus e�cace�
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