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Résumé

Il est souv en t utile en traitemen t d'image de ne conserv er qu'un ensem ble restrein t de caractéristiques

lo calisées que nous app elons primitiv es géométriques, censées caractériser la plus grande partie de l'informa-

tion. Ces primitiv es son t habituellemen t des con tours, des p oin ts de coin ou leur équiv alen t en imagerie 3D :

des surfaces, des lignes de crête ou des p oin ts extrémaux, etc.

Cep endan t, ces primitiv es son t souv en t plus complexes que de simples p oin ts : on p eut ainsi asso cier un

v ecteur normal à un p oin t d'une surface, ce qui en fait un p oin t orien té, ou considérer un trièdre comp osé

de la normale et des deux directions principales en plus d'un p oin t extrémal, ce qui forme un rep ère. Ces

primitiv es géométriques formen t une v ariété qui n'est généralemen t pas un espace v ectoriel, sur lequel agit

un group e de transformation qui mo délise les di�éren tes (( prises de vue p ossibles )) de l'image. De plus, il

est imp ératif de gérer l'incertitude sur ces primitiv es le plus �nemen t p ossible p our obtenir des résultats

robustes en con trôler la précision. Le problème que l'on se p ose ici est donc de p ouv oir tra v ailler a v ec ces

primitiv es comme on tra v aille d'habitude sur les p oin ts, en particulier p our p ouv oir faire de la reconnaissance,

du recalage et des statistiques p ermettan t d'inférer la précision de nos résultats.

La première partie de la thèse est consacrée au dév elopp emen t d'outils mathématiques génériques sur

les primitiv es qui p ermetten t de résoudre ces problèmes. Nous présen tons tout d'ab ord quelques parado xes

qui mon tren t que l'on ne p eut pas considérer impunémen t ces primitiv es comme de simples v ecteurs, puis,

sur des bases de géométrie riemannienne et en se restreignan t aux v ariétés homogènes a y an t une métrique

in v arian te p our le group e considéré, nous dév elopp ons une notion de mo y enne cohéren te, puis de matrice

de co v ariance. D'autres op érations statistiques p euv en t ensuite être généralisées aux v ariétés, telles que la

distance de Mahalanobis et le test du � 2
. Nous mon trons ensuite commen t cette théorie p eut être appliquée et

implémen tée en mac hine dans une structure orien tée ob jet ne dép endan t pas du t yp e de primitiv e considéré.

Dans la seconde partie de la thèse, nous dév elopp ons les calculs relatifs à ce formalisme mathématique

p our les rotations et les transformations rigides agissan t sur des rep ères orien tés, semi-orien tés et non-

orien tés. Après analyse des algorithmes classiques sur les p oin ts, nous dév elopp ons des algorithmes de recalage

génériques basés sur les primitiv es, et nous prop osons en particulier des métho des p our estimer l'incertitude

sur le recalage obten u. Nous exp osons parallèlemen t une métho de de v alidation statistique p our con�rmer

la précision de cette analyse, qui mon tre qu'un recalage d'une précision bien inférieure à la taille du v o xel

p eut être obten ue dans le cas des images médicales 3D. Un deuxième v olet de l'analyse statistique concerne

la robustesse des algorithmes de reconnaissance.

Le c hamp applicatif que nous considérons v a du recalage d'images médicales tridimensionnelles à la

reconnaissance de sous-structures (3D) dans les protéines et souligne la v alidité de l'appro c he générique

(( orien tée primitiv e )) que nous a v ons c hoisie p our le traitemen t haut niv eau de données géométriques.
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Chapitre 1

In tro duction

� L a scienc e naît du jour où des err eurs, des é che cs, des surprises

désagr é ables, nous p oussent à r e gar der le r é el de plus pr ès. �

René Thom, Mo dèles mathématiques de la morphogénèse

1.1 Cadre général

La vision h umaine est certainemen t celui des cinq sens sur lequel l'esprit h umain se rep ose le plus

p our analyser, comprendre et in terpréter l'espace qui nous en toure. C'est par ailleurs le seul sens qui

puisse nous fournir une information globale sur la géométrie de notre en vironnemen t, ce qui nous

p ermet de prév oir et donc d'in teragir a v ec le monde extérieur. La vision arti�cielle est une branc he de

la science informatique qui s'est donné p our but de sim uler, si ce n'est de comprendre, le phénomène

de la vision, p our p ouv oir en doter les ordinateurs. La rob otique, quan t à elle, utilise la mo délisation

fournie par la vision, com binée a v ec des informations pro v enan t d'autres capteurs, p our se déplacer

et in teragir a v ec le monde réel. Au cen tre de ces disciplines, il y a la mo délisation géométrique du

monde, forcémen t simpli�catrice mais qui p ermet d'extraire rapidemen t l'information p ertinen te.

Depuis plusieurs années déjà, de nouv elles tec hniques d'acquisitions de données son t apparues,

pro duisan t non plus des images en deux dimensions comme la caméra ou l'appareil photo, mais di-

rectemen t en trois dimensions, comme le scanner X ou l'imagerie par résonance magnétique (IRM).

Ces images ne mesuren t plus la ré�ectance de la surface des ob jets, mais l'attén uation d'un ra y on-

nemen t en un p oin t in térieur d'un ob jet (c'est le cas du scanner X), ou la densité de matière en

un p oin t (IRM densité de proton). P ermettan t de v oir (( au tra v ers )) des ob jets quasimen t sans

in teragir a v ec eux, ces nouv elles tec hniques on t trouv é une application naturelle dans le domaine

médical et son t dev en ues des extensions du système de p erception des médecins et des c hirurgiens

p our le diagnostic et la thérap eutique. Cep endan t, les images tridimensionnelles ainsi obten ues son t

p orteuses d'une quan tité d'information énorme qu'il est très di�cile d'appréhender dans sa totalité.

Il faut donc traiter ces images, cerner et souligner l'information p ertinen te p our le médecin (la sur-

face d'un organe, le p ositionnemen t d'une tumeur), ou bien quan ti�er les c hangemen ts (l'év olution

d'une tumeur, le mouv emen t relatif de deux os) p our comparer a v ec la (( normalité )) . T outes ces

op érations son t raremen t p ossibles directemen t sur l'image et c'est la mo délisation géométrique qui

3
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v a nous p ermettre de concen trer l'information in téressan te, no y ée dans la masse de v o xels de l'image,

en un p etit nom bre de caractéristiques signi�cativ es.

Le même t yp e de tec hniques, résonance magnétique n ucléaire ou ra y ons X, p eut être utilisée à une

toute autre éc helle, celle de l'atome, p our étudier et ten ter de visualiser les structures moléculaires

d'un cristal, p ermettan t, en tre autres, de déterminer la p osition dans l'espace des atomes d'une

protéine : c'est le domaine de la crystallographie et de la biologie moléculaire structurale. P our

in terpréter et comprendre la structure d'une protéine, il faut non seulemen t regarder le t yp e des

atomes (s'agit-il d'un o xygène, d'un carb one ou d'un azote ?) mais aussi leurs p ositions relativ es

dans l'espace : un group e d'atomes sera ainsi capable d'in teragir a v ec une autre structure dans une

con�guration donnée, mais il en serait bien incapable si l'un ou l'autre de ces atomes était déplacé de

quelques angströms : une fois encore, la géométrie est au c÷ur du problème, même si les in teractions

son t d'une autre nature.

Ces pro cessus d'imagerie s'organisen t en deux grandes étap es successiv es dans l'analyse hiérar-

c hique ascendan te prop osée par (Marr, 1982) (v oir �gure 1.1) : on e�ectue tout d'ab ord des trai-

temen ts de bas niv eau sur les données (les images) p our obtenir une information séman tiquemen t

ric he mais non structurée, formée (( d'atomes )) que nous app ellerons primitiv es géométriques .

Ceci corresp ond, dans le pro cessus de vision h umaine, à la construction de p er c epts . L'ensem ble des

primitiv es géométriques pro duites par les traitemen ts bas niv eau à partir d'un jeu de données forme

une scène .

L'imp ortan t, p our p ouv oir ensuite organiser ces primitiv es, est de noter qu'un ob jet n'est par

caractérisé par un ensem ble de primitiv es dans des p ositions �xé es , mais plutôt par un ensem ble de

primitiv es dans une c on�gur ation �xée

1

. La p osition de nos primitiv es dép end en e�et de la p osition

de l'ob jet original et de la p osition du système d'acquisition dans l'espace am bian t et, p our p ouv oir

comparer ou reconnaître des ob jets dans des p ositions ou lors d'acquisitions di�éren tes, il nous faut

mo déliser les di�éren tes (( prises de vues )) p ossibles, ce qui se traduit dans le cadre géométrique par

le c hoix d'un group e de transformation .

� En vision arti�cielle, les primitiv es géométriques son t ainsi des con tours, des p oin ts de

jonction, etc., sym b olisan t la pro jection dans l'image 2D des arêtes et des coins des ob jets

3D. Si l'on s'in téresse aux ob jets rigides plans vus par un système o culaire assimilable à

un mo dèle sténop é, on p ourra considérer ces primitiv es comme des p oin ts du plan pro jectif

soumis à l'action des homographies. On p ourra se rep orter à (F augeras, 1993) p our d'autres

exemples de primitiv es et d'autres t yp es de transformations.

� En imagerie médicale, les primitiv es p euv en t être des p oin ts sur une surface, des lignes de

crête, des p oin ts extrémaux, généralisan t en un certain sens les p oin ts de coin, etc. Les

systèmes d'acquisition étan t calibrés, on p ourra considérer que les transformations son t rigides

en tre deux images du même patien t, même si les images pro viennen t de deux mo dalités

di�éren tes. P ar con tre, il faut passer à des group es de transformation plus généraux, tels que

les similitudes, les transformations a�nes ou des déformations encore plus générales, si l'on

v eut comparer le crâne, le cerv eau ou le foie de deux patien ts.

� En biologie moléculaire, les primitiv es géométriques son t déjà d'un niv eau plus élev é puisqu'il

s'agit non seulemen t des co ordonnées des atomes forman t une protéine (ou une autre structure

moléculaire telle l'ARN), mais aussi des relations en tres ces atomes (les liaisons). On p ourra

1. Cette notion d'ob jet (ou de mo dèle) comme con�guration d'un ensem ble de primitiv es est sans doute la plus

simple. On p eut bien sûr a jouter des relations en tre primitiv es, des probabilités d'observ ation corrélées, etc.
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OBJETS : mo dèles géométriques structurés

Reconnaissance

Mise en co rresp ondance

Recalage

Mo délisation

Classi�cation

Interp rétation

Segmentation

Cristal lo gr aphie

Extraction de contours

Rééchantillonage

Reconstruction

Filtrage

SCÈNE : Primitiv es géométriques non structurées

haut nive au

T r aitements

T r aitements

b as nive au

DONNÉES : Images 2D, 3D, sp ectres ...

ImagerieBiologie structurale

Donné es de

pr ofondeur (2D1/2)

Vision 2D

Imagerie 3D

Fig. 1.1 � Mo dèle de structur ation de l'information en tr aitement d'images (appr o che hiér ar chique

asc endante ou (( b ottom-up )) ) : on extr ait de la masse de donné es brutes un ensemble de primitives

gé ométriques c ensé es c ar actériser la majeur e p artie de l'information pr ésente. On tr aite ensuite c et

ensemble de primitives p ar des algorithmes dits de haut nive au p our l'or ganiser, le c omp ar er ave c

d'autr es ac quisitions, cr é er des mo dèles structur és du monde r é el, r e c onnaîtr e un mo dèle structur é

déjà identi�é dans c es donné es.
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considérer en première appro c he que les protéines son t animées de mouv emen ts rigides par

blo c.

L'étap e qui nous in téresse et dans le cadre de laquelle se place le tra v ail présen té dans ce ma-

n uscrit est le traitemen t haut niv eau qui v a p ermettre de structurer l'information con ten ue dans

l'ensem ble des primitiv es géométriques extraites des données (une scène). Nous utilisons ici le qua-

li�catif gé ométrique p our souligner que les traitemen ts bas niv eau nous fournissen t des t yp es parti-

culiers de primitiv e (p oin ts orien tés, droites, rep ères, p oin ts pro jectifs...) implicitemen t soumis à un

group e de transformation. La détermination de ce group e est sans doute l'une des étap es les plus

imp ortan tes dans la mo délisation d'un problème géométrique.

On p eut distinguer plusieurs grandes classes de traitemen ts de haut niv eau : la reconnaissance

d'ob jets (la dénomination anglaise (( feature-based recognition )) est plus précise), se prop ose de

reconnaître, à partir d'une bibliothèque d'ob jets, ceux qui son t présen ts dans une scène. Ce pro cessus

se décomp ose souv en t en deux étap es couplées : la mise en corresp ondance ( (( matc hing )) ) vise

à apparier les primitiv es d'un mo dèle a v ec celles de la scène (en supp osan t év en tuellemen t une

transformation), et le recalage ( (( registration ))) calcule la meilleure transformation en tre le mo dèle

et la scène à partir de ces appariemen ts.

On p eut bien sûr comparer deux scènes sans a v oir de mo dèle a priori, ou comparer un nom bre

quelconque de scènes p our en extraire les parties comm unes : on parle alors de recalage m ultiple

et de mise en corresp ondance m ultiple . C'est une étap e essen tielle dans le pro cessus de mo dé-

lisation des ob jets, puisqu'il nous p ermet de ne conserv er que les primitiv es qui son t représen tativ es

d'un ob jet, mais aussi de caractériser et de réduire l'incertitude sur la mesure de ces primitiv es grâce

à la fusion de plusieurs mesures (après recalage).

Notons que les dénominations r e c alage et mise en c orr esp ondanc e son t souv en t considérées

comme synon ymes, comprenan t toutes les deux des phases d'appariemen t des primitiv es et de calcul

de la transformation. T outefois, r e c alage insiste plutôt sur le calcul de la transformation, tandis que

la mise en c orr esp ondanc e met en a v an t la rec herc he des appariemen ts. Dans ce man uscrit, nous

utiliserons en général ces termes dans leur sens restrein t.

1.2 Motiv ations

Un grand nom bre d'algorithmes on t été dév elopp és p our comparer deux scènes ou reconnaître

des ob jets, le plus souv en t rigides ou a�nes, don t on p ossède un mo dèle géométrique a priori basé

sur des des primitiv es géométriques simples : les p oin ts. On p eut citer par exemple les algorithmes

de hac hage géométrique (Lamdan et W olfson, 1988; Rigoutsos et Hummel, 1993), du plus pro c he

v oisin itératif (Besl et McKa y , 1992; Zhang, 1994) ou de prédiction-v éri�cation (A y ac he et F augeras,

1986; Huttenlo c her et Ullman, 1987).

On s'ap erçoit cep endan t que si ces algorithmes fonctionnen t vite et bien dans le cas de données

bien individualisées et p eu bruitées, il n'en v a pas de même quand il s'agit de retrouv er de p etits

ob jets dans une scène complexe très bruitée. La complexité maximale des algorithmes est alors

attein te et le problème de la gestion de l'incertitude se p ose de manière cruciale.

P ar ailleurs, les mo dèles géométriques du monde réel amènen t souv en t à considérer des primitiv es

plus complexes, par exemple des droites (Grimson, 1990), des plans (F augeras, 1993), des p oin ts ou

des plans orien tés (F eldmar et al., 1997), des rep ères (P ennec et A y ac he, 1998; P ennec et Thirion,

1997), etc., et la généralisation hâtiv e des tec hniques p onctuelles à ces primitiv es plus complexes

p eut conduire à des parado xes (v oir (P ennec et A y ac he, 1996a) et section (2.3)).
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Nous p ensons que ces problèmes en vision par ordinateur et plus généralemen t en traitemen t

d'image ou de donnée géométrique, p euv en t trouv er une solution acceptable en prenan t en compte

de manière in trinsèque à la fois la nature de v ariété di�éren tielle de l'ensem ble des primitiv es d'un

t yp e donné et le fait que les mesures de ces primitiv es soien t incertaines . Ce t yp e d'appro c he p er-

mettrait de plus de concev oir des algorithmes génériques , évitan t ainsi la profusion de métho des

ad ho c sp éci�ques à c haque t yp e de primitiv e.

1.2.1 Au delà des p oin ts : p ourquoi utiliser des primitiv es géométriques ?

La mo délisation bas niv eau nous amène souv en t à considérer des primitiv es plus complexes que

les p oin ts : nous v errons ainsi à la section (2.3.1) qu'un acide aminé dans une protéine se mo délise

en première appro c he par un rep ère tridimensionnel (un p oin t et un trièdre orthonormé direct),

et que les p oin ts extrémaux et plus généralemen t les p oin ts sur une surface son t m unis de deux

directions principales et d'une normale p our former des rep ères semi-orien tés (un v ecteur normal et

deux dir e ctions orthogonales).

L'utilisation des primitiv es les plus informativ es p ossibles nous p ermet de réduire considéra-

blemen t la complexité des algorithmes de reconnaissance et de recalage : on passe par exemple

d'un algorithme d'une complexité de O(n3) à O(n2) dans le c hapitre (11) p our la reconnaissance de

sous-structures dans les protéines en utilisan t des rep ères au lieu de p oin ts. Dans (F eldmar et al.,

1997), l'in tro duction des normales en plus des p oin ts autorise la rec herc he d'appariemen ts initiaux

a v ec les bitangen tes, ce qui réduit considérablemen t la complexité de l'étap e d'appariemen t.

Le deuxième e�et est une augmen tation de la robustesse des algorithmes grâce à la sélectivité

accrue des primitiv es : on p eut ainsi éliminer 80% des appariemen ts ab erran ts en utilisan t des trièdres

très incertains en plus des p oin ts (c hapitre 10). Un autre e�et qui nous a motiv é, mais qui n'est

�nalemen t pas le plus con v aincan t, est l'augmen tation de la précision de la transformation dans un

recalage : on obtien t par exemple un gain de 10 à 20% dans le cas des images médicales au c hapitre

9.

En�n, les transformations mises en jeu dans ces problèmes géométriques on t une nature in-

trinsèque de group e de Lie et son t donc des v ariétés di�éren tielles. Si l'on v eut p ouv oir estimer

l'incertitude sur le résultat d'un recalage, il faut donc en particulier p ouv oir tra v ailler a v ec ces

primitiv es géométriques.

1.2.2 Gestion �ne de l'incertitude

La mo délisation de bas niv eau en terme de primitiv es est in trinsèquemen t simpli�catrice et

est sujette à de m ultiples erreurs : incertitude sur la nature et la p osition des primitiv es, défaut

d'observ ation (o cclusion) ou extraction de primitiv es parasites son t les principales sources d'erreur.

La présence de ces incertitudes a des e�et très imp ortan ts sur des algorithmes de haut ni-

v eau comme la mise en corresp ondance : considérer que des primitiv es (ou des in v arian ts) ne son t

iden tiques que si elles son t égales (à la discrétisation près) p eut amener à rejeter b eaucoup d'apparie-

men ts corrects, rendan t par là même hasardeuse v oire improbable la détection d'un ob jet p ourtan t

présen t dans l'image. On app elle cela un faux négatif .

D'un autre côté, dès que l'on autorise une certaine erreur sur les mesures (ne serait-ce que par la

discrétisation des images ou celle des nom bres réels), des primitiv es qui n'on t rien à v oir a v ec l'ob jet

rec herc hé p euv en t être appariées et ainsi (( conspirer )) p our amener à la reconnaissance d'un ob jet

qui n'existe pas : c'est un faux p ositif . Ces reconnaissances fan tômes son t en général iden ti�ables

grâce à une v éri�cation plus approfondie utilisan t des informations supplémen taires p ouv an t a v oir

été éliminées lors de la mo délisation en primitiv es géométriques. Ces v éri�cations son t toutefois
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coûteuses en temps de calcul et p euv en t induire une explosion de la complexité de l'algorithme

(Lamdan et W olfson, 1989; Grimson et Huttenlo c her, 1990a; Lamdan et W olfson, 1991).

Il est donc imp ortan t de gérer l'erreur p our éviter les faux négatifs, mais de le faire au plus

juste p our limiter la probabilité ou le nom bre de faux p ositifs. De même, dans un problème de

recalage, il est faux (et év en tuellemen t dangereux dans le cas de l'imagerie médical) de dire que la

transformation estimée est exacte, mais il est en général visuellemen t éviden t que l'incertitude est

inférieure (en terme d'écart-t yp e) à la taille de l'image.

1.2.3 Des métho des génériques

Il existe souv en t une solution qui sem ble simple p our traiter un problème particulier a v ec un

t yp e particulier de primitiv e. Malheureusemen t, cette solution est raremen t applicable p our un autre

t yp e de primitiv e ou un autre problème. Nous v oudrions obtenir un ensem ble de mo dules génériques

p ermettan t de traiter la plupart des problèmes (recalage, mise en corresp ondance, fusion, etc.) et

rep osan t sur un minim um de mo dules particuliers à c haque t yp e de primitiv e.

P our cela, nous a v ons observ é que la plupart des algorithmes haut niv eau sur les p oin ts p ouv aien t

s'exprimer à partir des quelques op érations suiv an tes :

� comp osition et in v ersion des transformations,

� action d'une transformation sur une primitiv e,

� comparaison de primitiv es : distance,

� estimation d'une primitiv e à partir de plusieurs observ ation : mo y enne,

� estimation d'une transformation à partir d'appariemen ts de primitiv es : recalage,

� test de compatibilité (p eut-on apparier deux primitiv es en supp osan t une certaine transfor-

mation) : zone de compatibilité,

� calcul et comparaison des in v arian ts binaires, ternaires, etc. (in v arian ts obten us p our deux,

trois primitiv es, etc.).

P our p ouv oir gérer l'incertitude, il faut de plus p ouv oir propager l'information d'incertitude asso ciée

aux mesures dans les op érations ci-dessus, et év en tuellemen t ra jouter les notions de :

� mo dèle de bruits (en remplacemen t du bruit additif ) : dé�nition et estimation,

� comparaison statistique des primitiv es : équiv alen t de la distance de Mahalanobis,

� test de vraisem blance : équiv alen t du test du � 2
.

L'idée est donc d'exprimer au maxim um ces op érations comme des mo dules génériques basés sur

le nom bre minim um d'op érations sp éci�ques. La conception d'un nouv el algorithme de haut niv eau

p our un nouv eau problème ne nécessiterait alors qu'une étap e de mo délisation où l'on dé�nirait le

t yp e de primitiv es en a y an t un nom bre minimal d'op érations à implémen ter, et une organisation

facile des briques algorithmiques de mo y en niv eau dé�nies ci-dessus.
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1.3 Organisation du man uscrit

� Pour expliquer un brin de p ail le, il faut démonter tout un univers. �

Rém y de Gourmon t

Le man uscrit est divisé en deux grandes parties : la première partie s'attac he au côté théorique

de l'incertitude sur les v ariétés di�éren tielles et les group es de Lie et la seconde est axée sur les

applications de cette théorie dans les problèmes de recalage et de reconnaissance.

Le thème ma jeur de la partie théorique est : commen t faire des probabilités et des statistiques sur

une v ariété di�éren tielle comme on le fait dans Rn
? L'ob jectif est double : il s'agit non seulemen t

d'étudier cette question d'un p oin t de vue mathématique, mais aussi de dév elopp er les résultats

nécessaires à l'application de cette théorie p our construire des algorithmes de haut niv eau dans la

seconde partie. Selon le p oin t de vue, théorique ou applicatif, on p ourra ainsi considérer le c hapitre

6 comme une syn thèse de la partie théorique, ou au con traire comme le plan de tra v ail guidan t les

dév elopp emen ts de cette partie.

Ce c hapitre est tout à fait cen tral dans le man uscrit puisqu'il constitue la c harnière en tre la théo-

rie mathématique et les applications informatiques. Il rép ond égalemen t à la motiv ation (( métho des

génériques )) de la section précéden te car nous y présen tons les résultats dans une structure orien tée

ob jet générique, ne dép endan t, p our c haque t yp e de primitiv e, que d'une phase mathématique et

de l'implémen tation de quelques op érations atomiques.

Le c hapitre 7, commençan t la seconde partie, s'attac he d'ailleurs à dériv er et implémen ter ces

op érations atomiques p our les primitiv es tridimensionnelles que nous utilisons dans les applications.

Les c hapitres concernan t les algorithmes haut niv eau (reconnaissance et recalage) son t toutefois

conçus de manière générique et simplemen t appliqués à l'imagerie médicale et à la biologie molé-

culaire. Les questions de précision étan t particulièremen t imp ortan tes (v oire vitales) en imagerie

médicale, nous a v ons plus insisté sur le recalage que sur la mise en corresp ondance, en dév eloppan t,

en tre autres, des métho des de v alidation de nos estimations d'incertitude (c hap. 9). Cette partie

applicativ e mon tre que la théorie que nous a v ons dév elopp ée est non seulemen t implémen table a v ec

des temps de calculs acceptables, mais pro duit aussi des résultats prenan t en compte les erreurs au

plus juste, rép ondan t ainsi à l'ob jectif de (( gestion �ne de l'incertitude )) de la section précéden te.

1.3.1 Théorie

Nous c herc hons donc dans la première partie à dév elopp er les outils mathématiques p our p ou-

v oir gérer l'incertitude sur les primitiv es géométriques. P our cela, Nous analysons rapidemen t au

c hapitre 2 l'origine des erreurs de mesures et les façons classiques de les quan ti�er dans Rn
: il

apparaît que le meilleur compromis est de considérer la mesure d'un v ecteur (ou d'un p oin t) comme

la réalisation d'un v ecteur aléatoire don t on ne conserv e que la mo y enne et la matrice de co v ariance.

Nous rapp elons donc les bases de la théorie des probabilités et en particulier commen t on p eut

généraliser la notion de v ariable aléatoire à celle de v ecteur aléatoire , ainsi que la propagation

l'incertitude sur ces v ecteurs aléatoires. Le but de cet exp osé est bien sûr de p ouv oir généraliser

toutes ces op érations à des primitiv es aléatoires . Malheureusemen t, nous mon trons que ce n'est

pas si simple et que nom bre de parado xes p euv en t apparaître : le parado xe de Bertrand est sans

doute le plus conn u et mon tre l'ancienneté du problème puisqu'il date de 1907. Nous en a v ons

dév elopp é d'autres p our mettre en évidence les problèmes p osés par le calcul de la mo y enne et la

mo délisation du bruit sur les primitiv es.

En fait, si l'on p eut utiliser la théorique classique des probabilités p our gérer l'incertitude sur les
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p oin ts, c'est parce que l'on p eut asso cier aux p oin ts une structure d'espace v ectoriel, c hose que l'on

ne p eut pas faire de manière éviden te p our des primitiv es géométriques plus générales. Nous nous

fo calisons donc au c hapitre 3 sur la structure in trinsèque de l'ensem ble des primitiv es : celle de v a-

riété di�éren tielle . L'ensem ble des transformations implicitemen t asso ciées aux primitiv es ren tre

égalemen t dans ce cadre p our constituer un group e de Lie . Nous nous concen trons plus particu-

lièremen t dans la suite sur la partie des primitiv es a�ectée par l'action du group e : c'est la notion de

v ariété homogène. En suiv an t l'exemple du parado xe de Bertrand, nous nous c herc hons alors à dé-

terminer la mesure in v arian te qui constitue la base de la théorie des probabilités géométriques .

Cette théorie est toutefois insu�san te puisqu'elle ne concerne que des distributions uniformes. P our

p ouv oir aller plus loin, nous a v ons b esoin d'une distance in v arian te sur notre v ariété, ce qui est

l'ob jet de la section (3.4). T outefois, les résultats ainsi obten us son t toujours insu�san ts et nous

dev ons faire in terv enir des notions de géométrie di�éren tielle et de géométrie riemannienne

p our p ouv oir caractériser les conditions d'existence d'une distance in v arian te. Cela nous p ermet

égalemen t de construire la représen tation exp onen tielle de la v ariété, qui constitue la représen tation

(( la plus linéaire p ossible )) de la v ariété et qui s'a v ère p osséder des propriétés remarquables.

Nous p ouv ons alors dév elopp er au c hapitre 4 une théorie des probabilités sur les primitiv es

géométriques, en dé�nissan t tout d'ab ord la densité de probabilité d'une primitiv e aléatoire ,

puis a v ec F réc het et Karc her la manière de dé�nir la mo y enne d'une telle primitiv e. Cette mo y enne

étan t dé�nie au mo y en d'une minimisation, il nous faut dév elopp er un algorithme p our p ouv oir

la calculer e�ectiv emen t. A partir de la primitiv e mo y enne , il n'est pas très dur de dé�nir une

matrice de co v ariance grâce au dév elopp emen t de la v ariété dans le plan tangen t (la carte exp o-

nen tielle). A v ec ces (( momen ts du premier et second ordre )), nous p ouv ons traiter l'essen tiel de nos

problèmes de probabilité sur les primitiv es géométriques.

Dans le c hapitre 5 , les problèmes statistiques son t plus ouv erts : si nous p ouv ons dé�nir pro-

premen t les mo dèles de bruit isotrop es et homogènes , il est clair que la dé�nition de la

distribution gaussienne sur une v ariété que nous prop osons n'est pas la seule p ossible, mais elle

a l'a v an tage de p ouv oir être appro c hée par une gaussienne classique p our une co v ariance faible. De

même, le c hoix de la dé�nition de la distance de Mahalanobis est plus guidé par des considéra-

tions applicativ es que théoriques.

Nous résumons dans le c hapitre 6 les principaux résultats obten us dans cette partie, mais vus

cette fois-ci du côté applicatif : la phase mathématique de la section p ermet de sa v oir s'il existe

une distance in v arian te p our un t yp e de primitiv es soumis à l'action d'un group e de transforma-

tion donné, puis de déterminer les géo désiques et donc la carte principale. Il ne reste alors qu'à

implémen ter les op érations atomiques p our que ce t yp e de primitiv es forme un ob jet de la classe

(( primitiv es probabilistes )). Les op érations de base son t alors génériques et p ermetten t déjà de

construire quelques briques d'algorithmes haut niv eau.

1.3.2 Applications

P our p ouv oir appliquer la théorie de la première partie, nous commençons par étudier au

c hapitre 7 les rotation 3D sous la forme matricielle, puis en utilisan t les quaternions . Cette

étude dépasse la cadre de la métho dologie présen tée dans la syn thèse de la partie théorique, mais

autorise ainsi une appro c he plus appliquée des tec hniques générales sur la v ariétés di�éren tielles

présen tées au c hapitre 3. A partir du v ecteur rotation et de ses op érations atomiques, nous p our-

rons dév elopp er relativ emen t simplemen t les calculs nécessaires aux transformations rigides, donc
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aux rep ères . Nous en visagerons alors le cas des rep ères semi et non-orien tés .

Dans le c hapitre 8 , nous nous in téressons à deux problèmes d'estimation : le recalage et la fusion

de primitiv es. Nous analysons tout d'ab ord les tec hniques de recalage classiques aux moindres

carrés à partir d'appariemen ts de p oin ts, puis nous dév elopp ons trois tec hniques de recalage à partir

d'appariemen ts de primitiv es quelconques, tec hniques qui s'adapten t égalemen t très bien à la fusion

de primitiv es. La di�culté dans toutes ces métho des est d'év aluer l'incertitude sur la transformation

ou la primitiv e estimée. En�n, nous ab ordons le problème de l'estimation du mo dèle de bruit sur

les primitiv es, ce qui p ermet de construire un algorithme de recalage robuste estiman t tous les

paramètres.

Les questions de précision son t particulièremen t imp ortan tes, v oire vitales, en imagerie médi-

cale : nous nous p osons dans la première partie du c hapitre 9 la question de la v alidation de notre

estimation de l'incertitude sur le recalage. Nous dév elopp ons p our cela une métho de statistique qui

fonctionne sur des données syn thétiques, mais aussi sur des données réelles. Les exp ériences sur les

donnés syn thétiques mon tren t une v alidation parfaite dans le cas d'un bruit conn u sur les primi-

tiv es et p ermetten t d'a�ner les domaines de v alidité dans le cas de l'estimation de ce bruit lors du

recalage. Nous présen tons une exp érience de recalage mono-patien t sur des données IRM qui v alide

pleinemen t notre estimation de l'erreur sur le recalage et prédit un écart-t yp e de 0.1 mm, soit un

dixième de v o xel. L'incertitude sur le recalage p eut aussi servir à décider statistiquemen t s'il y a un

mouv emen t relatif en tre deux structures : nous présen tons une telle exp érience sur le bassin.

Nous ab ordons dans le c hapitre 10 les principaux algorithmes de reconnaissance de mise en

corresp ondance habituellemen t utilisés sur les p oin ts, et nous les formalisons en terme de primi-

tiv es géométriques. Nous nous attac hons ensuite aux mo di�cations nécessaires dans ces algorithmes

p our que l'erreur soit prise en compte et que l'on soit sur de reconnaître un ob jet s'il est présen t.

La con trepartie de cette correction des algorithmes est l'apparition de faux p ositifs , c'est-à-dire

de reconnaissances fan tômes, et nous en analysons la probabilité d'apparition. Cette analyse nous

p ermet en particulier de mesurer la sélectivité des primitiv es utilisées et de v alider la mise en

corresp ondance des images médicales précédemmen t utilisées. En�n, p our �nir, nous iden ti�ons

quatre p oin t clés p our l'utilisation pratique des algorithmes précités a v ec des primitiv es génériques :

il s'agit du calcul des in v arian ts, du clustering et de trouv er des solutions e�caces et correctes p our

l'indexation et le plus pro c he v oisin.

Le c hapitre 11 met en o euvre l'une de ces tec hniques en biologie moléculaire p our comparer

des structures tridimensionnelles de protéines et en extraire la partie comm une. Étan t basé sur les

rep ères au lieu des p oin ts, cet algorithme réduit considérablemen t la complexité par rapp ort à l'état

de l'art : de O(n3) à O(n2) . Les résultats exp érimen taux con�rmen t la v alidité de l'appro c he et le

gain en robustesse grâce à l'utilisation des rep ères.

En�n, nous nous in téressons dans le c hapitre 12 aux problèmes de mo délisation et en par-

ticulier au recalage m ultiple , qui vise à mettre dans le même rep ère plusieurs observ ations d'un

même ob jet. Nous analysons plusieurs algorithmes sur les p oin ts et nous présen tons des exemples

d'application en mo délisation à la fois p our la biologie moléculaire et p our l'imagerie médicale.

1.4 Con tributions

Mises à part les syn thèses sur les probabilités dans Rn
(c hap. 2 ) et sur la géométrie riemannienne

(section 3.5), la première partie est dans l'ensem ble originale. Dans la seconde partie, nous analy-

sons en général les tec hniques conn ues utilisan t les p oin ts et nous les généralisons aux primitiv es
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quelconques. Dans le détail, les con tributions ma jeures son t les suiv an tes :

� Chapitre 3 : la théorie mathématique des mesures in v arian tes est bien établie dans (San talo,

1976). Nous en présen tons à la section (3.3) une formalisation plus accessible en terme de

représen tation. Si la métrique in v arian te sur un group e de Lie est une notion conn ue en

géométrie riemannienne, la formalisation de la distance in v arian te par une (( norme )) (section

3.4) est nouv elle, et nous n'a v ons trouv é aucun tra v ail sur les conditions d'existence d'une

métrique in v arian te sur une v ariété (section 3.5). L'utilisation du lieu de coupure p our créer

la carte principale sem ble égalemen t originale. Une partie des tra v aux de ce c hapitre a fait

l'ob jet de publications dans (P ennec et A y ac he, 1996a; P ennec et A y ac he, 1996b).

� Chapitre 4 : la densité de probabilité d'une primitiv e aléatoire est év o quée dans plusieurs

tra v aux mathématiques, mais nous a v ons en tièremen t dév elopp é les propriétés de propagation

présen tées dans la section (4.1). L'esp érance au sens de F réc het est très p eu conn ue, nous

n'a v ons trouv é sa caractérisation comme un barycen tre exp onen tiel que dans (Emery et

Mok ob o dzki, 1991). L'algorithme que nous présen tons p our son obten tion à la section (4.3)

est original, ainsi que la dé�nition de la matrice de co v ariance et les résultats asso ciés de la

section (4.4).

� Chapitre 5 : les asp ect statistiques son t des con tributions inédites qui p osen t d'ailleurs plus

de questions qu'elle n'en résolv en t, en particulier p our les dé�nitions d'une distribution

gaussienne et de la distance de Mahalanobis.

� Chapitre 6 : l'idée d'une structure (( orien tée ob jet )) générique p our gérer les primitiv es géo-

métriques n'est pas neuv e, mais elle n'était pas vraimen t réalisable jusqu'à présen t.

� Chapitre 7 : si les deux premières section, concernan t les matrices de rotation et les qua-

ternions, ne réalisen t qu'une syn thèse, la section (7.3) sur le v ecteur rotation comp orte des

résultats nouv eaux, et en particulier la dériv ation de la comp osition. Nous nous sommes de

plus attac hés à résoudre e�cacemen t toutes les instabilités n umériques. Les résultats présen-

tés à la section (7.5) sur les rep ères semi et non-orien tés son t égalemen t en tièremen t nouv eaux.

� Chapitre 8 : les algorithmes de recalage à partir d'appariemen ts de primitiv es (section 8.2)

son t originaux, ainsi que les algorithmes de fusion de primitiv es (8.3). La métho de de recalage

robuste estiman t de plus l'incertitude sur les données et la transformation est égalemen t une

con tribution.

� Chapitre 9 : la métho de statistique p our v alider l'estimation de l'incertitude sur le recalage

est, à notre connaissance, nouv elle et unique. Ce c hapitre, a v ec quelques élémen ts des

précéden ts a été publié dans (P ennec et Thirion, 1997; P ennec et Thirion, 1995). La section

concernan t les mouv emen ts relatifs des du bassin dans les images IRM est égalemen t no v atrice.

� Chapitre 10 : les résultats de statistiques précédemmen t dév elopp és nous p ermetten t de

formaliser correctemen t la gestion de l'erreur dans les algorithmes de reconnaissance et

la notion de sélectivité des primitiv es. L'analyse du nom bre mo y en de faux p ositifs par

in tégration sur les transformations admissibles est nouv elle.

� Chapitre 11 : l'utilisation d'algorithmes de vision p our la biologie moléculaire est déjà

présen te dans (Fisc her et al., 1992a; Fisc her et al., 1992b), mais l'utilisation des rep ères au

lieu des p oin ts p ermet de réduire la complexité de O(n3) à O(n2) , ce qui est une con tribution

signi�cativ e par rapp ort à l'état de l'art. Publication dans (P ennec et A y ac he, 1998; P ennec

et A y ac he, 1994).
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� Chapitre 12 : nous prop osons une nouv elle tec hnique p our recaler sim ultanémen t plusieurs

ob jets formés de p oin ts en dimension quelconque et calculer l'ob jet mo y en sans fa v oriser l'un

des ob jets et en présence de m ultiples o cclusions. L'inclusion de la probabilité d'observ ation

d'un p oin t dans le mo dèle ainsi obten u est égalemen t originale. Publication dans (P ennec,

1996).
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Première partie

Primitiv es géométriques et incertitude





Chapitre 2

Le problème de l'incertitude

� Il n 'est p as c ertain que tout soit c ertain. �

B. P ascal, P ensées, 1670

Le but de ce c hapitre est de faire le p oin t sur les les tec hniques usuelles utilisées p our gérer les

erreurs de mesures (i.e. l'incertitude) sur les p oin ts et les v ecteurs, et de donner les bases nécessaires

en probabilité p our p ouv oir généraliser ces métho des à d'autres t yp es d'ob jets géométriques haut

niv eau, comme des droites, des p oin ts a v ec un v ecteur unitaire, etc., ob jets que nous app ellerons

primitiv es géométriques.

Un rapide état de l'art fera apparaître l'imp ortance et la prédominance de la gestion probabi-

liste de l'erreur, et nous examinerons donc ce qu'est un espace probabilisé, ce qu'est une v ariables

aléatoire, et commen t on p eut la manipuler. La généralisation de la notion de variable alé atoir e

(dans R ) à celle de ve cteur alé atoir e (dans Rn
) est in téressan te et nous donne un exemple de la

marc he à suivre p our étendre ces notions et les métho des asso ciées à nos primitiv es géométriques.

Cep endan t, nous mon trerons dans la dernière section que la généralisation hâtiv e de ces tec hniques

fournit nom bre de parado xes, et qu'il faut être particulièremen t précautionneux dans cette tâc he :

nous nous y emploierons dans les c hapitres suiv an ts.

2.1 Erreurs de mesure

� L'impr évisible est dans la natur e des choses �

Mencius, Philosophe Confucéen, IV

e

-I I I

e

siècle a v. J.C.

2.1.1 Pro v enance et in�uence

Les mesures que l'on p eut e�ectuer en vision par ordinateur sur une image ne son t jamais

parfaites et, de l'ob jet réel aux primitiv es que l'on mesure, on p eut distinguer plusieurs sources

d'erreur dans la c haîne de traitemen t :

� Les déformations in tro duites par le système de vision (que ce soit une caméra comme en vision

classique, ou un scanner, ou encore une IRM), qui ne son t en général pas linéaires.

17
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� La discrétisation de l'image, à la fois en p ositionnemen t (pixels) et en niv eaux de gris.

� Les pré-traitemen ts e�ectués sur l'image a v an t la reconnaissance : �ltrages, extraction de

con tours... et l'extraction des primitiv es propremen t dite. En particulier, il existe souv en t

une (( éc helle )) privilégiée p our observ er et mesurer les primitiv es, et le traitemen t de la même

image à deux éc helles di�éren tes fournira un p ositionnemen t di�éren t des primitiv es obser-

v ables à ces deux éc helles, mais aussi des primitiv es observ ables à l'une des deux éc helles

seulemen t.

� La v ariabilité du mo dèle et l'appro ximation de la transformation : c'est par exemple le cas

en reconnaissance 2D d'ob jets 3D si l'on utilise une similitude p our appro c her une pro jec-

tion orthogonale, ou lorsqu'on considère des transformations euclidiennes p our des ob jets très

légèremen t déformables (imagerie médicale).

Ces erreurs v on t induire des c hangemen ts imp ortan ts dans les algorithmes de vision haut niv eau.

En e�et, di�éren tes mesures d'une même primitiv e p ositionnée exactemen t au même endroit dans

plusieurs images seron t di�éren tes. Dans un problème de reconnaissance, considérer que deux pri-

mitiv es ou deux in v arian ts son t iden tiques (à la discrétisation près) p eut donc amener à discréditer

b eaucoup d'appariemen ts, rendan t par là même hasardeuse v oire improbable la détection d'un ob jet

p ourtan t présen t dans l'image. On app elle cela un faux négatif .

D'un autre côté, dès que l'on autorise une certaine erreur sur les mesures (ne serait-ce que la

discrétisation des tables de hac hage ou celle des nom bres réels), des primitiv es qui n'on t rien à v oir

a v ec l'ob jet rec herc hé p euv en t être appariées et ainsi (( conspirer )) p our amener à la reconnaissance

d'un ob jet qui n'existe pas : c'est un faux p ositif . On notera que ceux-ci son t iden ti�ables grâce

à une v éri�cation plus approfondie utilisan t des informations supplémen taires (non utilisées dans

la mo délisation de l'image par primitiv es). Ces v éri�cations son t toutefois coûteuses en temps de

calcul et p euv en t induire une explosion de la complexité de l'algorithme.

Il est donc imp ortan t de gérer l'erreur p our éviter les faux négatifs, mais de la faire au plus juste

p our limiter la probabilité ou le nom bre de faux p ositifs.

2.1.2 Erreur b ornée

Une appro c he simple p our mo déliser l'incertitude consiste à supp oser que l'on connaît la p osition

exacte

1 x d'un p oin t (ou qu'on a pu l'appro ximer) et une b orne " sur la norme de l'erreur : nos

mesures suiv en t alors le mo dèle

x̂ = x + �x a v ec k�x k � "

On notera qu'en général il n'est pas supp osé que la distribution de l'erreur soit uniforme sur la b oule

B(0; ") , mais c'est la distribution qui minimise l'information quand on ne connaît que la b orne "
(v oir sections (2.2.2.7) et (2.2.3.6)). Cette appro c he est utilisée in tensiv emen t dans (Grimson, 1990)

p our la reconnaissance a v ec la tec hnique des arbres d'in terprétation et les calculs de probabilité de

faux p ositif basés sur ce mo dèle p our l'algorithme de (( geometric hashing )) son t dév elopp és p our

di�éren ts en vironnemen ts dans (Grimson et al., 1994) et (P ennec, 1993a).

T outefois, d'imp ortan ts problèmes son t rencon trés dès que l'on v eut manipuler nos primitiv es

p our en extraire des informations plus syn thétiques ou les recaler : commen t propager cette b orne

sur l'incertitude dans les op érations utilisées ?

A�n d'éviter complètemen t les faux négatifs, il est ten tan t de calculer une b orne conserv ativ e,

c'est-à-dire stricte : si y = f (x) , alors kx̂ � xk � "x implique que kŷ � yk � "y . Les quelques études

1. Nous laissons de côté le problème philosophique de sa v oir s'il existe réellemen t une p osition exacte, don t nous

ne p ouv ons de toute façon pas obtenir la v aleur à partir d'images discrètes d'ob jets con tin us.
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susnommées on t cep endan t mon tré que l'obten tion d'une telle b orne est un problème complexe et

mène souv en t à une surestimation imp ortan te de l'erreur, augmen tan t dangereusemen t la probabilité

de faux-p ositifs. P ar ailleurs, l'utilisation d'une b orne sur la norme de l'erreur supp ose une certaine

isotropie de la zone d'erreur, ce qui est souv en t abusif. P our relâc her cette h yp othèse, on p eut

a�ecter à c haque comp osan te d'un v ecteur une marge d'erreur indép endan te : jx̂ i � x i j � "x i et on

tra v aille alors a v ec des zones d'erreur qui son t des pa v és de Rn
. C'est l'idée de base de l'arithmétique

des in terv alles (Mo ore, 1966). Les calculs resten t cep endan t lourds et complexes dès que l'on utilise

des fonctions non linéaires. De plus, si les erreurs de mesure sur les comp osan tes son t indép endan tes

dans un rep ère particulier et induisen t une zone d'erreur particulièremen t agréable (allongée suiv an t

une axe et plate suiv an t un autre, par exemple), ce n'est généralemen t pas le cas dans un autre rep ère

ou après une transformation. Une étude exp érimen tale sur l'estimation des rotations de (Orr et al.,

1991) mon tre d'ailleurs que la métho de probabiliste donne des résultats meilleurs, plus rapidemen t

et a v ec une meilleure estimation de l'incertitude que la métho de basée sur les in terv alles.

2.1.3 Erreur probabiliste

En supp osan t que l'on puisse acquérir autan t d'images que l'on v eut d'un ob jet, il serait (théori-

quemen t) p ossible de caractériser toutes les v aleurs p ossibles de la p osition d'une primitiv e, ou plus

sp écialemen t, comme on est dans le cadre con tin u, la distribution des mesures. Si la primitiv e est

un p oin t ou un v ecteur x , un outil parfaitemen t adapté p our cela est de considérer que la mesure x̂
de x est la réalisation d'un v ecteur aléatoire x et de caractériser la distribution de l'erreur par la

densité de probabilité de ce v ecteur aléatoire (abrégé par la suite en densité).

Cep endan t, d'un p oin t de vue calculatoire ou informatique, il est p eu aisé de manipuler des

fonctions sur Rn
: on est donc amené à appro ximer cette densité par ses premiers momen ts (v aleur

mo y enne et matrice de co v ariance par exemple) considérés habituellemen t comme su�sammen t

représen tatifs. On p eut alors dériv er un certain nom bre de règles de calcul relativ emen t simples

p our calculer la propagation de ces momen ts de manière exacte dans certaines op érations et de

manière appro c hée dans le cas général. D'un p oin t de vue statistique, on p eut égalemen t exprimer

les principales h yp othèses sur les mo dèles de bruits en terme de mo y enne et de co v ariance. On

p eut donc obtenir un ensem ble cohéren t d'outils probabilistes et statistiques p our tra v ailler a v ec

l'appro ximation au second ordre des v ecteurs aléatoires.

2.2 Probabilités dans Rn

� L e hasar d n 'est que la mesur e de notr e ignor anc e. L es

phénomènes fortuits sont, p ar dé�nition, c eux dont nous

ignor ons les lois. �

H. P oincaré, Calcul des probabilités, 1912

Cette section rapp elle dans un premier temps un certain nom bre de notions de base de probabilité

ainsi que quelques problèmes de statistiques. Concernan t les probabilités, on p ourra consulter par

exemple (Nev eu, 1990; P ap oulis, 1991; P elat, 1992) p our de plus amples dév elopp emen ts. P our la

propagation des momen ts, on p ourra se rep orter à (Zhang et F augeras, 1992; F augeras, 1993; Csurk a

et al., 1995).



20 Le problème de l'incertitude Chap. 2

2.2.1 Espaces probabilisés

Un espace probabilisé est un espace 
 d'év énemen ts élémen taires auquel on adjoin t une tribu B
qui con tien t les parties de 
 et une mesure de probabilité Pr sur les élémen ts de cette tribu.

2.2.1.1 Év ènemen ts élémen taires

Les év énemen ts élémen taires ! 2 
 son t les résultats p ossibles d'une exp érience aléatoire. L'es-

pace 
 regroup e l'ensem ble des résultats p ossibles de l'exp érience. Dans le cas d'un jet de dé, le

résultat sera par exemple un c hi�re en tre 1 et 6 : 
 = f 1; 2; 3; 4; 5; 6g. Si l'exp érience consiste à jeter

plusieurs dés (di�éren tiables), le résultat sera un n-uplet de tels c hi�res.

Dans notre cas, l'exp érience aléatoire sera plutôt la mesure d'une primitiv e géométrique, et

l'ensem ble des résultats p ossibles sera donc l'ensem ble de ces primitiv es géométriques. Ainsi, si l'on

mesure un p oin t de Rn
, on a 
 = Rn

.

2.2.1.2 Év ènemen ts et parties

Plutôt que de tra v ailler sur c hacun des résultats p ossibles, on caractérise un év énemen t par un

ensem ble de résultats p ossibles (un sous-ensem ble ou une partie de 
 ) : la somme de deux jets de

dés est sup érieure à 10, le premier jet de dé est sup érieur au second, ou dans notre cas : la mesure

de x est égale à y à une distance " près... son t des év énemen ts caractérises par des sous ensem bles

A; B : : : � 
 . Dans cette optique, les év énemen ts élémen taires son t évidemmen t les singletons f ! g.

Les op érations logiques qui nous in téressen t sur les év énemen ts son t très pro c hes des op érateurs

ensem blistes : à tout év énemen t A , on p eut asso cier son con traire

�A = 
 � A , la réalisation de A ou

celle de B est l'év énemen t A [ B tandis que la réalisation sim ultanée de A et de B est l'év énemen t

A \ B . L'év énemen t imp ossible est l'ensem ble vide ? et un év énemen t certain est représen té par

l'ensem ble 
 au complet.

Deux relations imp ortan tes en tre les év énemen ts son t encore à noter : A � B exprime que A
implique B (si le résultat de l'exp érience est dans A , alors il est aussi dans B ), et A \ B = ? signi�e

que les év énemen ts A et B son t incompatibles et s'excluen t m utuellemen t.

Un système exhaustif d'év énemen ts est une partition de 
 , c'est-à-dire une suite dénom brable

A i d'év énemen ts deux à deux incompatibles ( A i \ A j = ? si i 6= j ) couvran t toutes les p ossibilités :

[ i A i = 
 .

2.2.1.3 T ribu d'év énemen ts

A priori, il p ourrait sem bler naturel de considérer que toute partie de 
 représen te un év énemen t,

mais cela n'est p ossible que si 
 est dénom brable. P our des espaces plus grands, il est imp ossible de

dé�nir des probabilité in téressan tes sur toutes les parties de 
 . On est donc réduit à se can tonner

à une famille de parties, et l'on imp osera de plus que cette famille soit stable par les op érations de

base : on app elle tribu ou � -algèbre A sur 
 une famille de parties de 
 con tenan t l'év énemen t

imp ossible ? , stable par complémen tation, stable par réunion et in tersection dénom brable.

La construction explicite des tribus sur un espace quelconque n'est pas une c hose facile, mais

considéran t une famille C de parties, on p eut mon ter qu'il existe une plus p etite tribu qui con tienne

cette famille, que l'on l'app elle tribu engendrée par la famille C. Ce pro cédé de construction p eu

explicite p ermet toutefois de dé�nir sur tout espace top ologique, et en particulier métrique, la tribu

b orélienne de 
 comme la tribu engendrée par la famille des ouv erts de l'espace.
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2.2.1.4 Mesure de probabilité

P our compléter la description de notre exp érience aléatoire, il nous reste à quan ti�er la probabi-

lité d'o ccurrence ou d'observ ation d'une év énemen t. On app elle mesure sur notre espace 
 m uni de

la tribu A une fonction Pr � -additiv e de A dans R+
: si A i est une suite dénom brable d'év énemen ts

deux à deux disjoin t, on doit a v oir

Pr

 
[

i

A i

!

=
X

i

Pr(A i )

P our que cette mesure soit app elée probabilité , il faut de plus qu'elle soit normalisée :

Pr(
) = 1 . Le triplet (
 ; A ; Pr) est alors un espace probabilisé.

On dit qu'un ensem ble (ou un év énemen t) A est de mesure n ulle si sa probabilité est n ulle

Pr(A) = 0 . A l'opp osé, cet év énemen t est presque certain si Pr(
 � A) = 0 . Une propriété est vraie

presque partout si l'ensem ble des p oin ts où elle n'est pas réalisée est de mesure n ulle.

Une relation imp ortan te lie les probabilités de deux év énemen ts quelconques :

Pr(A [ B ) = Pr( A) + Pr( B ) � Pr(A \ B )

Cette relation est à l'origine de la sous additivité des probabilités et elle met en v aleur le couplage

des év énemen ts A et B , qui p eut être mesuré par l'év énemen t A \ B (réalisation sim ultanée de A
et de B ). Si les év énemen ts son t disjoin ts ( Pr(A \ B ) = 0 ), alors on retrouv e l'additivité.

2.2.1.5 Probabilités conditionnelles et règle de Ba y es

Dans l'examen des exp ériences aléatoires, il est souv en t in téressan t de prendre en compte une

connaissance partielle sur le résultat. On c herc he par exemple à étudier la probabilité d'un év énemen t

A sachant que l'év énemen t B est réalisé (par h yp othèse ou par observ ation). On note Pr(AjB ) cette

probabilité conditionnelle , et en supp osan t que l'év énemen t conditionnan t B ne soit pas de

mesure n ulle, on a la relation :

Pr(AjB ) =
Pr(A \ B )

Pr(B )

qui exprime en quelque sorte la normalisation due à la réduction de l'espace des résultats de 
 à

B . La probabilité de l'in tersection s'écrit alors :

Pr(A \ B ) = Pr( AjB ): Pr(B ) = Pr( B jA): Pr(A)

d'où l'on obtien t la règle de Ba y es :

Pr(AjB ) =
Pr(B jA): Pr(A)

Pr(B )

On dit que deux év énemen ts A et B son t indép endan ts si la connaissance de l'un n'app orte aucune

information sur l'autre :

Pr(AjB ) = Pr( A) et Pr(B jA) = Pr( B ) d'où Pr(A \ B ) = Pr( A): Pr(B )

C'est une sorte de notion d'orthogonalité sur les év énemen ts : par exemple, sa v oir qu'un p oin t

aléatoire dans le plan a p our abscisse x ne nous app orte pas d'information sur son ordonnée y .
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2.2.2 V ariable aléatoire (observ able)

Soit ! 2 
 un év énemen t élémen taire et x = x(! ) une v ariable réelle dép endan t de l'év énemen t

ou x est une application de 
 dans R . La v ariable x est en général un paramètre mesurable de

notre exp érience, que l'on app elle en ph ysique une observ able . P our que l'on puisse, a propremen t

parler, app eler x une v ariable aléatoire réelle (ou v.a.r. en abrégé), if faut que, quelque soien t

les réels a et b, on puisse parler de la probabilité Pr(a < x < b ) . Il faut donc que x (-1) (]a; b[) soit

un év énemen t de la tribu A considérée sur 
 . On app elle plus généralemen t fonction b orélienne

une fonction qui resp ecte ainsi la structure de tribu b orélienne, et toutes les v ariables aléatoires

ou c hangemen ts de v ariables que nous considéreron t dans la suite seron t de telles fonction. A�n

d'alléger l'écriture, on note souv en t de façon iden tique l'application et le réel qui en est le résultat.

On écrira donc indi�éremmen t une v.a.r. : x ou x(! ) .

Le formalisme des v ariables aléatoires p ermet de s'abstraire (quasimen t) totalemen t de l'espace

probabilisé d'origine 
 , puisque l'on tra v aille main tenan t dans R , et d'asso cier à c haque v ariable x
ou y une mesure de probabilité di�éren te (mais théoriquemen t liées par le fait qu'elles pro viennen t

d'un même espace probabilisé). Ainsi, on oublie souv en t de sp éci�er l'espace 
 p our ne tra v ailler

que sur des v ariables aléatoires (réelles) de probabilité données.

2.2.2.1 Densité de probabilité

On dit qu'une v ariable aléatoire x p ossède ou suit une densité de probabilité p
x

sur R si,

p our tout in terv alle ]a; b[, on a :

Pr(x 2]a; b[) =
Z b

a
p

x

(y):dy

On parle égalemen t de distribution de probabilité, en sac han t que p
x

p eut parfois être une dis-

tribution et non une fonction, en incluan t par exemple des Diracs. Nous nous can tonnerons ici à

des densités qui son t des fonctions, le plus souv en t con tin ues, le cas des distributions étan t plus

di�cilemen t généralisable sur les v ariétés di�éren tielles.

Notons que dans la dé�nition ci-dessus, la con train te originelle Pr(
) = 1 et le fait que la

probabilité soit p ositiv e se traduisen t en

p
x

(y) > 0 et

Z 1

�1
p

x

(y):dy = 1

2.2.2.2 Esp érance

Nous a v ons main tenan t une mesure Pr sur l'espace 
 , et des fonction à v aleurs réelles sur cet

espace : les v ariables aléatoires réelles. En nous restreignan t aux fonction mesurable, nous p ouv ons

donc in tégrer ces fonctions : c'est la dé�nition de l'esp érance mathématique.

E [ x ] =
Z



x(! ): Pr(d! ) =

Z
x :dPr (2.1)

Si la v.a.r. admet une densité de probabilité p
x

, cette dé�nition se ramène à une in tégration classique

dans R , et l'on p eut encore une fois s'a�ranc hir de l'espace d'origine 
 :

E [ x ] =
Z

R

y:p
x

(y):dy
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Notons cep endan t que l'on p eut, grâce à cet op érateur, retrouv er la mesure de probabilité induite

par la v ariable aléatoire réelle sur R . Si U est un ouv ert de R :

E [ 1U(x ) ] = Pr( U)

L'esp érance est un op érateur linéaire sur les v ariables aléatoires : si � 1 et � 2 son t deux réels et

x , y deux v.a.r., on a :

E [ � 1:x + � 2:y ] = � 1:E [ x ] + � 2:E [ y ]

Notons encore que si ' est une fonction (b orélienne mesurable) de R dans R , l'esp érance de la

v ariable comp osée ' (x ) est donnée par :

E [ ' (x ) ] =
Z

R

' (y):p
x

(y):dy

2.2.2.3 Information et en tropie

Le but �nal d'une observ ation dans un système aléatoire est de d'extraire les données les plus

p ertinen tes, c'est-à-dire le plus d' information p ossible ou encore réduire au maxim um l'incertitude

de l'observ ation. A partir de la probabilité p
x

d'une v.a.r. x on p eut a v oir une idée in tuitiv e de

l'incertitude de notre observ ation : plus la distribution est étalée, plus le résultat de l'exp érience est

incertain. Shannon a formalisé cette notion in tuitiv e en 1948 (v oir aussi (Ja ynes, 1996, c h. 11)) et

a mon tré que la seule mesure de l'incertitude adaptée (à un facteur d'éc helle près) est l'en tropie :

H [ x ] = � E [ log(p
x

(x )) ] = �
Z

log(p
x

(x)) :p
x

(x):dx

L'apparition du logarithme dans cette form ule pro vien t de la condition d'additivité imp osée sur la

notion d'incertitude : si deux v ariables aléatoires x et y son t indép endan tes, leur densité conjoin te

est p( x ; y ) (x; y) = p
x

(x):p
y

(y) (v oir section 2.2.3.7), et l'en tropie conjoin te est simplemen t l'addition

des en tropies :

H [ (x ; y ) ] = �
Z

(log (p
x

(x)) + log ( p
y

(y))) :p
x

(x):p
y

(y):dx:dy = H [ x ] + H [ y ]

Dans ce man uscrit, nous préférons utiliser la notion opp osée d'information :

I [ x ] = � H [ x ] =
Z

log(p
x

(x)) :p
x

(x):dx

et conserv er le terme incertitude p our les caractéristiques n umériques. Il est di�cile de donner une

in terprétation à une v aleur donnée de l'information, excepté que plus elle est p etite, plus on se

rappro c he de la distribution uniforme. On regarde plutôt en général la di�érence d'information

en tre une distribution a priori et une distribution a p osteriori , ce qui quan ti�e l'information que

l'on a gagné lors de notre traitemen t.

2.2.2.4 Momen ts d'une v ariable aléatoire

Une v.a.r. x est en tièremen t décrite par sa densité de probabilité (si elle est p ossède une),

mais cette information est souv en t trop ric he p our être appréhendée ou bien traitée de manière
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informatique. On souhaite donc caractériser cette v.a.r. par un ensem ble de paramètres restrein ts,

et l'on utilise le plus souv en t les momen ts, dé�nis à partir de l'esp érance par :

mk
x

= E
h

x k
i

le momen t d'ordre 0 est toujours égal à 1 (con train te de normalisation) mais les momen ts d'ordre

sup érieur n'existen t pas forcémen t.

Mo y enne Le momen t d'ordre 1 est une v aleur cen trale de la distribution particulièremen t imp or-

tan t est p orte le nom de mo y enne ou d'esp érance de la v.a.r. x :

x = E [ x ]

C'est en quelque sorte la (( meilleure )) appro ximation de la distribution par une v aleur déterministe

(ou constan te).

V ariance A�n de p ouv oir comparer les distributions cen trées autour de v aleurs di�éren tes, on

cen tre en général les momen ts d'ordre sup érieur autour de la mo y enne :

�mk
x

= E
h

(x � E [ x ])k
i

P armi ces caractéristiques n umériques, on distingue plus particulièremen t le momen t cen tré

d'ordre 2 que l'on app elle v ariance :

� 2
x

= E
�

(x � x)2 �

et qui indique la disp ersion de la distribution autour de la v aleur cen trale.

2.2.2.5 Médiane et quan tiles

D'autre caractéristiques n umériques son t encore utilisées : la médiane se dé�nit comme l'élémen t

médian ou milieu d'une distribution. On a donc :

Pr(x � xmed) = Pr( x > x med) = 0 :5

Notons que la médiane est comme la mo y enne une v aleur cen trale de la distribution.

Il n'est pas di�cile de mon trer que la médiane réalise le minim um du critère suiv an t, ce qui

p ermettra de généraliser cette notion aux v ecteurs et aux élémen ts aléatoires :

xmed = arg min
y

E [ jx � yj ]

La médiane sépare le supp ort de la distribution en deux parties de probabilités égales. On app elle

quan tile x � la v aleur qui sépare le supp ort en deux parties inégales de probabilités 1 � � du côté

inférieur et � de l'autre :

Pr(x < x � ) = 1 � � et Pr(x > x � ) = �

Cette notion de quan tile fait cep endan t app el à une relation d'ordre totale qui ne sera pas

facilemen t généralisable dans des espaces de dimension sup érieure.
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2.2.2.6 Loi gaussienne

Supp osons main tenan t que, par h yp othèse ou par mesure, nous ne connaissions que la mo y enne

x et l'écart-t yp e � d'une v.a.r. x . P our p ouv oir utiliser un certain nom bre d'outils probabilistes et

statistiques, nous a v ons b esoin d'assigner à x une densité de probabilité. En l'absence d'information

supplémen taire, quelle fonction p(x) c hoisir ? Celle-ci doit v éri�er les conditions suiv an tes :

� C'est une densité de probabilité : p(x) � 0 et

R
p(x):dx = 1 ,

� de mo y enne � :

R
x:p(x):dx = � ,

� et de v ariance � 2
:

R
(x � � )2:p(x):dx = � 2

.

Il est raisonnable de c hoisir parmi les fonctions qui v éri�en t ces propriétés celle qui est la moins

informativ e, c'est-à-dire qui minimise l'information I
�

x j x = �; � 2
x = � 2

�
. Grâce au calcul des

v ariations, c'est un exercice que l'on p eut résoudre en écriv an t le lagrangien :

�( p) =
Z �

p: log(p) + �:p + �:x:p +


2

:(x � � )2:p
�

:dx

où � , � et 
 son t les m ultiplicateurs de Lagrange p ermettan t de prendre en compte les con train tes.

L'équation d'Euler caractérisan t l'optim um est obten ue en dériv an t par rapp ort à p sous le signe

somme et en égalan t à zéro : log(p) + 1 + � + �:x + 

2 :(x � � )2 = 0 , ce qui se réécrit :

p(x) = exp ( � 1 � � ) : exp
�

� �:x �


2

:(x � � )2
�

En rep ortan t dans les con train tes, et après quelques in tégrations (que Maple fait très bien), on

trouv e les v aleurs des m ultiplicateurs :

� =
log(2 � )

2
+ log( � ) � 1 � = 0 
 =

1
� 2

ce qui donne la densité de probabilité de la loi gaussienne N (�; � 2) :

p(x) =
1

�
p

2 �
: exp

�
�

(x � � )2

2 � 2

�
(2.2)

Information de la gaussienne Il est in téressan t de calculer l'information de cette distribution.

En notan t k la constan te de normalisation, on a :

I
�

N (�; � 2)
�

= � log(k) �
1

2:� 2 :
Z

(x � � )2:p(x):dx

Cette dernière in tégrale étan t justemen t la v ariance, on trouv e

I
�

N (�; � 2)
�

=
� 1 � log(2:� )

2
� log(� ) soit I

�
N (�; � 2)

�
/ � log(� ) (2.3)

L'information est donc in v ersemen t prop ortionnelle au log de la v ariance.
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2.2.2.7 Loi uniforme

Si la loi normale corresp ond classiquemen t à une erreur de mesure, la loi uniforme corresp ond

à l'idée de hasard au sens comm un, c'est-à-dire d'étalemen t maximal. A�n d'a v oir une densité de

probabilité, on se limite habituellemen t à un ensem ble mesurable, ou plus simplemen t dans le cas

d'une v.a.r. à un in terv alle U =] a; b[ (comme la taille d'une image, par exemple). On dé�nit alors la

loi uniforme sur un tel ensem ble U par la densité :

p(x) =
1U(x)R

U dx
où 1U(x) =

�
1 si x 2 U
0 sinon

(2.4)

Notons la loi uniforme sur U minimise l'information conditionnelle : I [ x j x 2 U ]. Les caractéris-

tiques n umériques sur un in terv alle U =] a; b[ son t simples:

x =
a + b

2
et � 2 =

(a � b)2

12

2.2.3 V ecteur aléatoire

Supp osons main tenan t que l'on ait un ensem ble de mesures sim ultanées sur notre exp érience

aléatoire. Si l'on range ces n v ariables aléatoires réelles x i dans un v ecteur x = ( x 1; : : : x n ) T

,

on obtien t naturellemen t un v ecteur aléatoire (abréviation v.a.), qui est donc une application

x = x(! ) de 
 dans Rn
don t les comp osan tes son t des v.a.r.. Observ ons que cette dernière condition

équiv aut à imp oser que, p our tout ouv ert U de Rn
, f x 2 Ug est un év énemen t de la tribu A sur

l'espace d'origine 
 .

2.2.3.1 Densité de probabilité

C'est la généralisation directe de la densité des v.a.r. On dit qu'un v.a. x p ossède ou suit une

densité de probabilité p
x

sur Rn
si, p our tout ouv ert U 2 Rn

, on a :

Pr(x 2 U) =
Z

U
p

x

(y):dy

Les con train tes de normalisation se traduisen t trivialemen t par :

p
x

(y) > 0 et

Z

R

n
p

x

(y):dy = 1

2.2.3.2 Esp érance d'une observ able

Soit ' une fonction b orélienne (in tégrable) de Rn
dans R , et x un v ecteur aléatoire de densité

p
x

. Alors ' (x ) est une v ariable aléatoire réelle don t on p eut calculer l'esp érance :

E [ ' (x ) ] =
Z

R

n
' (y):p

x

(y):dy

En particulier, on p eut retrouv er la mesure de probabilité induite par le v.a. x sur Rn
grâce à

l'esp érance de la fonction indicatrice. Si U est un ouv ert de Rn
:

E [ 1U(x ) ] = Pr( U)
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2.2.3.3 Information et en tropie

La dé�nition est une transp osition directe du cas réel :

I [ x ] = � H [ x ] =
Z

R

n
log(p

x

(x)) :p
x

(x):dx

2.2.3.4 Momen ts de la densité

En ensem ble particulier de fonctions réelles est formé par les puissances des comp osan tes, et

l'esp érance de ces fonctions dé�ni les momen ts de la distributions. Soit k = ( k1; : : : kn ) un v ecteur

d'en tiers. Les momen ts son t alors :

mk
x

= E
h

x k1
1 :x k2

2 : : : x kn
n

i

L'ordre du momen t est main tenan t la somme des puissances. Il n'y a donc qu'un seul momen t

d'ordre 0, et il est toujours égal à 1 (con train te de normalisation). Les momen ts d'ordre sup érieur

n'existen t pas forcémen t.

Mo y enne ou esp érance d'un v ecteur aléatoire Il y a n momen ts d'ordre 1, corresp ondan ts

à x1; : : : xn . Ordonnés dans un v ecteurs, il formen t un v ecteur x que l'on app elle mo y enne ou

d'esp érance du v.a. x :

x = E [ x ] = ( E [ x 1 ] ; : : : ; E [ x n ]) T = ( x1; : : : ; xn )

Notons que l'esp érance d'un v ecteur aléatoire (ici dé�nie) et l'esp érance d'une fonction réelle de

ce v ecteur son t deux notions distinctes : le premier op érateur est à v aleur dans Rn
et le second dans

R . Les propriétés de linéarité de l'espace v ectoriel Rn
nous p ermetten t cep endan t de généraliser la

notion d'in tégrale à v aleur dans R à une in tégrale à v aleur dans Rn
: l'in tégrale d'un v ecteur étan t

le v ecteur de l'in tégrale des comp osan tes. Ceci p ermet d'écrire l'esp érance comme p our le cas réel :

E [ x ] =
Z

R

n
y:p

x

(y):dy =
Z



x(! ): Pr(d! )

Cette façon de dé�nir l'esp érance d'un v ecteur aléatoire n'est utilisable que dans les espaces de

Banac h (espaces v ectoriel normés complets) et l'in tégrale corresp ondan te est l'in tégrale de P ettis

(v oir par exemple (Grenander, 1981, c hap. 1)).

Matrice de co v ariance Les momen ts cen trés son t alors dé�nis par

mk
x

= E
h

(x 1 � x1)k1 :(x 2 � x2)k2 : : : (x n � xn)kn

i

Si l'on regarde les momen ts (cen trés) d'ordre 2, on p eut en dénom brer n2
ne faisan t in terv enir à

c haque fois qu'une ou deux comp osan tes : on les nomme resp ectiv emen t v ariances et co v ariances .

Il p euv en t tous s'exprimer sous la forme suiv an te :

� 2
ij = E [ (x i � x i ):(x j � x j ) ]

On les rassem ble en général dans une matrice symétrique �
xx

app elée matrice de v ariance-

co v ariance ou co v ariance en abrégé. Une fois encore, les propriétés d'espace v ectoriel nous p ermetten t

de généraliser les notions d'in tégrale et d'esp érance à v aleur dans l'espace des matrices et d'écrire :

�
xx

= E [ (x � x):(x � x) T ] =
Z

R

n 2
(y � x):(y � x) T :p

x

(y):dy
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2.2.3.5 Loi gaussienne

Les momen ts d'ordres sup érieur p euv en t être exprimés de manière similaire mais nécessiten t

l'emploi de tenseurs p our les regroup er. P our des applications n umériques, on se con ten te en géné-

ral de la mo y enne et de la co v ariance. Cep endan t, p our certaines estimations (de t yp e maxim um

de vraisem blance, par exemple), nous a v ons b esoin de supp oser une densité de probabilité a y an t

ces caractéristiques n umériques. P our trouv er la densité qui minimise l'information conditionnelle

I [ x j x = �; �
xx

= � ] , on écrit le lagrangien :

�( p) =
Z �

p: log(p) + �:p + h� j x i :p +
1
2

:(x � � ) T :� :(x � � ):p
�

:dx

où les m ultiplicateurs de Lagrange son t cette fois un réel � p our la con train te de normalisation, un

v ecteur � p our la con train te sur la mo y enne, et une matrice � qui se rév élera symétrique p our la

con train te sur la co v ariance.

En écriv an t l'équation d'Euler p our l'optim um du lagrangien et en utilisan t les con train tes (p our

un calcul détaillé, v oir la section 5.2.3), on trouv e comme v aleur des m ultiplicateurs :

� =
n
2

log(2 � ) +
1
2

log(det(�)) � 1 � = 0 � = � (-1)

ce qui donne la densité de probabilité de la loi gaussienne N (�; �) :

p(x) =
1

p
(2 � )n : det(�)

: exp
�

�
(x � � ) T :� (-1) :(x � � )

2

�
(2.5)

Information de la gaussienne L'information de cette distribution est in téressan te p our nous

indiquer sa p ertinence. On note k la constan te de normalisation :

I
�

N (�; � 2)
�

= � log(k) �
1
2

:
Z

(x � � ) T :� (-1) :(x � � ):p(x):dx

En notan t que x T :V:y = T r (V:y:xT ) , on p eut sortir la co v ariance de l'in tégrale :

I
�

N (�; � 2)
�

= � log(k) � T r

�
� (-1)

2
:
Z

(x � � ):(x � � ) T :p(x):dx
�

L'in tégrale donne alors la co v ariance � et comme T r (� (-1) :�) = T r (I n ) = n , on obtien t

I [ N (�; �) ] =
n
2

(� 1 � log(2:� )) �
1
2

log (det(�)) / log
�
det(� (-1) )

�
(2.6)

L'incertitude croit donc linéairemen t a v ec le logarithme du v olume de la région de con�ance délimitée

par l'ellipsoïde d'équation (x � � ) T :� (-1) :(x � � ) = � 2
.

2.2.3.6 Loi uniforme

La loi uniforme sur un ouv ert U de Rn
est donnée par la densité :

p(x) = 1U(x)
� Z

U
dx (2.7)

Notons cette loi minimise l'information conditionnelle : I [ x j x 2 U ] .
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2.2.3.7 Probabilités marginales

En statistiques, on supp osera souv en t plusieurs mesures sim ultanées de v.a. p ouv an t être cor-

rélées ou indép endan tes. Nous examinons ici le cas de deux v.a. x et y de dimension m et n , la

généralisation à un nom bre plus grand de mesures étan t similaire. On p eut ranger ces deux v a-

riables dans un seul v ecteur aléatoire z T = ( x T ; y T ) , don t la densité p
z

(z) = p( x ; y ) (x; y) est app elée

densité conjoin te . Les densités marginales de x et y son t obten ue par in tégration partielle :

p
x

(x) =
Z

R

n
p( x ; y )(x; y):dy et p

y

(y) =
Z

R

m
p( x ; y )(x; y):dx

Les momen ts son t reliés par les relations

z = E [ z ] =

�
�
�
�

x
y

et �
z z

=
�

�
xx

�
xy

�
y x

�
y y

�

où �
xy

= � T

y x

est la matrice de co v ariance croisée

�
xy

= E [ (x � x):(y � y) T ]

Si l'on note (de manière un p eu abusiv e) �
x

= @x

@z

= [ I m ; 0] la matrice de pro jection qui fait

passer du v ecteur aléatoire z au v ecteur x , on p eut exprimer directemen t les premiers momen ts de

ce dernier par :

x = �
x

:z et �
xx

= �
x

:�
z z

:� T

x

La dériv ation est similaire p our les momen ts de y .

Mesures indép endan tes Notons que la densité conjoin te p
z

(z) se factorise en

p( x ; y )(x; y) = p
x

(x):p
y

(y)

si et seulemen t si les v.a. x et y son t indép endan ts, ce qui sera souv en t supp osé en statistiques. La

matrice de co v ariance se simpli�e alors puisque l'on a �
y x

= 0 .

2.2.3.8 Densités conditionnelles

Nous utiliserons relativ emen t p eu de probabilités conditionnelles dans la suite, mais par souci

de complétude nous incluons ici quelques form ules imp ortan tes. Soien t x et y deux v.a.. On note

p( x j y )(xjy) la densité de probabilité de x sac han t que y = y . Cette densité est donnée à partir de la

densité conjoin te et de la densité de y par

p( x j y ) (xjy) =
p( x ; y ) (x; y)

p
y

(y)
=

p( x ; y )(x; y)
R

p( x ; y ) (x; y):dx
:

Comme on a les form ules symétriques p our la densité de y sac han t x , on éliminer la densité conjoin te

de ces form ules p our obtenir la règle de Ba y es :

p( x j y )(xjy) =
p( y j x ) (yjx):p

x

(x)

p
y

(y)
=

p( y j x ) (yjx):p
x

(x)
R

p( y j x ) (yjx):p
x

(x):dx

Supp osons que x soit une grandeur ph ysique non directemen t observ able mais que l'on puisse

mesurer y don t le lien est conn u a v ec x (par l'in termédiaire de la loi conditionnelle p( y j x ) (yjx) ). La

densité a priori p
x

(x) est une mesure de la connaissance que l'on a sur la grandeur non observ able

x avant l'exp érience, et la loi a p osteriori p( x j y ) (xjy) rend compte de la connaissance gagnée sur

cette grandeur apr ès l'observ ation y = y .
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2.2.4 Propagation de l'incertitude

2.2.4.1 Changemen t de v ecteur aléatoire bijectif

Soit x un v ecteur aléatoire de dimension n et h une fonction bijectiv e C1
de Rn

dans Rn
. Le

v ecteur y = h(x ) est encore une v ecteur aléatoire don t on v eut caractériser la densité de probabilité.

La probabilité p our que y soit dans un ouv ert Y est donnée par

Pr(y 2 Y ) = Pr ( h(x ) 2 Y ) = Pr
�
x 2 h (-1) (Y)

�
=

Z

h (-1) (Y )
p

x

(x):dx

P our faire le c hangemen t de v ariable y = h(x) dans cette in tégrale, on a b esoin du jacobien Jh de la

fonction v ectorielle h (v oir à ce sujet l'app endice (A) p our une explication plus détaillée). Notons

que la matrice jacobienne Jh dép end en général du p oin t x où elle est calculée. Nous noterons Jh(x)
ou Jh jx cette v aleur s'il y a lieu de le préciser.

Le c hangemen t de v olume in�nitésimal de la forme di�éren tielle est alors donné par dy = jJh j:dx
et notre probabilité se réécrit :

Pr(y 2 Y ) =
Z

Y

p
x

(h (-1) (y))
jJh(h (-1) (y)) j

:dy

La densité de probabilité de y = h(x ) est donc par dé�nition :

p
y

(y) =
p

x

(x)
jJh(x)j

a v ec x = h (-1) (y) (2.8)

2.2.4.2 Propagation des momen ts

En fait, d'un p oin t de vue informatique, nous appro ximerons un v ecteur aléatoire x par sa

mo y enne et sa co v ariance : on notera x � (x; �
xx

) . Nous sommes donc plus in téressés par la propa-

gation des momen ts que par celle des densités.

Le cas a�ne Considérons une transformation a�ne représen tée par une matrice in v ersible et une

translation : y = A:x + t . La densité de y est donc simplemen t p
y

(y) = jAj (-1) :p
x

(A (-1) :(y � t)) et

les momen ts son t obten us par les in tégrales :

y = E [ y ] =
Z

y:p
y

(y):dy =
Z

y:p
x

(A (-1) :(y � t)) :
dy
jAj

�
y y

= E [ (y � y):(y � y) T ] =
Z

(y � y):(y � y) T :p
x

(A (-1) :(y � t)) :
dy
jAj

En faisan t le c hangemen t de v ariable y = A:x + t dans ces in tégrales, on trouv e de manière exacte

les momen ts de y = A:x + t :

y = A:x + t et �
y y

= A:�
xx

:A T

(2.9)

Notons que si x � N (�; �) est gaussien, alors le v ecteur y = A:x + t est égalemen t gaussien

a v ec les paramètres trouv és : y � N (A:� + t; A: � :A T ) .
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Le cas non-linéaire En général, il n'existe pas de form ule exacte p our la propagation des mo-

men ts. On p eut cep endan t en calculer une v aleur appro c hée. Considérons le dév elopp emen t en série

de T a ylor de la fonction h à l'ordre 1 autour de la mo y enne :

h(x) = h(x) + Jh(x):(x � x) + O
�
kx � xk2�

Comme l'esp érance est un op érateur linéaire, on a :

y = E [ h(x ) ] = h(x) + Jh(x):E [ x � x ] + O
�
E

�
kx � xk2 ��

soit y ' h(x) . En rep ortan t dans l'équation de calcul de la co v ariance :

�
y y

= E [ (h(x ) � x):(h(x ) � x) T ]
= Jh(x):E [ (x � x):(x � x) T ] :Jh(x) T + O

�
E

�
kx � xk3

��

Au �nal, on obtien t donc :

y ' h(x) et �
y y

' Jh(x):�
xx

:Jh(x) T

On doit cep endan t bien faire atten tion que ces équations ne son t que des appro ximations au 1

er

ordre

et que négliger les termes d'ordre sup érieur dans le dév elopp emen t limité p eut amener un biais tout

à fait non négligeable, en particulier au v oisinage de p oin ts de forte courbure ou de singularité de

la fonction considérée.

2.2.4.3 Propagation p our une fonction C1
non bijectiv e

On considère ici une fonction h de classe C1
de Rm

dans Rp
, qui n'est donc plus bijectiv e

p our p 6= m . P our calculer la densité de y = h(x ) , il nous faut com biner les di�éren ts outils déjà

dév elopp és.

Si la dimension p de y (l'espace but) est inférieure à celle de l'espace d'origine, cela v eut dire qu'il

y a réduction d'information. On construit un v ecteur z T = ( y T ; � (x ) T ) où � (x ) est une pro jection

de x qui comp ense les co ordonnées de y (( manquan tes )) de manière à ce que z = h0(x ) soit une

bijection. On p eut alors calculer la densité de z en utilisan t la form ule (2.8) et celle de y est obten ue

comme une probabilité marginale.

Si la dimension de y est sup érieure à celle de x , alors la distribution de y = h(x ) est con train te

à n'o ccup er qu'un sous-espace de dimension m dans Rp
, et on ne p ourra pas à propremen t parler

dé�nir sa densité comme une fonction mais plutôt comme une distribution faisan t in terv enir des

(( Diracs )). Les momen ts son t cep endan t toujours dé�nis mais la matrice de co v ariance n'est plus

de rang plein (elle présen te des v aleurs propres n ulles), ce qui p ose un certain nom bre de problèmes

p our d'autres applications.

Cep endan t, les form ules dév elopp ées ci-dessus p our la propagation des momen ts se généralisen t

aisémen t à ces deux cas et on obtien t le théorème suiv an t.

Théorème 2.1 Soit x � (x; �
xx

) un ve cteur alé atoir e de Rm
et h une fonction C1

de Rm
dans

Rp
. A lors le v.a. y = h(x ) a p our moments :

y = h(x) et �
y y

= Jh(x):�
xx

:Jh(x) T

(2.10)

Cette formule est exacte si h est une fonction a�ne mais n 'est qu'une appr oximation au pr emier

or dr e dans le c as génér al.
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Cette form ule est d'un in térêt pratique énorme, puisqu'elle nous p ermet d'obtenir un ensem ble

complet d'op érations p our tra v ailler a v ec les v ecteurs aléatoires appro ximés par leur mo y enne et leur

co v ariance. Cep endan t, nous dev ons faire très atten tion que cet ensem ble d'op érations devien t de

moins en moins cohéren t a v ec la non linéarité des fonctions utilisées. Cela prendra une imp ortance

particulière lorsque le v ecteur aléatoire x sera la représen tation d'une primitiv e aléatoire x et la

fonction h une transformation géométrique : v oir par exemple la �gure (4.1).

F onction de deux v ariables indép endan tes C'est un cas particulier du théorème précéden t.

En utilisan t les résultats sur les co v ariances obten ues a v ec les probabilités marginales ( �
xy

= 0 ) et

en scindan t le jacobien de h en deux parties

Jhx =
@h(x; y)

@x
et Jhy =

@h(x; y)
@y

on p eut écrire les momen ts de z = h(x ; y ) comme :

z = h(x; y) et �
z z

= Jhx :�
xx

:J T

hx
+ Jhy :�

y y

:J T

hy

De même que précédemmen t, ces form ules ne son t exactes que si h est linéaire (ou a�ne).

A ddition de deux v ecteurs indép endan ts Cette op ération apparaît comme une l'application

simple du paragraphe précéden t. Elle donne cep endan t a v ec l'opp osé d'un v ecteur une structure

de group e à l'espace des v ecteurs (que l'on p eut v oir comme l'espace des translations) et il est

donc in téressan t de noter ces résultats a v an t de généraliser à des group es de transformation plus

complexes.g

La densité du v ecteur aléatoire z = x + y est donné par le pro duit de con v olution suiv an t :

p( x + y ) (z) = p
x

~ p
y

(z) =
Z

R

n
p

x

(t):p
y

(z � t):dt =
Z

R

n
p

y

(t):p
x

(z � t):dt (2.11)

Les momen ts de cette v ariable son t donnés par

z = (x + y ) = x + y et �
z z

= �
xx

+ �
y y

Opp osé d'un v ecteur La densité du v ecteur opp osé � x est quan t à elle simplemen t : p
� x

(x) =
p

x

(� x) , sa mo y enne est (� x ) = � x et la co v ariance est inc hangée.

2.2.4.4 V ecteur aléatoire dé�ni par une fonction implicite

Soit x � (x; �
xx

) une v ecteur aléatoire de dimension m et � : Rm � Rp ! Rp
une fonction C1

.

On s'in téresse ici au v.a. y de dimension p dé�ni implicitemen t par l'équation

�( x ; y ) = 0

Soit (x0; y0) un p oin t solution (v éri�an t �( x0; y0) = 0 ). D'après le théorème des fonction implicites,

il existe autour de ce p oin t une fonction explicite y = ' (x) si et seulement si le jacobien

@�
@y

est

in v ersible, et on a dans ce cas :

@y
@x

=
@'
@x

= �
�

@�
@y

�
(-1) @�

@x
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En utilisan t un dév elopp emen t limité au premier ordre, on détermine que la mo y enne y est

dé�nie implicitemen t par

�( x; y) = 0

et la co v ariance est donnée par

�
y y

=
�

@�
@y

�
(-1) @�

@x
�

xx

@�
@x

T

�
@�
@y

�
(-T)

(2.12)

Les jacobiens de � son t estimés ici en (x; y) = ( x ; y ) .

2.2.4.5 Minimisation d'un critère

Soit C un critère, c'est-à-dire une fonction de classe C2
de Rm � Rp

dans R+
. Regardons tout

d'ab ord le cas déterministe : on dé�ni le v ecteur p-dimensionnel y comme l'argumen t p our lequel le

critère est minim um p our un v ecteur donné x :

y = ArgMin z (C(x; z))

Une condition nécessaire et su�san te p our obtenir un minim um lo cal est

�( x; y) T =
@C
@z

(x; y) = 0 et H =
@2C
@z2

(x; y) dé�nie p ositiv e (2.13)

La matrice H des dériv ées secondes est symétrique et est app elée matrice hessienne du critère. Si

l'on remplace main tenan t x par un v ecteur aléatoire x , l'argumen t minimisan t notre critère est à

son tour un v ecteur aléatoire :

y = ArgMin z (C(x ; z))

dé�ni de manière implicite par les équations (2.13). On p eut donc utiliser les résultats de la section

précéden te p our calculer la propagation des momen ts (toujours au premier ordre) :

y = ArgMin z (C(x; z)) et �
y y

= H (-1) :J� x :�
xx

:J T

� x
:H (-1)

(2.14)

où H est calculée en (x; y) = ( x; y) et J� x est le jacobien :

J� x =
@�( x; y)

@x
(x; y) =

@2C(x; z)
@x @z

(x; y)

Cette form ule sera utilisée par exemple dans la section (8.1.3.1) p our calculer l'incertitude sur

la transformation rigide minimisan t les moindres carrés en tre p oin ts appariés.

2.2.5 Mo dèle de bruit

Nous a v ons vu au début du c hapitre que toute mesure était inévitablemen t bruitée. Si x est le

v ecteur exact que l'on c herc he à mesurer, on caractérise sa mesure par un v ecteur aléatoire x don t

nous ne retiendrons que la mo y enne et la co v ariance (x ; �
x x

) p our des raisons d'e�cacité informa-

tique et parce que c'est le plus souv en t su�san t p our caractériser la ma jeur partie de l'information

exploitable.

Nous a v ons dév elopp é jusqu'ici un certain nom bre d'outils p our propager l'incertitude dans nos

calculs, mais il nous faut main tenan t regarder de plus les h yp othèses raisonnables que nous p ouv ons

faire sur les mesures. En e�et, nous a v ons a v ec notre appro ximation n paramètres p our la mo y enne

( n étan t la dimension de notre espace), et n:(n +1) =2 paramètres p our la matrice de co v ariance (car

elle est symétrique). Quelle son t les h yp othèses raisonnables que l'on p eut faire sur ces n:(n + 3) =2
paramètres par mesure ?
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2.2.5.1 Bruit additif

Le v.a. x caractérise la mesure du v ecteur exact x . On app elle bruit l'écart en tre la mesure et

la v aleur exacte. Dans le cas de v ecteurs, on caractérise cet écart par la di�érence des v aleurs :

e
x

= x � x

Observ ons que cette form ulation p ermet de disso cier la v aleur exacte du pro cessus aléatoire qui

la p erturb e. On p eut alors en visager de comparer les bruits e
x

et e
y

de mesure en deux p oin ts

di�éren ts x et y : on dit que les bruits de mesure de x et y son t iden tiques si les distributions de e
x

et e
y

son t iden tiques.

Plus généralemen t, on app elle bruit additif un pro cessus de mesure don t le bruit est iden tique

en tout p oin t de l'espace Rn
. La mesure de n'imp orte quel v ecteur x est donc caractérisée en utilisan t

nos notations par un v ecteur aléatoire

x = x + ex a v ec ex � (e;�
ee

)

On conserv e ici l'indexation sur x du bruit additif p our bien mon trer que les v.a. son t di�éren ts en

c haque p oin t, même si leur distribution est iden tique. Notons que si les mo y ennes du bruit et de la

mesure son t di�éren tes, leurs matrices de co v ariance son t iden tiques.

2.2.5.2 Distributions iden tiques et indép endan tes

Si l'on rép ète une exp érience et que l'on mesure plusieurs v ecteurs x i (un éc han tillon suiv an t

la terminologie statistique), on doit normalemen t ranger ces mesures dans un seul grand v ecteur et

étudier la loi conjoin te. Si les conditions de mesure son t les mêmes, il est souv en t justi�é de supp oser

que les mesures suiv en t la même loi et qu'elles ne son t pas corrélées (n'on t pas d'in�uence l'une sur

l'autre). Ceci se caractérise par

x i � (�; �) et E [ (x i � � ):(x j � � ) T ] = 0 si i 6= j

Lorsque l'on mesure des ob jets géométriques, on rép ète souv en t une exp érience (par exemple

la mesure d'un p oin t), mais en des emplacemen ts di�éren ts. On inclus donc dans la notion de

distribution iden tique indép endan te une h yp othèse de bruit additif qui a p our e�et de laisser libre

la mo y enne de c haque mesure (la lo calisation), mais qui con train t les co v ariances :

E [ x i ] = x i + e et E [ (x i � x i ):(x j � x j ) T ] = � ij :�
ee

2.2.5.3 Bruit cen tré

On distingue deux t yp es d'erreur de mesure : les erreur systématiques et les erreurs dites aléa-

toires. L'erreur systématique se mo délise par une déviation de la mo y enne x de notre mesure par

rapp ort à la v aleur exacte x . Puisque c'est en fait la v aleur exacte que l'on v eut mesurer, on considère

généralemen t que ce t yp e d'erreur doit être corrigé, au b esoin par une calibration des instrumen ts,

de manière à n'observ er que des mesures cen trées autour de la v aleur exacte. On dit donc que le

bruit est cen tré si

x = E [ x ] = x

Dans le cas d'un bruit additif, cela revien t à supp oser une mo y enne n ulle sur le bruit :

e = 0 soit ex � (0; �
ee

)
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2.2.5.4 Bruit gaussien

Comme nous l'a v ons déjà remarqué, il p eut être parfois utile de connaître la densité de

probabilité et non plus simplemen t ses momen ts, et l'h yp othèse qui minimise l'information

I [ x j x = �; �
xx

= � ] est la distribution gaussienne N (�; �) :

p(x) =
1

p
(2 � )n : det(�)

: exp
�

�
(x � � ) T :� (-1) :(x � � )

2

�
(2.15)

P ar ailleurs, la loi normale apparaît comme très pro c he de la distribution empiriques observ ées

sur de nom breuses mesures (en particulier d'erreur) et elle est de plus la limite de nom breuses lois

dans certaines conditions. On a en particulier le théorème de la limite cen trale qui assure que,

sous des conditions très générales, la somme de n v.a.r. indép endan tes tend v ers la loi normale

lorsque n tend v ers l'in�ni. On explique ainsi que la somme de p etites erreurs indép endan tes sur

nos mesures pro duise une erreur �nale presque gaussienne.

2.2.5.5 Mesures ab erran tes : gaussienne con taminée

En fait, il p eut arriv er que le système de mesure utilisé pro duise de temps en temps des mesures

ab erran tes, que l'on app elle d'habitude par anglicisme outliers par opp osition à inliers . Dans le

cas d'une c haîne de de mesure en traitemen t d'image, div ers inexactitudes p euv en t se com biner p our

induire un mo dule en erreur, pro duisan t ainsi une erreur grossière sur une estimation au mo dule

suiv an t. Il est ainsi couran t (quoique l'on essaie d'en dimin uer au maxim um l'o ccurrence) qu'une

erreur d'appariemen t (un faux p ositif ) fournisse une mesure ab erran te p our l'algorithme de recalage.

On mo délise habituellemen t ces erreurs en (( con taminan t )) le bruit de mesure par une densité de

très forte v ariance : si p est la densité du v ecteur de mesure normalemen t bruité et pout est une densité

de forte v ariance mo délisan t les erreurs grossières, on écrira notre densité : p
x

= (1 � " ):p + ":pout

où " règle la probabilité que notre mesure soit ab erran te. Dans le cadre gaussien habituel, on a

p = N (x; �) et il sem ble naturel de mo déliser égalemen t la con tamination par une gaussienne :

p = N (�; � out ) . On obtien t ainsi le mo dèle standard de la gaussienne con taminée.

En fait, les mesures ab erran te n'on t aucune raison d'être gaussiennes et il est plus raisonnable de

les mo déliser a v ec une distribution uniforme sur l'image (ou la zone de mesure). On obtien t alors la

densité : p
x

= (1 � " ):N (x; �)+ "
VIm

:1Im , où VIm est le v olume de l'image. Si l'on a une estimation de

la distribution théorique du bruit de mesure N (x; �) , on p eut alors éliminer la plupart des mesures

ab erran tes grâce à un test du � 2
à � %. Un b on compromis p our classer les mesures comme correctes

ou ab erran tes est � = "
VIm

.

Cette mo délisation des mesures ab erran tes sera utilisée à la section (8.5.1) p our éliminer dans

le recalage les erreurs pro v enan t de la mise en corresp ondance et au c hapitre (10) p our calculer la

probabilité de faux p ositif et de faux négatif.

2.3 Quelques problèmes p our généraliser

� L a gé ométrie a b e au êtr e, selon Pasc al, la scienc e la plus p arfaite p our nous

autr es hommes, el le n 'en pr end p as moins, du p oint de vue même de

démonstr ation, des asp e cts forts variés, jusque dans les tr avaux mathématiques de

c et auteur : on ne démontr e p as, même lorsqu'on est entr é dans le style

gé ométrique, un pr oblème de pr ob abilité c omme un pr oblème de c entr e de gr avité. �

J.P . Cléro, Épistémologie des mathématiques.
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Nous a v ons dév elopp é jusqu'ici quasimen t tous les outils p our gérer l'incertitude sur des mesures

de ve cteurs . Ces outils seron t utilisés dans la seconde partie de ce man uscrit p our in tro duire les

statistiques dans les algorithmes de reconnaissance et de recalage.

Le problème que nous nous p osons main tenan t est leur généralisation à la mesure de primitives

gé ométriques telles que des droites, des rep ères, des rotations... Nous présen tons dans cette section

quelques parado xes p oten tiels qui illustren t les di�cultés que nous a v ons rencon trées et mon tren t

que l'on ne p eut pas considérer impunémen t ce t yp e de primitiv es comme de simples v ecteurs.

2.3.1 Utilité des primitiv es dans les algorithmes géométriques haut niv eau

S'il est éviden t que les transformations on t leur rôle dans ce t yp e d'algorithme, l'emploi de

primitiv es géométriques plus complexes que les p oin ts est sans doute d'une nécessité moins reconn ue,

certainemen t à cause des di�cultés que p osen t leur gestion. Nous p ouv ons év o quer ici trois raisons

principales p our l'utilisation de telles primitiv es.

T out d'ab ord, ce t yp e de primitiv e émerge naturellemen t dans la mo délisation de certains pro-

blèmes. En reconnaissance de sous-structures dans les protéines, la con�guration dans l'espace d'un

acide aminé est caractérisée (en première appro c he) par la p osition de 3 atomes du squelette de

la protéine. Ces trois atomes on t toujours la même géométrie (v oir �gure (2.1) à droite), et les

con train tes sur la p osition de ces atomes ne son t donc pas discriminan tes. Le seul descripteur géo-

métrique d'un acide aminé est donc sa p ose, c'est-à-dire sa p osition et son orien tation dans l'espace,

soit encore : un rep ère.

1

t2

t

Point extrémal
n

Ligne de crête

3

e2e1

Ca

110o

o
1.47 A

o
1.53 A

Ca

e
C'

oN
N

C'

Fig. 2.1 � L es r ep èr es sont des primitives gé ométriques qui émer gent natur el lement dans la mo-

délisation de pr oblèmes gé ométriques. En haut, les p oints extr émaux sur une iso-surfac e. En b as :

description gé ométrique de la c on�gur ation d'un acide aminé.

En imagerie médicale v olumique, les p oin ts extrémaux dé�nis dans (Thirion et Gourdon,

1995) son t des p oin ts sur une iso-surface qui optimisen t un critère de géométrie di�éren tielle basé

sur la courbure. Certains de ces p oin ts p euv en t ainsi être vu comme la généralisation des p oin ts de

coin. Étan t dé�nis sur une surface, ces p oin ts son t m unis de deux directions principales de courbure

t1 , t2 et de la normale à la surface (�gure (2.1) à gauc he), ce qui forme encore une fois un rep ère

car ces trois v ecteurs son t orthonormés. En fait, ce n'est pas tout à fait un rep ère, mais ce que l'on

app ellera un rep ère semi orien té car les directions principales t1 et t2 ne son t que des dir e ctions ,

c'est-à-dire que l'on mesure indi�éremmen t t i ou � t i .
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La seconde raison est qu'en utilisan t le maxim um d'information sur les primitiv es, qui son t

les ob jets de base dans notre mo délisation haut niv eau du (( monde )) dans lequel on tra v aille,

on obtiendra forcémen t une sélectivité et une précision plus imp ortan te p our la reconnaissance

et le recalage. Ainsi, l'in tro duction des normales en plus des p oin ts dans (F eldmar et al., 1997)

autorise la rec herc he d'appariemen ts initiaux a v ec les bitangen tes, ce qui réduit considérablemen t la

complexité de l'étap e d'appariemen t. De la même façon, l'utilisation des rep ères au lieu des p oin ts

p our mo déliser les acides aminés p ermet dans (P ennec et A y ac he, 1998) de réduire la complexité

de la reconnaissance des sous-structures comm unes de O(n3) à O(n2) ( n étan t le nom bre d'acides

aminés).

En�n, même des transformations aussi simples que les transformations rigides ne son t pas des

v ecteurs, et si l'on v eut p ouv oir estimer l'incertitude sur une transformation, c'est-à-dire sa précision,

il nous faut généraliser les métho des statistiques usuelles.

2.3.2 Le parado xe de Bertrand

Le problème soulev é par J. Bertrand en 1907 est de calculer la probabilité qu'une (( corde

aléatoire )) d'un cercle ait une longueur sup érieure au côté d'un triangle équilatéral inscrit dans

ce cercle. En supp osan t un cercle de ra y on 1, le côté de ce triangle est

p
3. T rois métho des son t

en visagées p our résoudre ce problème, illustrées �gure (2.2).

A

A'

B

A''
ok

1

1/2

0

ok

I

Méthode 1 Méthode 2 Méthode 3

p

Fig. 2.2 � T r ois métho des p our c alculer la pr ob abilité qu'une (( c or de alé atoir e )) ait une longueur

sup érieur e au c ôté d'un triangle é quilatér al inscrit. De gauche à dr oite, une pr ob abilité de

1
3 ,

1
2 et

1
4 .

Métho de 1: Une corde in tersecte par dé�nition le cercle en deux p oin ts que l'on p eut supp oser

indép endan ts et distribués uniformémen t. En supp osan t que l'un des p oin ts soit A sur la �gure

(2.2), le second p oin t doit se trouv er en tre A0
et A00

p our que la longueur de la corde soit sup érieure

au côté du triangle. Comme ceci représen te un tiers de la circonférence du cercle, la probabilité

c herc hée est

1
3 .

Métho de 2: Une corde est caractérisée par sa distance p au cen tre du cercle (en tre 0 et 1) et son

orien tation � (en tre 0 et 2� ) par rapp ort à une droite �xe. Si l'on trace un triangle équilatéral don t



38 Le problème de l'incertitude Chap. 2

un côté est parallèle à la corde, on v oit que la distance p doit être inférieure à un demi p our que la

corde ait une longueur su�san te. En supp osan t une orien tation et une distance à l'origine uniforme,

on trouv e une probabilité normalisée de

1
2 .

Métho de 3: Une corde est dé�nie de manière unique par le pied I de la p erp endiculaire joignan t le

cen tre du cercle. Ce p oin t doit être dans un disque de ra y on

1
2 p our assurer une longueur su�san te

à la corde. En supp osan t une distribution uniforme de I dans l'in térieur du cercle original, la

probabilité normalisée est de

1
4 .

Les trois solutions présen tées son t correctes, mais ne se réfèren t pas à la même notion d'uniformité

dans la façon de c hoisir une corde. En utilisan t la représen tation (p; � ) décrite dans la seconde

métho de, on p eut calculer (Kendall et Moran, 1963) que les mesures de probabilité asso ciées son t

resp ectiv emen t :

d� 1 =
dp:d�

2�
p

1 � p2
d� 2 =

dp:d�
2�

d� 3 = p:
dp:d�

�

Seule la seconde est in v arian te par l'action des rotations, translations et ré�exions.

Ce parado xe illustre le problème de la mesure utilisée, qui représen te égalemen t la notion

d'uniformité ou de hasard pur. Comme nous tra v aillons a v ec des primitiv es géométriques, nous a v ons

toujours plus ou moins un group e de transformation qui agit sur ces primitiv es et nous p ensons que,

en l'absenc e d'information supplémentair e , il est raisonnable de supp oser que la mesure uniforme

est in v arian te par l'action de ce group e, comme il paraît raisonnable de supp oser que la probabilité

demandée ci-dessus ne dép end pas du p ositionnemen t du cercle dans le plan. Comme toute la

théorie des v ariables et v ecteurs aléatoires que nous a v ons vue rep ose sur cette mesure d'uniformité

(la mesure de Leb esgue dans ce cas), il est imp ortan t de v oir cela en détail p our dé�nir des primitiv es

géométriques aléatoires a y an t un sens. Nous dév elopp erons le calcul des mesures in v arian tes dans la

section (3.3).

2.3.3 Esp érance d'une droite 2D

La métho de classique p our tra v ailler sur des primitiv es géométriques (ou plus généralemen t une

v ariété di�éren tielle) utilise une représen tation de ces primitiv es, c'est-à-dire une carte lo cale dans

laquelle une primitiv e est représen tée par un v ecteur. Cette équiv alence n'est p ossible que sur une

domaine bien précis (le domaine de dé�nition de la carte) et ne couvre pas forcémen t toutes les

primitiv es, ou alors inclus des singularités. Une in tro duction plus détaillée de ces notion fera l'ob jet

de la section (3.2).

P our gérer l'incertitude, une solution simple consiste à mo déliser une primitiv e aléatoire x comme

un ve cteur aléatoire x dans la représen tation (v oir par exemple (Durran t-Wh yte, 1988; A y ac he, 1991;

Zhang et F augeras, 1992)). La mo y enne ou l'esp érance d'une primitiv e aléatoire est alors dé�nie

comme la primitiv e corresp ondan t à la mo y enne du v ecteur aléatoire x dans la représen tation. Si D
est le domaine de dé�nition de notre représen tation, on écrira donc :

x = E [ x ] =
Z

D
y:p

x

(y):dy

Nous p ensons que cet op érateur est mal dé�ni dans le cadre des v ariétés. La première raison est

que le résultat de l'in tégrale n'est pas obligatoiremen t dans le domaine de dé�nition : une somme

de matrices de rotations n'a pas de raison d'être orthogonale dans le cas général. La seconde raison



2.3. Quelques problèmes p our généraliser 39

est que cet op érateur d'esp érance ne comm ute pas (en général) a v ec un c hangemen t de rep ère ou

l'application d'une transformation. Nous dév elopp ons ce dernier p oin t dans l'exemple suiv an t.

Considérons par exemple une droite v ectorielle 2D orien tée : elle p eut être représen tée par un

v ecteur unitaire ou plus simplemen t par son angle � 2 D =] � � ; � [ par rapp ort à un axe donné.

On dé�nit donc une droite aléatoire � par une densité p(� ) , et sa mo y enne par

� = E [ � ] =
Z

D
�:p (� ):

d�
2�

Notons que d� est la mesure uniforme p our les droites soumises à l'action des rotations. L'action

d'une rotation d'angle � est simplemen t l'addition des angles (mo dulo 2� ) et p eut égalemen t être

vue comme un c hangemen t de rep ère.

lambda
0 3210-1-2-3 0

2

1.5

1

0.5

0
lambda

0 3210-1-2-3 0

2

1.5

1

0.5

0

Rotation de la droite espérée

Espérance de la droite tournée

lambda
0 3210-1-2-3 0

3

2

1

0

-1

-2

-3

Fig. 2.3 � Gauche: Densité originale p0(� ) = 2 cos(�=2)2
. L'esp ér anc e est � (0) = 0 . Milieu: densité

apr ès r otation d'un angle � = � . L'esp ér anc e � (� ) est enc or e 0, alors que la r otation de l'esp ér anc e

est � � = � . Dr oite : c omp ar aison de l'esp ér anc e de la dr oite tourné e et de la r otation de la dr oite

esp ér é e.

Nous a v ons tracé en �gure (2.3) une densité de mo y enne � 0 = 0 . Si nous c hangeons de référen tiel,

c'est-à-dire que nous appliquons une rotation d'angle � , on p eut v oir que l'esp érance de la droite

tournée devien t � (� ) = sin( � ) , alors que la rotation de l'esp érance est � (� ) = � . En particulier, p our

une rotation de � , on trouv e que � (� ) = � et � (� ) = 0 !

En fait, en utilisan t l'esp érance dans une carte, nous sommes en train d'essa y er de dé�nir une

in tégrale à valeur dans la variété , ce qui n'a pas de fondemen t mathématique. P our remédier à ce

problème, nous dé�nirons dans la section (4.2) l'esp érance au sens de F réc het (prop osée en 1948),

qui généralise l'esp érance classique dans les espaces v ectoriels aux espaces métriques quelconques.

Le lecteur p ourra se référer à la �gure (4.1) p our trouv er une comparaison visuelle de la mo y enne

classique et de la mo y enne de F réc het sur des v ecteurs rotation.

2.3.4 Le parado xe de la droite la plus pro c he

On utilise b eaucoup la distance p our classi�er, quan ti�er et minimiser sur les p oin ts. La distance

est même au c÷ur de certains algorithmes comme le p oin t le plus pro c he itératif ( ICP p our Iterativ e

Closest P oin t), ou les algorithmes d'extraction du squelette (Medial Axis T ransform). P our p ouv oir

comparer nos primitiv es (et dé�nir l'esp érance de F réc het), nous aurons égalemen t b esoin d'une

fonction de distance en tre les primitiv es. L'exemple de cette section mon tre que la dé�nition d'une

telle distance doit être faite a v ec précaution. En particulier, on p eut raremen t dé�nir la distance

en tre deux primitiv es comme la distance en tre les deux v ecteurs corresp ondan ts dans une carte.

Nous a v ons vu a v ec le parado xe de Bertrand plusieurs représen tations d'une droite 2D. Nous

utilisons ici une autre représen tation minimale, in tro duite dans (A y ac he, 1991), fondée sur l'équation
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de la droite : a:x + b:y + c = 0 . P our obtenir une représen tation minimale, on doit éliminer un

paramètre :

� Carte 1: Les droites non parallèles à l'axe des x son t représen tées par d = ( a; p) 2 R2
et on t

p our équation : a:x + y + p = 0 .

� Carte 2: Les droites non parallèles à l'axe des y son t représen tées par d0 = ( a0; p0) 2 R2
et on t

p our équation : x + a0:y + p0 = 0 .

Dans la première carte, la droite d = ( a; p) coup e l'axe des y au p oin t (0; � p) et a p our v ecteur

directeur (1; � a) . La représen tation est symétrique dans la seconde carte : la droite d0 = ( a0; p0)
coup e l'axe des x au p oin t (� p0; 0) et a p our v ecteur directeur (� a0; 1).

X

Y d1d2

d3

0 1-1-2-4

1

Fig. 2.4 � T r ois dr oites planair es.

Nous a v ons tracé trois droites dans la �gure (2.4). Le problème est de trouv é laquelle, de d2

ou de d3 , est la plus pro c he de d1 . Si l'on dé�nit la distance en tre deux droites comme la distance

euclidienne en tre leurs représen tations, on a dist (d1; d2) =
p

(a1 � a2)2 + ( p1 � p2)2
.

Les co ordonnées des trois droites dans la première carte son t d1 = ( � 1=2 ; � 1), d2 = ( � 1 ; � 1),

d3 = ( � 1=4 ; � 1) et on obtien t donc :

dist (d1; d2) = 1 =2 > dist (d1; d3) = 1 =4

Si nous considérons les droites dans la seconde carte, leur co ordonnées son t d1 = ( � 2 ; 2), d2 =
(� 1 ; 1), d3 = ( � 4 ; 4) et les distances son t main tenan t :

dist (d1; d2) =
p

2 < dist (d1; d3) = 2
p

2

Nous a v ons donc le (( parado xe )) suiv an t : d3 est la droite la plus pro c he de d1 dans une carte,

alors que c'est d2 dans la seconde. En fait, visuellemen t, la première carte a raison : il y a un angle

de 12:5o
en tre d1 et d3 con tre un angle de 18:5o

en tre d1 et d2 (ces angles son t évidemen t in v arian ts

par transformation rigide).

Si cet exemple sem ble trivial, il mon tre une fois de plus qu'on ne p eut généralemen t pas dé�nir

des op érations sur la v ariété en utilisan t directemen t leur équiv alen t v ectoriel dans une carte. De

plus, il sem ble souhaitable de c hoisir une distance in v arian te par le group e de transformation que

l'on considère a�n de p ouv oir comparer nos ob jets géométriques indi�éremmen t a v an t ou après

transformation. Une métho de générique p our obtenir une distance Riemannienne in v arian te sera

prop osée dans la section (3.5).

2.3.5 Le parado xe du bruit additif

On se p ose ici la question de sa v oir commen t dé�nir un bruit iden tique et indép endan t sur

plusieurs primitiv es. La métho de (( classique )) consisterait à dire que les représen tations x i des
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primitiv es aléatoires x i on t un bruit additif iden tique et indép endan t :

x i = x i + ei a v ec ei � (�; �)

P our simpli�er encore le problème, on supp ose que le bruit est cen tré. Les mesures son t donc

distribuées comme x i � (x i ; �) .

Les problèmes surgissen t lorsque l'on v eut c hanger de (( p oin t de vue )) , c'est-à-dire appliquer une

transformation globale f aux primitiv es exactes et mesurées. Les nouv elles mesures son t main tenan t

représen tées par y i = f ? x i (on note f ? x l'action d'une transformation f sur la représen tation

x d'une primitiv e). En général, il n'y a aucune raison p our que l'action d'une transformation soit

linéaire dans la carte considérée et le jacobien Jf (x) = @(f ? x )=@xest une fonction non constan te

de x . Les nouv elles mesures son t donc caractérisées par les distributions :

y i � (f ? x i ; Jf (x i ):� :Jf (x i ) T )

et elles ne son t plus du tout iden tiques puisqu'elles ne partagen t pas la même matrice de co v ariance.

Un exemple a v ec les v ecteurs de rotation Le v ecteur rotation sera in tro duit au c hapitre (7).

Il nous su�t p our le momen t de sa v oir qu'un v ecteur rotation r = �:n représen te une rotation

tri-dimensionelle d'angle � autour du v ecteur unitaire n .

Soien t r 1 et r 2 des mesures de r1 = ( �
2 ; 0; 0)T

(rotation de 90 degrés autour de l'axe x ) et

r2 = (0 ; 0; 0)T

(rotation iden tité). Supp osons un bruit additif cen tré indép endan t et iden tique sur

ces deux mesures, de co v ariance

� 1 = � 2 = � = � 2

2

4
0 0 0
0 1 0
0 0 1

3

5

Nous a v ons c hoisi une co v ariance singulière p our faciliter la représen tation visuelle (�gure (2.5) à

gauc he).

rx rz

ry

r1

r2 r'1

r'2

Rotation de vecteur r
rx

rz

ry

� 1 = �

� 2 = � � 0
1

� 0
2

Fig. 2.5 � L a même matric e de c ovarianc e sur deux ve cteurs de r otation dans un système de c o-

or donné es c onduit génér alement à des matric es de c ovarianc e di�ér entes dans un autr e système de

c o or donné es.

Si l'on applique une rotation globale de �= 2 autour de l'axe des x (dans le sens des aiguilles

d'une mon tre), représen tée par le v ecteur rotation r = ( � �
2 ; 0; 0)T

, on obtien t les v ecteurs de rotation

exacts r 0
1 = r ? r 1 = (0 ; 0; 0)T

et r 0
2 = r ? r 2 = ( � �

2 ; 0; 0)T

.
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Le calcul des jacobiens et la propagation des co v ariances mon tre que la mesure de ces v ecteurs

est r 1 � (r 0
1 ; � 0

1) et r 2 � (r 0
2 ; � 0

2) a v ec

� 0
1 =

8
� 2 � et � 0

2 =
� 2

8
�

Il y a donc un facteur 1.5 en tre les deux co v ariances, ce qui ne p eut plus être considéré comme

négligeable (�gure (2.5) à droite).

Nous v errons à la section (5.1) plusieurs manières de comparer les distribution en di�éren ts

p oin ts, ce qui conduira à la notion de bruit isotrop e ou homogène.

2.4 Résumé

Nous a v ons résumé dans ce c hapitre un certain nom bre de résultats de probabilités qui p er-

metten t de gérer e�cacemen t l'incertitude sur des mesures de v ecteurs. On p eut en particulier

mo déliser une telle mesure comme un v ecteur aléatoire x don t on ne conserv e, p our des raisons

d'e�cacité informatiques, que la mo y enne et la co v ariance :

x � (x ; �
xx

)

Ces momen ts son t calculés à partir de la probabilité de densité p
x

du v ecteur aléatoire grâce à une

généralisation de l'op érateur d'esp érance à v aleur dans l'espace des v ecteurs et des matrices :

x = E [ x ] =
Z

R

n
y:p

x

(y):dy

�
xx

= E [ (x � x):(x � x) T ] =
Z

R

n 2
(y � x):(y � x) T :p

x

(y):dy

La propagation de l'incertitude se déduit alors (p our une fonction implicite) en utilisan t le

jacobien de la transformation :

h(x ) � (h(x) ; Jh(x):�
xx

:Jh(x) T )

Cette form ule n'est toutefois exacte que si h est une fonction a�ne . C'est une appro ximation au

premier ordre dans le cas général, comme les form ules que l'on a pu déduire p our des v ecteurs

aléatoires dé�nis par une fonction implicite ou le minim um d'un critère.

Nous a v ons passé en revue div ers h yp othèses sur les bruits de mesure, et en particulier celle

des distribution iden tiques et indép endan tes (I ID), liée p our les v ecteurs à celle de bruit additif.

L'h yp othèse de cen trage étan t égalemen t souv en t admise, on obtien t alors le mo dèle de mesure

suiv an t :

x i = x i + ei a v ec ei � (0; �) et �
e

i

e

j

= E
�

ei :e T

j

�
= 0

En�n, nous a v ons mon tré par quelques exemples que la généralisation des notions de mesure

uniforme, d'esp érance, de distance et de bruits iden tiques n'était pas triviale p our des primitiv es

géométriques non v ectorielles et p ouv ait donner des résultats con tradictoires.



Chapitre 3

Outils de base sur les primitiv es

géométriques

� L e tr avail des physiciens mo dernes c onsiste

à dé c ouvrir les symétries du monde. �

Heinz P agels, L'Univ ers Quan tique.

3.1 In tro duction

3.1.1 Un p eu d'histoire

La géométrie est comm unémen t dé�nie comme la science des �gures de l'espace. Bien que déjà

étudiée en Egypte ancienne, ce son t les éléments d'Euclide (�n du IV

e

siècle a v. J.C.) qui marquen t

les fondemen ts de la géométrie. Il faut attendre Descartes (1596-1650) p our que la géométrie ana-

lytique prenne son essor, géométrie que l'on p eut caractériser comme l'expression d'une réalité

géométrique par une relation en tre quan tités v ariables, l'usage des co ordonnées, et le princip e de la

représen tation graphique.

C'est un jeune géomètre français, Ev ariste Galois (1811-1832) qui a in tro duit en mathématiques,

à prop os de la résolution des équations algébriques, la notion de group e d'op érations. Cette idée a

conduit Soph us Lie (1842-1899) et Félix Klein (1849-1925) à form uler dans le (( programme d'Er-

lang )) le concept très général de géométrie ainsi :

� Soit une v ariété M d'élémen ts que nous con viendrons d'app eler des p oin ts.

� Soit un ensem ble d'op érations e�ectuées sur ces p oin ts, forman t un group e G.

� La géométrie de la v ariété M a y an t p our group e principal le group e G est l'ensem ble des

propriétés de la v ariété in v arian tes p our les op érations de ce group e.

La syn thèse de Klein ne p orte cep endan t que sur les espaces homogènes, et Riemann (1826-1866)

in tro duit en 1854 la notion de métrique sur les élémen ts di�éren tiels d'une v ariété, dé�nissan t ainsi

un t yp e d'espace très général (v oir section 3.5). Les deux conceptions ne furen t raccordées que par les

tra v aux de Elie Cartan (1869-1951) qui généralisa la notion d'espace de Riemann par l'in tro duction

d'une connexion dé�nie par le group e.

43
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3.1.2 Organisation du c hapitre

Nous présen tons tout d'ab ord les raisons qui nous conduisen t à mo déliser le monde géomé-

trique que l'on v eut traiter sous forme de v ariétés di�éren tielles sur lesquelles agissen t un group e de

transformation, et nous dév elopp ons le cas imp ortan t des v ariétés homogènes.

L'étap e suiv an te est ensuite de dév elopp er des outils p ermettan t de gérer l'incertitude dans ce

formalisme. Or, nous a v ons vu au c hapitre précéden t que cela p ouv ait p oser problème (section 2.3).

En particulier, le parado xe de Bertrand p ose le problème de la mesure uniforme à c hoisir sur la

v ariété de nos primitiv es ou notre group e de transformation, mesure qui est à la base de toute

théorie des probabilités. Ce p oin t essen tiel a été étudié tout au long de ce siècle (le parado xe date

de 1907), et a conduit au dév elopp emen t de la théorie des probabilités géométriques (v oir en

particulier (Kendall et Moran, 1963; San talo, 1976)).

Nous nous fo calisons à la section (3.3) sur la détermination de la mesure in v arian te, les pr ob a-

bilités gé ométriques en question étan t en fait plus reliées à la stéréologie qu'à la gestion de l'erreur

sur les mesures de primitiv es géométriques. Une application directe de ces pr ob abilités gé ométriques

sera cep endan t év o quée dans la seconde partie a v ec l'étude de la robustesse des algorithmes d'ap-

pariemen t et le calcul du nom bre mo y en de faux p ositifs.

De manière similaire, nous c herc herons à la section (3.4) la caractérisation d'une distance in v a-

rian te sur notre v ariété. Cep endan t, p our a v oir des résultats su�san ts, nous devrons nous in téresser

aux asp ect métriques et di�éren tiels des ensem bles d'ob jets géométriques.

Nous rapp elons ainsi les bases de la géométrie di�éren tielle et de la géométrie rieman-

nienne , à la section (3.5) mais nous ren v o y ons le lecteur à des ouvrages plus sp écialisés comme

(Spiv ak, 1979; Klingen b erg, 1982; Carmo, 1992) p our la théorie. Ces résultats nous p ermetten t de

caractériser les conditions d'existence d'une distance in v arian te sur nos ensem bles de primitiv es,

ainsi que de construire la représen tation exp onen tielle qui s'a v érera p osséder des propriétés très

in téressan tes nous p ermettan t, en tre autres, de généraliser de nom breux résultats de probabilités

dans le c hapitre suiv an t.

3.2 V ariétés di�éren tielles et group es de Lie

� T r aiter la natur e p ar la sphèr e, le cylindr e et le c ône... �

P . Cézanne (1839-1906), Lettre à Emile Bernard

Lorsque l'on considère des ob jets géométriques, la première remarque est que l'on v eut p ouv oir les

comparer dans di�éren tes con�gurations ou p ositions. On considère donc implicitemen t un ensem ble

de transformations de l'espace qui nous p ermetten t d'iden ti�er nos ob jets, et le c hoix du t yp e de

transformations détermine les propriétés des ob jets : v oir par exemple les triangles de la �gure (3.1).

La seconde remarque est que les ob jets géométriques a v ec lesquels on v a tra v ailler son t catégorisés

et constituen t des ensem bles bien distincts : on sen t bien qu'un carré ou qu'une droite n'a rien à

faire a v ec des triangles. Il nous faut donc déterminer et mo déliser l'ensem ble des ob jets qui nous

in téressen t, ce qui sera fait à la section (3.2.1), puis déterminer le group e de transformation qui agit

sur ces ob jets (section 3.2.2) et en�n les propriétés induites par l'action du group e sur les ob jets

(section 3.2.3).
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A B C

Fig. 3.1 � Comp ar aison d'objets gé ométriques: on p eut dir e que les tr ois triangles sont similair es

(r elativement au gr oup e des similitudes), ou bien que A et B seulement sont c ongruents (p our les

tr ansformations rigides), ou enc or e qu'ils sont tous di�ér ents (en tr anslation).

3.2.1 Primitiv es géométriques : v ariétés di�éren tielles

3.2.1.1 Une première appro c he ensem bliste

Quand on parle de primitiv es géométriques, on p ense tout d'ab ord à des p oin ts, bien sûr, mais

aussi à des droites, des segmen ts, des plans... La plupart de ces primitiv es constituen t un ensem ble

de p oin ts dans l' espace euclidien am bian t a y an t au b esoin des caractéristiques supplémen taires.

On p ourra ainsi considérer des p oin ts attribués ou n umérotés, ou encore a�ublés d'une éc helle si l'on

s'in téresse à l'espace m ulti-éc helle, mais cela revien t à ra jouter une dimension à l'espace am bian t.

Ces primitiv es p euv en t être décrites par un v ecteur de paramètres p et une fonction � qui asso cie

à ces paramètres la primitiv e géométrique x constituée des p oin ts v éri�an t l'équation � (p; x) = 0 .

Une première représen tation ensem bliste s'écrit donc :

x = f x 2 Rn = � (p; x) = 0 g

La fonction � asso cie une représen tation sp éci�que p à un t yp e particulier de primitiv e (droites,

plans, courb es, triangles...). Les plans orien tés son t par exemple représen tés par les paramètres

p = ( n; d) où n est un v ecteur unitaire normal au plan et p oin tan t v ers la partie de l'espace ne

con tenan t pas l'origine et d � 0 est la distance du plan à l'origine. L'équation du (( plan p )) est

donc :

� (p; x) = hn j x i � d = 0

3.2.1.2 V ariété et représen tations

Les ensem bles usuels de primitiv es son t réguliers et constituen t des v ariétés di�éren tielles .

Cela signi�e que cet ensem ble est lo calemen t di�éomorphe à un espace v ectoriel Rm
de dimension

constan te, c'est-à-dire qu'il existe en tout p oin t x de la v ariété M une bijection di�éren tiable

1

en tre

un v oisinage de x et un ouv ert de Rm
. La dimension m est justemen t la dimension de la v ariété. Dans

l'exemple ci-dessus, nous p ouv ons v oir que p est de dimension 4 a v ec une con train te quadratique

de dimension 1. La v ariété des plans est donc de dimension 3. Cette form ulation mathématique

un p eu complexe signi�e simplemen t qu'une v ariété n'est pas un espace v ectoriel, mais on p eut la

traiter lo calemen t comme tel, en particulier p our dériv er. P our simpli�er l'écriture, le quali�catif

di�éren tiel sera souv en t omis mais sous-en tendu lorsque l'on parlera d'une v ariété.

Il existe de nom breuses façons de représen ter une v ariété, a v ec di�éren tes propriétés. Dans

l'exemple ci-dessus, la représen tation est am biguë puisque, p our les plans passan t par l'origine,

1. On devrait en fait dé�nir un système de cartes lo cales et imp oser que le c hangemen t de carte soit lo calemen t

di�éomorphe. La bijection di�éren tiable de M dans la carte fait in terv enir la notion d'espace tangen t à la v ariété et

de di�éren tielle d'une fonction de la v ariété dans une autre, qui ne p euv en t se dé�nir que p ostérieuremen t. P ar souci

de simplicité nous ne dév elopp erons que succinctemen t ces notions à la section (3.5.1), et nous rep ortons le lecteur à

(Bourguignon, 1990) p our en a v oir une présen tation rigoureuse et plus détaillée.
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p = ( n; 0) et p0 = ( � n; 0) représen ten t le même plan. P ar con tre, elle est complète car c haque plan

est représen té par (au moins) un jeu de paramètres. Bien qu'elle ne soit pas minimale puisqu'elle

nécessite 4 paramètres liés par une con train te, elle est dériv able, sauf en d = 0 .

3.2.1.3 Les v ariétés son t des surfaces lisses

Il est souv en t utile de représen ter une v ariété comme une (( surface lisse )) de dimension n dans

Rk
a v ec une corresp ondance bijectiv e et des con train tes dériv ables non dégénérées (de dimension

constan te)

2

. Cela p ermet en particulier de mon trer que l'ensem ble de primitiv es qui nous in téresse

p ossède bien une structure de v ariété (v oir par exemple (Bourguignon, 1990, c hap. VI I)). A l'in v erse,

le théorème de Whitney assure que n'imp orte quelle v ariété de dimension n p eut être plongée de

cette manière dans un espace Rk
où la dimension k est b ornée par k � 2n + 1 (v oir (Spiv ak, 1979,

c hap. 9)). Cette façon de v oir les c hoses nous sera en particulier utile p our dé�nir simplemen t une

métrique riemannienne à la section (3.5).

Plans : Reprenons l'exemple des plans, mais en ra joutan t une orien tation : le plan divise main-

tenan t l'espace en un (( in térieur )) et un (( extérieur )). Si nous c hoisissons toujours la normale

extérieure dans la représen tation p = ( n; d) , la distance d à l'origine devien t algébrique et p eut

être négativ e. La seule con train te restan te est donc knk = 1 . La représen tation est main tenan t non

am biguë et nous a v ons obten u une bijection en tre la v ariété des plans orien tés et S2 � R , où S2 est

la sphère unité dans R3
, ce qui est une surface on ne p eut plus lisse (in�nimen t di�éren tiable) de

R4
.

Matrices orthogonales : De la même manière, les matrices orthogonales de Rn
v éri�en t la

con train te R:R T = R T :R = I n et constituen t donc une surface lisse de Rn2
que l'on nomme On

p our (group e) Orthogonal de Rn
. En fait, cette surface comprend deux feuilles ou comp osan tes non

connexes. En e�et, la con train te ci-dessus imp ose que det(R)2 = 1 , soit det R = � 1, et comme

le déterminan t est une fonction con tin ue de Rn2
dans R , on ne p eut pas passer con tin ûmen t de

det R = � 1 à det R = +1 . La feuille de déterminan t p ositif rassem ble les rotations de Rn
, et cette

v ariété est notée SOn p our (group e) Sp écial Orthogonal. Nous v errons au c hapitre 7 que la v ariété

des rotations de R3
, qui nous in téressen t plus particulièremen t, est aussi isomorphe à P3 , l'espace

pro jectif de R4
, grâce à l'équiv alence en tre une rotation R d'angle � autour de l'axe (unitaire) n et

les deux quaternions unitaires q = � (cos(�=2) ; sin(�=2):n) .

Espace pro jectif : Rapp elons que l'espace pro jectif Pn est l'ensem ble des directions , c'est-à-dire

l'ensem ble des droites v ectorielles, de Rn+1
. On p eut obtenir une (( visualisation )) de cet espace en

normalisan t n'imp orte quel p oin t x de la droite (sauf l'origine) p our obtenir un p oin t n = x=kxk
sur la sphère Sn , auquel on doit asso cier son p oin t an tip o dal � n p our obtenir une représen tation

non am biguë (le p oin t � x appartien t aussi à la droite).

P oin ts : P our rev enir à des primitiv es plus simples, notons que les p oin ts de Rn
constituen t évi-

demmen t une v ariété puisqu'ils formen t déjà un espace v ectoriel. Un exemple plus in téressan t est

donné a v ec les p oin ts orien tés, c'est-à-dire m unis d'un v ecteur unitaire. On p eut mo déliser ainsi des

p oin ts sur une surface orien table : si on p eut extraire e�cacemen t l'information nécessaire, autan t

asso cier à c haque p oin t la normale extérieure à la surface. La représen tation triviale u = ( x; n ) , où x

2. Le terme de surface sera doréna v an t pris dans ce sens général, l'analogie a v ec les surfaces lisses ou les courb es

de R

3
étan t une b onne façon de v oir les c hoses dans la plupart des cas.
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est le p oin t et n le v ecteur unitaire, iden ti�e cette v ariété à Rn �S n� 1 . Si la surface (ou la courb e en

3 dimensions) n'est pas orien table, on ne p eut pas décider d'un in térieur et d'un extérieur cohéren t,

et on ne p eut asso cier qu'une direction. On utilise alors la représen tation u = ( x; � n) qui iden ti�e

cette v ariété à Rn � P n� 1 .

Nous supp osons simplemen t p our l'instan t que nous disp osons d'une représen tation complète et

non am biguë de la v ariété sous forme de surface lisse dans Rk
, que nous iden ti�ons a v ec la v ariété.

3.2.2 T ransformations et group es de Lie

Un certain nom bre de group es de transformations son t familiers : translations, rotations, simili-

tudes ou transformations a�nes... De façon plus générale, une transformation d'un ensem ble X est

une bijection g de X dans X . Comme l'ensem ble X sera p our nous une v ariété, nous supp oserons

de plus que la transformation g?x = g(x) est con tin ue et di�éren tiable. P ar ailleurs, g est une bijec-

tion, et il existe donc une transformation in v erse que l'on note g(-1)

. Notons encore que l'on p eut

comp oser deux transformation g1 et g2 p our former une nouv elle fonction g(x) = g 2(g1(x)) qui est

aussi une transformations. On notera g = g2 � g1 . L'ensem ble de toutes les transformations, m uni

de ces deux op érations d'in v ersion et de comp osition constitue donc une group e app elé group e de

transformation général de l'ensem ble X . L'élémen t neutre est la transformation iden tité Id qui

laisse c haque élémen t de X inc hangé.

Ce group e étan t de dimension in�nie dans les cas in téressan ts, on se restrein t en général à un

group e de transformation particulier G qui p eut être vu comme un sous-group e du group e général,

ou bien comme un ensem ble de transformations stable par la comp osition et l'in v ersion.

3.2.2.1 Group es de Lie

On obtien t la classe imp ortan te des group es de Lie si G a une structure top ologique séparée

3

et si les op érations de comp osition et d'in v ersion son t con tin ues et di�éren tiables. L'espace G est

alors une v ariété di�éren tielle. En fait, la plupart des group es de transformation usuels son t des

group es de Lie dès lors qu'ils on t des op érations raisonnables.

Dans ce man uscrit, notre principal group e d'in térêt sera le group e des transformations rigides.

Un élémen t de ce group e est constitué d'une matrice de rotation et d'une translation et p eut donc

être représen té par f = ( R ; t ) . En utilisan t la section précéden te, on p eut donc dire que la v ariété

des transformations rigides de Rn
est SOn � Rn

. P our obtenir la structure de group e de Lie, il nous

faut a jouter les op érations de comp osition et d'in v ersion :

f (-1) = ( R T ; � R T :t) et f = f 2 � f1 = ( R2:R1; R2:t1 + t2) (3.1)

Il est in téressan t de remarquer que les op érations que nous a v ons prop osé dans l'équation (3.1) ne

c orr esp ondent p as au pro duit direct des op érations des group e SOn et Rn
qui auraien t été (R T ; � t)

p our l'in v ersion et (R2:R1 ; t1 + t2) p our la comp osition. Nous a v ons ici un pro duit semi-direct

SOn n R n
dans le sens où les rotations son t indép endan tes des translations, mais l'in v erse est faux.

Une même structure de v ariété p eut donc être m unie de structures de group es di�éren tes.

3. Un espace est dit de Hausdor� ou p ossédan t une structure top ologique séparée si p our tout p oin t x et y , il existe

deux v oisinage U et V de x et y qui soien t disjoin ts : ces v oisinages sép ar ent les deux p oin ts. Les espaces non séparés

son t en fait de p eu d'in térêt p our nous et il est assez di�cile d'imaginer une signi�cation ph ysique à un tel espace.
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3.2.2.2 A ction du group e sur la v ariété

La structure de group e de Lie dé�nie ci-dessus est indép endan te de la notion de transformation

d'un ensem ble. P our rev enir à un group e de transformation, il nous reste à préciser commen t un

élémen t g du group e G agit sur un p oin t x de la v ariété M considérée. En d'autres termes, il faut

donner un sens à l'expression : g ? x = g(x) .

Notons que les op érations in ternes et l'action du group e sur la v ariété ne son t pas indép endan ts

puisque l'on doit a v oir la propriété de distributivité

(g1 � g2) ? x = g 1 ? (g2 ? x)

sans oublier l'action neutre de l'iden tité :

8x 2 M e? x = x

Ainsi, les op ération prop osés à l'équation (3.1) p our le group e des transformations rigides son t

compatibles a v ec l'action suiv an te sur Rn
:

f ? x = R:x + t (3.2)

3.2.2.3 De l'action dans l'espace euclidien à l'action sur les primitiv es

Dans le cas des primitiv es géométriques, la transformation s'applique en général à l'espace eu-

clidien am bian t dans lequel son t dé�nis ces ob jets géométriques, mais nous v oudrions tra v ailler

directemen t sur les primitiv es en faisan t abstraction de cet espace d'origine. On doit cep endan t

faire bien atten tion à ce que la nature des primitiv es dé�nies soit conserv ée par les transforma-

tions considérées : deux v ecteurs orthonormés ne son t plus ni orthogonaux ni normalisés après une

transformation a�ne générale. La première con train te est donc que la v ariété M des primitiv es soit

globalemen t in v arian te par le group e de transformation G.

Reprenons la dé�nition (( ensem bliste )) d'une primitiv e x = f x 2 Rn = � (p; x) = 0 g et appliquons

une transformation g à cet ensem ble :

g ? x = f y 2 Rn = � (p;g(-1) ? y) = 0 g

Si nos paramètres son t bien c hoisis (i.e. la représen tation est non am biguë, complète, con tin ue

et dériv able), alors il ne doit exister qu'un seul paramètre q tel que � (q; x) = 0 représen te g ?x . On

notera alors q = g ? p.

Le group e G est alors un group e de transformation sur la v ariété M des primitiv es. L'écriture

explicite de l'action du group e sur certaines primitiv es p eut être très compliquée dans certaines

représen tations et conduire à des équations non-linéaires (v oir par exemple l'action d'un v ecteur

rotation et surtout la comp osition de v ecteurs rotations au c hapitre 7). Cep endan t, les cas usuels

son t relativ emen t simples. Reprenons l'exemple des plans orien tés iden ti�és a v ec S2� R par p = ( n; d)
(n unitaire). F aisons agir la transformations rigide f sur le plan � (p; x) = 0 :

� (p; f (-1) ? x) = hn j R T :(x � t) i � d = hx j R:n i � d � h t j R:n i

On a donc un seul et unique q v éri�an t � (q; x) = � (p; f ? x) , et l'action est donnée par :

f ? p = q = ( R:n; � d � h t j R:n i )
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De même, on détermine que l'action d'une transformation rigide f sur le p oin t orien té u = ( x; n )
(où n est unitaire) est donnée par

f ? u = ( R:x + t; R:n )

Nous nous in téresserons dans ce man uscrit à un autre t yp e de primitiv es : les rep ères, constitués

d'un p oin t et d'un trièdre orthonormé direct. Nous a v ons déjà observ é que nous ne p ouvions pas

utiliser le group e des transformations a�nes puisque l'orthonormalité du trièdre ne serait pas conser-

v ée, mais les transformations rigides son t appropriées. Une particularité des rep ère est d'ailleurs leur

équiv alence a v ec ces transformations.

B

Ff

Fig. 3.2 � R ep èr es et tr ansformations rigides.

Soit B = f o; e1; e2; e3g le rep ère canonique de l'espace euclidien R3
(on a donc en terme de

co ordonnées : o = (0 ; 0; 0)T

et [e1; e2; e3] = I 3 ), et F = f x; e0
1; e0

2; e0
3g un autre rep ère don t les

co ordonnées son t exprimées dans le rep ère canonique B . Le mouv emen t rigide qui amène B sur F
est unique et donné par

f = ( U; x) où U =
�
e0

1; e0
2; e0

3

�

L'orthonormalité du rep ère F assure en e�et que U soit une rotation. La v ariété des rep ères (3D)

est donc SO3 � R3
, et l'action d'une transformation rigide g = ( R; t ) sur un rep ère f = ( U; x) est

(( équiv alen te )) à la comp osition :

g ? f = ( R:U; R:x + t) � g � f

3.2.3 V ariétés homogènes et in v arian ts unaires

Nous aurons b esoin par la suite d'une relation particulière en tre le group e de transformation et

la v ariété des primitiv es : soit o 2 M un p oin t particulier que l'on app elle l'origine . La v ariété M
est dite transitiv e ou homogène p our le group e G si n'imp orte quel p oin t de la v ariété p eut être

attein t à partir de l'origine par une transformation du group e, autremen t dit si :

G? o = f x = g ? o = g 2 Gg = M

Cela v eut dire en fait que les primitiv es n'on t pas d' in v arian ts par le group e. Si l'on utilise

par exemple comme primitiv e les rep ères d'orien tation directe et indirecte, aucune transformation

rigide ne p ourra nous amener d'une orien tation à l'autre : l'orien tation est donc in v arian te, et la

v ariété n'est pas homogène. Si par con tre on ne prend que les rep ères d'orien tation directe (ce que

l'on supp ose dans ce man uscrit par l'app ellation r ep èr e ) ou si l'on a joute les symétries au group e

de transformation, alors la v ariété est homogène.

En fait, nous supp oserons que nos primitiv es x0 2 M 0
p euv en t être factorisées en une partie

homogène x 2 M , qui v arie sous l'action du group e G, et une partie in v arian te i 2 I . Une primitiv e

s'écrit donc

x0 = (x ; i) 2 M 0 = M � I
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Ces in v arian ts son t particuliers à c haque primitiv e et ne dép enden t pas d'un doublet ou d'un triplet

de primitiv es comme p our l'indexation géométrique (on v a même jusqu'à 4 p oin ts p our trouv er un

in v arian t pro jectif en vision par ordinateur). Nous les app elons donc in v arian ts unaires . Notons

que ces in v arian ts unaires ne son t pas forcémen t di�éren tiels. Les in v arian ts di�éren tiels seraien t

obten us en considéran t des quan tités di�éren tielles in v arian tes le long d'une courb e, d'une surface

ou plus généralemen t d'une sous-v ariété de la v ariété de nos primitiv es.

P ar exemple, les p oin ts extrémaux son t constitués de quan tités v ariables sous l'action du group e

des transformations rigides : la p osition et l'orien tation du trièdre, et de deux in v arian ts unaires : les

courbures principale (qui son t ici des in v arian ts di�éren tiels). Dans le cas des protéines, la primitiv e

originale est un acide aminé que nous caractérisons par la p osition des trois atomes C� , C0
et N

du squelette (nous rapp elons cette mo délisation dans la �gure 3.3). P our ces 9 v ariables, n'y a

que 6 degrés de lib erté sous l'action des transformations rigides : nous factorisons donc la primitiv e

originale en un rep ère (partie homogène) et 3 in v arian ts unaires qui apparaissen t naturellemen t : un

angle et deux distances. Malheureusemen t, ces trois in v arian ts unaires nous son t in utiles p our la

reconnaissance puisqu'ils son t (théoriquemen t) iden tiques dans tous les acides aminés.
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Fig. 3.3 � Description gé ométrique de la c on�gur ation d'un acide aminé.

Comme le group e n'agit pas sur les in v arian ts (par dé�nition), la connaissance du group e et de

son action ne nous app orte aucune information p our gérer les in v arian ts, en particulier sur le c hoix

de la métrique (v oir section 3.5). Nous supp osons donc dans la suite que nous a v ons factorisé les

in v arian ts unaires et que la v ariété M est homogène. On p eut dans ce cas iden ti�er les élémen ts

x 2 M de la v ariété a v ec des sous-ensem bles du group e G de la manière suiv an te. Soit H le sous-

ensem ble des transformations qui laisse l'origine o in v arian te :

H = f h 2 G = h ? o = og (3.3)

H p orte le nom de sous-group e d'isotropie ou de stabilité du group e G au p oin t o. Dans un

group e, la translation à gauc he est la comp osition à gauc he par un élémen t �xe g. Les ensem bles

de transformations obten us par la translation à gauc he de H (les élémen ts de l'espace quotien t G=H )

p euv en t être iden ti�és a v ec les élémen ts de la v ariété M . En e�et, si g est une transformation qui

amène l'origine sur x = g ? o, alors g ? H est l'ensemble des transformations qui amènen t l'origine

sur x . On app elle coset

4

de x cet ensem ble et nous le notons Fx :

Fx = f g 2 G = g ? o = x g (3.4)

P our en �nir a v ec les notations, nous aurons souv en t b esoin d'un représen tan t du coset Fx que nous

noterons en général fx . D'une manière ple générale, nous app elons fonction de placemen t une

fonction qui a tout p oin t x de la v ariété M asso cie un représen tan t fx du coset du p oin t.

3.2.3.1 Le cas des rep ères

P our les rep ères, l'origine est c hoisie au rep ère canonique : o = ( Id; 0), et comme la v ariété est

en bijection a v ec le group e rigide G, le group e d'isotropie et tous les cosets se réduisen t à un seul

4. Nous prenons ici la dénomination anglaise, plus concise. Nous devrions en fait dire : les classes à gauc he de G
mo dulo H .
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O O O

Repères Points orientés Points

Fig. 3.4 � L es origines choisies p our les r ep èr es, les p oints orientés et les p oints et leur déplac ement

p ar une tr ansformation rigides. Ces tr ois typ es de primitives n 'ont p as d'invariants unair es.

élémen t :

H = f Idg et F f = f fg

Ce cas particulier où la v ariété est (( équiv alen te )) au group e conduit à des simpli�cations imp ortan tes

dans la théorie qui suit.

3.2.3.2 L'exemple des p oin ts

Il est naturel de prendre comme origine o = (0 ; 0; 0)T

. Le group e d'isotropie est obten u en

résolv an t l'équation R:0 + t = 0 , ce qui imp ose une translation n ulle :

H = f (R; 0) = R 2 SO3g

Une transformation qui amène l'origine au p oin t x est la translation fx = ( I 3; x) , et les cosets son t

donc les ensem bles

Fx = f (R; x) = R 2 SO3g

Notons que les p oin ts son t (( équiv alen ts )) aux translations et que c'est cela qui p ermet d'iden ti�er

p oin ts et v ecteurs et de parler de di�érences ou d'addition de p oin ts.

3.2.4 Cartes et atlas

P our p ouv oir tra v ailler lo calemen t dans une v ariété comme dans l'espace v ectoriel Rn
, et en

particulier p our p ouv oir dériv er, nous aurons b esoin d'un système de co ordonnées lo cales, autremen t

dit une représen tation minimale , don t la dimension est celle de la v ariété. En général, nous ne

p ouv ons pas couvrir toute la v ariété de manière di�éren tiable a v ec une seule carte (il y a dans le cas

con traire un di�éomorphisme global a v ec un espace v ectoriel). On demande donc un ensem ble de

cartes couvran t la v ariété et forman t un atlas , exactemen t comme un atlas géographique représen te

la surface de la terre de manière con tin ue partout, en c hangean t au b esoin de carte de temps en

temps. Une carte est dé�nie par une bijection x = ' i (x) d'un ouv ert Di de la représen tation dans

un ouv ert de la v ariété M . L'ensem ble des cartes doit se recouvrir p our qu'il soit p ossible de passer

de l'une à l'autre. On trouv era par exemple une étude de di�éren tes représen tations des droites 2D

et 3D, des plans et des rotations dans (A y ac he, 1991). Nous ne présen tons ici que quelques exemples

de cartes qui nous serviron t par la suite.
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3.2.4.1 Représen tation des rotations

Nous v errons à la section (7.1) qu'une rotation 3D p eut être caractérisée par un angle � et un axe

n (un v ecteur unitaire). Cette représen tation n'est cep endan t pas minimale puisque nous a v ons une

con train te unitaire sur l'axe, axe qui n'est de plus pas dé�ni p our la rotation iden tité. On obtien t

une représen tation minimale mais am biguë en considéran t le v ecteur rotation r = �:n . P our dé�nir

un atlas, nous a v ons b esoin au minim um de 4 cartes :

� Carte 1 : Les rotations qui ne son t pas des ré�exions son t représen tées par les v ecteurs rotation

de la b oule ouv erte B3(0; � ) .

� Carte 2, 3 et 4 : Les rotations di�éren tes de l'iden tité don t l'axe n'est pas orthogonal à

l'axe des x (resp ectiv emen t des y et des z ) son t représen tées par les v ecteurs rotation de la

demi-b oule ouv erte Bx+

3 = f r 2 B3(0; 2� ) = rx > 0g (resp ectiv emen t By+

3 , Bz+

3 ).

En théorie, nous devrions utiliser les 4 cartes et indexer le v ecteur rotation sur la carte utilisée. En

pratique, nous p ourrons nous con ten ter d'utiliser la carte principale (la première) en se rapp elan t

que, sur la fron tière du domaine, les v ecteurs r = �:n et r = � �:n son t iden ti�és. Si l'on note

R(r ) et r (R) les fonctions qui relien t la carte principale à la v ariété, on p eut écrire directemen t les

op érations de comp osition et d'in v ersion dans la carte :

r (-1) = r (R(r ) T ) et r2 � r1 = r (R(r2):R(r1))

Le détail de ces fonctions et de leur dériv ation sera présen té à la section (7.3).

3.2.4.2 T ransformations rigides, rep ères et p oin ts

A partir de la représen tation des rotations et des v ecteurs unitaires, et de leurs op érations de

base, on p eut construire facilemen t des représen tations p our les transformations rigides, les rep ères

et les p oin t orien tés. Nous résumons simplemen t ici les représen tations utilisées et les op érations de

base.

T ransformations rigides

� Représen tation : on utilise la carte principale qui représen te une transformations rigides f =
(R; t ) par le v ecteur rotation r corresp ondan t à la matrice de rotation R et la translation t :

f = ( r; t ) .

� Comp osition : f 2 � f 1 = ( r2 � r1 ; r2 ? t1 + t2)

� In v ersion: f (-1) = ( r (-1) ; r (-1) ? (� t))

Rep ères

� Représen tation : elle est calquée sur celle des transformations rigides. On représen te le rep ère

f = ( R; x) par le v ecteur f = ( r; x ) .

� A ction des transformations rigides : f ? f 1 � f � f 1

� Group e d'isotropie : H = f og

� Représen tan t des rep ères : f f = f 2 F f .
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P oin ts

� Représen tation : un p oin t x est évidemmen t représen té par son v ecteur de co ordonnées.

� A ction de la transformation rigide f = ( r; t ) : f ? x = r ? x + t .

� Group e d'isotropie : H = f f = ( r; 0) = R(r ) 2 SO3g

� Représen tan t des rep ères : f x = (0 ; x) 2 F x .

3.3 Mesure in v arian te ou uniforme

� Mesur er c e qui est mesur able, et r endr e mesur able c e qui ne l'est p as. �

Galilei, Galileo (1564 - 1642), cité par H. W eyl

� The author discusses valueless me asur es in p ointless sp ac es. �

P .R. Halmos, I w an t to b e a Mathematician, 1985

3.3.1 Probabilités géométriques classiques

L'ob jet des probabilités géométriques classiques est de déterminer la probabilité d'observ er un

év énemen t quand un certain nom bre d'élémen ts géométriques son t répartis au hasard. Nous a v ons

vu a v ec le parado xe de Bertrand que le problème de base est la dé�nition de la mesure uniforme

sur la v ariété, et qu'une h yp othèse raisonnable est de supp oser l'in v ariance de cette mesure par

l'action du group e de transformation considéré.

Nous ne nous in téressons ici qu'à la détermination de la mesure in v arian te, qui sera utilisée au

c hapitre suiv an t p our dé�nir des densités de probabilité sur la v ariété a y an t de b onnes propriétés,

les pr ob abilités gé ométriques en question étan t en fait plus reliées à la stéréologie qu'à la gestion

de l'erreur sur les mesures de primitiv es géométriques. Une application directe de ces pr ob abili-

tés gé ométriques sera cep endan t év o quée dans la seconde partie a v ec l'étude de la robustesse des

algorithmes d'appariemen t et le calcul du nom bre mo y en de faux p ositifs.

P our en rev enir à la mesure in v arian te, observ ons qu'un réel aléatoire x a une probabilité uni-

forme sur R si la probabilité qu'il soit dans un in terv alle ]x0 ; x0 + d[ est la même p our tout x
(dans un certain ouv ert a v ec d su�sammen t faible). Ceci se traduit au niv eau de la mesure par

d(x0 + x) = dx p our x0 constan t, ce que l'on p eut in terpréter comme l'in v ariance en translation de

la mesure de Leb esgue. De la même façon, on dé�nit la mesure uniforme ou in v arian te sur la

v ariété M sous l'action du group e G comme la mesure (ou l'élémen t de v olume in�nitésimal) qui

est in v arian t par l'action de n'imp orte quel élémen t �xe f du group e. Soit dM une telle mesure, cela

implique que dM (f ? x) = dM (x) quelque soit le p oin t x de M .

On p eut rec herc her l'expression de cette mesure in v arian te directemen t dans une représen tation

donnée (v oir (Kendall et Moran, 1963)), mais un formalisme général est dév elopp é dans (San talo,

1976) p our l'extraire à partir de la mesure dL G in v arian te à gauc he sur le group e G. Nous en donnons

ici une traduction simpli�ée en utilisan t une représen tation minimale.

3.3.2 Mesure in v arian te sur un group e de Lie (mesure de Haar)

Dans un group e de Lie, la comp osition p eut être vue vue comme l'action à droite ou à gauc he

du group e sur lui-même. Nous p ouv ons donc nous in téresser cette fois-ci à la mesure in v arian te à
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gauc he ( dL G(g � f) = dL G(f) p our toute transformation g 2 G �xée) ou à la mesure in v arian te à

droite ( dRG(f � g) = dRG(f) ). Comme le group e agit à gauc he sur les v ariétés de primitiv es dans

notre con texte, nous sommes principalemen t in téressés par la mesure in v arian te à gauc he, que nous

app ellerons simplemen t mesure in v arian te.

P our être mathématiquemen t correct, nous devrions dé�nir l'espace Co(G) des fonctions réelles

con tin ues sur G à supp ort compact

5

et étudier les fonctionnelles I sur cet espace, c'est-à-dire les

fonctions de Co(G) dans R , qui son t homogènes ( I (k:� ) = k:I (� ) p our k 2 R ) et additiv es ( I (� + � ) =
I (� ) + I (� ) ). Cela justi�e la notation in tégrale :

I (� ) =
Z

f 2G
� (f) :dG(f)

et la condition d'in v ariance à gauc he s'écrit alors :

8g 2 G
Z

f 2G
� (g � f):dL G(g � f) =

Z

f 2G
� (f) :dL G(f) (3.5)

(Ho c hsc hild, 1965) mon tre que, si le group e est lo calemen t compact, il existe une et une seule

fonctionnelle in v arian te à gauc he (à un facteur d'éc helle près) v éri�an t les propriétés ci-dessus.

Cette in tégrale est app elée l'in tégrale de Haar (à gauc he). De manière symétrique, il existe une

unique in tégrale de Haar à droite.

Il est in téressan t de noter que ces mesures in v arian tes à droite et à gauc he son t généralemen t

di�éren tes : cette di�érence est quan ti�ée par le mo dule � G dé�ni par la relation : dL G(f) =
� G(f) :dR G(f) . Le group e est dit uni-mo dulaire si � G est constan t en tout p oin t du group e (i.e.

égal à 1 à une constan te de normalisation près), c'est-à-dire quand les mesures in v arian tes à droite

et à gauc he son t iden tiques. Un group e compact est toujours uni-mo dulaire, mais les group es seule-

men t lo calemen t compacts p euv en t a v oir des mesures de Haar di�éren tes à droite et à gauc he. Les

mesures de Haar à droite et à gauc he son t ainsi iden tiques sur SO3 puisque le group e des rotations

3D est compact (c'est un sous group e de l'ensem ble des matrices v éri�an t det(A) = 1 , et l'image

récipro que d'un compact par une application con tin ue est compacte). Les transformation rigides 3D

son t égalemen t uni-mo dulaires (v oir section 7.4.1.2) bien que le group e ne soit plus que lo calemen t

compact à cause de l'in tro duction des translations.

Les mesures in v arian tes p euv en t être calculées dans le cas général par les équations de Maurer-

Cartan (San talo, 1976), mais un théorème très in téressan t nous p ermet de les exprimer simplemen t

dans une représen tation minimale : supp osons que le domaine de dé�nition de la carte couvre presque

toute la v ariété

6

(p our n'a v oir qu'une seule carte à utiliser) et que le jacobien de la translation à

gauc he JL (f ) existe et soit con tin u presque partout. Alors la mesure in v arian te s'exprime dans cette

carte par :

dL G(f ) =
df

jJL (f )j
a v ec JL (f ) =

@(f � e)
@e

�
�
�
�
e= Id

(3.6)

La mesure in v arian te à droite s'exprime de la même façon en utilisan t le jacobien de la translation

à droite JR . Le mo dule du group e est donc :

� G(f ) =
jJR (f )j
jJL (f )j

5. Un espace top ologique E ou un sous-ensem ble E d'un espace top ologique est dit compact si l'on p eut trouv er

dans toute union d'ouv erts con tenan t E un nom bre �ni de ces ouv erts don t l'union con tien t E . In tuitiv emen t, cela

signi�e que E ne s'étend pas jusqu'à l'in�ni.

6. Comme nous in tégrons des fonctions et non pas des distributions, nous p ouv ons (( oublier )) un sous-ensem ble du

group e de mesure n ulle. On p ourrait égalemen t partitionner la v ariété en plusieurs domaines complémen taires dans

di�éren tes cartes a v ec les propriétés requises.
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Une propriété in téressan te de ce mo dule est que � G(f (-1) ) = � G(f ) (-1)

.

Preuv e :

Soit dL G(f ) la mesure prop osée dans l'équation (3.6), où l'on note jJ j = j det(J )j . On a :

dL G(g � f ) =
d(g � f )

�

�

�

@(( g� f ) � e)
@e

�

�

�

e= Id

�

�

�

et d(g � f ) =

�

�

�

�

det
�

@(g � f )
@f

�

�

�

�

�

:df

On obtien t par la dériv ation en c haîne :

@((g � f ) � e)
@e

�

�

�

�

e= Id

=
@(g � f )

@f
:

@(f � e)
@e

�

�

�

�

e= Id

Comme det(A:B ) = det( A): det(B ) p our les matrices carrées, on p eut conclure que dL G(g� f ) = dL G(f ) .

La preuv e est iden tique p our l'in v ariance à droite de la mesure dR G prop osée. �

3.3.3 Exemple sur les rotations et les transformation rigides

On utilise le jacobien de la translation de l'iden tité dériv é à la section (7.3.5) p our déterminer

la mesure uniforme sur le v ecteur rotation :

dL G(r ) = dRG(r ) =
4 sin2(�=2)

� 2 dr (3.7)

où � = kr k. P our les transformation rigides, la section (7.4.1.2) mon tre que la mesure in v arian te (à

droite comme à gauc he) dans la représen tation f = ( r; t ) est

dL G(f ) = dRG(f ) =
4 sin2(�=2)

� 2 dr:dt (3.8)

Les rotations et les transformation rigides son t donc uni-mo dulaires.

3.3.4 Mesure in v arian te sur une v ariété homogène

Nous a v ons vu à la section (3.2.3) commen t iden ti�er une v ariété homogène M a v ec l'espace

quotien t G=H . On p eut trouv er grâce à la section précéden te les mesures in v arian tes (à gauc he)

dL G et dL H sur les group es G et H , et écrire que dL G = dM :dL H où dM est une mesure sur

la v ariété M (ou l'espace quotien t G=H ). (San talo, 1976) donne plusieurs formes d'une condition

nécessaire et su�san te p our que dM soit une mesure in v arian te (i.e. dM (g ? x) = dM (x) ). L'une

d'elle p eut se form uler ainsi ( e est ici un élémen t de la v ariété M ) : supp osons que nous utilisons

une représen tation minimale don t le domaine de dé�nition couvre presque toute la v ariété et que le

jacobien de la translation de l'origine J (f ) existe et soit con tin u presque partout. Alors la mesure

est in v arian te si et seulemen t si :

8h 2 H ; jJ (h)j =

�
�
�
�

@(h ? e)
@e

�
�
�
�
e=o

�
�
�
� = 1 (3.9)

Cela signi�e que la mesure d'un élémen t de v olume in�nitésimal à l'origine ne c hange par sous

l'action du group e d'isotropie, c'est-à-dire a v ec les transformations qui laissen t l'origine inc hangée.

Si cette condition n'est pas v éri�ée, il n'existe pas de mesure in v arian te sur le group e, et dans le cas

con traire on p eut la calculer comme nous l'a v ons fait p our le group e :

dM (x) =
dx

jJ (f x )j
a v ec J (f x ) =

@(f x ? e)
@e

�
�
�
�
e=o

et f x 2 F x (3.10)
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Preuv e : Soit dM (x) la mesure prop osée ci-dessus. La condition d'existence (3.9) est en e�et requise

p our que dM soit in v arian te vis à vis du c hoix de f x 2 F x : soit f x et f 0
x = f x � h (a v ec h 2 H ) deux

transformations de F x . P ar la règle de dériv ation en c haîne, on p eut écrire :

J (f 0
x ) =

@(f x ? (h ? e))
@e

�

�

�

�

e=o

=
@(f x ? e0)

@e0

�

�

�

�

e0=o

:
@(h ? e)

@e

�

�

�

�

e=o

= J (f x ):
@(h ? e)

@e

�

�

�

�

e=o

et on a jJ (f x )j = jJ (f 0
x )j si et seulemen t si

�

�

�

@( h?e )
@e

�

�

�

e=o

�

�

�

= 1 . La preuv e de l'in v ariance de la mesure

dM (x) est alors très similaire à celle de la mesure du group e et p eut être obten ue en remplaçan t (f � e)
par (f x ? e) . �

3.3.4.1 Exemple 1 : les rep ères

Puisque l'action des transformations rigides sur les rep ères est iden ti�able à la comp osition à

gauc he dans le group e, la mesure in v arian te sur les rep ères (p our les transformations rigides) est

iden tique. Si l'on note f = ( r; x ) , on a :

dM (f ) =
4 sin2(�=2)

� 2 dr:dx

Notons que la condition d'existence est remplie puisque le group e d'isotropie H est réduit à l'iden tité :

�
�
�
�
@( Id ? e)

@e

�
�
�
�
e=o

�
�
�
� = j det(I 6)j = 1

3.3.4.2 Exemple 2 : le cas des p oin ts

Le group e d'isotropie est caractérisé par une translation n ulle et on a h ? x = R:x . La condition

d'existence s'écrit donc jRj = 1 , ce qui est toujours v éri�é (p our des rotations). En utilisan t la

translation f x = (0 ; x) comme fonction de placemen t (représen tan t du coset Fx ), on a f x ? e= x et

le jacobien se réduit donc à J (f x ) = I 3 . La mesure in v arian te est donc la mesure de Leb esgue :

dM (x) = dx

Notons que si l'on considère le group e de transformation a�ne, le group e d'isotropie est toujours

caractérisé par une translation n ulle et h ? x = A:x , où A est main tenan t une matrice quelconque

de déterminan t non n ul. Il n'existe donc pas de mesure in v arian te puisque jAj 6= 1 en général.

3.4 Distance in v arian te

� W e c ome now to the question: what is a priori c ertain or ne c essary, r esp e ctively

in ge ometry (do ctrine of sp ac e) or its foundations? F ormerly we thought

everything; nowadays we think nothing. A lr e ady the distanc e-c onc ept is lo gic al ly

arbitr ary; ther e ne e d b e no things that c orr esp ond to it, even appr oximately. �

A. Einstein, "Space-Time." Encyclopaedia Britannica, 14th ed

Dans la section précéden te, nous a v ons pu déterminer les conditions d'existence de la mesure

in v arian te en utilisan t les jacobiens des op érations de base dans une représen tation donnée. Nous

nous in téressons ici aux questions de métrique sur le group e et la v ariété.
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La distance est très souv en t utilisée dans les algorithmes géométriques p our classi�er et quan ti�er

des di�érences ou comme critère de minimisation, par exemple p our le recalage. Elle est même au

c÷ur de certains algorithmes comme le plus pro c he v oisin itératif (Iterativ e Closest P oin t: (Besl

et McKa y , 1992; Zhang, 1994)). P our p ouv oir comparer des primitiv es géométriques et généraliser

ainsi un grand nom bre de métho des utilisées sur les p oin ts, nous a v ons b esoin d'une fonction de

distance sur nos primitiv es.

Cep endan t, nous a v ons vu à la section (2.3.4) qu'une distance sur la représen tation d'une v ariété

n'est généralemen t pas une distance sur la v ariété. Rapp elons tout d'ab ord qu'une distance sur la

v ariété M est une fonction de M 2
dans R v éri�an t les quatre propriétés suiv an tes.

� P ositivité : dist (x; y) � 0.

� Symétrie : dist (x; y) = dist (y; x) .

� Séparation , aussi app elé caractère dé�ni de la distance : ( dist (x; y) = 0) , (x = y) . Sans

cette propriété, la fonction dist prend le nom d' écart .

� Inégalité triangulaire : dist (x; y) + dist (y; z) � dist (x; z)

3.4.1 Utilité d'une distance in v arian te

Comme nous a v ons vu que l'h yp othèse d'in v ariance sur la mesure p ermet de lev er les parado xes

p oten tiels sur les probabilités, il est très souhaitable que le résultat de nos algorithmes basés sur la

distance ne dép ende ni de la représen tation c hoisie, ni du système de co ordonnée que l'on a c hoisis

p our la v ariété. Si un ob jet (ou une primitiv e) est le plus pro c he d'un autre depuis un p oin t de vue,

il est souhaitable qu'il le soit toujours depuis un autre p oin t de vue, i.e. après une transformation

globale. Dans cette optique, l'utilisation d'une distance in v arian te garan tie la stabilité du résultats

de nos algorithmes.

Un autre exemple est la métho de classique aux moindres carrés p our calculer la transformation

en tre un ensem ble de primitiv es xi dans une image a v ec un ensem ble de primitiv es yi dans une

autre image : le critère à minimiser est la somme des distances au carré C(f) =
P

i dist

2(f ? xi ; yi ) .

Soit

�f la transformation qui minimise ce critère. P ar simplicité, on supp osera qu'elle est unique. Si

main tenan t les primitiv es xi son t déplacées globalemen t par une transformation g ( x0
i = g ? xi ), le

critère devien t

C0(f) =
X

i

dist

2(f ? x0
i ; yi ) =

X

i

dist

2((f � g) ? xi ; yi ) = C(f � g)

A v ec ou sans la con train te d'in v ariance sur la distance, le nouv eau résultat est

�f0 = �f � g. Si par

con tre ce son t les primitiv es de la seconde image qui son t globalemen t déplacées ( y0
i = g ? yi ), le

critère est :

C00(f) =
X

i

dist

2(f ? xi ; y0
i ) =

X

i

dist

2(f ? xi ; g ? yi )

L'in v ariance de la distance est une condition su�san te p our conclure que

C00(f) =
X

i

dist

2 �
(g (-1) � f) ? xi ; yi

�
= C(g (-1) � f)

Le nouv eau minim um est donc

�f00 = g (-1) � �f , ce qui donne le résultat in tuitiv emen t escompté :

�f = g � �f00
. La même exp érience p eut être faite si les deux images son t déplacées par la même

tr ansformation (ce qui corresp ond à un c hangemen t de rep ère global), et l'in v ariance de la distance
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est requise p our mon trer que la transformation trouv ée est

�f000= g (-1) � �f � g, c'est-à-dire l'expression

de l'ancienne transformation après c hangemen t de rep ère.

Dans le reste de cette section, nous ten tons de caractériser les propriétés d'une distance in v arian te

sur le group e et sur la v ariété.

3.4.2 Distance in v arian te sur une v ariété

soien t x; y 2 M deux primitiv es et g 2 G une transformation. L'in v ariance de la distance

s'exprime par dist (x; y) = dist (g ? x; g ? y) , ce qui signi�e en particulier que cette distance est

complètemen t dé�nie par la distance N (z) d'une primitiv e x = f y
(-1) ? x à l'origine. En utilisan t

comme transformation fy (-1)

ou fx (-1)

dans la form ule ci-dessus, on obtien t en e�et :

dist (x; y) = dist (fy
(-1) ? x; o) = N (fy

(-1) ? x) = N (fx
(-1) ? y) (3.11)

Les axiomes de la distance se traduisen t alors, a v ec l'h yp othèse d'in v ariance, en les propriétés

suiv an tes :

� N (x) � 0 et (N (x) = 0) , (x = o) .

� N (fx
(-1) ? o) = N (x) for fx 2 F x et donc N (h ? x) = N (x) p our tout h 2 H .

� N (x) + N (y) � N (fy
(-1) ? x) = N (fx

(-1) ? y) p our tout fx 2 F x et fy 2 F y

Ces propriétés son t très pro c hes de celles requises p our dé�nir une norme sur un espace v ectoriel,

excepté cep endan t l'homogénéité p our la m ultiplication par un scalaire p ositif. P our distinguer la

fonction N de la distance in v arian te asso ciée, nous app elons N la (( norme )) de la v ariété. Notons

que nous a v ons ici tra v aillé directemen t dans la v ariété et pas dans une carte particulière.

3.4.3 Distance in v arian te sur un group e de Lie

Si nous tra v aillons main tenan t sur le group e de transformation G, on p eut demander à la distance

d'être in v arian te à droite où à gauc he. Comme dans le cas de la v ariété ci-dessus, la distance

in v arian te à gauc he est déterminée par une (( norme )) NL sur le group e satisfaisan t les propriété

suiv an tes :

� NL (f (-1) ) = NL (f) .

� NL (f) � 0 et (NL (f) = 0) , (f = Id) .

� NL (f) + NL (g) � NL (g (-1) � f) = NL (f (-1) � g).

L'inégalité triangulaire dev enan t NR (f) + NR (g) � NR(g � f (-1) ) = NR (f � g(-1) ) p our une distance

in v arian te à droite. Les distances in v arian tes à droite et à gauc he corresp ondan tes son t

dist L (f ; g) = NL (g (-1) � f) = NL (f (-1) � g) et dist R (f ; g) = NR (g � f (-1) ) = NR(f � g(-1) )

Nous ne nous in téressons ici qu'à la distance in v arian te à gauc he car elle induit une distance in v a-

rian te sur une v ariété homogène.

3.4.4 Distance induite sur la v ariété par celle du group e

Soit NL une (( norme )) sur le group e G. On dé�ni la (( semi-norme )) induite sur la v ariété

homogène M par :

N (x) = inf
(h2H ; fx 2F x )

(NL (h � fx)) = inf
(h1 ;h2)2H 2

(NL (h1 � fx � h2)) (3.12)
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Si l'in�m um de NL (h1 � f � h2) est attein t p our c haque transformation f par un couple (h1; h2) 2 H 2
,

alors la (( semi-norme )) est séparable et est donc une (( norme )) (v oir preuv e ci-dessous). Cette

propriété est toujours vraie si le group e d'isotropie H est compact mais n'est pas automatiquemen t

v éri�é sinon. P ar exemple, il n'y a pas de distance in v arian te induite sur les p oin ts par les similitudes

ou les transformation a�nes. En particulier, si le group e d'isotropie H est comp osé d'un nom bre �ni

d'élémen ts discrets, alors il y une distance in v arian te sur la v ariété. C'est le cas des rep ères semi et

non orien tés décrits à la section (7.5) où le group e d'isotropie est comp osé de 2 et 4 transformations.

En supp osan t qu'il existe une norme p ossédan t les propriétés requises, la distance asso ciée est

automatiquemen t in v arian te et satisfait :

dist (x; y) = inf
f fx 2F x ; fy 2F y g

( dist L (fx ; fy )) = inf
f (h1 ;h2 )2H 2g

�
NL (h1 � fx (-1) � fy � h2)

�
(3.13)

Preuv e : Soit NL une norme sur le group e G et N la semi norme de l'équation (3.12) induite sur la

v ariété M . La p ositivité de N pro vien t directemen t de la p ositivité de NL , et la symétrie découle de

celle de NL et de la symétrie de la dé�nition :

N (fx
(-1) ? o) = inf

(h 1 ;h2 ) 2H 2

�

NL (h1 � fx
(-1) � h2)

�

= inf
(h 0

1 ;h0
2 ) 2H 2

�

NL (h0
1 � fx

(-1) � h0
2)

�

= N (x)

L'inégalité triangulaire est préserv ée par l'in�m um :

inf
(h 1 ;h2 ) 2H 2

�

NL (h (-1)

1 � fx
(-1) � fy � h2)

�

� inf
h1 2H

f NL (fx � h1)g + inf
h1 2H

f NL (fy � h2)g

� inf
h1 ;h2

(NL (h1 � fx � h2)) + inf
h1 ;h2

(NL (h1 � fy � h2))

et on obtien t au �nal :

N (x) + N (y) � N (fx
(-1) ? y)

C'est le caractère dé�ni de la distance qui p ose problème, sauf si l'in�m um de NL (h1 � f � h2)) est attein t

p our toute transformation f par un couple (h1 ; h2) 2 H 2
:

N (x) = 0 , 9 (h1 ; h2) 2 H 2 = NL (h1 � fx � h2) = 0
, 9 (h1 ; h2) 2 H 2 = fx = h (-1)

1 � h2

, fx 2 H , F x = H
, x = o

�

3.4.5 Distance in v arian te sur les transformation rigides 3D

La distance Euclidienne sur R3
est induite par la norme L 2 : dt (x; y) = kx � yk. P ar ailleurs, on

mon tre dans (Altmann, 1986) ou à la section (7.1) que l'angle � de la rotation 3D est une (( norme ))
qui induit une distance in v arian te à gauc he et à droite sur SO3 . En utilisan t le v ecteur rotation

comme représen tation, on a d� ( Id; r ) = kr k = � et donc d� (r1; r2) = kr (-1)

2 � r1k = kr1 � r (-1)

2 k (le

dernier terme pro v enan t de l'égalité a v ec l'in v ariance à droite).

On dé�nit donc la (( norme )) sur le group e des transformations rigides (v oir section 7.4.1.1)

comme :

N � (f) = N � (( r; t )) = kf k =
p

� 2 kr k2 + ktk2

où � est un paramètre �xé qui p ermet de régler l'imp ortance du trièdre (partie rotation) par rapp ort

à la p osition (partie translation). En e�et, l'angle de la rotation est en radians (ou en degrés...) et la

translation en millimètres, kilomètres ou inc hes... On p ondère habituellemen t les deux termes par

l'in v erse de leur domaine de v ariation ( � p ou � et le diamètre l0 de l'image ou de l'ob jet d'in térêt

p our la translation : � = l0=� ). Quand on a une information sur le niv eau de bruit des mesures (i.e.

des écart-t yp es � � et � t ), on p eut aussi utiliser � = � t =� � .

La distance in v arian te à gauc he est donc :

dist L (f1; f2)2 = kf (-1)

2 � f 1k2 = � 2kr (-1)

2 � r1k2 + kt1 � t2k2
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tandis que la distance in v arian te à droite est :

dist R(f1; f2)2 = kf 1 � f (-1)

2 k2 = � 2kr1 � r (-1)

2 k2 + kt1 � (r1 � r (-1)

2 ) ? t2k2

Bien que le group e des transformations rigides soit uni-mo dulaire (les mesures in v arian tes à droite

et à gauc he son t donc iden tiques), les distance in v arian tes à droite et à gauc he présen tées son t

visiblemen t di�éren tes. Cela re�ète le fait que N � (f1 � f2) 6= N � (f2 � f1) .

3.4.6 Discussion sur les distances in v arian tes

A partir d'une distance in v arian te (à gauc he) sur le group e de transformation, on p eut donc

déterminer une distance in v arian te induite sur la v ariété. T outefois, si nous a v ons une condition

su�san te p our l'existence (l'in�m um de NL (h1 � f � h2) doit être attein t quelque soit f ), cette

condition ne sem ble pas nécessaire. De plus elle est quelque p eu di�cile à manipuler.

Le second problème de cette appro c he est qu'elle nécessite de connaître une distance in v arian te

sur le group e. Or, si l'on p eut caractériser une telle distance, rien dans cette section ne nous aide à

la construire.

3.5 Métrique riemannienne

P our pallier les défauts de l'appro c he précéden te, nous dev ons prendre en compte la structure de

l'espace sur lequel on tra v aille : group e de Lie et v ariété. Les questions métriques sur de tels espaces

son t étudiées depuis longtemps dans le cadre de la géométrie riemannienne. Nous résumons dans

la première section quelques résultats imp ortan ts de cette théorie. P our plus de détail, on p ourra

consulter les ouvrages qui on t inspiré cette compilation : (Spiv ak, 1979, c hap. 9), (Klingen b erg, 1982)

et (Carmo, 1992).

Nous appliquerons ensuite ces résultats au cas des group es de Lie connexes puis des v ariétés

homogènes, ce qui nous donnera les conditions d'existence d'une distance in v arian te, mais aussi son

expression et la représen tation exp onen tielle p our cette métrique. Cette représen tation prendra une

imp ortance capitale au c hapitre suiv an t p our caractériser l'esp érance d'une primitiv e aléatoire et

p ermettra de dé�nir une matrice de co v ariance asso ciée.

3.5.1 Espace v ectoriel tangen t

Nous a v ons déjà vu que les v ariétés n'étaien t pas en général des espaces v ectoriels. P our p ouv oir

mesurer la vitesse le long d'une courb e sur une v ariété, et donc la longueur de cette courb e, il est

nécessaire d'in tro duire l'espace v ectoriel tangen t à la v ariété.

Soit 
 une courb e di�éren tiable sur M passan t par un p oin t p en t = 0 . Dans un système de

co ordonnées lo cales (x; U) , 
 est représen tée par la courb e 
 x (t) = x(
 (t)) 2 U et a p our dériv ée

_
 x (0) = vx 2 Rn
. Si l'on considère main tenan t une fonction f sur M di�éren tiable autour de p et

à v aleur dans R (une observ able), on p eut écrire cette fonction dans la carte x : f x (x) = f (x) . On

p eut ainsi considérer la dériv ée de la fonction comp osée f � 
 dans la carte x :

@
 f =
@(f � 
 )

@t
=

@fx (x)
@x

:
d
 x (t)

dt
=

@fx
@x

:vx

La v aleur de @
 f ne dép end pas de la carte c hoisie car f � 
 est une fonction de R dans R . Elle

est app elée dériv ée directionnelle de f selon 
 . On app elle v ecteur tangen t à la courb e 
 (au

p oin t p ) l'application @
 qui fait corresp ondre à toute observ able f sa dériv ée directionnelle @
 f .
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L'ensem ble des v ecteurs tangen ts en un p oin t p 2 M constitue un espace v ectoriel que l'on app elle

espace v ectoriel tangen t et que l'on note TpM .

Remarquons encore que la dériv ée directionnelle @
 f ne dép end pas de la courb e 
 c hoisie mais

uniquemen t du v ecteur vx (si l'on exprime tout dans la carte x ) : celle-ci est égale à @� f du momen t

que � est une courb e di�éren tiable telle que � (0) = p et

_� x (0) = vx . Il est donc raisonnable de

représen ter le v ecteur tangen t @v = @
 = @� 2 TpM par son expression vx = _
 x = _� x dans la

carte lo cale. Plus précisémen t, la carte x induit en tout p oin t p 2 M une base de l'espace v ectoriel

tangen t TpM

@
@x

�
�
�
�
x(p)

=

"
@

@x1

�
�
�
�
x(p)

; : : :
@

@xn

�
�
�
�
x(p)

#

dans laquelle on p eut exprimer le v ecteur tangen t @v :

@v =
@

@x
:vx =

nX

i =1

vx i

@
@xi

Si l'on c hange main tenan t de carte et que l'on utilise le système de co ordonnées lo cales y = ' (x) ,

la courb e 
 s'exprime par 
 y(t) = ' (
 x (t)) et les dériv ées son t reliées par le jacobien du c hangemen t

de co ordonnées : vy = _
 y = @'(x)
@x : _
 x . Les notations son t bien cohéren tes puisque l'on a

@v =
@

@x
:vx =

@
@y

:
@y
@x

:vy

3.5.2 Métrique riemannienne

Nous a v ons main tenan t un espace v ectoriel tangen t TxM en tout p oin t de la v ariété dans lequel

nous p ouv ons mesurer la vitesse instan tanée le long d'une courb e (la norme du v ecteur vitesse),

p ourvu que l'on se dote d'un pro duit scalaire h: j : i . Il faut cep endan t réaliser que les espaces

v ectoriels tangen ts en deux p oin t di�éren ts de la v ariété ne son t pas les mêmes et qu'il est di�cile

de les comparer. On p eut par exemples p enser aux di�éren ts plans tangen ts de la sphère S2 plongée

dans R3
: à l'exception des p oin ts an tip o daux, ces plans son t tous di�éren ts.

Une métrique riemannienne est une application qui donne à c haque espace v ectoriel tangen t

TxM un pro duit scalaire h: j : i x , a v ec cep endan t une con train te de con tin uité : si @v1 (x) et @v2 (x) son t

deux c hamps de v ecteurs di�éren tiables sur la v ariété, alors



@v1 (x)

�
� @v2 (x)

�
x

doit être une fonction

di�éren tiable de x . On p eut exprimer ce pro duit scalaire dans une carte lo cale x en remarquan t

que la i

e

co ordonnée x i est une observ able don t on p eut calculer le v ecteur tangen t @x i . Son pro duit

scalaire a v ec la dériv ée de la j

e

co ordonnée



@x i

�
� @x j

�
x = qij (x) est par dé�nition une application

di�éren tiable sur le domaine de dé�nition de la carte. En rassem blan t ces fonctions dans une matrice

Q(x) = [ qij (x)] et en notan t que l'expression d'un v ecteur tangen t dans cette carte est @v = @
@x:vx =

P n
i =1

@
@xi

:vx i , on obtien t :

h@v j @w i x =
nX

i;j =1

vx i :qij (x):wx j = v T

x :Q(x):wx (3.14)

La matrice symétrique dé�nie p ositiv e Q(x) est app elée représen tation lo cale de la métrique

riemannienne dans la carte x . Si l'on c hange de carte p our le système de co ordonnées lo cales y ,

on p eut relier les représen tations lo cales de la métrique (aux p oin ts de c hev auc hemen t) par

Q(y) =
@y
@x

T

:Q(x):
@y
@x
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P our �nir, notons qu'il existe toujours une métrique riemannienne sur une v ariété puisque l'on

p eut plonger cette v ariété dans un espace Rk
(a v ec k � 2n + 1 ) et ainsi doter les espaces tangen ts

des pro duits scalaires induits par le pro duit scalaire canonique de l'espace am bian t Rk
.

3.5.2.1 F orme v olume ou mesure riemannienne

Dans une espace v ectoriel de base A = ( a1; : : : an ) , le v olume du parallélépip ède formé par les

v ecteurs de base est V = jAj = j det(A)j si l'on note A = [ a1; : : : an ] la matrice de passage de la base

A à la base orthonormée canonique. P our calculer le v olume d'un ob jet décrit dans la base A , nous

dev ons donc utiliser la mesure jAj:dy p our obtenir le même v olume que dans la base canonique.

On p eut relier (( v olume unitaire in�nitésimal )) à la métrique de notre espace v ectoriel de la façon

suiv an te : le pro duit scalaire de deux v ecteurs y1 et y2 dans la base A est donné par

hy1 j y2 i A = y T

1 :(A T :A):y2

et a donc p our matrice symétrique dé�nie p ositiv e asso ciée : Q = A T :A (cette matrice est indép en-

dan te de la p osition puisque l'on est dans un espace v ectoriel). La forme v olume (que l'on app elle

égalemen t mesure) p eut donc s'écrire :

p
jQj:dy.

Si l'on se place main tenan t dans une v ariété riemannienne, cet élémen t de v olume in�nitésimal

p eut être dé�ni dans c haque espace v ectoriel tangen t et est de plus une fonction di�éren tiable de

la p osition sur la v ariété. On obtien t donc une mesure sur M qui s'exprime dans une carte lo cale

grâce à la représen tation lo cale de la métrique :

dM (x) =
p

jQ(x)j:dx (3.15)

3.5.2.2 Longueur d'une courb e

P our simpli�er les notations, on omettra l'indice x indiquan t la carte utilisée p our l'expression

d'une courb e 
 ou d'un v ecteur tangen t v s'il n'y a pas de doute p ossible.

Soit 
 : [a; b] 2 R 7! M une courb e di�éren tiable par morceau. On note @
 (t) 2 T
 (t )M
son v ecteur tangen t ou v ecteur vitesse et _
 son expression dans la carte lo cale. A v ec la métrique

riemannienne, on p eut mesurer la vitesse instan tanée le long de cette courb e par la norme du v ecteur

tangen t et calculer la longueur de la courb e en in tégran t cette vitesse :

L b
a(
 ) =

Z b

a
k@
 k :dt =

Z b

a

� 

@
 (t )

�
� @
 (t )

�

 (t )

� 1
2 :dt (3.16)

Dans la carte lo cale, cela s'exprime par :

L b
a(
 ) =

Z b

a
( _
 (t) T :Q(
 (t)) : _
 (t))

1
2 :dt

L'abscisse curviligne se dé�nit comme � 
 (t) = L t
a(
 ) , et l'on dit qu'une courb e est paramétrée par

l'abscisse curviligne si � 
 (t) = t .

3.5.2.3 Distance riemannienne sur une v ariété connexe

P ar dé�nition, la connexité de la v ariété implique que l'on puisse joindre deux p oin ts quelconques

de celle-ci par une courb e

7

. On dé�nit alors la distance en tre deux p oin ts x et y de M comme la

7. La v ariété étan t lo calemen t euclidienne, elle est lo calemen t connexe par arcs. Si de plus elle est connexe, alors

on p eut joindre un nom bre �ni d'arcs dé�nis lo calemen t p our relier deux p oin ts : la v ariété est donc connexe par arc.
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v
x

w

u
t

g

y

Fig. 3.5 � L es plans tangents aux p oints x et y sont di�ér ents : les ve cteurs v et w de TxM ne sont

p as c omp ar ables aux ve cteurs t et u de TyM et il est donc natur el que le pr o duit sc alair e soit dé�ni

sur chaque plan tangent. A ve c c ette c ol le ction de pr o duits sc alair es, on p eut c alculer la norme du

ve cteur tangent à une c ourb e 
 (le ve cteur vitesse instantané) et l'inté gr ation de c e ve cteur le long

de la c ourb e donne la longueur de c el le-ci.

longueur du plus court c hemin en tre ces deux p oin ts :

dist (x; y) = inf fL (
 ) = 
 est une courb e lisse par morceau de x à yg (3.17)

3.5.2.4 Géo désiques

T rouv er une expression explicite p our la distance est donc un problème lié à la détermination des

courb es qui minimisen t la distance en tre deux p oin ts. Le calcul des v ariations s'in téresse de manière

plus générale à l'optimisation, le long d'une courb e 
 , d'un lagrangien F (
; @
 ) . On c herc he donc

la courb e qui optimise la fonctionnelle J (
 ) =
Rb

a F (
; @
 ):dt .

Dans notre cas, nous v oulons minimiser la fonctionnelle longueur L (
 ) =
Rb

a k@
 k :dt , mais la

fonctionnelle énergie est en fait plus facile à utiliser :

E(
 ) =
1
2

Z b

a
k@
 k2 :dt

Ce son t les p oin ts critiques

8

de cette fonctionnelle que l'on app elle géo désiques . En fait, on p eut

mon trer qu'une géo désique 
 est aussi un p oin t critique de la fonctionnelle longueur L (
 ) et est

de plus paramètrée par l'abscisse curviligne. Récipro quemen t, si 
 est un p oin t critique de L (don t

le v ecteur tangen t ne s'ann ule pas), alors le paramétrage en abscisse curviligne 
 (� (t)) est une

géo désique.

On p eut donc se fo caliser sur les géo désiques. En utilisan t une carte lo cale, on p eut écrire le

lagrangien d'énergie :

F (x; @v) =
1
2

h@v j @v i x =
1
2

v T :Q(x):v =
1
2

X

i;j

qij (x):vi :vj

8. Les p oin ts critiques d'une fonction son t les p oin ts p our lesquelles la di�éren tielle s'ann ule. C'est la formalisation

mathématique de la phrase : (( les optim ums son t caractérisés par une dériv ée n ulle )) .
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où x est un p oin t de M , @v un v ecteur de TxM et x , v leur expression dans la carte lo cale. On

in tro duit alors les sym b oles de Christo�el (on note qij = [ Q (-1) ]ij les élémen ts de l'in v erse de la

représen tation lo cale de la métrique Q ) :

� i
j;k =

1
2

nX

m=1

qim
�

@qmj

@xk
+

@qmk

@xj
�

@qjk
@xm

�
(3.18)

Le calcul des v ariations mon tre que les géo désiques (les p oin ts critiques de l'énergie E) son t les

courb es qui satisfon t, dans la c arte x = ( x1; : : : xn ) , le système suiv an t d'équations di�éren tielles du

second ordre :

d2
 i

dt2 +
nX

j;k =1

� i
j;k :

d
 j

dt
:
d
 k

dt
= 0 (3.19)

Supp osons main tenan t que nous a y ons déterminé les géo désiques dans un ensem ble de cartes

couvran t la v ariété (un atlas). On a donc un ensem ble de courb es 
 : [a; b] 7! M . La v ariété est

dite géo désiquemen t complète si toute géo désique p eut être étendue à un domaine de dé�nition

couvran t R tout en tier : 
 : R 7! M . Une conséquence imp ortan te de la complétude géo désique est

donnée par le théorème de Hopf-Rino w-De Rham qui assure alors que la v ariété M est complète

p our la distance induite, dé�nie à l'équation (3.17), et qu'il existe toujours au moins une géo désique

de longueur minimale en tre deux p oin ts de la v ariété (don t la longueur est alors la distance en tre

ces p oin ts).

D'un p oin t de vue pratique, les géo désiques son t déterminées dans une carte x et on obtien t

les courb es 
 (x;v ) . Si on a une expression explicite de la v ariété M et donc de x(x) , comme dans

la plupart des cas p our nous, on p eut alors écrire l'équation des géo désiques directemen t sur la

v ariété : 
 (x; @v) = x( 
 (x;v ) ) . On p eut alors v éri�er simplemen t s'il y a ou non des singularités sur

ces géo désiques qui nous emp êc hen t d'étendre leur domaine de dé�nition à R . Notons que cette

v éri�cation doit se faire a v ec l'équation de la géo désique sur la v ariété et non pas dans la carte.

Dans le cas où l'on a une dé�nition implicite de la v ariété, la fonction x(x) , est elle aussi implicite,

et on doit v éri�er l'extension des géo désiques dans les cartes, en c herc han t à raccorder les morceaux

dans di�éren tes cartes. P our simpli�er la suite, nous supp oserons doréna v an t que la v ariété est

géo désiquemen t complète.

3.5.2.5 Application exp onen tielle

P our �nir notre résumé de géométrie di�éren tielle, nous in tro duisons une fonction imp ortan te

qui réalise lo calemen t un di�éomorphisme en tre l'espace tangen t en un p oin t de la v ariété et un

v oisinage de ce p oin t : la fonction exp onen tielle. Dans le cas d'une v ariété géo désiquemen t complète,

cette fonction p ermet de couvrir presque toute la v ariété et nous fournit une carte très adaptée au

traitemen t informatique.

La théorie des équation di�éren tielles du second ordre nous apprend qu'en tout p oin t x 2
M , il existe une et une seule géo désique 
 (x ;@v ) a y an t le v ecteur tangen t @v 2 TxM . Celle-ci est

théoriquemen t dé�nie dans un in terv alle su�sammen t p etit, mais puisque l'on tra v aille a v ec une

v ariété géo désiquemen t complète, elle p eut être étendue à R .

La fonction exp onen tielle au p oin t x asso cie à tout v ecteur @v de l'espace tangen t TxM le p oin t

de la v ariété attein t au b out d'un temps 1 par l'unique géo désique démarran t de x a v ec ce v ecteur

tangen t.

expx :
TxM �! M

@v 7�! expx(@v) = 
 (x ;@v ) (1)
(3.20)
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On obtien t donc une description très simple de la géo désique 
 (x ;@v ) par l'in termédiaire de cette

fonction : 
 (x ;@v )(t) = exp x(t:@v) . La fonction exp onen tielle p eut donc être vue comme le dév elopp e-

men t de la v ariété dans l'espace tangen t le long des gé o désiques .

Une propriété très in téressan te de la fonction exp onen tielle est qu'elle réalise lo calemen t un

di�éomorphisme d'un v oisinage (su�sammen t p etit) de 0 2 TxM dans un v oisinage Ux du p oin t

x 2 M . On note logx la fonction in v erse. Nous a v ons donc obten ue une carte de la v ariété cen trée

en x que l'on app ellera carte exp onen tielle en x et où les géo désiques passan t par x son t les droites

passan t par l'origine :

logx(
 (x ;@v ) ) = t:@v

Dans un système de co ordonnées lo cales x , le v ecteur tangen t @v est représen té par v dans la

base

@
@x. On p eut donc utiliser simplemen t l'espace Rn

m uni de la base induite par la carte lo cale

p our représen ter l'espace v ectoriel tangen t et noter la carte exp onen tielle dans cette base :

expx :
Rn �! M
v 7�! expx (v) = exp x

� @
@x:v

�
= 
 (x ;@v ) (1)

Notons que l'exp onen tielle est à v aleur dans la v ariété et pas dans la carte lo cale. Dans un v oisi-

nage de l'origine 0 2 Rn
, c'est-à-dire p our des v ecteurs vitesse initiaux su�sammen t faibles, cette

application est un di�éomorphisme et l'on notera

�! xy = log x (y) l'in v erse.

P our une gestion informatique simple de la v ariété, il nous reste main tenan t à déterminer un

domaine de dé�nition a y an t une extension maximale.

3.5.2.6 Lieu de coupure et domaine maximal de la carte exp onen tielle

Puisque l'on considère une v ariété géo désiquemen t complète, il existe toujours au moins une

géo désique minimisan te joignan t deux p oin ts x et y de la v ariété. Cette géo désique part de x a v ec

un v ecteur @v don t la norme est la distance en tre les p oin ts :

8(x; y) 2 M : 9@v 2 TxM = expx(@v) = y et dist (x; y) = k@vk = ( h@v j @v i x)1=2

Si l'on normalise cette géo désique, (on considère main tenan t que k@vk = 1 ), il existe un temps

t0 2 R [ f + 1g tel que la géo désique 
 (x ;@v )(t) = exp x(t:@v) soit minimisan te p our t 2 [0; t0] et ne le

soit plus après p our t 2 (t0; + 1 ) . Si ce temps est �ni, on app elle p oin t de coupure de la géo désique

le p oin t 
 (x ;@v ) (t0) , et le v ecteur corresp ondan t t0:@v est le p oin t de coupure tangen tiel .

L'ensem ble des p oin ts de coupures de toutes les géo désiques partan t de x est le lieu de cou-

pure (ou cut lo cus) C(x) de ce p oin t et l'ensem ble des v ecteurs corresp ondan ts est le lieu de

coupure tangen tiel C(x) . On a donc : C(x) = exp x(C(x)) , et le domaine maximal sur lequel la

carte exp onen tielle expx est bijectiv e est donc l'ouv ert qui est à (( l'in térieur )) du lieu de coupure

tangen tiel :

D(x) = f t:@v a v ec t 2 [0; to) où t0:@v 2 C(x)g

A v ec cette dé�nition, il est aisé de v oir que ce domaine D(x) est connexe et étoilé par rapp ort

à l'origine de l'espace tangen t TxM . Cep endan t, la propriété sans doute la plus imp ortan te est que

l'image de ce domaine par l'application exp onen tielle couvre toute la v ariété M à l'exception du

lieu de coupure: expx(D(x)) = M� C(x) , et le segmen t de droite de 0 à @v 2 D (x) est transformé en

l'unique géo désique joignan t x à y = exp x(@v) . De plus, la fron tière de C(x) = @D(x) est con tin ue et

est constituée d'un ensem ble dense de p oin ts où plusieurs géo désiques minimisan tes se rencon tren t.

En utilisan t un système de co ordonnées lo cales p our donner une base à l'espace v ectoriel tangen t,

on a donc obten u une carte (expx ; D(x)) cen trée en x (c'est-à-dire telle que expx (0) = x ), don t le
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   = xyv
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xy = exp  (  )v
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Fig. 3.6 � Carte exp onentiel le et lieu de c oupur e sur la sphèr e S2 . L a gé o désique 
 (x ;v) (t) p art du p oint

x ave c le ve cteur tangent v . Cette gé o désique est un gr and c er cle sur la sphèr e et une dr oite p assant

p ar 0 dans la c arte exp onentiel le. L e lieu de c oupur e de x est c onstitué de son p oint antip o dal x : on

p eut y arriver depuis x p ar n 'imp orte quel ar c de gr and c er cle de longueur � . L e lieux de c oupur e

tangentiel est donc le c er cle de r ayon � sur le quel tous les p oints sont identi�és à x . Si l'on c onsidèr e

maintenant que la sphèr e S2 est une r epr ésentation de l'esp ac e pr oje ctif P2 , le lieux de c oupur e de

(x; x) est l'é quateur de c es deux p oints sur la sphèr e (en p ointil lés), et le lieux de c oupur e tangentiel

dans la c arte exp onentiel le est le c er cle de r ayon �= 2 sur le quel les p oints antip o daux sont identi�és.

domaine est connexe et étoilé, et qui couvre toute la v ariété mo dulo l'iden ti�cation de certains

p oin ts sur le b ord (le lieu de coupure tangen tiel) :

D(x) 2 Rn  ! M � C(x)
�! xy = log x (y)  ! y = exp x (�! xy)

Exemples: Sur la sphère Sn (de cen tre 0 et de ra y on 1) a v ec la métrique riemannienne canonique

(induite par l'espace euclidien am bian t Rn+1
), les géo désiques son t les grands cercles, et le lieu de

coupure d'un p oin t x est son p oin t an tip o dal � x . La carte exp onen tielle est obten ue en faisan t

rouler la sphère sur l'espace tangen t et le domaine de dé�nition maximal est donc la b oule ouv erte

D = Bn (� ) . Le b ord de ce domaine est la sphère @D = Sn� 1(� ) où tous les p oin ts son t iden ti�és (et

représen ten t le p oin t an tip o dal).

Si nous considérons l'espace pro jectif réel Pn obten u en iden ti�an t les p oin ts an tip o daux de la

sphère Sn (que l'on supp ose de ra y on 1), les géo désiques son t une fois de plus les grands cercles sur

cette sphère, mais le lieu de coupure du p oin t f x; � xg est cette fois-ci l'espace pro jectif Pn� 1 obten u

en iden ti�an t les p oin ts an tip o daux de (( l'équateur )) de x ou � x . Le domaine de dé�nition maximal

est alors la b oule ouv erte D = Bn( �
2 ) , et le lieu de coupure tangen tiel est la sphère @D = Sn� 1( �

2 )
où les p oin ts an tip o daux son t iden ti�és.
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3.5.2.7 Symétrie des cartes exp onen tielles

Soit 
 la géo désique joignan t le p oin t y 2 M au p oin t z en un temps unitaire (on supp ose que

z n'est pas sur le lieu de coupure de y ). Si l'on note @�! yz = log y (z) le v ecteur tangen t en t = 0 , la

géo désique est décrite par 
 (t) = exp y(t:@�! yz) . En fait, on p eut observ er que le v ecteur tangen t à

cette géo désique est constan t le long du tra jet, et on a en particulier @
 (1) = @
 (0) = @�! yz .

Considérons main tenan t la géo désique � (t) = 
 (1 � t) , c'est la géo désique qui join t z à y en

un temps unitaire et elle a donc p our v ecteur tangen t (en t = 0 et ailleurs) @�! zy . P ar ailleurs, on a

@� (t) = d
 (1� t )
dt = � @
 (1 � t) . On obtien t donc la form ule de symétrie suiv an te :

@�! yz = log y (z) = log z(y) = � @�! zy (3.21)

Cette équation p ermettra non seulemen t de simpli�er nom bre de form ules par la suite, mais

aussi de mon trer la symétrie de certaines dé�nitions ou, plus prosaïquemen t, de v éri�er la précision

n umérique de l'implémen tation des op érations de base.

3.5.3 Métrique riemannienne in v arian te sur un group e de Lie connexe

3.5.3.1 T ranslation à gauc he et à droite

Dans un group e de Lie, nous a v ons deux mo y ens canoniques de comparer les espaces tangen ts

en di�éren ts p oin ts qui son t donnés par la comp osition à gauc he ou à droite par un élémen t �xe.

Dans le v o cabulaire traditionnel des group es de transformations, ces applications p orten t de nom

de translations .

Les translations à gauc he et à droite de transformation �xe g son t les applications L g et Rg

dé�nies par

L g(f) = g � f et Rg(f) = f � g

On p eut facilemen t comp oser et in v erser les translations :

(L g) (-1) = L g(-1)

et L f1 (L f2 (f)) = f 1 � f2 � f = L f1 � f2 (f)

Les form ules son t similaires p our la translation à droite.

On p eut di�érencier ces applications p our obtenir les applications linéaires L �
g et R�

g de l'espace

tangen t Tf G v ers les espaces tangen ts T(g� f) G et T(f � g)G. En e�et, si l'on considère la transformation f
comme un p oin t mobile f(t) le long d'une courb e, alors le v ecteur vitesse @f = df

dt de l'espace tangen t

Tf G est transformé par la translation à gauc he en le v ecteur vitesse @g� f = d(g� f)( t )
dt = @(g� f)

@f :@f de

l'espace tangen t T(g� f) G.

On p eut donc écrire ces di�éren tielles comme des op érateurs linéaires qui son t fonction de f :

L �
g(f) =

@(g � f)
@f

et R�
g(f) =

@(f � g)
@f

3.5.3.2 Métrique riemannienne in v arian te à gauc he et à droite

Les translations à gauc he et à droite constituen t donc deux mo y ens canoniques d'iden ti�er les

espaces v ectoriels tangen ts en di�éren ts p oin ts du group e. Ainsi, si @vf 2 Tf M est un v ecteur tangen t

de Tf M , @v = ( L �
f ( Id)) (-1) :@vf est un v ecteur tangen t à l'origine. En reprenan t les notations de la

section (3.3) utilisées p our la mesure de Haar, on écrira cette équation dans une carte quelconque :

v = JL (f ) (-1) :vf où JL (f ) =
@(f � e)

@e

�
�
�
�
e= Id
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Si l'on c hoisit main tenan t une pro duit scalaire quelconque h: j : i sur l'espace tangen t à l'origine,

caractérisé par la matrice symétrique Q dans notre carte, on p eut le transp orter en tout p oin t du

group e grâce à la translation à gauc he (il en serait de même à droite) : si @x1 et @x2 son t deux

v ecteurs de l'espace tangen t Tf M en f , leur transp ort à l'origine est assuré par l'équation ci-dessus

et on p eut dé�nir le pro duit scalaire sur Tf M (exprimé dans notre carte) par

hx1 j x2 i f =


JL (f ) (-1) :x1

�
� JL (f ) (-1) :x2

�

ce qui se traduit sur les matrices symétriques corresp ondan tes par

Q(f ) = JL (f ) (-T) :Q:JL (f ) (-1)

(3.22)

3.5.3.3 Mesure riemannienne in v arian te

L'élémen t de v olume asso cié à cette métrique riemannienne est

dG(f ) =
p

jQ(f )j:df = �:
df

jJL (f )j

ce qui est justemen t le mesure de Haar in v arian te à gauc he déterminée à la section (3.3), où le

facteur d'éc helle � =
p

jQj s'in terprète comme la mesure de la déformation de l'élémen t de v olume

unitaire à l'origine de la métrique par rapp ort à la représen tation minimale que l'on utilise.

3.5.3.4 Détermination des géo désiques

P ar dé�nition, notre métrique est in v arian te à gauc he et les géo désiques son t donc globalemen t

in v arian tes par ces translations (i.e. une géo désique reste une géo désique). Plus précisémen t, si 
 (f ;@v )
est une géo désique partan t de f a v ec le v ecteur tangen t @v , alors g � 
 (f ;@v ) = 
 (g� f ;L �

g (f) :@v ) est aussi

une géo désique. On p eut donc se con ten ter de déterminer les géo désiques partan t de l'iden tité et

calculer ensuite les géo désiques partan t de n'imp orte quel p oin t par translation à gauc he.

Au passage, on p ourra noter que si le group e est compact (comme par exemple le group e des

rotations), alors il existe une métrique in v arian te à droite et à gauc he et que les géo désiques de

cette métrique partan t de l'iden tité son t les sous-group es à un paramètre. On p eut alors utiliser

l'équation suiv an te p our déterminer les géo désiques partan t de l'origine :

8(s; t) 2 R2; 
 (s + t) = 
 (s) � 
 (t) = 
 (t) � 
 (s)

Cette équation est souv en t plus facile à résoudre que le système d'équations di�éren tielles du second

degré mais n'est v alide que p our un group e compact et est généralemen t fausse p our une group e

seulemen t lo calemen t compact (comme les transformations rigides par exemple).

On supp ose à partir de main tenan t que l'on a déterminé les géo désiques p our la métrique in v a-

rian te à gauc he, et que le group e est géo désiquemen t complet .

3.5.3.5 Carte principale

On app elle carte principale la représen tation exp onen tielle à l'iden tité. P our simpli�er les nota-

tions, on notera log = log Id et exp = exp Id les applications faisan t passer du group e G à l'espace

tangen t TM en l'iden tité et D le domaine dans cet espace limité par le lieu de coupure tangen tiel.
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En utilisan t la base de TM induite par la carte f dans laquelle on a déterminé les géo désiques, et

en omettan t p our simpli�er les indices de référence à l'iden tité, la carte principale est donnée par :

D 2 Rn  ! G � C
~f = log(f)  ! f = exp(~f) = 
 ( Id;~f) (1)

(3.23)

P our éviter d'a v oir à utiliser plusieurs cartes dans l'implémen tation informatique, nous étendrons

cette corresp ondance à tout le group e G en iden ti�an t au b esoin certains p oin ts sur le lieu de coupure

tangen tiel.

Puisque cette carte couvre (presque) toute la v ariété, on p eut y calculer sans problème la com-

p osition et l'in v ersion de transformations :

~f1 � ~f2 � log(f1 � f2) = log(exp(~f1) � exp(~f2))

~f (-1) � log(f (-1) ) = log(exp(~f) (-1) )

ainsi que les di�éren tielles de ces fonctions de base. En particulier, on p eut calculer l'expression de

la métrique dans cette carte :

Q(~f) = JL (~f) (-T) :Q:JL (~f) (-1)

a v ec JL (~f) =
@(~f � ~e)

@~e

�
�
�
�
�
~e= Id =0

Notons que nous a v ons obten u toutes les distances riemanniennes in v arian tes à gauc he sur le

group e G, paramétrées par le c hoix de la matrice symétrique Q . Comme celle-ci est de plus dé�nie

p ositiv e (ses v aleurs propres son t strictemen t p ositiv es), on p eut la diagonaliser sous la forme Q =
R T :� 2:R , où la matrice diagonale � rassem ble les racines carrées des v aleurs propres. La matrice

carrée A = � :R est alors app elée racine carrée de Q et p ermet de se ramener sans p erte d'information

au cas de la métrique euclidienne canonique : si

~f0 = A:~f et que l'on retaille le domaine de dé�nition

en conséquence, toutes les propriété de la carte exp onen tielle son t conserv ées mais on a main tenan t

Q0 = Id .

3.5.3.6 Cartes exp onen tielles

Soit 
 ( Id;@~f ) une géo désique. On sait que 
 (0) = Id et 
 (1) = f . Si nous translatons main tenan t

cette géo désique par g, nous obtenons :

� = g � 
 ( Id ;@~f ) = 
 (g;L �
g ( Id) :@~f )

a v ec � (0) = g et � (1) = g � f . En reprenan t la dé�nition de la fonction exp onen tielle, on obtien t

donc expg(L �
g( Id) :@~f ) = g � exp(@~f ) . En notan t v = JL (~g):~f , ceci s'exprime dans la b ase induite p ar

la c arte princip ale

9

, par :

exp~g(v) = g � exp(JL (~g)(-1) :v) (3.24)

En prenan t main tenan t v = JL (~g):(~g(-1) � ~f) , on obtien t :

�!
gf = log~g(f) = JL (~g):(~g(-1) � ~f) (3.25)

9. Il faut faire bien atten tion que les bases induites sur les espaces tangen ts par la carte f d'origine et la carte

principale

~f ne se corresp onden t a priori qu'à l'iden tité. Les expressions obten ues p our les cartes exp onen tielles en

d'autres p oin ts son t donc di�éren tes si l'on utilise la base induite par l'une ou l'autre carte.
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3.5.3.7 Distance

La distance en tre deux transformations f et g est la longueur de la géo désique minimisan te en tre

ces deux p oin ts. P ar dé�nition de l'application logarithmique, une telle géo désique part de f a v ec le

v ecteur tangen t

�!
fg = log~f (g) (ou de manière symétrique à partir du p oin t g), et la distance est la

longueur de ce v ecteur év alué a v ec la métrique au p oin t f :

dist (f ; g)2 = k log~f (g)k2
~f

=
�!
fg T :Q(~f):

�!
fg

En com binan t a v ec l'équation de la métrique (3.22) et l'expression (3.25), cela se traduit dans la

c arte princip ale par :

dist (f ; g)2 = (~f (-1) � ~g)T :Q:(~f (-1) � ~g) = k~f (-1) � ~gk2
Id (3.26)

La dé�nition de notre (( norme )) (ou distance à l'iden tité) NL de la section (3.4.3) est donc :

NL (f) 2 = ~f T :Q:~f = k~fk2
Id (3.27)

3.5.3.8 Iden tités remarquables

Théorème 3.1 Dans la c arte princip ale, on a les r elations suivantes :

~f (-1) = � JL (~f) (-1) :~f = � JL (~f (-1) ):~f (3.28)

 
@~f (-1)

@~f

!
T

:Q:~f (-1) = Q:~f (3.29)

Ces r elations s'expriment de manièr e plus génér ale p ar :

(~f (-1) � ~g) = � J (~g(-1) � ~f) (-1) :(~g(-1) � ~f) = � JL (~f (-1) � ~g):(~g(-1) � ~f) (3.30)

 
@(~f (-1) � ~g)

@~f

!
T

:Q:(~f (-1) � ~g) =

 
@(~g(-1) � ~f)

@~f

!
T

:Q:(~g(-1) � ~f) (3.31)

Preuv e : La géo désique 
 ( Id; ~f) = exp( t:~f) v a de l'iden tité au p oin t f en un temps unité et s'exprime

dans la carte principale par 
 o(t ) = t:~f . Considérons la la géo désique in v erse : � (t ) = 
 (1 � t) . Elle

s'exprime dans la carte principale par � o(t ) = (1 � t):~f et v a de � (0) = f à l'iden tité � (1) = Id et a

une longueur unité. Elle a donc un v ecteur tangen t

_� o constan t et égal à

�!
f Id = JL (~f) :~f (-1)

dans la carte

principale. P ar ailleurs, le calcul direct à partir de l'équation de la géo désique mon tre que

_� o = � ~f . On

obtien t donc la première parie de l'iden tité remarquable (3.28) :

JL (~f) :~f (-1) = � ~f
Observ ons égalemen t que la géo désique � (t ) = ~f (-1) � 
 (1 � t ) v a de l'origine au p oin t

~f (-1)

en un temps

unitaire. Elle a donc p our v ecteur tangen t dans la carte principale _� = ~f (-1)

. Or, le calcul direct donne :

_� (1) =
d(~f (-1) � ((1 � t ):~f))

dt

�

�

�

�

�

t =1

= �
@(~f (-1) � ~e)

@~e

�

�

�

�

�

~e= ~o

:~f = � JL (~f (-1) ):~f

On obtien t donc au �nal la seconde partie de (3.28)

~f (-1) = � JL (~f) (-1) :~f = � JL (~f (-1) ):~f
En remplaçan t main tenan t la transformation générique

~f par (~f (-1) � ~g) (qui est bien l'expression de la

transfo (f (-1) � g) dans la carte principale), on obtien t la relation (3.30).

Une seconde iden tité remarquable pro vien t de la distance in v arian te : dist (f ; Id) = dist ( Id ; f (-1) ) , ce

qui s'exprime dans la carte principale par

k~fk2
Id = ~f T :Q:~f = ~f (-T) :Q:~f (-1) = k~f (-1) k2

Id
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La dériv ation de cette égalité donne :

@k~fk2
Id

@~f
= 2 :~f T :Q = 2 :~f (-T) :Q:

@~f (-1)

@~f
c'est-à-dire la relation (3.29). Notons qu'en décomp osan t le jacobien, on p eut écrire la di�éren tielle de

l'in v ersion comme la comp osée de translations à droite et à gauc he :

@(~f (-1) )

@~f
= � JL (~f (-1) ):JR (~f) (-1) = � JR (~f (-1) ):JL (~f) (-1)

De la même façon, la dériv ation de

dist (f ; g) = dist (f (-1) � g; Id) = dist ( Id ; g(-1) � f)
dans la carte principale donne l'iden tité (3.31).

�

Il est imp ortan t de noter que les résultats obten us dans cette section concernan t la distance et

les iden tités remarquables ne son t v alables que dans la carte principale et son t en général faux dans

une autre représen tation du group e.

3.5.4 Métrique riemannienne in v arian te sur une v ariété homogène connexe

Dans cette section, la représen tation utilisée p our le group e n'a guère d'imp ortance. Nous écrirons

donc directemen t les transformations en temps qu'élémen ts du group e.

3.5.4.1 Métrique riemannienne in v arian te

P our comparer les espaces tangen ts à TM l'origine et TxM au p oin t x , nous a v ons cette fois-ci

tout un ensem ble de transformations fx 2 F x . En c hoisissan t une fonction de placemen t fx , on

p eut transformer le v ecteur @v 2 TM de l'espace tangen t à l'origine en un v ecteur @vx 2 TxM
tangen t au p oin t x . Dans un système de co ordonnées lo cales, ceci s'exprime par :

vx = J (fx ):v a v ec J (fx ) =
@(fx ? e)

@e

�
�
�
�
e= o

Cette form ule p eut être utilisée dans l'autre sens p our dé�nir sur c haque espace tangen t TxM un

pro duit scalaire par translation du pro duit scalaire à l'origine :

hy1 j y2 i x =


J (f x ) (-1) :y1

�
� J (f x ) (-1) :y2

�
a v ec J (f x ) =

@(f x ? e)
@e

�
�
�
�
e=o

ce qui se traduit sur l'expression lo cale de la métrique par

Q(x) = J (fx ) (-T) :Q:J (fx ) (-1)

(3.32)

Une condition nécessaire p our a v oir une métrique in v arian te est évidemmen t la stabilité de cette

expression par rapp ort au c hoix de la fonction de placemen t fx , ce qui se réduit à l'in v ariance de la

métrique à l'origine Q par l'action du group e d'isotropie H :

8h 2 H J (h) T :Q:J (h) = Q (3.33)

Le pro duit scalaire h: j : i x est dans ce cas une fonction con tin ue de x : notre collection de pro duits

scalaires est donc une métrique in v arian te et la condition ci-dessus est su�san te.
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3.5.4.2 Mesure riemannienne in v arian te

S'il existe une distance in v arian te, l'élémen t de v olume in�nitésimal asso cié est donné par :

dM (x) =
p

jQ(x)j:dx = �:
dx

jJ (fx )j
a v ec � =

p
jQj et fx 2 F x

Cette mesure est justemen t la mesure in v arian te déterminée à la section (3.3.4). Notons de plus

qu'en prenan t le déterminan t de l'équation d'existence (3.33) on obtien t la condition jJ (h) j = 1 , ce

qui était la condition d'existence p our une mesure in v arian te.

Cep endan t nous a v ons ici une con train te plus faible : l'existence d'une distance in v arian te im-

plique celle d'une mesure in v arian te, mais il p eut exister une mesure in v arian te sans qu'il n'y ait de

distance in v arian te.

3.5.4.3 Carte principale

Comme dans le cas des group es de Lie, on supp ose que nous a v ons pu déterminer l'expression

des géo désiques à partir d'une carte x et v éri�er que la v ariété est géo désiquemen t complète. On

dé�nit alors la carte principale comme la représen tation exp onen tielle de la v ariété à l'origine :

D 2 Rn  ! M � C
~y = log(y)  ! y = exp(~y) = 
 (o;~y) (1)

(3.34)

où D est le domaine délimité par le lieu de coupure tangen tiel @D = C(o) . P our des raisons d'implé-

men tation pratique, on étendra ici aussi cette corresp ondance à toute la v ariété, en iden ti�an t au

b esoin des p oin ts sur le lieu de coupure tangen tiel. On p eut alors dé�nir l'action d'une transforma-

tion dans la carte principale :

f ? ~x � log(f ? x) = log(f ? exp(~x))

ainsi que la di�éren tielle de cette fonction. En particulier, on p eut calculer l'expression de la métrique

dans cette carte :

Q(~x) = J (f~x) (-T) :Q:J (f~x) (-1)

a v ec J (f~x) =
@(f~x � ~e)

@~e

�
�
�
�
~e= o=0

3.5.4.4 Distance in v arian te et action du group e d'isotropie

Comme les géo désiques partan t de l'origine (les droites passan t par zéro) son t transformées par

une transformation h du group e d'isotropie H en géo désiques partan t de l'origine, l'action d'une

telle transformation est linéaire et s'exprime dans la carte principale par :

h ? ~x = J (h) :~x

P ar ailleurs, l'ensem ble de toutes les métriques in v arian tes sur M est paramétré par les matrices

symétriques dé�nies p ositiv es v éri�an t l'équation (3.33) :

8h 2 H J (h) T :Q:J (h) = Q

où J (h) est ici exprimé dans la carte principale.

On p eut diagonaliser une telle matrice Q sous la forme Q = U T :� 2:U , où la matrice diagonale

� rassem ble les racines carrées des v aleurs propres. En notan t A = � :U et en faisan t le c hangemen t



3.5. Métrique riemannienne 73

de rep ère ~y = A:~x , on obtien t une nouv elle carte exp onen tielle à l'origine (de domaine Dy = A:Dx )

a v ec la métrique canonique.

La condition d'in v ariance dans cette nouv elle carte est main tenan t Jy(h) T :Jy(h) = Id , ce qui

implique que Jy(h) = Rh soit une matrice orthogonale (une matrice de rotation ou rotation plus

symétrie). Le group e d'isotropie H est donc un sous-group e du group e orthogonal On . Si de plus il

est connexe, alors le déterminan t ne p eut pas passer con tin ûmen t de +1 (le déterminan t de l'iden tité)

à -1 et on a dans ce cas H � S On car Id 2 H .

Théorème 3.2 (Orthogonalité du group e d'isotropie)

S'il existe une métrique invariante sur M , alors l'action du gr oup e d'isotr opie H exprimé e dans la

c arte princip ale r e cti�é e ~y (ave c ~y = A:~x où A est une r acine c arr é e de Q = A T :A ) est ortho gonale :

8h 2 H ; 9Rh 2 O n = 8y 2 M : h ? ~y = Rh:~y

Si H est de plus c onnexe, alors l'action est une pur e r otation n -D.

3.5.4.5 Cartes exp onen tielles

A v ec l'in v ariance des géo désiques par l'action des transformations, et en c hoisissan t une fonction

de placemen t fx 2 F x , on p eut facilemen t exprimer la carte exp onen tielle au p oin t x . Si

�! xy est un

v ecteur tangen t de TxM exprimé dans la base induite par la carte principale, on a :

exp~x(�! xy) = f ~x ? exp(J (f ~x) (-1) :~y)

On obtien t alors la fonction in v erse par

�! xy = log ~x(y) = J (f~x):(f (-1)

~x ? ~y) (3.35)

Ces fonctions son t indép endan tes de la fonction de placemen t fx c hoisie. En e�et, si f0
x est une

autre fonction de placemen t, alors il existe une p our c haque primitiv e x une transformation hx telle

que : f0
x = f x � hx (car f0

x et fx son t deux élémen ts de Fx ). On a donc : J (f 0
~x) = J (f~x):J (h~x) . Comme

l'action du group e d'isotropie sur la carte principale est linéaire, on a f0(-1)

~x ? ~y = J (h~x) (-1) :(fx ? ~y) et

donc :

�! xy = log ~x(y) = J (f~x):(f (-1)

~x ? ~y) = J (f 0
~x):(f 0(-1)

~x ? ~y)

L'in v ariance de l'exp onen tielle est similaire.

3.5.4.6 Distance

Exactemen t comme p our le group e de Lie, la distance s'exprime dans la carte principale par

dist (x; y)2 = k log~x(y) k2
~x = �! xy T :Q(~x):�! xy = ( ~f (-1)

~x ? ~y) T :Q:(~f (-1)

~x ? ~y) (3.36)

La dé�nition de notre norme N , ou distance à l'origine, de la section (3.4.2) est donc dans la c arte

princip ale :

N (x) 2 = ~x T :Q:~x = k~xk2
o (3.37)

L'ensem ble des distances in v arian tes sur la v ariété est cette fois-ci paramétré par les matrices

symétriques dé�nies p ositiv es Q véri�ant l'é quation (3.33), et comme p our les transformations on

p eut se ramener sans p erte d'information au cas de la métrique euclidienne canonique Q0 = Id par

le c hangemen t de carte ~y = A:~x
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3.5.4.7 Iden tités remarquables

Théorème 3.3 Dans la c arte princip ale, on a les r elations suivantes :

f (-1)

~x ?~o = � J (f ~x) (-1) :~x = � J (f (-1)

~x ):~x (3.38)

 
@(f (-1)

~z ?~o)
@~z

!
T

:Q:(f (-1)

~z ?~o) = Q:~z (3.39)

Ces r elations s'expriment de manièr e plus génér ale p ar :

(f (-1)

~x ? ~y) = �
@(f (-1)

~x ? ~y)
@~y

:J (f ~y):(f (-1)

~y ? ~x) = � J (f ~x) (-1) :

 
@(f (-1)

~y ? ~x)

@~x

!
(-1)

:(f (-1)

~y ? ~x) (3.40)

�! xy = � J (f ~x):
@(f (-1)

~x ? ~y)
@~y

:�! yx = �

 
@(f (-1)

~y ? ~x)

@~x

!
(-1)

:J (f ~y ) (-1) :�! yx (3.41)

 
@(f (-1)

~y ? ~x)

@~y

!
T

:Q:(f (-1)

~y ? ~x) =

 
@(f (-1)

~x ? ~y)
@~y

!
T

:Q:(f (-1)

~x ? ~y) (3.42)

Preuv e : La géo désique 
 ( o;~x) = exp( t:~x) v a de l'origine au p oin t x en un temps unité et s'exprime dans

la carte principale par 
 o(t ) = t:~x . Considérons la géo désique in v erse : � (t ) = 
 (1 � t) . Elle s'exprime

dans la carte principale par � o(t ) = (1 � t):~x et v a de � (0) = x à l'origine � (1) = o et a une longueur

unité. Elle a donc un v ecteur tangen t

_� o constan t et égal à

�! xo = J (f ~x ):(f (-1)

~x ?o) dans la carte principale.

P ar ailleurs, la dériv ation de son équation lui attribue un v ecteur tangen t égal à � ~x . On obtien t donc

la première partie de l'iden tité remarquable (3.38) :

�! xo = J (f ~x ):(f (-1)

~x ? o) = � ~x

Observ ons égalemen t que la géo désique � (t ) = f (-1)

~x ? 
 (1 � t) v a de l'origine au p oin t f (-1)

~x ? ~o en un

temps unitaire. Elle a donc un v ecteur tangen t _� dans la carte principale constan t et égal à f (-1)

~x ? ~o.

Or, le calcul direct donne :

_� (1) =
d(f (-1)

~x � ((1 � t ):~x))
dt

�

�

�

�

�

t =1

= �
@(f (-1)

~x � ~e)
@~e

�

�

�

�

�

~e= ~o

:~x = � JL (f (-1)

~x ):~x

On obtien t donc au �nal la seconde partie de (3.38)

~f~x
(-1) = � JL (f ~x ) (-1) :~x = � JL (f (-1)

~x ):~x

Considérons main tenan t la primitiv e ~z = f (-1)

~x ? ~y . On v eut exprimer la relation

�! zo = � ~z directemen t

en fonction de ~x et ~y . La fonction de placemen t étan t c hoisie sur toute la v ariété, il existe h 2 H tel

que f ~z = f (-1)

~x � f ~y � h . On a donc :

J (f ~z) =
@(( f (-1)

~x � f ~y � h) ? e)
@e

=
@(f (-1)

~x ? ~y)
@~y

:J (f ~y ):J (h)

J (f (-1)

~z ) =
@((h (-1) � f (-1)

~y � f ~x ) ? e)

@e
= J (h) (-1) :

@(f (-1)

~y ? ~x)

@~x
:J (f ~x )

D'un autre côté, puisque l'action de h est a�ne dans la carte principale, on a :

f (-1)

~z ? o = h (-1) ? (f (-1)

~y ? ~x) = J (h) (-1) :(f (-1)

~y ? ~x)
On a donc

� ~z = J (f ~z):(f (-1)

~z ? o) =
@(f (-1)

~x ? ~y)
@~y

:J (f ~y ):(f (-1)

~y ? ~x)

� ~z = J (f (-1)

~z ) (-1) :(f (-1)

~z ? o) = J (f ~x ) (-1) :

 

@(f (-1)

~y ? ~x)

@~x

!

(-1)

:(f (-1)

~y ? ~x)

ce qui donne en rep ortan t dans

�! zo = � ~z les iden tités remarquables (3.40) et (3.41).
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La distance in v arian te nous fournit cette fois-ci dans la carte principale :

~zT :Q:~z = dist (z; o) = dist (o; f (-1)

z ? o) = ( f (-1)

~z ? ~o) T :Q:(f (-1)

~z ? ~o)
La dériv ation de cette égalité nous donne l'iden tité remarquable (3.39). De même la dériv ation de

dist (x ; y) = dist (f (-1)

x ? y; o) = dist ( Id ; f (-1)

y ? x)
par rapp ort à ~y dans la carte principale donne l'iden tité (3.42). �

Ces iden tités remarquables v on t non seulemen t nous p ermettre de simpli�er les calculs sym b o-

liques, mais aussi de les v éri�er et de tester la précision n umérique de leur implémen tation. Nous

a v ons ainsi v éri�é a v ec notre bibliothèque 100000 fois ces relations p our c haque t yp e de primitiv e

(rep ères, rep ères semi et non-orien tés, p oin ts, v oir c hapitre 7), en tiran t les primitiv es x et y de

manière uniforme dans un v olume 512x512x512, et sans que la di�érence ne dépasse 10� 10
. Sur ces

100000 essais, seulemen t 20 en mo y enne on t une erreur qui dépasse 10� 12
.

3.6 Résumé

Nous a v ons formalisé dans ce c hapitre les primitiv es géométriques comme des v ariétés di�é-

ren tielles sur lesquelles agissen t un group e de Lie. Cette form ulation met en a v an t 3 op érations

fondamen tales : la comp osition et l'in v ersion au sein du group e, et l'action du group e sur la v ariété.

En factorisan t les caractéristiques in v arian tes de nos primitiv es, on p eut considérer notre v ariété

comme le pro duit de la v ariété des in v arian ts unaires, sur laquelle le group e n'agit pas, et une

v ariété homogène, en tièremen t soumise à l'action du group e.

On dév elopp e alors un ensem ble d'outils mathématiques p our tra v ailler sur cette v ariété homo-

gène en ac c or d ave c l'action du gr oup e . On détermine ainsi les conditions d'existence et l'expression

d'une mesure uniforme ou in v arian te sur le group e et la v ariété, puis les caractéristiques d'une

distance in v arian te. Ce n'est toutefois qu'en formalisan t cette con train te en terme de géométrie

riemannienne que nous p ouv ons dév elopp er les conditions d'existence et l'expression d'une telle

distance. Ces dév elopp emen ts nous fournissen t au passage une représen tation très sp éci�que que

nous app elons c arte princip ale , et que l'on p eut considérer comme le dév elopp emen t de la v ariété le

long de ses géo désiques dans l'espace v ectoriel tangen t à l'origine. Cette représen tation p ermet une

expression simple de la distance in v arian te et prendra une imp ortance capitale au c hapitre suiv an t

p our caractériser l'esp érance d'une primitiv e aléatoire et p ermettre la dé�nition d'une matrice de

co v ariance. Un résumé des form ules imp ortan tes en pratique sera fourni par le c hapitre 6.
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Chapitre 4

Probabilités sur les primitiv es

géométriques

� A insi, joignant la rigueur des démonstr ations de la scienc e à

l'inc ertitude du hasar d, et c onciliant c es choses en app ar enc e c ontr air es,

el le p eut, tir ant son nom des deux, s'arr o ger à b on dr oit c e titr e stup é�ant :

La Géométrie du Hasard . �

B. P ascal, A dresse à l'A cadémie P arisienne.

La mesure in v arian te du c hapitre précéden t nous p ermet de résoudre des problèmes impliquan t

une distribution uniforme des primitiv es. P our p ouv oir gérer correctemen t les erreurs de mesure

sur nos primitiv es géométriques, nous dev ons plutôt utiliser des distribution cen trées autour de la

primitiv e exacte. Nous in tro duisons donc tout d'ab ord la notion de primitiv e aléatoire , don t nous

p ouv ons caractériser la distribution par une densité de probabilité basée sur la mesure in v arian te.

Nous examinons égalemen t à la section (4.1) la propagation de ces densités par les op érations de

base (comp osition, in v ersion d'une transformation et action du group e sur la v ariété).

Nous a v ons vu qu'on obtien t une appro ximation e�cace de la densité en ne conserv an t que la

mo y enne et la co v ariance. Le problème que nous attaquerons à la section (4.2) sera de dé�nir la notion

de mo y enne sur une v ariété, indép endan te de la représen tation utilisée et de préférence cohéren te

a v ec l'action du group e. Un second problème, en visagé à la section (4.3) est la caractérisation et

l'obten tion de la mo y enne ainsi dé�nie. La section suiv an te sera consacrée à la dé�nition de la

matrice de co v ariance, ainsi qu'à sa propagation, et la dernière section mon trera très rapidemen t

commen t on p eut utiliser toute cette artillerie p our gérer plusieurs primitiv es ou transformations

aléatoires sim ultanémen t.

77
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4.1 Densité de probabilité d'une primitiv e aléatoire

� Comment oser p arler des lois du hasar d ?

L e hasar d n 'est-il p as l'antithèse de toute loi ? �

J. Bertrand, Calcul des probabilités, 1907

4.1.1 Primitiv e aléatoire

Si nous reprenons la structure du c hapitre 2, nous n'a v ons pas b esoin de touc her à la notion

d'espace probabilisé, de tribu d'év énemen ts et de mesure de probabilité. En bref, la section (2.2.1)

reste d'actualité.

Main tenan t, au lieu de considérer que nous mesurons des variables ou des ve cteurs qui son t

fonction des év énemen ts de l'espace probabilisé d'origine 
 , nous nous in téressons à des mesures à

v aleur dans une v ariété M (rapp elons que les group es que nous utilisons son t aussi des v ariétés).

Soit ! 2 
 un év énemen t élémen taire. On app elle primitiv e aléatoire une fonction (b orélienne)

x = x( ! ) de 
 dans M . Comme dans le cas v ectoriel, on p eut faire abstraction de l'espace d'origine


 et tra v ailler a v ec la mesure de probabilité induite sur l'espace de mesure, en l'o ccurrence la v ariété

M .

On supp osera par défaut dans la suite de cette section que M est homogène et p ossède une

mesure in v arian te notée dM . Dans le cas d'un group e de Lie G, on le supp osera lo calemen t compact,

auquel cas il p ossède toujours une mesure in v arian te à gauc he dL G.

4.1.2 Dé�nition de la densité de probabilité

On note A la tribu b orélienne de la v ariété M (engendrée par la classe des ouv erts). On dit

que la primitiv e aléatoire x p ossède ou suit une densité de probabilité p (fonction réelle p ositiv e

in tégrable

1

) si :

8X 2 A ; Pr(x 2 X ) =
Z

X
p(y) :dM (y) (4.1)

La con train te de normalisation s'exprime bien sûr par

Pr(M ) =
Z

M
p(y) :dM (y) = 1

On notera par la suite px la densité de la primitiv e aléatoire x . Un exemple simple de densité

est la densité uniforme sur un ensem ble X b orné :

pX (y) =
1R

X dM
1X (y) =

1X (y)
V(X )

(4.2)

où V(X ) p eut être considéré comme le v olume de l'ensem ble X .

Les densités se dé�nissen t de manière similaire p our un group e de transformation G. On p eut

cep endan t utiliser la mesure in v arian te à gauche où à dr oite , qui son t di�éren tes si le group e n'est

pas uni-mo dulaire. Comme le group e agit à droite, nous supp osons dans la suite que la densité est

dé�nie en utilisan t la mesure in v arian te à gauche .

1. Les fonctions à supp ort compact son t en particulier in tégrables.
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4.1.3 Densité dans une représen tation

Soit px la densité d'une primitiv e aléatoire x . Si x = � (x) est une représen tation de la v ariété

(dé�nie presque partout p our simpli�er), on obtien t un v ecteur aléatoire x = � (x ) , don t la densité

�
x

est main tenan t dé�nie par la mesure de Leb esgue dx à la place de la mesure in v arian te dM (x) .

En incorp oran t l'expression de la mesure in v arian te obten ue à l'équation (3.10), la probabilité p our

que x soit dans un ensem ble X est

Pr(x 2 X ) =
Z

X
px (y) :dM (y) =

Z

� (X )

px (y)
jJ (f y)j

:dy =
Z

� (X )
�

x

(y):dy = Pr( x 2 � (X ))

où J (f y) est le jacobien de l'action de f y 2 F y sur l'origine. P ar dé�nition, la densité du ve cteur

alé atoir e x est donc (en se limitan t au domaine de dé�nition de la carte : y 2 D ) :

�
x

(y) =
px (y)

jJ (f y)j
(4.3)

Notons que la densité px que nous a v ons dé�nie p our une primitiv e aléatoire x ne dép end pas

de la carte utilisée p our la v ariété, ce qui n'est absolumen t pas le cas de la densité �
x

du v ecteur

aléatoire x la représen tan t : si x1 = � 1(x) et x2 = � 2(x) son t deux représen tations di�éren tes de la

v ariété, les jacobiens son t généralemen t di�éren ts et on a :

�
x 1 (� 1(x)) 6= �

x 2 (� 2(x))

4.1.4 Propagation d'une densité

Nous examinons ici le cas d'une seule primitiv e ou transformation aléatoire soumise aux op éra-

tions géométriques de base.

Théorème 4.1 (A ction d'une transformation �xe sur une primitiv e aléatoire)

Soit x une primitive alé atoir e de densité px et f 2 G une tr ansformation �xe. A lors la densité de la

primitive alé atoir e f ? x est

p(f ?x )(y) = px (f (-1) ? y) (4.4)

Preuv e : La probabilité que y = f ? x soit dans un ensem ble Y est

P(f ? x 2 Y ) = P(x 2 f (-1) ? Y) =
Z

(f (-1) ?Y )
px (z):dM (z)

ce qui donne a v ec le c hangemen t de v ariable z = f (-1) ? y , et puisque dM est la mesure in v arian te,

P(f ? x 2 Y ) =
Z

Y
px (f (-1) ? y) :dM (y)

On obtien t l'équation (4.4) a v ec la dé�nition de la densité. �

Rapp elons que le mo dule � G(g) du group e quan ti�e par di�érence en tre la mesure in v arian te à

droite et la mesure in v arian te à gauc he : dL G(g) = � G(g):dR G(g) (v oir section 3.3.2). A moins que le

group e ne soit uni-mo dulaire, la comp osition d'une transformation aléatoire par une transformation

�xe conduit à des densités di�éren tes suiv an t que l'on comp ose à gauc he ou à droite. Nos densités

son t e�ectiv emen t dé�nies par la mesure in v arian te à gauc he, qui n'est généralemen t pas in v arian te

à droite.

Théorème 4.2 (T ranslation d'une transformation aléatoire)

Soit f une tr ansformation alé atoir e de densité pf , et fo une tr ansformation �xe. L a densité de gl =
fo � f , la tr anslation à gauche de f , est obtenue (ave c la même pr euve que pr é c é demment) p ar

p(f o � f ) (g) = pf (f (-1)

o � g) (4.5)
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L a densité de la tr anslation à dr oite g
r

= f � fo est quant à el le :

p(f � fo) (g) =
� G(g � f (-1)

o )
� G(g)

:pf (g � f (-1)

o ) (4.6)

Preuv e : La probabilité que g
r

soit dans un ensem ble Y � G est :

Pr (( f � fo) 2 Y ) = Pr( f 2 (Y � f (-1)

o )) =
Z

( Y� f
(-1)

o )
pf (f 0):dL G(f 0)

A v ec le c hangemen t de v ariable f0 = g � f (-1)

o , on obtien t

Pr(( f � fo) 2 Y ) =
Z

Y
pf (g � f (-1)

o ):dL G(g � f (-1)

o )

=
Z

Y
� G(g � f (-1)

o ):pf (g � f (-1)

o ):dR G(g � f (-1)

o )

Main tenan t, puisque dR G est la mesure in v arian te à droite, on p eut simpli�er et rev enir à la mesure

in v arian te à gauc he :

Pr(( f � fo) 2 Y ) =
Z

Y
� G(g � f (-1)

o ):pf (g � f (-1)

o ):dR G(g)

=
Z

Y

� G(g � f (-1)

o )
� G(g)

:pf (g � f (-1)

o ):dL G(g)

On conclut a v ec la dé�nition de la densité. �

Théorème 4.3 (A ction d'une transformation aléatoire sur l'origine)

Soit f une tr ansformation alé atoir e de densité pf . Son action sur l'origine o détermine une primitive

alé atoir e y = f ? o de densité

p(f ?o) (y) =
Z

H
pf (fy � h):dH(h) (4.7)

Preuv e : La probabilité que x = f ? o soit dans un ensem ble X 2 M est donnée par

Pr( f ? o 2 X ) =
Z

F X

pf (g):dG(g) a v ec F X = f g 2 G = g ? o 2 X g

Si fx est un représen tan t de F x , l'ensem ble des transformations F X est donc F X = f fx � h=x 2 X ; h 2 Hg .

La probabilité ci-dessus s'écrit donc

Pr( x 2 X ) =
Z

X ;H
pf (fx � h):dM (x) :dH (h) =

Z

X

�

Z

H
pf (fx � h):dH (h)

�

:dM (x)

L'équation (4.7) suit. �

Si l'on v eut main tenan t appliquer la transformation aléatoire à une primitiv e x di�éren te de

l'origine, on p eut c hoisir fx 2 F x et écrire : y = f ? x = ( f � fx) ? o

Théorème 4.4 (A ction d'une transformation aléatoire sur une primitiv e �xe)

Soit f une tr ansformation alé atoir e de densité pf . Son action sur la primitive x détermine une

primitive alé atoir e y = f ? x de densité

p(f ?x) (y) =
Z

H
p(f � f x ) (f y � h):dH(h) =

Z

H

� G(f y � h � f (-1)

x )
� G(f y � h)

:pf (f y � h � f (-1)

x ):dH(h) (4.8)

4.1.5 Algèbre des densités des primitiv es et transformations aléatoires

Nous a v ons vu commen t la densité se propageait si une transformation ou une primitiv e était

aléatoire. La question est main tenan t de propager les densités si tous les élémen ts sur lesquels on
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agit son t aléatoires. Ceci nous donnera un ensem ble cohéren t d'op érations, au moins au niv eau

mathématique, p our tra v ailler a v ec les primitiv es et les transformations aléatoires.

Théorème 4.5 Comp osition de transformation aléatoires

Soit f 1 et f 2 deux tr ansformation alé atoir es de densité pf 1 et pf 2 . L a densité de la tr ansformation

c omp osé e est

p(f 1 � f 2 ) (f) =
Z

G
pf 1 (g):pf 2 (g (-1) � f):dL G(g) (4.9)

Preuv e : Soit F � G un ensem ble de transformations. L'ensem ble A des couples (g1 ; g2) tels que

g1 � g2 2 F p eut s'écrire de deux façons :

(1) A =
n

(g1 ; g2) = g1 2 G ; g2 2 g(-1)

1 � F
o

(2) A =
n

(g1 ; g2) = g2 2 G ; g1 2 F � g(-1)

2

o

En utilisan t la première form ulation, la probabilité p our que f = f 1 � f 2 soit dans l'ensem ble F est

Pr( f 1 � f 2 2 F ) =
Z

G

 

Z

g
(-1)

1 �F
pf 2 (g2):dL G(g2)

!

pf 1 (g1):dL G(g1)

=
Z

G

�

Z

F
pf 2 (g (-1)

1 � g2):dL G(g2)
�

pf 1 (g1):dL G(g1)

=
Z

F

�

Z

G
pf 2 (g (-1)

1 � g2):pf 1 (g1):dL G(g1)
�

dL G(g2)

Nous a v ons donc obten u la densité rec herc hée. En utilisan t la seconde form ulation de l'ensem ble A , on

a :

Pr( f 1 � f 2 2 F ) =
Z

G

 

Z

F� g
(-1)

2

pf 1 (g1):dL G(g1)

!

pf 2 (g2):dL G(g2)

=
Z

G

�

Z

F
pf 1 (g � g(-1)

2 ):dL G(g � g(-1)

2 )
�

pf 2 (g2):dL G(g2)

=
Z

G

�

Z

F

� G(f � g(-1) )
� G(f)

pf 1 (g � g(-1)

2 ):dL G(g)
�

pf 2 (g2):dL G(g2)

Ceci donne la densité

p( f 1 � f 2 ) (f) =
Z

G

� G(f � g(-1) )
� G(f)

:pf 1 (f � g(-1) ):pf 2 (g):dL G(g)

Cep endan t, on doit noter que le c hangemen t de v ariable g1 = g � g(-1)

2 nous ramène à la première forme

de la densité. �

Analogie a v ec le pro duit de con v olution On doit noter l'analogie remarquable de la form ule

(4.9) a v ec le pro duit de con v olution classique obten u p our l'addition de deux v ecteurs aléatoires de

Rn
. Rapp elons la form ule (2.11) : la densité du v ecteur aléatoire z = x + y est donné par le pro duit

de con v olution

p( x + y ) (z) = p
x

~ p
y

(z) =
Z

R

n
p

x

(t):p
y

(z � t):dt

Cette form ule p eut être trouv ée comme un cas particulier de l'équation (4.9) dériv ée ci-dessus :

considérons le group e des translations de Rn
. On trouv e que la mesure in v arian te à gauc he (et à

droite dans ce cas) est dL G(f ) = df ( f est ici un v ecteur de translation), et comme l'in v ersion et la

comp osition s'écriv en t g(-1) = � g et f � g = f + g, on obtien t :

p( f 1+ f 2 ) (f ) =
Z

R

n
p

f 1
(g):p

f 2
(f � g):dg

Théorème 4.6 (In v ersion d'une transformation aléatoire)

Soit f une tr ansformation alé atoir e de densité pf . L a densité de la tr ansformation inverse s'exprime
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en utilisant le mo dule du gr oup e :

pf (-1)

(g) = � G(g (-1) ):pf (g (-1) ) (4.10)

Preuv e : La première étap e est de déterminer la relation en tre dL G(g (-1) ) et dL G(g) . En supp osan t

que l'on soit dans un système de co ordonnées lo cales, on a d(g(-1) ) =
�

�

�

@g(-1)

@g

�

�

�

:dg, et donc :

dL G(g(-1) ) =

�

�

�

�

@g(-1)

@g

�

�

�

�

:
jJL (g)j

jJL (g(-1) )j
:dL G(g)

D'un autre côté, on a :

JR (g(-1) ) =
@(e � g(-1) )

@e

�

�

�

�

e= Id

=
@(e � g(-1) )
@(g � e(-1) )

�

�

�

�

e= Id

:
@(g � e(-1) )

@e(-1)

�

�

�

�

e (-1) = Id

:
@(e(-1) )

@e

�

�

�

�

e= Id
et donc

JR (g(-1) ) =
@g(-1)

@g
:JL (g):

@(e(-1) )
@e

�

�

�

�

e= Id

Mais le dernier termes est la matrice iden tité, et la première form ule se simpli�e donc en

dL G(g(-1) ) =
jJR (g(-1) )j
jJL (g(-1) )j

:dL G(g) () dL G(g (-1) ) = � G(g (-1) ):dL G(g)

Main tenan t, soit f une transformation aléatoire de densité pf , et F un ensem ble de transformations :

Pr( f (-1) 2 F ) = Pr( f 2 F (-1) ) =
Z

F (-1)

pf (g):dL G(g)

=
Z

F
pf (g (-1) ):dL G(g (-1) ) =

Z

F
� G(g (-1) )pf (g (-1) ):dL G(g)

Ceci donne la densité prop osée. �

Théorème 4.7 (A ction d'une transformation aléatoire sur une primitiv e aléatoire) Soit

f une tr ansformation alé atoir e de densité pf et x une primitive alé atoir e de densité px . L a densité

de la primitive alé atoir e y = f ? x est

pf ?x (y) =
Z

G
pf (g):px (g (-1) ? y):dL G(g) (4.11)

On p eut encore noter la similarité a v ec un pro duit de con v olution. L'analogie serait plutôt cette

fois-ci l'action d'un v ecteur de translation aléatoire à un p oin t aléatoire.

Preuv e : Soit X un ensem ble de primitiv es. L'ensem ble A des couples (f ; x) tels que f ? x 2 X p eut

s'écrire

A =
n

(f ; x) = f 2 G ; x 2 f (-1) ? X
o

et la probabilité que y = f ? x soit dans X est donc

Pr( f ? x 2 X ) =
Z

G

�

Z

g (-1) ?X
px (y) :dM (y)

�

:pf (g):dL G(g)

=
Z

G

�

Z

X
px (g (-1) ? z):dM (z)

�

pf (g):dL G(g)

=
Z

X

�

Z

G
px (g (-1) ? z):pf (g):dL G(g)

�

:dM (z)

La densité de la primitiv e aléatoire y = f ? x est donc donnée par l'équation (4.11). �

4.1.6 Esp érance d'une fonction réelle (observ able)

Soit ' (x) une fonction à v aleur réelle sur la v ariété M , et x une primitiv e aléatoire de densité

px . Alors ' (x ) est une v ariable aléatoire réelle don t on p eut calculer l'esp érance. On note :

E [ ' (x ) ] = Ex [ ' ] =
Z

M
' (y) :px (y) :dM (y) (4.12)
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Cette notion de l'esp érance corresp ond à celle que l'on a dé�nie sur les v ariables et v ecteurs aléa-

toires, mais n'est pas ici extensible à la dé�nition d'une v aleur mo y enne de la distribution. Notons

que l'op érateur d'esp érance ainsi dé�ni est toujours linéaire : si � 1 et � 2 son t deux scalaires et ' 1 et

' 2 deux fonctions à v aleur dans R , on a

Ex [ � 1:' 1 + � 2:' 2 ] = � 1:Ex [ ' 1 ] + � 2:Ex [ ' 2 ]

Une propriété in téressan te concerne le dev enir de cette esp érance lorsque l'on transforme le

système par une transformation �xe f :

E (f ?x ) [ ' ] =
R

M ' (y) :p(f ?x ) (y) :dM (y) =
R

M ' (y) :px ((f (-1) ? y):dM (y)
=

R
M ' (f ? z):px (z):dM (z)

où l'on a utilisé le c hangemen t de v ariable z = f (-1) ? y . Notons ' f la fonction translatée : ' f (x) =
' (f ? x) . Alors, on a

E (f ?x ) [ ' ] = Ex [ ' f ]

En particulier, si ' est une fonction in v arian te (ce qui ne p eut être le cas sur une v ariété homogène),

alors son esp érance est aussi in v arian te.

L'esp érance d'une fonction sur le group e de transformation est bien évidemmen t similaire, et la

propriété ci-dessus est toujours v alable p our la tr anslation à gauche .

4.1.7 Discussion

Nous a v ons dév elopp é dans cette section une théorie des probabilités sur les primitiv es homogènes

et les transformations aléatoires fondée sur des densités relativ es à la mesure in v arian te (à gauc he

p our le group e). Ces densités son t in trinsèques à la v ariété (i.e. ne dép enden t pas de la carte c hoisie)

mais p euv en t aisémen t être reliées à la densité classique du ve cteur alé atoir e représen tan t la primitiv e

aléatoire dans n'imp orte quelle représen tation.

Nous a v ons ensuite étendu les op érations de base (comp osition, in v ersion et action) aux primi-

tiv es aléatoires en calculan t la propagation des densités. D'un p oin t de vue mathématique, nous

a v ons donc obten u une algèbre cohéren te p our gérer les primitiv es et les transformations (( détermi-

nistes )) et aléatoires.

Dans le cas où il n'existerait pas de mesure in v arian te sur la v ariété, on p eut encore dé�nir la

densité de probabilité à partir d'une mesure (( dite uniforme )) sur la v ariété, mais on doit gérer

les c hangemen ts de mesures induits par les transformations dans les form ules de propagation. Les

form ules en causes son t calculables, bien que nettemen t plus complexes et n'o�ren t plus du tout la

simplicité du sc héma présen té ici.

D'un p oin t de vue pratique, il nous reste main tenan t à appro ximer ces densités par des v aleurs

signi�cativ es, comme nous a v ons (( simpli�é )) la densité des v ecteurs aléatoires par leur mo y enne et

leur matrice de co v ariance.

4.2 Primitiv e et transformation mo y enne

Nous nous in téressons ici à la notion de mo y enne d'une primitiv e aléatoire, en préféran t ce

terme à celui d' esp érance (même si nous l'emploierons aussi) p our mieux di�érencier la notion

d'élémen t milieu d'une distribution de celle d'esp érance d'une fonction réelle.

Rapp elons l'esp érance ou la v aleur mo y enne d'un v ecteur aléatoire x de densité p
x

:

x = E [ x ] =
Z

D
y:p

x

(y):dy
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Comme d'un p oin t de vue pratique nous aurons raremen t des densités mais plus souv en t un ensem ble

de mesures ou une p opulation f x i g pro v enan t de cette densité, on rapp elle égalemen t la mo y enne

empirique

x = E [ f x i g ] =
1
n

X

i

x i

qui est en fait un estimateur statistique de la mo y enne a y an t de b onnes propriétés.

La généralisation de ces form ules du cas v ectoriel au cas d'une v ariété n'est pas triviale, comme

nous l'a v ons vu a v ec le (( parado xe )) de la section (2.3.3). En particulier, le résultat de l'in tégrale

ou de la somme n'est pas obligatoiremen t dans le domaine de dé�nition : une somme de matrices

de rotations n'a pas de raison d'être orthogonale, particulièremen t p our de grandes déviations. De

plus, cet op érateur d'esp érance ne comm ute pas (en général) a v ec un c hangemen t de rep ère ou

l'application d'une transformation. Ceci signi�e dans le cas d'ob jets euclidiens que notre mo y enne

dép end du rep ère de l'espace c hoisi, ce qui est inacceptable.

Il existe de nom breuses solutions ad ho c p our éviter c hacun des problème indép endemmen t et

la plupart du temps p our des cas particuliers. L'idée principale de ces heuristiques et de (( cen trer ))
le domaine de dé�nition de la représen tation de la v ariété utilisée a v an t de faire la mo y enne. Si cela

est simple dans le cas du cercle, cela devien t tout de suite plus problématique p our des primitiv es

comme les droites 3D ou les rep ères, où la v ariété est bien plus complexe. Remarquons cep endan t

que si l'on a pu cen trer notre représen tation, alors la mo y enne est justemen t au cen tre et le problème

est résolu. L'esp érance ou la mo y enne au sens de F réc het est un formalisme bien p osé qui réalise

cette idée : la cen tralité d'une primitiv e est basée sur sa distance par rapp ort à une distribution

ou d'autres mesures, et la primitiv e mo y enne est celle qui optimise cette (( cen tralité )). P ar con tre,

comme on parle d'optimisation, on p erd en général l'unicité de la solution : il p eut y a v oir plusieurs

primitiv es mo y ennes.

4.2.1 Esp érance ou mo y enne de F réc het

Soit x un v ecteur aléatoire de Rn
. F réc het a observ é dans (F réc het, 1944; F réc het, 1948) que

la v ariance � 2
x

(y) = E
�

dist (x ; y)2
�

est minimisée p our la v aleur mo y enne x = E [ x ]. Le p oin t

imp ortan t p our qui p ermet de généraliser cette form ulation est que l'esp érance d'une fonction réelle

(mesurable) est toujours bien dé�nie (v oir section 4.1.6).

On considère donc une distance sur la v ariété M . Dans notre cas, on c hoisira la distance in v a-

rian te si elle existe ou la distance in v arian te à gauc he sur le group e G. Soit x une primitiv e aléatoire

de densité px . L'esp érance de la distance au carré en tre cette primitiv e aléatoire et une primitiv e

�xe y est dé�nie par :

� 2
x (y) = E

�
dist (y; x )2 �

=
Z

M
dist (y; z)2:px (z):dM (z) (4.13)

Si la v ariance � 2
x (y) est �nie p our toute primitiv e y (ce qui est en particulier v éri�é si la densité a un

supp ort compact), nous app elons primitiv e mo y enne ou esp érée toute primitiv e �x minimisan t

cette v ariance. On note E [ x ] l'ensem ble des primitiv es mo y ennes. On a donc :

E [ x ] = arg min
y2M

�
E

�
dist (y; x )2 ��

(4.14)

S'il existe au moins une primitiv e mo y enne �x , on app elle v ariance la v aleur minimale � 2
x = � 2

x (�x)
et écart-t yp e la racine carrée de cette v aleur.
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De la même façon, on dé�nit la mo y enne empirique ou discrète d'un ensem ble de mesures

x1; : : : xn par la v ersion discrète :

E [ f xi g ] = arg min
y2M

�
E

�
f dist (y; xi )2g

��
= arg min

y2M

 
1
n

X

i

dist (y; xi )2

!

(4.15)

et s'il existe au moins une primitiv e mo y enne �x , on app elle écart-t yp e empirique (ou RMS p our

Ro ot Mean Square) la v aleur s =
q

1
n

P
i dist (�x ; xi )2

.

On p eut dé�nir ainsi d'autres t yp es de v aleurs cen trales : on app elle déviation mo y enne à l'ordre

� la v aleur

� x ;� (y) = ( E [ dist (y; x )� ])1=� =
� Z

M
dist (y; z)� :px (z):dM (z)

� 1=�

(4.16)

Si cette fonction est b ornée sur M , on app elle primitiv e cen trale à l'ordre � toute primitiv e

�x � la minimisan t. A titre d'exemple, on obtien t les mo des de la densité p our � = 0 (les primitiv es

p our lesquelles la densité est maximale), la médiane p our � = 1 , comme nous l'a v ons observ é à la

section (2.2.2.5), et le (( barycen tre )) du supp ort de la densité (qui doit être un compact dans ce

cas) p our � ! 1 . La dé�nition de ces v aleurs cen trales s'applique sans problème dans le cas discret

d'un ensem ble de mesures de primitiv es, excepté sans doute p our les mo des ( � = 0 ) et � ! 1 où

l'ensem ble des primitiv es esp érées est resp ectiv emen t E0 [ f xi g ] = M et E1 [ f xi g ] = f xi g, ce qui

n'app orte pas grand c hose.

Notons que la mo y enne de F réc het est dé�nie ainsi dans tout espace métrique et donc en par-

ticulier dans toute v ariété riemannienne, indép endammen t des h yp othèses d'in v ariance que l'on

considère ici. En particulier, tout ce que nous v enons de dire se transp ose littéralemen t dans le

cas d'une mo y enne sur le group e G, a v ec la con v en tion que nous utilisons la mesure et la distance

in v arian te à gauc he.

4.2.2 Existence et unicité : esp érance de Karc her

Il est éviden t que, comme notre mo y enne est le résultat d'une minimisation, l'existence de la

mo y enne n'est pas assuré (le minim um global n'est pas forcémen t attein t), et le résultat est de toute

façon un ensem ble et non plus un seul élémen t (il p eut y a v oir plusieurs minim ums). En ce sens, on

se rappro c he du comp ortemen t classique de certaines v aleurs cen trales de v ecteurs aléatoires. C'est

le cas des mo des, par exemple : on p eut tout à fait en visager des distributions m ultimo dales qui

représen ten t une v ariable cen trée autour de plusieurs v aleurs. Cep endan t, l'esp érance de F réc het ne

p ermet pas de dé�nir tous les mo des, même dans le cas v ectoriel : on ne conserv e que le (ou les)

mo des d'in tensité maximale.

P our assouplir cette con train te, (Karc her, 1977) prop ose de considérer les minim ums lo caux de

la v ariance � 2
x (y) (équation 4.13) et non plus simplemen t les minim ums globaux. Comme il y a bien

sûr plus de minim ums lo caux que globaux, l'ensem ble des mo y ennes au sens de F réc het est un sous-

ensem ble de celles de Karc her. Notons au passage que le fait d'utiliser un minim um lo cal p ermet de

caractériser les solutions en utilisan t simplemen t les dériv ées d'ordre deux au p oin t considéré.

En utilisan t cette dé�nition étendue, (Karc her, 1977) et (Kendall, 1990) on t pu établir des

conditions sur la v ariété et la distribution p our garan tir l'existence et l'unicité de la mo y enne. L'ex-

pression de ces conditions nécessite l'in tro duction de quelques notions complémen taires de géométrie

di�éren tielle don t nous donnons ici un ap erçu très simpli�é.
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Courbure riemannienne d'une v ariété Gauss a mon tré que la courbure (gaussienne) d'une

surface p eut s'exprimer en fonction de la métrique de cette surface. Riemann a utilisé cette propriété

p our généraliser la notion de courbure aux v ariétés (riemanniennes) de la façon suiv an te : en un p oin t

x de la v ariété, on c hoisit un sous-espace v ectoriel V � TxM de dimension 2 dans l'espace tangen t en

ce p oin t. L'espace engendré par les géo désiques de M démarran t du p oin t x a v ec un v ecteur tangen t

inclus dans V est une sous-v ariété de M p ossédan t la métrique induite. C'est donc une surface don t

on p eut déterminer la courbure de Gauss : on app elle courbure sectionnelle ou courbure de

Riemann � (x; V) cette quan tité in trinsèque. Il est clair que dans le cas d'un espace v ectoriel, la

courbure est toujours n ulle. Dans les cas simples, la (( surface )) de la v ariété est toujours du même

côté du plan tangen t, et la courbure est toujours p ositiv e. C'est le cas de la sphère ou de SO3 . P ar

con tre, p our les transformations rigides, on ra joute les translations (donc un espace v ectoriel de

courbure n ulle), et la v ariété est simplemen t dite de courbure non-négativ e . On p eut en visager

des v ariétés de courbure toujours négativ e, comme le parab oloïde h yp erb olique z = x2 � y2
(la selle

de c hev al).

Boule géo désique régulière Une b oule B(x; r ) est l'ensem ble des p oin t y 2 M don t la distance

à la primitiv e x est strictemen t inférieure au ra y on r . La b oule est dite géo désique si elle ne rencon tre

pas le lieu de coupure du cen tre x , c'est-à-dire s'il existe une unique géo désique joignan t le cen tre

à n'imp orte quel p oin t de la b oule. Soit � le maxim um de la courbure riemannienne dans la b oule.

La b oule est dite régulière si son ra y on v éri�e l'inégalité 2:r:
p

� < � .

P ar exemple, sur la sphère S2 de ra y on 1, la courbure est constan te et égale à 1, et une b oule

géo désique est régulière si r < �= 2. Elle p eut donc presque couvrir un hémisphère, mais elle ne p eut

jamais inclure un p oin t de l'équateur. Dans une v ariété de courbure négativ e, une b oule géo désique

régulière p eut couvrir l'espace en tier (d'après le théorème d'Hadamard, une telle v ariété (si elle est

connexe) est d'ailleurs di�éomorphe à Rn
).

Nous p ouv ons main tenan t rev enir à notre problème.

Théorème 4.8 (Existence et unicité de la mo y enne de Karc her)

Soit x une primitive alé atoir e de densité px .

� (Kendall, 1990) Si le supp ort de px est inclus dans une b oule gé o désique r é gulièr e B(y; r ) ,

alors il existe une et une seule moyenne de Kar cher de x sur c ette b oule.

� (Karc her, 1977) Si le supp ort de px est inclus dans une b oule gé o désique r é gulièr e B(y; r ) et

que la b oule de r ayon double B(y; 2:r ) est enc or e gé o désique et r é gulièr e, alors la varianc e � 2
x (z)

est une fonction c onvexe de z et a un et un seul p oint critique sur B(y; r ) , né c essair ement la

moyenne de Kar cher.

Ces conditions son t relativ emen t con traignan tes, mais assuren t cep endan t un comp ortemen t

cohéren t de notre mo y enne p our des distributions lo calisées.

4.2.3 Autres dé�nitions p ossibles de l'esp érance

Si la mo y enne de F réc het nous con vien t très bien car elle présen te de b onnes propriétés p our

réaliser l'optimisation, il existe des tra v aux prop osan t d'autres dé�nitions de la notion de mo y enne

ou de barycen tre dans une v ariété. Nous les signalons ici par souci de complétude et par l'in térêt

mathématique qu'elle p euv en t présen ter, mais elles sem blen t p eu applicables d'un p oin t de vue

pratique.

Une autre propriété qui p eut égalemen t servir de p oin t de départ p our une généralisation de

l'esp érance est la suiv an te (Doss, 1949) : si x est une v ariable aléatoire réelle, alors le seul nom bre
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réel �x v éri�an t

8y 2 R jy � �xj � E [ jx � �xj ]

est égal à la mo y enne de x : �x = E [ x ] .

Si l'on se place main tenan t dans un espace métrique, on p eut dé�nir la mo y enne au sens de

Doss comme l'ensem ble des élémen ts �x 2 M de la v ariétés v éri�an t :

8y 2 M dist (y; �x) � E [ dist (x ; �x) ]

(Herer, 1986; Herer, 1988) mon tre que cette dé�nition comprend en tre autre l'esp érance classique

dans un espace de Banac h (mais comprend év en tuellemen t d'autres p oin ts en plus), et dév elopp e

une esp érance conditionnelle basée sur cette dé�nition.

Une dé�nition similaire mais ne faisan t pas in terv enir de propriétés métriques est utilisée dans

(Emery et Mok ob o dzki, 1991) et reprise dans (Arnaudon, 1994; Arnaudon, 1995) en utilisan t les

fonction con v exes sur la v ariété. Rapp elons qu'une fonction sur M à v aleur dans R est con v exe si sa

restriction à toute géo désique (considérée comme fonction de R dans R ) est con v exe. Le barycen tre

con v exe d'une primitiv e aléatoire x de densité px est l'ensem ble B(x) des primitiv es y 2 M telles

que � (y) � E [ � (x ) ] p our toute fonction r é el le � c onvexe et b orné e sur un voisinage du supp ort de

px .

Cette dé�nition sem ble d'un in térêt restrein t dans notre cas puisque sur les v ariétés compactes,

comme la sphère où la v ariété SO3 des rotations, les géo désiques se fermen t sur elles-mêmes et les

seules fonctions con v exes son t les fonctions constan tes. T oute v ariable aléatoire don t la distribution

a p our supp ort la v ariété en tière, par exemple si la densité ne s'ann ule pas, a donc p our barycen tre

la v ariété toute en tière.

Cep endan t, dans le cas où le supp ort de la distribution est inclus dans un ouv ert fortemen t

con v exe

2 U , Emery mon tre que les barycen tres exp onen tiels , dé�nis comme les p oin ts critiques

de la v ariance � 2
x (y) (équation 4.13), son t un sous-ensem ble du barycen tre B(x) . Les minim ums

lo caux et globaux étan t en particulier des p oin ts critiques, les barycen tres exp onen tiels incluen t

donc les mo y ennes de Karc her et de F réc het.

(Picard, 1994) réalise une syn thèse très bien construite de toutes ces notions de mo y enne et

mon tre que toute dé�nition d'un barycen tre est reliée à un connecteur, qui détermine lui-même une

connexion (et donc év en tuellemen t une métrique). Un propriété très in téressan te de cette form ula-

tion est que la distance en tre deux barycen tres (de dé�nitions di�éren tes) p our la même primitiv e

aléatoire est de l'ordre de O(� 2
x ) . P our les primitiv es aléatoires su�sammen t cen trées, toutes les

v aleurs cen trales son t donc pro c hes.

4.2.4 Propagation de la mo y enne

Comme nous a v ons calculé la propagation des densités, il nous serait fort utile de connaître la

propagation de la mo y enne au sein des op érations de base. Notons que les propriétés (( d'in v ariance ))
ou de cohérence de la mo y enne a v ec l'action des transformations son t dues à l'utilisation d'une

distance in v arian te et ne son t donc plus v alables s'il n'existe pas de distance in v arian te.

Théorème 4.9 (A ction d'une transformation �xe sur une primitiv e aléatoire)

E [ g ? x ] = g ? E [ x ] et E [ f g ? xi g ] = g ? E [ f x i g ] (4.17)

Ce r ésultat tient é galement p our l'ensemble des primitives c entr ales d'or dr e quelc onques.

2. On utilise ici fortement c onvexe au sens où deux p oin ts quelconques de U son t reliés par une unique géo désique

minimisan te incluse dans U et dép endan t de façon C1
des deux p oin ts. Il existe alors en tout p oin t une carte

exp onen tielle couvran t U et ne rencon tran t pas le lieu de coupure.
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Preuv e : Soit z = g ? x la primitiv e aléatoire obten ue par l'action de la transformation �xe g sur la

primitiv e aléatoire x . On a :

� 2
z (y) = E

�

dist (g ? x; y)2 �

=
Z

M
dist (y ; g ? x)2 :px (x) :dM (x)

Grâce à l'in v ariance de la distance, on obtien t

� 2
z (y) =

Z

M
dist (g (-1) ? y; x)2 :px (x) :dM (x) = � 2

x (g (-1) ? y)

La primitiv e �x minimise donc � 2
x (x) si et seulemen t si �z = g ? �x minimise � 2

z (z) , ce qui se réécrit

E [ z ] = g ? E [ x ] . De plus, les v ariances son t égales : � z = � x .

La même argumen tation tien t p our la stabilité de la primitiv e cen trale d'ordre quelconque, ainsi que

p our la mo y enne empirique comme nous l'a v ons remarqué à la section (3.4.1). �

Théorème 4.10 (T ranslation à gauc he d'une transformation aléatoire)

E [ g � f ] = g � E [ f ] et E [ f g � fi g ] = g � E [ f f i g ] (4.18)

Ce r ésultat tient é galement p our l'ensemble des primitives c entr ales d'or dr e quelc onques.

Preuv e : Remplacer dans la preuv e précéden te l'action ( ?) par la comp osition ( � ) et une primitiv e x
par une transformation f . �

Question ouv erte 4.1 (In v ersion d'une transformation aléatoire)

Quel les sont les r elations entr e c es ensembles moyens ?

E
�

g (-1)

� ?= E [ g ](-1) et E
�

f g(-1)

i g
� ?= E [ f gi g ] (-1)

L'écriture des v ariances nous donne :

� 2
g (-1)

(f) = E
�

dist (g (-1) ; f)2 �
=

Z

G
dist (g (-1) ; f)2:pg (g):dL G(g)

mais il n'est pas éviden t d'en conclure quelque c hose.

Question ouv erte 4.2 (T ranslation à droite d'une transformation aléatoire)

Quel les sont les r elations entr e c es ensembles moyens ?

E [ g � f ] ?= E [ g ] � f et E [ f gi g � f ] ?= E [ f gi g ] � f

L'écriture des v ariances nous donne ( z est ici une transformation) :

� 2
(g � f) (z) = E

�
dist (g � f ; z)2 �

=
Z

G
dist (g � f ; z)2:pg (g):dL G(g)

mais cette fois-ci, la distance n'a pas de raison d'être in v arian te à droite et nous ne p ouv ons rien conclure.

Question ouv erte 4.3 (A ction d'une transformation aléatoire)

Quel les sont les r elations entr e c es ensembles moyens ?

E [ f ? x ] ?= E [ f ] ? x et E [ f ? x ] ?= E [ f ] ? E [ x ]



4.3. Propriétés et obten tion des primitiv es mo y ennes 89

Si la primitiv e x est déterministe, la v ariance s'écrit :

� 2
( f ?x) (z) =

Z

G
dist (f ? x; z)2:pf (f) :dL G(f)

et si elle est aléatoire :

� 2
( f ?x ) (z) =

Z

G;M
dist (f ? x; z)2:pf (f) :px (x) :dL G(f) :dM (x)

ce qui se p eut encore s'écrire

� 2
( f ?x ) (z) =

Z

G
� 2

x (f (-1) ? z):pf (f) :dL G(f) =
Z

M
� 2

( f ?x) :px (x) :dM (x)

Une fois de plus, on ne p eut pas conclure grand c hose.

4.3 Propriétés et obten tion des primitiv es mo y ennes

En reprenan t l'idée de barycen tre exp onen tiel de Emery , nous allons p ouv oir caractériser les

mo y ennes de Karc her d'une primitiv e aléatoire comme étan t, en tre autres, des p oin ts critiques de

la v ariance. L'idée classique p our faire cela est de dire que la dériv ée s'ann ule en ces p oin ts. Dans

le cas d'une v ariété, cela se traduit par l'ann ulation de l'esp érance v ectorielle classique dans la

représen tation exp onen tielle en ce p oin t. Dans le cas, plus in téressan t p our nous, d'une v ariété

homogène géo désiquemen t complète p our une métrique in v arian te donnée, nous n'utilisons que la

carte principale dé�nie à la section (3.5.4.3) comme le log de la v ariété à l'origine, mais nous

p ouv ons transp orter toutes les cartes exp onen tielles en ce p oin t grâce à des transformations adaptés.

Ceci p ermet d'écrire les résultats de manière syn thétique dans une seule représen tation, et mène

directemen t à un algorithme itératif p our la détermination de la primitiv e mo y enne.

Nous présen tons les résultats p our le cas de la v ariété, mais il est clair qu'ils s'appliquen t de

la même façon au group e de transformation G m uni de la distance in v arian te à gauc he. Il faut

alors évidemmen t exprimer les transformations dans la carte principale : il su�t de remplacer la

fonction de placemen t f ~x par

~f , J (f ~x) par JL~f et dM par dL G p our obtenir les propriétés rec herc hées

sur le group e. Notons que si l'on ne s'in téresse qu'à la v ariété, on p eut utiliser n'imp orte quelle

représen tation p our le group e de transformation, du momen t que son action sur la v ariété p eut être

exprimée dans la carte principale de celle-ci : ~y = f ? ~x doit être calculable.

4.3.1 Caractérisation d'une v aleur mo y enne

Les optim ums de la v ariance � 2
x (y) son t caractérisés par une dériv ée n ulle par rapp ort à la

primitiv e y . Nous p ourrions dév elopp er cette condition directemen t dans la carte principale et

simpli�er les équations en utilisan t les iden tités remarquables du théorème (3.3), mais il est plus

élégan t et plus rapide de suivre (Emery et Mok ob o dzki, 1991) et de demander un gradien t n ul.

4.3.1.1 Gradien t d'une fonction à v aleur réelle

Soit � une fonction à v aleur réelle. Le gradien t en un p oin t est la direction dans laquelle cette

fonction croît le plus vite. Sur une v ariété M , on dé�ni le gradien t au p oin t x d'une fonction � par :

8 @v 2 TxM hr � j @v i x = @v �
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Cette dé�nition corresp ond au gradien t classique dans Rn
même dans le cas d'une base non ortho-

normée et s'étend bien sûr en tout p oin t de la v ariété. Le gradien t est alors un c hamps de v ecteur.

Si l'on exprime cette relation dans une carte x , on a : @v � = @�(x)
@x :v et hr � j v i x = r � T :Q(x):v .

L'égalité de ces deux termes p our tout v ecteur v en traîne donc la relation :

@�
@x

T

= Q(x):r � (4.19)

4.3.1.2 Gradien t du carré de la distance

Observ ons tout d'ab ord que la distance en tre deux primitiv es x et y est la longueur de la

géo désique en tre les p oin ts, et donc la norme du v ecteur tangen t @�! xy 2 TxM , en accord a v ec la

form ule (3.36) : dist (x; y)2 = k@�! xy k2
où k:k est la norme canonique de Rn

. La primitiv e x étan t

�xée, le gradien t de � x(y) = dist (x; y)2 = k@�! xy k2
est alors classique :

r � x(y) = 2 :@�! xy = � 2:@�! yx

La seconde expression est plus adaptée et l'on obtien t en terme de dériv ées partielles dans la carte

principale :

@( dist (~x;~y)2)
@~y

T

= � 2:Q(~y):�! yx = � 2:J (f ~y ) (-T) :(f (-1)

~y ? ~x) (4.20)

4.3.1.3 Hessienne du carré de la distance

On p eut aller plus loin et calculer les dériv ées secondes : on a tout d'ab ord la dériv ée croisée

exacte (le second terme est obten u par symétrie) :

@2( dist (~x;~y)2)
@~x @~y

= � 2:J (f ~y ) (-T) :
@(f (-1)

~y ? ~x)

@~x
= � 2:J (f ~x) (-T) :

@(f (-1)

~x ? ~y)
@~y

(4.21)

P our la matrice hessienne H~y , observ ons tout d'ab ord qu'en utilisan t l'iden tité remarquable (3.40),

on a :

J (f �y ) (-T) :(f (-1)

~x ? y) = � Q(~y):

 
@(f (-1)

~x ? ~y)
@~y

!
(-1)

:(f (-1)

~x ? ~y)

En négligean t les termes en •y:y dev an t les termes en _y2
dans la dériv ation (v oir par exemple (Gill

et al., 1981, section 4.7)), on obtien t :

H~y =
@2( dist (~x;~y)2)

@~y2 ' 2:Q(~y):

 
@(f (-1)

~x ? ~y)
@~y

!
(-1)

:

 
@(f (-1)

~x ? ~y)
@~y

!

' 2:Q(~y) (4.22)

Notons que ce résultat est égalemen t la matrice hessienne exacte du carré d'une distance euclidienne,

même si le rep ère n'est pas euclidien ( Q 6= Id ).

4.3.1.4 Optim ums de la v ariance

On considère main tenan t une primitiv e aléatoire x et sa v ariance par rapp ort à un p oin t �xe y

� 2
x (y) =

Z

M
dist (y; z)2:px (z):dM (z)
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Les p oin ts critiques �x on t un gradien t n ul :

@(� 2
x (~y))
@~y

�
�
�
�

T

~y=�x
= 0 () r � 2

x (�x) = 0 = � 2:
Z

M
log�x (z):px (z):dM (z)

Notons que cette dernière in tégrale a bien un sens puisque l'on in tègre la fonction

�! �xz = log �x (z)
à v aleurs dans l'esp ac e ve ctoriel T�x M . En utilisan t la carte principale, on obtien t

E [ log�x (x) ] = J (f �x ):
Z

M
(f (-1)

�x ?~z):px (~z):dM (~z) = 0

Considérons main tenan t la primitiv e aléatoire e = f (-1)

�x ? x ou de manière équiv alen t, x = f �x ? e.

Alors, d'après le théorème (4.1), les densités son t reliées par px (z) = pe(f (-1)

�x ? z) , et la form ule

ci-dessus se simpli�e en Z

M
(f (-1)

�x ?~z):pe(f (-1)

�x ?~z):dM (~z) = 0

et comme la mesure est in v arian te, le c hangemen t de v ariable ~y = f (-1)

�x ?~z donne :

Z

D
~y:pe(~y):

d~y
jJL (f ~y)j

= 0 () E [~e ] =
Z

D
~y:�

~ e(~y):d~y = 0

en notan t ~e le ve cteur alé atoir e représen tan t la primitiv e aléatoire e = f (-1)

�x ?x dans la c arte princip ale .

Nous a v ons donc obten u une caractérisation des barycen tres exp onen tiels :

Théorème 4.11 (Caractérisation des primitiv es mo y ennes)

Une c ondition né c essair e (mais p as su�sante) p our qu'une primitive �x soit une moyenne de F r é chet

ou de Kar cher de la primitive alé atoir e x est que le ve cteur alé atoir e ~e r epr ésentant la primitive

alé atoir e e = f (-1)

�x ? x dans la c arte princip ale ait une esp ér anc e nul le au sens ve ctoriel classique.

�x 2 E [ x ] =) E [~e ] = E
�

f (-1)

�x ?~x
�

=
Z

D
~y:�

~ e(~y):d~y = 0 (4.23)

L a c ar actérisation est similair e p our le c as discr et ou empirique :

�x 2 E [ f xi g ] =) E [ f~ei g ] = E
�

f f (-1)

�x ? ~xi g
�

=
1
n

X

i

~ei = 0 (4.24)

De manière plus générale, la condition nécessaire E [ log�x (x ) ] = 0 exprime le fait que l'esp érance

de F réc het ou de Karc her corresp ond à l'esp érance classique dans la carte exp onen tielle cen trée au

p oin t mo y en �x . L'utilisation de distances in v arian tes et d'une fonction de placemen t fx 2 F x nous

p ermet de translater ces propriétés p our les exprimer à l'origine en n'utilisan t qu'une seule carte :

la carte principale. C'est un atout ma jeur p our la gestion informatique de ces v ariétés.

4.3.1.5 Exemples

Si l'on considère le group e des translations, ou bien les p oin ts soumis aux translations ou même

aux transformations rigides, on c hoisit comme fonction de placemen t la translation de l'origine au

p oin t et on a f (-1)

x = � x . La caractérisation d'un p oin t mo y en �x est :

E [ � �x + x ] = 0
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qui n'est qu'une form ulation alternativ e de la form ule bien conn ue �x = E [ x ] .

P our des rotations, la carte principale est le v ecteur rotation p ourvu d'un angle inférieur à � , et

le v ecteur rotation �r corresp ondan t à la rotation esp érée satisfait :

E
�

�r (-1) � r
�

= 0

Si le v ecteur rotation esp éré �r est su�sammen t cen tré dans la carte principale (i.e. si l'angle

de la rotation est faible) et si la distribution est su�sammen t rassem blée autour de cette v aleur

(il est souhaitable par exemple que �r + �r ne dépasse pas les fron tières du domaine de dé�nition

p our la plus grosse partie de la distribution), alors un dév elopp emen t limité au premier ordre dans

l'in tégrale dé�nissan t l'esp érance donne

�r (-1) � r = r � �r + O(k�r k2) + O(k�r � r k2)

et on obtien t donc une esp érance classique pro c he de l'esp érance de F réc het : E [ r ] ' �r .

Il faut cep endan t faire atten tion car ces condition ne son t pas aisémen t v éri�ables en pratique,

et plus on s'en éloigne, plus la di�érence est sensible : v oir par exemple la �gure (4.1). De plus, il

n'est pas éviden t que ce genre d'appro ximation soit v alide a v ec d'autres représen tations.

4.3.2 Un algorithme p our obtenir la mo y enne

Un algorithme classique p our déterminer un minim um est la descen te de gradien t. Comme nous

a v ons vu que l'on p ouv ait calculer simplemen t le gradien t du carré de la distance et que, de plus,

on a un mo y en canonique de rev enir d'un plan tangen t à un p oin t de la v ariété (l'application

exp onen tielle), cet algorithme itératif paraît tout à fait adapté.

Supp osons que l'on ait, à un instan t t , une estimation �x t de la mo y enne de la primitiv e aléatoire

x . Le gradien t de la v ariance en ce p oin t est :

r � 2
t = r � 2

x (�x) = � 2:E
�

log�x t
(x)

�
2 T�x t M

La dériv ée est donc

�� 2
t =

@�2t
@�x

T

= Q(�x t ):r � 2
t = � 2:J (f �x t )

(-T) :E
�

f (-1)

�x t
?~x

�

et la matrice hessienne :

H � 2
t

=
Z

M

@2
dist (~y;~z)2

@~y2

�
�
�
�
y=�x

:px (z):dM (z) = 2 :Q(�x)

L'idée est donc d'a v ancer depuis �x t en suiv an t la géo désique partan t dans la direction opp osée à

�� 2
t . P our sa v oir de com bien il faut a v ancer, on utilise l'appro ximation au second ordre qui consiste

à p ondérer ce v ecteur par l'in v erse de la matrice hessienne. On a v ance donc du v ecteur :

�!
� xt = � H (-1)

� 2 :�� 2 = J (f �x t ):E
�

f (-1)

�x t
?~x

�
= E

�
log�x t

(x )
�

Comme ce v ecteur est donné dans l'espace tangen t en �x t , il su�t d'utiliser l'exp onen tielle en ce

p oin t :

�x t+1 = exp �x t

� �!
� xt

�
= f �x t ? exp

�
J (f �x t )

(-1) :
�!
� xt

�
= f �x t ? exp

�
E

�
f (-1)

�x t
?~x

��
(4.25)
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E [ f r i g ] = E [ f r i g ] = o

(a) L'esp érance standard et celle de

F réc het son t iden tiques à l'origine.
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(b) Quand l'esp érance de F réc het est

près de l'origine, l'esp érance clas-

sique p eut être considérée comme

une appro ximation au premier ordre.
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E [ f r i g ]

E [ f r i g ]

(c) Près de la fron tière du domaine,

les deux esp érances di�èren t signi�-

cativ emen t. Cep endan t, a v ec ce bruit

relativ emen t faible, il serait encore

p ossible de détecter et prendre en

compte cet e�et de fron tière.
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E [ f r i g ]

E [ f r i g ]

(d) A v ec un niv eau de bruit plus

élev é, il n'est plus p ossible de devi-

ner la séparation p ermettan t d'éviter

l'e�et de fron tière.

Fig. 4.1 � Comp ortement des r otations esp ér é es et des matric es de c ovarianc e asso cié es : pr oje ction

dans le plan (r x ; r y) des v ecteurs rotation mesur és, de leur esp ér anc e classique et de F r é chet et

des el lipsoïdes d'inc ertitude c orr esp ondant à � 2 = 15 . L e c er cle r epr ésente la fr ontièr e de la c arte

princip ale ( � = kr k = � ). R app elons que lorsqu'on tr averse c ette fr ontièr e p our sortir de la c arte

princip ale au p oint r = �:n , on r entr e en fait dans la c arte p ar le p oint symétrique r 0 = �: (� n) .

Notons é galement que la b onne façon de visualiser les matric es de c ovarianc e ser ait de r amener la

r otation esp ér é e au c entr e c omme sur la �gur e (4.1(a)) p our que la r epr ésentation c orr esp onde à la

c arte exp onentiel le en c e p oint.
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Si l'on considère main tenan t le cas de la mo y enne discrète ou empirique, nettemen t plus in téres-

san t d'un p oin t de vue pratique, le v ecteur

�!
� xt est donné par

�!
� xt = E

�
f log�x t

(x i )g
�

=
1
n

X

i

J (f �x t ):
�
f (-1)

�x t
? ~xi

�

On a v ance donc de la moitié de ce v ecteur dans T�x M et on revien t à la v ariété, ce qui s'exprime

aussi dans la carte principale par

�x t+1 = exp �x t
(
�!
� xt ) = f �x t ? exp

�
J (f �x t )

(-1) :
�!
� xt

�

Ceci qui se simpli�e p our donner la form ule d'év olution suiv an te dans la c arte princip ale :

�x t+1 = f �x t ?

 
1
n

X

i

�
f (-1)

�x t
? ~xi

�
!

(4.26)

Notons que dans le cas où l'action du group e est linéaire ou a�ne dans la c arte princip ale ,

l'action de la transformation est distributiv e vis-à-vis de l'addition, et l'év olution se simpli�e en

x t+1 =
1
n

X

i

x i

On retrouv e donc bien le barycen tre ou mo y enne classique dans un espace v ectoriel. Qui plus est,

on con v erge dans ce cas en une seule étap e et de manière exacte. Cet algorithme est donc tout à fait

adapté dans une optique (( orien tée ob jet )) où l'on v eut implémen ter des algorithmes génériques qui

fonctionnen t sur toutes les primitiv es de la même façon. Les seules op érations qui di�èren t suiv an t

le t yp e de primitiv e considéré son t ici l'action du group e sur les primitiv es (dans la carte principale)

et la fonction de placemen t f ~x .

Un a v an tage imp ortan t de cette descen te de gradien t par rapp ort à d'autres algorithmes simi-

laires est que nous n'a v ons aucun problème de pro jection du plan tangen t v ers la v ariété, grâce

à la relation canonique qui relie les deux : l'exp onen tielle. De plus, même si le gradien t nous fait

sortir du domaine de dé�nition de la carte, l'application exp onen tielle est dé�nie sur le plan tangen t

tout en tier (parce que la v ariété est supp osée géo désiquemen t complète) et on p eut donc toujours

rev enir sans problème. Dans la pratique, le problème ne se p ose même pas puisque les domaines de

dé�nition des cartes principales que nous en visagerons son t con v exes, comme le disque B1(� ) p our

un v ecteur unitaire ou la b oule B3(� ) p our le v ecteur rotation, et le barycen tre est assuré de rester

dans le domaine.

Un dernier p oin t imp ortan t p our �nir cet algorithme itératif est de trouv er un p oin t de départ de

préférence pro c he de la solution. On p eut c hoisir l'une des primitiv es xi au hasard, ou bien attribuer

à c haque primitiv e sa distance mo y enne (ou médiane p our être robuste) par rapp ort aux autres

primitiv es et c hoisir celle qui minimise ce critère de cen tralité initiale. Cette métho de de c hoix du

p oin t de départ p eut être randomisée de manière assez e�cace (Hub er, 1981; Rousseeu w et Lero y ,

1987).

Le problème de l'unicité de la solution p eut être résolu en rép étan t l'algorithme à partir de

plusieurs primitiv es di�éren tes p our v éri�er l'obten tion d'un minim um unique. Quand on connaît la

courbure de la v ariété (si par exemple elle est constan te ou ma jorée par � ), on p eut aussi utiliser a

p osteriori le théorème (4.8) d'existence et d'unicité. En e�et, dans la carte principale, toute b oule

cen trée en zéro et ne rencon tran t pas le lieu de coupure est une b oule géo désique de cen tre l'origine

et de même ra y on sur la v ariété. Lorsqu'on a obten u une mo y enne �x , on p eut translater une b oule
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géo désique cen trée sur ce p oin t en une b oule géo désique cen trée à l'origine en considéran t les résidus

~ei = f (-1)

�x ? ~xi . Si le maxim um r de la norme de ces résidus est su�sammen t faible :

r = max
i

k~ei k = max
i

dist (�x ; xi ) <
�

p
�

la b oule géo désique de cen tre �x et de ra y on r est régulière et con tien t le supp ort de la distribution

discrète : il n'existe donc qu'un seul minim um, nécessairemen t celui qu'on a déjà trouv é.

4.3.2.1 Exemple : le rep ère mo y en

Prenons comme exemple un ensem ble de mesures de rep ères f i = ( r i ; x i ) . En utilisan t le v ecteur

rotation et le v ecteur translation comme représen tation, on est dans la carte exp onen tielle mais

p our simpli�er les form ules, on oubliera la �èc he sur ces v ecteurs. On c herc he donc le rep ère mo y en

�f = (�r; �x) au sens de Karc her. La distance in v arian te (ou in v arian te à gauc he si l'on considère que

ce son t des transformations) est donne en section (7.4.1.1) :

dist ( �f ; f i ) = N � ( �f (-1) � f i ) = N � (f (-1)

i � �f )

a v ec

N � (r; x )2 = �: kr k2 + kxk2
et

�f (-1) � f i =
�
�r (-1) � r i ; �r (-1) ? (x i � �x)

�

On p eut appliquer directemen t la form ule (4.26) qui se simpli�e en :

�f t+1 =

 

�r t �

 
1
n

X

i

(�r (-1)

t � r i )

!

;
1
n

X

i

x i

!

La p osition mo y enne �x est donc le barycen tre des p ositions, comme on p ouv ait s'y attendre in tuiti-

v emen t, et la minimisation p our la rotation est indép endan te. La séparation en tre la rotation et la

translation (ou le trièdre et la p osition) était en e�et visible directemen t sur le critère des moindres

carrés :

s2
� ( �f ) = � 2

X

i

k�r (-1) � r i k2 +
X

i

kx i � �xk2

Notons encore que la solution obten ue est indép endan te du paramètre � qui nous sert à comparer

les angles de rotation a v ec les distances euclidiennes de p oin ts, ce qui est satisfaisan t.

Nous a v ons égalemen t prop osé dans (P ennec et Thirion, 1995) et nous v errons au c hapitre

(8.3) des métho des similaires, mais utilisan t les informations de deuxième ordre (les matrices de

co v ariances).

4.4 Matrice de co v ariance

Nous a v ons obten u jusqu'ici un équiv alen t de l'esp érance, ou plutôt de la v aleur cen trale p our

les primitiv es aléatoires, et un indice de disp ersion : la v ariance par rapp ort à un p oin t. P our aller

plus loin, observ ons que la matrice de co v ariance d'un v ecteur aléatoire x par rapp ort à un p oin t y
représen te la disp ersion dir e ctionnel le du v ecteur (( di�éren tiel )) x � y . En reprenan t les notations

v ectorielles classiques, on noterait ce v ecteur :

�!yx , et la dé�nition de la matrice de co v ariance du

p oin t aléatoire x par rapp ort à un p oin t �xe y serait :

�
xx

(y) = E
� �!yx :�!yx T

�
=

Z

R

n
(�! yx):(�! yx) T :p

x

(x):dx
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En fait, c'est vraimen t la notion de bip oin t dév elopp ée à l'origine par Grassman qui con vien t

p our l'extension de la notion de v ecteur aux v ariétés di�éren tielles : si x et y son t deux p oin t de

la v ariété M (supp osée suivre les h yp othèses usuelles), on p eut in terpréter le v ecteur

�! yx = log y(x)
dé�nit précédemmen t comme un représen tan t du (( bip oin t )) (y; x) . P ar con tre, on ne p eut plus

faire abstraction du p oin t de départ p our constituer un v ecteur comme une classe d'équiv alence des

bip oin ts. Observ ons égalemen t que le v ecteur

�! yx est en général con train t de rester dans le domaine

de dé�nition D(y) de la carte logarithmique en y , délimité par le lieu de coupure tangen tiel C(y) .

P our en rev enir à la matrice de co v ariance, remarquons que l'on p eut exprimer la densité de

probabilité du ve cteur alé atoir e

�!yx dans la carte logy grâce à l'équation (4.3) ou utiliser la mesure

in v arian te et comme le domaine de dé�nition D(y) est étoilé par rapp ort à l'origine (et que le lieu

de coupure est de mesure n ulle), la dé�nition exhib ée ci-dessus a encore un sens :

� xx (y) = E
� �!yx :�!yx T

�
=

Z

D(y)
(�! yx) :(�! yx) T :px (x) :dM (x) (4.27)

A v ec nos h yp othèses, on p eut toujours se ramener à la carte principale p our obtenir :

� xx (y) = J (f ~y):E
h

(f (-1)

~y ?~x):(f (-1)

~y ?~x) T

i
:J (f ~y) T

En fait, on s'in téresse en général à la matrice de co v ariance c entr é e , c'est-à-dire relativ e à la

mo y enne :

Dé�nition 4.1 Soit x une primitive alé atoir e sur la variété M p ossé dant les pr opriétés habituel les,

et �x 2 E [ x ] une primitive moyenne que l'on supp ose unique p our simpli�er les notations (dans

le c as c ontr air e, il faut c onserver la moyenne de r éfér enc e). On note � xx et on app el le matric e de

c ovarianc e de x la matric e de c ovarianc e p ar r app ort à c ette moyenne :

� xx = � xx (�x) = E
h �! �x x:�! �x x T

i
=

Z

D(�x)
(�! �xx) :(�! �xx) T :px (x) :dM (x)

En utilisant la c arte princip ale et la primitive alé atoir e e = f (-1)

�x ?x que l'on p eut interpr éter c omme

l'err eur autour de l'origine, on a :

� xx = J (f �x ):� ee:J (f �x ) T

où � ee = E
�
~e:~eT

�
=

Z

D
~y:~y T :�

~ e(y):dy

La co v ariance empirique est dé�nie de la même façon en utilisan t la v ersion discrète de l'esp é-

rance : si �x est la mo y enne de l'ensem ble de primitiv e f xi g, la co v ariance est

� xx = J (f �x ):

 
1
n

X

i

(f (-1)

�x ? ~xi ):(f
(-1)

�x ? ~xi ) T

!

:J (f �x ) T

(4.28)

Notons que, comme dans le cas d'un v ecteur aléatoire, la trace de la matrice de co v ariance est

égale à la v ariance :

T r (� xx ) = E
h

T r (�! �x x:�! �x x T )
i

= E [ dist (�x ; x) ] = � 2
x

Ceci est bien sûr v alide p our la co v ariance et la v ariance relativ es à un p oin t �xe autre que la

mo y enne.
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S

xy
x

S

T  Sx 2

g

0

2y

D

Fig. 4.2 � L a c ovarianc e est dé�nie dans le plan tangent au p oint moyen c omme la matric e de

c ovarianc e classique du (( ve cteur déviation )) : � xx = E
�

�!
xx :

�!
xx

T

�
.

4.4.1 Appro ximation d'une primitiv e aléatoire

D'un p oin t de vue informatique, nous a v ons main tenan t su�sammen t de paramètres p our ap-

pro ximer une primitiv e aléatoire x : si �x est la mo y enne (supp osée unique p our simpli�er) et � xx la

co v ariance asso ciée, on écrira comme dans le cas d'un v ecteur aléatoire :

x � (�x ; � xx )

Dans le cas où il y a plusieurs mo y ennes qui réalisen t le minim um de la v ariance (global au sens

de F réc het ou lo cal au sens de Karc her), les matrices de co v ariances n'on t aucune raison générique

d'être les mêmes. On doit donc gérer l'ensem ble des v aleurs mo y ennes et des co v ariances asso ciées.

En pratique, il est rare que l'on ait à le faire.

4.4.2 Algèbre des primitiv es et transformations déterministes et aléatoires

Comme nous a v ons calculé la propagation des densités et des mo y ennes, nous nous attac hons

ici à la propagation des matrices de co v ariances dans les fonctions de base. Notons encore une fois

que les propriétés (( d'in v ariance )) ou de cohérence a v ec l'action des transformations son t dues à

l'utilisation d'une distance in v arian te et ne son t donc pas forcémen t v alables s'il n'existe pas de

distance in v arian te.

Théorème 4.12 (A ction d'une transformation �xe sur une primitiv e aléatoire)

Soit x � (�x ; � xx ) une primitive alé atoir e. L'action d'une tr ansformation �xe est :

y = f ? x � (f ? �x ; J:� xx :J T ) ave c J =
@(f ? ~x)

@~x

�
�
�
�
~x=�x

(4.29)

Preuv e : Puisque �y = f ? �x , il existe une transformation h 2 H telle que f y = f � f x � h . Il su�t alors

d'écrire dans la dé�nition de � yy le jacobien sous la forme comp osée :

J (f �y ) =
@(f �y ?~e)

@~e

�

�

�

�

~e=0

=
@(( f � f �x � h) ?~e)

@~e

�

�

�

�

~e=0

=
@(f ? ~x)

@~x

�

�

�

�

~x=�x

:
@(f �x ?~e)

@~e

�

�

�

�

~e=0

:J (h) = J:J (f �x ):J (h)

et f (-1)

�y ?~y = J (h) (-1) :(f (-1)

�x ?~x) puisque l'action de H est linéaire dans la carte principale. En rep ortan t

dans la dé�nition, on trouv e le résultat. �

Théorème 4.13 (T ranslation à gauc he d'une transformation aléatoire)

Soit f 1 � (�f1; � f1 f1 ) une tr ansformation alé atoir e. L a tr anslation à gauche p ar une tr ansformation
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�xe est :

f 2 = g � f 1 �
�
g � �f1 ; J:� f1 f1 :J T

�
ave c J =

@(~g � ~f)

@~f

�
�
�
�
�
~f= �f1

(4.30)

Preuv e : Remplacer dans la preuv e précéden te l'action ( ?) par la comp osition ( � ) et une primitiv e x
par une transformation f . Enlev er égalemen t toute allusion à h puisque H = f Idg. �

Les form ules son t bien en tendu aussi v alides p our la propagation de la v ersion empirique (ou

statistique) de la matrice de co v ariance. Notons que dans ces deux cas, les form ules de propagation

de la mo y enne et de la co v ariance son t exactes , comme dans le cas a�ne p our les v ecteurs aléatoires

(section 2.2.4.2).

P our la propagation dans les autres op érations, nous n'a v ons pas été capable de déterminer dans

quelles conditions les form ules suiv an tes son t exactes. Nous nous con ten terons donc de les justi�er

par l'appro ximation au 1

er

ordre du théorème (2.1).

� (In v ersion d'une transformation aléatoire)

Soit f � (�f ; � � ) une transformation aléatoire. La transformation in v erse est donnée au

1

er

ordre par aléatoire. La translation à gauc he par une transformation �xe est :

f (-1) �
� �f (-1) ; J:� � :J T

�
a v ec J =

@~f (-1)

@~f

�
�
�
�
�
~f= �f

(4.31)

� (T ranslation à droite d'une transformation aléatoire)

Soit f 1 � (�f1; � f1 f1 ) une transformation aléatoire. La translation à droite par une transforma-

tion �xe est :

f 2 = f 1 � g �
� �f1 � g ; J:� f1 f1 :J T

�
a v ec J =

@(~f � ~g)

@~f

�
�
�
�
�
~f= �f1

(4.32)

� (A ction d'une transformation aléatoire sur une primitiv e �xe)

Soit f � (�f ; � � ) une transformation aléatoire. L'action sur une primitiv e �xe est :

y = f ? x �
� �f ? x ; J:� � :J T

�
a v ec J =

@(~f ? ~x)

@~f

�
�
�
�
�
~f= �f

(4.33)

� (A ction d'une transformation aléatoire sur une primitiv e aléatoire)

Soit f � (�f ; � � ) une transformation aléatoire et x � (�x ; � xx ) une primitiv e aléatoire. L'action

de la transformation sur la primitiv e pro duit une nouv elle primitiv e aléatoire :

y = f ? x �
�
�f ? �x ; J~f :� � :J T

~f
+ J~x :� xx :J T

~x

�
(4.34)

a v ec

J~f =
@(~f ? ~x)

@~f

�
�
�
�
�
~f= �f

a v ec J~x =
@(~f ? ~x)

@~x

�
�
�
�
�
~x=�x

� (Comp osition de deux transformations aléatoires)

Soit f1 � (�f1; � f1 f1 ) et f2 � (�f2; � f2 f2 ) deux transformations aléatoires leur comp osition est :

g = f2 � f1 �
�
�f2 � �f1 ; J~f2

:� f2 f2 :J T

~f2
+ J~f1

:� f1 f1 :J T

~f1

�
(4.35)
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a v ec

J~f2
=

@(~f2 � ~f1)

@~f2

�
�
�
�
�
~f2= �f2

a v ec J~f1
=

@(~f2 � ~f1)

@~f1

�
�
�
�
�
~f1= �f1

4.5 Plusieurs primitiv es aléatoires

On considère main tenan t que l'on a plusieurs mesures sim ultanées pro v enan t de la même exp é-

rience aléatoire. Nous dév elopp ons rapidemen t ici le cas de deux primitiv es aléatoires x et y à v aleurs

dans deux v ariétés M et N de dimensions quelconques. Ce paragraphe se généralise aisémen t à un

nom bre quelconque (mais �ni) de primitiv es aléatoires.

On range ces deux mesures dans une primitiv e z = ( x ; y ) appartenan t à la v ariété pro duit

M � N . La mesure et la métrique sur cette v ariété pro duit est simplemen t le pro duit des mesures

et des métriques et si les group es agissan t sur M et N son t notés G1 et G2 , cette mesure et cette

métrique son t in v arian tes p our le group e pro duit (direct) G1 � G 2 . On p eut donc dé�nir simplemen t

la densité pz(z) = p(x ; y) (x; y) (relativ emen t à la mesure dM :dN ). Comme dans le cas des v ecteurs

aléatoires, les densités marginales des primitiv es aléatoires x et y son t obten ues par in tégration

partielle :

px (x) =
Z

N
p(x ;y ) (x; y):dN (y) et py (y) =

Z

M
p(x ;y )(x; y):dM (x)

La mo y enne de la mesure conjoin te est

�z 2 E [ z ] = E [ x ] � E [ y ] () �x 2 E [ x ] et �y 2 E [ y ]

et, en supp osan t p our simpli�er qu'il n'y a qu'une seule mo y enne, la co v ariance est donnée par

� zz =
�

� xx � xy

� yx � yy

�

où � xy = � T

yx est la matrice de co v ariance croisée

� xy = E
h �! �x x:�! �y y T

i

où les v ecteurs signi�en t que l'on utilise la carte logarithmique propre à c hacune des v ariétés.

Mesures indép endan tes Notons que la densité conjoin te pz(z) se factorise en

p(x ;y ) (x; y) = px (x) :py (y)

si et seulemen t si les primitiv es aléatoires x et y son t indép endan ts, ce qui sera souv en t supp osé en

statistiques. Il est aisé de v oir que l'in tégrale de la co v ariance croisée se factorise égalemen t dans

ce cas en � xy = E
h �! �x x

i
:E

h �! �y y T

i
et grâce à la caractérisation de la mo y enne, c hacune de ces

in tégrales est n ulle : � xy = 0 .
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4.6 Discussion sur les asp ects probabilistes

La donnée d'une mesure in v arian te sur le group e ou la v ariété nous p ermet de dé�nir sans aucun

problème les densités de probabilité asso ciées à des primitiv es aléatoires. De plus, l'in v ariance de

cette mesure p ermet de calculer simplemen t la propagation de ces densités p our les op érations de

bases sur les primitiv es et leurs transformations : comp osition, in v ersion et action. En ce qui concerne

l'esp érance, on ne p eut par con tre dé�nir propremen t que celle d'une observ able, c'est-à-dire d'une

fonction réelle, ou par extension v ectorielle.

La dé�nition d'une v aleur mo y enne p our une primitiv e aléatoire est donc nettemen t plus com-

plexe que dans le cas v ectoriel et nécessite une form ulation v ariationelle basée sur la distance :

l'esp érance au sens de F réc het ou de Karc her. Comme la mo y enne est main tenan t le résultat d'un

problème de minimisation, l'existence et l'unicité ne son t pas assurés, sauf sous certaines conditions

(théorème 4.8). P our dé�nir une matrice de co v ariance, nous dev ons faire in terv enir la carte exp o-

nen tielle au p oin t mo y en : la primitiv e aléatoire est alors représen tée v ectoriellemen t et est de plus

cen trée dans un ouv ert étoilé et symétrique. La généralisation de la matrice de co v ariance classique

ne p ose alors pas de problème. De manière plus générale, on p ourrait concev oir une matrice de co v a-

riance asso ciée à d'autres dé�nitions de la mo y enne en utilisan t la notion de connecteur in tro duite

dans (Picard, 1994), don t la carte exp onen tielle n'est qu'un exemple.

L'utilisation de la distance in v arian te nous p ermet d'obtenir des form ules de propagation exactes

et cohéren tes a v ec l'action d'une transformation déterministe (ce qui équiv aut à c hanger de rep ère).

Nous a v ons donc obten u la stabilité rec herc hé p our cette dé�nition. P ar con tre, nous n'a v ons pas

été capable de déterminer des form ules exactes en ce qui concerne les autres op érations de base, et

en particulier la translation à droite. Comme dans le cas des densités il a fallu faire in terv enir le

mo dule du group e (le rapp ort en tre la mesure in v arian te à gauc he et la mesure in v arian te à droite),

on p eut se demander s'il ne faut pas faire in terv enir ici un rapp ort en tre l'in v ariance à gauc he et à

droite de la distance. Lorsque le group e est compact, cela ne p ose pas de problème puisqu'il existe

une distance bi-in v arian te (Spiv ak, 1979; Carmo, 1992), par exemple p our les rotations ou la sphère

unitaire. Ceci est en général faux lorsque le group e est seulemen t lo calemen t compact, par exemple

p our les transformations rigides. D'un autre côté, les propriétés de stabilité p euv en t être conserv ées

a v ec une con train te plus faible que l'in v ariance : si

8(x; y) 2 M 2
dist (f ? x; f ? y) = � (f) : dist (x; y)

alors les v ariances minim ums ne son t pas conserv ées mais les primitiv es qui les réalisen t le son t.

On p ourrait p eut être rec herc her une distance sur le group e a y an t ce t yp e de propriété a v ec des

fonction di�éren tes � L et � R p our la comp osition à gauc he et à droite, et en déduire des propriétés

supplémen taires p our la propagation des momen ts dans les op érations de base.



Chapitre 5

Asp ects statistiques

� Ne cr oyez qu'en les statistiques

que vous avez vous même falsi�é es. �

Berlin-Est, No v em bre 1989

P our p ouv oir appliquer les dév elopp emen ts théoriques du c hapitre précéden t à des problèmes

statistiques, et en particulier mo déliser le bruit de mesure, nous a v ons b esoin de supp oser que

plusieurs mesures en des p oin t di�éren ts de la v ariété son t (( iden tiques )) . La question que nous

nous p oserons à la section (5.1) est : qu'est-ce qu'une distribution iden tique et indép endan te ? Ceci

conduira aux mo dèles de bruits homogènes et isotrop es.

P our d'autres applications statistiques, la connaissance de la mo y enne et de la co v ariance n'est

pas su�san te : il nous faut supp oser une densité de probabilité. Comme dans le cas v ectoriel, on p eut

dé�nir l'information d'une distribution et c herc her la densité (de mo y enne et de co v ariance �xée)

qui minimise cette information. Nous dé�nirons ainsi à la section (5.2) l'équiv alen t de la distribution

gaussienne sur notre v ariété.

A�n de conclure notre ensem ble d'op érations sur les primitiv es et les transformations aléatoires, il

nous reste encore à dé�nir dans la section (5.3) une distance statistique en tre primitiv es déterministes

et aléatoires ou en tre primitiv es aléatoires : c'est la distance de Mahalanobis. En utilisan t la loi

gaussienne précédemmen t déterminée, on p eut alors en visager un test similaire au � 2
p our rejeter

les mesures ab erran tes.

P our �nir ce c hapitre, nous résumerons les résultats imp ortan ts des c hapitres précéden ts, en

essa y an t de dégager clairemen t la démarc he mathématique à suivre p our obtenir les op érations de

base sur les primitiv es, et les algorithmes génériques sur les primitiv es géométriques qui s'exprimen t

alors à partir de ces op érations.

5.1 Mo dèles de bruit

P ourquoi doit-on supp oser que les bruits de mesures sur di�éren tes primitiv es son t (( iden tiques )),

ou plutôt suiv en t une loi similaire ? On p ourrait se passer de cette h yp othèse si l'on p ouv ait rép éter

un grand nom bre de fois la mesures de c haque primitiv e géométrique. Dans la réalité, c'est très

101
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di�cile, en particulier en imagerie médicale : on ne p eut pas faire passer 50 fois un même patien t

au scanner ou à l'IRM, d'autan t plus qu'il faudrait conserv er les mêmes paramètres et le même

p ositionnemen t. Il nous faut donc supp oser que l'ensem ble des primitiv es que l'on mesure dans une

acquisition est corrompue par le même t yp e de bruit, ce qui est par ailleurs sans doute justi�é au

regard de la v ariation des paramètres en tre div ers acquisitions. Nous a v ons vu à la section (2.3.5)

qu'un bruit additif iden tique sur les représen tations des primitiv es ne con v enait pas, ce qui devrait,

en ce p oin t du man uscrit, sem bler éviden t.

P our comprendre quelle mo délisation de l'erreur nous dev ons adopter, examinons tout d'ab ord

ce qu'est une mesure : soit x une primitiv e exacte. A cause du bruit, sa mesure est corrompue et

nous ne p ouv ons mesurer que la primitiv e aléatoire x a v ec la densité de probabilité px (y) . Cette

densité est en général di�éren te p our c haque p oin t exact x de la v ariété. La description du pro cessus

d'erreur p our toute la v ariété est donc un c hamp de primitiv es aléatoires x(x) de densité px (x) (y) :

sac han t que l'on doit mesurer x , nous observ erons une réalisation x̂ de la primitiv e aléatoire x(x)
a v ec la probabilité px (x) (x̂) . Un pro cessus de bruit est en tièremen t décrit par un tel c hamp.

5.1.1 Pro cessus homogènes

L'idée de base p our dé�nir une distribution iden tique en di�éren ts p oin ts de la v ariété est

que, dans le cadre géométrique, on ne p eut comparer des (( ob jets )) que par l'in termédiaire de

transformations : une primitiv e aléatoire x est donc similaire en terme de bruit à une primitiv e

aléatoire y s'il existe une transformation de G qui p ermet d'iden ti�er leur densités. Le pro cessus de

bruit tout en tier sur la v ariété M est dit homogène si le bruit de mesure de tout p oin t x de M est

similaire au bruit de mesure à l'origine (et donc similaire au bruit de mesure de tout autre p oin ts

y ).

5.1.1.1 Exemple sur les p oin ts dans le plan

Nous a v ons représen té dans la �gure (5.1) les ellipsoïdes d'incertitude du bruit de mesure de dif-

féren ts p oin ts dans le plan. En utilisan t l'appro ximation au second ordre de la distribution (que l'on

supp ose cen trée), la densité est caractérisée par la matrice de co v ariance et cet ellipsoïde représen te

toute l'information don t nous disp osons : deux bruits son t similaires si leurs ellipsoïdes d'incertitudes

son t congruen ts, c'est-à-dire sup erp osables au mo y en d'une transformation rigide. Dans l'exemple

de la �gure (5.1), les bruits de mesures des X i son t similaires, mais les bruits sur Y1 et Y2 son t

di�éren ts de tous les autres.

X1

X2
X3 X4

X5

Y1

Y2

Fig. 5.1 � L es distributions du bruit sur les p oints X i sont similair es (p our les tr ansformation

rigides) mais les bruits sur les p oints Y1 et Y2 n 'ont de similitude ave c aucun autr e.
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5.1.1.2 F ormalisation mathématique

Soit pe la densité d'une primitiv e aléatoire e = x(o) mesuran t l'origine o et fx 2 F x une transfor-

mation qui amène l'origine au p oin t x . La densité de probabilité de x = f x ?e (mesuran t x = f x ?o)

est donnée par l'équation (4.4) : p(f x ?e)(y) = pe(f (-1)

x ? y) . La distribution du bruit px (x) au p oin t x
est donc similaire à la densité du bruit à l'origine s'il existe une transformation fx 2 F x telle que

px (x) (y) = p(f x ?e)(y) .

Dé�nition 5.1 Bruit homogène

Un pr o c essus de bruit px (x) sur une variété M est homo gène si

8x 2 M ; 9fx 2 F x tel que px (x) (y) = pe
�
f (-1)

x ? y
�

En rev enan t au niv eau des primitiv es aléatoires, on p eut dire que

Théorème 5.1 Un pr o c essus de bruit homo gène x(x) sur M est entièr ement déterminé p ar la

primitive alé atoir e e qui mesur e l'origine, de densité pe , et p ar une fonction de plac ement fx : x 2
M 7! fx 2 F x qui (( met en plac e )) l'err eur de mesur e du p oint x .

5.1.1.3 Exemple a v ec les rep ères et les transformations rigides

Dans ce cas particulier, les primitiv es et les transformations son t iden ti�ées, les cosets son t

réduits à des singletons et la fonction de placemen t fg est l'iden tité ( fg = g ). On p eut donc écrire un

pro cessus de bruit homogène sur les rep ères comme suit : soit e la primitiv e aléatoire (( mesure de

l'origine )). Alors la primitiv e aléatoire mesuran t f est f = f � e. C'est le mo dèle de bruit (( comp ositif ))
que nous a v ons prop osé dans (P ennec et Thirion, 1995).

5.1.1.4 Choix de la fonction de placemen t

Les rep ères son t un cas très sp éci�ques puisque le group e d'isotropie H est réduit à l'iden tité.

P our les autres t yp es de primitiv es, les cosets ne son t plus des singletons et de m ultiples c hoix son t

alors p ossibles p our la fonction de placemen t fx . Une con train te raisonnable est la con tin uité (ou

la di�éren tiabilité) de la densité px (x) (y) par rapp ort aux primitiv es x et y . Cep endan t, ce n'est

souv en t pas su�san t p our obtenir une fonction de placemen t unique.

Prenons encore une fois l'exemple des p oin ts et appro c hons la densité au second ordre par la

matrice de co v ariance

1

: le bruit additif standard est obten u a v ec la translation comme fonction de

placemen t ( fx = (0 ; x) ) et n'imp orte quelle matrice de co v ariance �
ee

= E [ e:e T ] p our la mesure

de l'origine. On a alors le pro cessus de bruit x (x) = f x ? e = x + e. Cep endan t, on p eut concev oir

d'autres fonctions de placemen t con tin ues, qui amènen t à considérer des mo dèles de bruit étranges

mais p ossibles : nous en a v ons exhib é un exemple dans la �gure (5.2).

Une autre idée p our restreindre le c hoix de la fonction de placemen t est d'imp oser une con train te

plus forte basée sur l'in v ariance : c'est ce qui amène aux mo dèles de bruit isotrop es.

5.1.2 Mo dèles de bruit isotrop es ou in v arian ts

(( Isotrop e )) est un adjectif habituellemen t utilisé p our les mo dèles de bruit sur les p oin ts qui son t

in v arian ts par rotation (et translation). Nous généralisons cette notion aux v ariété homogènes en

imp osan t que le pro cessus de bruit soit globalemen t in v arian t sur la v ariété par l'action de n'imp orte

1. L'appro ximation par la matrice de co v ariance ne simpli�e que la densité et n'in terfère aucunemen t a v ec le c hoix

de la fonction de placemen t.
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Fig. 5.2 � Un mo dèle de bruit homo gène dans le plan (r epr ésenté p ar les el lipsoïdes d'inc ertitude)

induit p ar la fonction de plac ement fx = ( R(x); x) où R(x) est la r otation 2D d'angle � = kxk [2� ].

quelle transformation du group e. Cela s'exprime par l'in v ariance du c hamp de densités px (x) par

une transformation f quelconque :

px (f ?x) (f ? y) = px (x) (y) = px (x) (f (-1) ? (f ? y)) = pf ?x (x) (f ? y)

En prenan t f = f z 2 F z et x = o , on obtien t la condition :

8fz 2 F z x(z) = x(fz ? o) = f z ? x(o) = f z ? e

En particulier, on a p our l'origine :

8h 2 H pe(h ? y) = pe(y)

Au niv eau des primitiv es aléatoires, cela se résume par

Dé�nition 5.2 Bruit isotrop e

Un bruit isotr op e est un bruit homo gène dont l'err eur de mesur e de l'origine e est invariante sous

l'action du gr oup e d'isotr opie H : h ? e = e
Notons qu'un bruit isotrop e est indép endan t de la fonction de placemen t fx c hoisie. La seule ca-

ractéristique d'un tel bruit est la densité de probabilité de mesurer e lorsqu'on c herc he à mesurer

l'origine, soumise à la condition d'in v ariance ci-dessus.

5.1.2.1 Exemple sur les p oin ts

Dans ce cas, h ? e = R:e où R est une matrice de rotation quelconque, et on a donc p
e

(y) =
p

e

(R ? y) .Cela signi�e que le bruit (autour de l'origine x = 0 ) est in v arian t par rotation et donc

isotrop e au sens classique. On p eut aller de l'origine au p oin t x par n'imp orte quelle transformation

fx 2 F x et en particulier a v ec la translation de v ecteur x . La mesure x de x est donc : x = x + e , ce

qui est un bruit additif. Cep endan t, l'addition représen te ici la comp osition des translations.
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Si nous nous restreignons à l'appro ximation de la densité au second ordre (la matrice de co v a-

riance), la propriété d'in v ariance implique que �
ee

= E [ e:e T ] = � 2 Id , ce qui est le bruit isotrop e

classique sur les p oin ts.

5.1.3 Choix du mo dèle de bruit

En l'absence de connaissance sur la formation de l'image et le pro cessus d'extraction des primi-

tiv es, le bruit le plus simple que l'on puisse utiliser est le bruit isotrop e. Dans ce cas, la densité pe

est con train te à être in v arian te sous l'action du group e d'isotropie H . Si l'on v eut capturer une ani-

sotropie, nous dev ons utiliser un mo dèle de de bruit homogène et c hoisir une fonction de placemen t.

En vision par ordinateur, la plupart des primitiv es son t extraites d'images qui son t des tableaux

réguliers de pixels (ou de v o xels en 3D) et il sem ble raisonnable de c hoisir si c'est p ossible un mo dèle

de bruit in v arian t par tr anslation . Dans le cas général, il p eut être p ossible de supp oser l'in v ariance

du bruit par un sous-group e du group e de transformation.

Dans le cas où la v ariété est iden ti�ée a v ec le group e, comme p our les p oin ts en translation ou

les rep ères a v ec les transformations rigides, les bruit homogènes son t automatiquemen t isotrop es

car la fonction de placemen t est unique et il n'y a pas de con train te sur la matrice de co v ariance à

l'origine.

5.1.4 Relation a v ec le bruit additif

Il est in téressan t de noter que p our les rotations 2D (a v ec la représen tation angulaire) ou p our les

translations (i.e. les p oin ts), la comp osition corresp ond à l'addition (év en tuellemen t mo dulo 2:� ).

Dans ces cas, les bruits homogènes et additifs son t iden tiques, ce qui induit une in tuition fausse

p our les cas plus complexes. Plus généralemen t, le mo dèle de bruit additif corresp ond au mo dèle

homogène dès que l'action du group e de transformation sur les primitiv es (ou sur lui-même) est

linéaire dans la r epr ésentation c onsidér é e , auquel cas l'espace tangen t corresp ond à la v ariété. Il

existe alors une matrice F p our c haque transformation f telle que f ? x = F:x (ou f � g = F:g) et le

jacobien

@f?x
@x = F est donc indép endan t de la p osition x de la primitiv e.

L'adéquation du mo dèle de bruit homogène (ou (( comp ositif )) ) sur les primitiv es de t yp e rep ère

sera mon trée à la section (9.3.3) a v ec l'analyse du bruit de mesure estimé sur les p oin ts extrémaux.

5.2 Distribution (( gaussienne ))

Les dév elopp emen ts de cette section ne doiv en t pas être considérés comme l'unique façon de

généraliser la loi gaussienne aux v ariétés ni comme la meilleure façon de le faire, mais plutôt comme

l'une des nom breuses pistes qui se présen ten t. En e�et, il est di�cile de trouv er parmi les très

nom breuses propriétés de la gaussienne celles qui p ourron t servir e�cacemen t de base p our la

généralisation.

L'appro c he que nous présen tons ici est basée sur la minimisation de l'information et p ermet de

dé�nir dans quelques cas simples les équations explicites de la (( gaussienne )) sur une v ariété. Cela

donne une b onne idée de ce qu'elle p eut être sur des v ariétés plus complexes et mon tre que l'on

p eut appro ximer cette distribution par la gaussienne usuelle p our des co v ariances faibles.
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5.2.1 Information et loi uniforme

Puisque nous p ouv ons in tégrer sans problème une fonction à v aleur réelle, nous p ouv ons étendre

la dé�nition de l'en tropie à une primitiv e aléatoire :

H [ x ] = � E [ log(px (x)) ] = �
Z

M
log(px (x)) :px (x) :dM (x) (5.1)

ou de manière équiv alen te l'information :

I [ x ] = � H [ x ] =
Z

M
log(px (x)) :px (x) :dM (x)

Cette dé�nition est bien raisonnable puisque la densité pU qui minimise l'information si l'on sait

seulemen t que la mesure est dans le compact U est la densité uniforme sur ce compact :

pU(x) = 1U(x)
� Z

U
dM (y)

Si l'on v eut exprimer l'information de la primitiv e aléatoire dans une carte, la densité est selon

l'équation (4.3) : �
x

(y) = px (y)=jJ (f y)j . En tenan t compte de l'expression de la mesure in v arian te,

l'information s'écrit donc

I [ x ] =
Z

D
log(�

x

(x)) :�
x

(x):dx +
Z

D
log(jJ (f x )j):�

x

(x):dx

On p eut in terpréter le premier terme comme l'information (( classique )) que l'on aurait pu dé�nir

hâtiv emen t directemen t dans la carte, mais le second terme nous mon tre qu'une fois de plus, cette

dé�nition aurait dép endu de la carte c hoisie. En e�et, ce terme exprime le fait que la mesure

uniforme n'est pas la mesure de Leb esgue dans la carte et mesure en quelque sorte la lo calisation

de l'information de notre distribution par rapp ort à la mesure uniforme sur la v ariété.

Une propriété tout à fait cen trale de notre notion d'information découle de l'utilisation de la

mesure in v arian te :

Théorème 5.2 (In v ariance de l'information)

Soit x une primitive alé atoir e et f une tr ansformation déterministe. A lors l'information de la pri-

mitive alé atoir e y = f ? x est é gale à c el le de x :

I [ f ? x ] = I [ x ]

Preuv e : La densité de y est donnée par le théorème (4.4) :

py (y) = p(f ?x ) (y) = px (f (-1) ? y)

En rep ortan t dans la dé�nition de l'information, on a :

I [ y ] =
Z

M
log(px (f (-1) ? y)) :px (f (-1) ? y) :dM (y)

En faisan t le c hangemen t de v ariable y = f ? x , et vu que la mesure est in v arian te, on obtien t

I [ y ] =
Z

M
log(px (x)) :px (x) :dM (x) = I [ x ]

�
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5.2.2 Loi gaussienne

Si l'on supp ose main tenan t que l'on connaît la mo y enne et la co v ariance d'une primitiv e aléatoire :

x � (�x ; �) , on p eut c herc her comme dans le cas réel ou v ectoriel la densité qui minimise l'information

conditionnelle

I [ x j E [ x ] = �x ; � xx = � ]

A v an t de c herc her à former le lagrangien, observ ons que comme l'information est in v arian te par

action d'une transformation �xe, on p eut rec herc her la densité de la primitiv e e = f (-1)

x � x minimisan t

l'information asso ciée, ce qui signi�e que l'on p eut toujours se ramener à la rec herc he d'une densité

de mo y enne n ulle

2

. Ceci p ermet de simpli�er grandemen t les calculs et de ne considérer que des

distributions qui seron t cen trées dans la carte principale.

On considère donc p our la dériv ation de la densité que �x = o . Rapp elons que les con train tes à

v éri�er son t les suiv an tes, en utilisan t p our simpli�er la densité � corresp ondan t à p dans la carte

principale :

� C'est une densité de probabilité normalisée : p(x) � 0 et

Z

D
� (~x):d~x = 1 ,

� de mo y enne unique l'origine, donc caractérisée par : E [ ~x ] =
Z

D
~x:� (~x):d~x = 0 ,

� et de co v ariance � : E
�

~x :~x T

�
=

Z

D
~x:~x T :p(~x):d~x = � xx

V u les con train tes, nous allons écrire le lagrangien dans la carte principale et non pas directemen t

dans la v ariété. Il y a donc des con train tes à ra jouter sur le b ord du domaine : la v aleur de la densité

� doit être iden tique p our les p oin ts du lieu de coupure tangen tiel C = @D qui corresp onden t

au même p oin t ph ysiquemen t sur la v ariété : si x 2 C(o) est un p oin t du lieu de coupure sur la

v ariété, l'ensem ble des p oin ts corresp ondan ts sur le b ord de la carte principale (le lieu de coupure

tangen tiel) est constitué d'au moins deux p oin ts (il y a au moins deux géo désiques minimisan tes

qui se rencon tren t en x ), et les conditions aux limites s'écriv en t donc :

8~x 2 log(x) p(x) = Cte = � (~x):jJ (f ~x)j

En pratique, on p eut en visager deux cas :

� il y a deux géo désiques seulemen t qui se rencon tren t en ce p oin t du lieu de coupure, et en ce cas

elle parten t a v ec des v ecteurs tangen t opp osés, ce qui v eut dire que les conditions aux limites

son t du st yle � (~x) = � (� ~x) . Dans ce cas, nous p ouv ons oublier d'inclure la con train te : elle

sera automatiquemen t v éri�ée grâce à la symétrie de la matrice de co v ariance. Nous v errons

un exemple a v ec le cercle S1 , mais c'est aussi le cas des rotations SO3 et plus généralemen t

des espaces pro jectifs.

� Il y a une in�nité de géo désiques qui se rencon tren t en ce p oin t. C'est le cas par exemple sur

la sphère S2 où toutes les géo désiques partan t de l'origine (le p ôle nord) se rencon tren t à une

distance de � au p ôle sud : la v aleur de la densité � doit être iden tique sur tout le cercle de

ra y on � autour du domaine de dé�nition.

Nous conjecturons que les conditions aux limites de ce t yp e son t automatiquemen t v éri�ées

dans le c as d'une matric e de c ovarianc e isotr op e , mais il faut absolumen t les inclure dans le

lagrangien dans le cas général.

2. Nous ne considérons ici que le cas où la mo y enne existe et est unique.
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Le second cas nécessiterait une étude plus p oussée et sans doute plus rigoureuse. Nous ne dév e-

lopp ons ici que le premier cas (on ne gère pas de conditions aux limites), ce qui p ermet de donner une

idée générale de la distribution gaussienne sur une v ariété. Dans ce qui suit, log et exp représen ten t

le logarithme et l'exp onen tielle classique sur R . Le lagrangien s'écrit donc

�( � ) =
Z

D

�
�: log(� ) + �: log(jJ~x j) + �:� + � T :~x:� +

~x T :� :~x
2

:�
�

:d~x

Le lagrangien est stationnaire si la dériv ée est n ulle :

@�( � )
@�

= 0 = log( � ) + 1 + log( jJ~x j) + � + � T :~x +
~x T :� :~x

2

ce qui donne :

� (~x) =
exp(� � � 1)

jJ~x j
: exp

�
� � T :~x �

~x T :� :~x
2

�

En rep ortan t dans les con train tes, on trouv e

� Normalisation : exp(1 + � ) =
Z

D
exp

�
� � T :~x �

~x T :� :~x
2

�
:

d~x
jJ~x j

� Mo y enne n ulle :

Z

D
~x: exp

�
� � T :~x �

~x T :� :~x
2

�
:

d~x
jJ~x j

= 0

� Co v ariance �xée :

Z

D
(~x:~x T � �) : exp

�
� � T :~x �

~x T :� :~x
2

�
:

d~x
jJ~x j

= 0

En fait, comme le domaine de dé�nition D est symétrique par rapp ort à l'origine, on trouv e que

� = 0 con vien t p our assurer une mo y enne n ulle. En simpli�an t les équations et en rev enan t à la

densité sur la v ariété, on obtien t donc :

px (x) = k: exp
�

�
~x T :� x :~x

2

�
a v ec k (-1) =

Z

M
exp

�
�

~x T :� x :~x
2

�
:dM (x)

et la matrice symétrique de paramètres � x est solution de l'équation :

Z

M
~x:~x T : exp

�
�

~x T :� x :~x
2

�
:dM (x) = k (-1) :� xx

A partir de ces équations, on p eut calculer l'information de cette distribution : comme

log(px (x)) = log( k) � ~x T :� x :~x
2 , on a :

I [ px ] = log( k) �
1
2

:
Z

M
~x T :� (-1)

x :~x:px (x) :dM (x)

En notan t que x T :V:y = T r (V:y:xT ) , on p eut sortir la matrice � de l'in tégrale, et celle-ci se simpli�e

comme dans le cas v ectoriel p our donner la matrice de co v ariance. On a au �nal :

I [ px ] = log( k) �
1
2

:T r (� x :� xx )

Soit main tenan t une primitiv e aléatoire x de mo y enne �x quelconque et de co v ariance � xx . La

primitiv e aléatoire e = f (-1)

�x ?x est de mo y enne n ulle et de co v ariance � ee = J (f �x ) (-1) :� xx :J (f �x ) (-T)

.

Grâce à l'in v ariance de l'information, la densité minimisan te sac han t la mo y enne �x et la co v ariance

� xx est donnée par la translation in v erse x = f �x ? e où la primitiv e e est de densité gaussienne de
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mo y enne n ulle et de co v ariance � ee . La densité gaussienne de mo y enne �x et de co v ariance � xx est

donc :

px (x) = pe(f (-1)

�x ? x) = k: exp
�

�
(f (-1)

�x ? ~x) T :� e:(f (-1)

�x ? x)
2

�

En utilisan t la carte exp onen tielle en �x , et en notan t � x = J (f �x ) (-T) :� e:J (f �x ) (-1)

on p eut écrire

px (x) = k: exp

 

�
�! �xx T :� x :�! �xx

2

!

a v ec k (-1) =
Z

M
exp

 

�
�! �xx T :� x :�! �xx

2

!

:dM (x)

Observ ons par ailleurs que l'équation qui relie � ee et � e p eut se aussi réécrire dans la carte exp o-

nen tielle en �x p our relier directemen t � xx et � x :

k (-1) :� xx =
Z

M

�! �xx :�! �xx T : exp

 

�
�! �xx T :� x :�! �xx

2

!

:dM (x)

L'information étan t in v arian te, cette distribution a la même information que la distribution cen trée

à l'origine, et comme à la fois la constan te de normalisation k et T r (� x :� xx ) son t in v arian ts, la

form ule ne c hange pas. On p eut résumer les résultats ainsi :

Théorème 5.3 (Distribution gaussienne)

On app el le distribution gaussienne sur la variété M (véri�ant les pr opriétés usuel le plus la (( sim-

plicité )) du lieu de c oupur e) la densité minimisant l'information c onnaissant la moyenne et la c ova-

rianc e. L a loi gaussienne N (�x ;� x )(y) de moyenne �x et de c ovarianc e � xx sur la variété M (véri�ant

les pr opriétés usuel le plus la (( simplicité )) du lieu de c oupur e) est

N (�x ;� x ) (y) = k: exp

 

�
�! �xy T :� x :�! �xy

2

!

(5.2)

où la c onstante de normalisation est

k (-1) =
Z

M
exp

 

�
�! �xy T :� x :�! �xy

2

!

:dM (y) (5.3)

et la matric e symétrique de p ar amètr es � x est solution de l'é quation :

k (-1) :� xx =
Z

M

�! �xy :�! �xy T : exp

 

�
�! �xy T :� x :�! �xy

2

!

:dM (y) (5.4)

L es p ar amètr es de la loi sont �x et � x , et son information est donné e p ar :

I
�

N (�x ;� x )
�

= log( k) �
1
2

:T r (� x :� xx ) (5.5)

A partir du paramètre � , on p eut calculer, au moins de manière n umérique, la co v ariance de la

primitiv e aléatoire. La détermination in v erse est plus dure et nécessite la résolution des équations

couplées (5.3) et (5.4).

Notons au passage qui si x � (�x ; � xx ) est une primitiv e aléatoire de densité gaussienne N (�x ;� x ) ,

alors y = f ? x est encore une primitiv e aléatoire gaussienne N (�y ;� y ) de mo y enne �y = f ? �x et de

paramètre

� y = J (-T) :� x :J (-1)

où J =
@(f ? ~x)

@~x

�
�
�
�
~x=�x

alors que sa co v ariance est � yy = J:� xx :J T

. On pressen t ici une relation du t yp e � = � (-1)

que nous

allons préciser dans les exemples ci-dessous.
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5.2.3 Exemple 1 : le cas v ectoriel

On considère bien sûr les transformations rigides. La mesure in v arian te se simpli�e dans ce cas à

dM (x) = dx et la carte principale est de plus iden ti�ée à l'espace v ectoriel d'origine. L'in tégration

des équations p our la normalisation et la co v ariance est alors classique, et, en utilisan t le c hangemen t

de v ariable y = A:x dans l'in tégrale de la co v ariance où A est une racine carrée de la matrice

symétrique � ( � = A T :A ), on obtien t :

k (-1) =
Z

R

n
exp

�
�

x T :� :x
2

�
:dx = jAj (-1) :

Z

R

n
exp(�

kyk2

2
):dy

Cette dernière in tégrale se calcule aisémen t en co ordonnées p olaires dans Rn
: si r = kyk est le ra y on

et 
 l'angle solide, on a dy = r n� 1:dr:d
 et donc :

k (-1) = jAj (-1) :

 Z

Sn � 1

d


!

:
� Z 1

0
exp(� r 2=2):r n� 1:dr

�

= jAj (-1) :
�

2:� n= 2

� ( n
2 )

�
:
�
�

� n
2

�
:2(n� 2)=2

�
= (2� )

n
2p

j � j

où � est la fonction Gamma ou fonction Eulérienne de deuxième esp èce. P our la co v ariance, rap-

p elons que � =
R

R

n x:x T :k: exp
�

� x T :� :x
2

�
:dx . En utilisan t le c hangemen t de v ariable y = A:x ,

l'in tégrale se simpli�e en

A:� :A T = jAj (-1) :k:
Z

R

n
y:y T : exp(�k yk2=2):dy

Les comp osan tes hors diagonales son t n ulles car on in tègre des fonction an ti-symétriques, et on a

p our la i

e

comp osan te diagonale :

[A:� :A T ]ii = jAj (-1) :k:
� Z

R

y2
i : exp(y2

i =2):dyi

�
0

@
Y

j 6= i

Z

R

exp(y2
j =2):dyj

1

A

= jAj (-1) :
�

jA j

(2� )
n
2

�
:
� p

2:�
�

:
�

(2:� )
n � 1

2

�
= 1

On a donc A:� :A T = Id , ce qui se traduit en � = � (-1)

. La densité est donc bien la densité gaussienne

classique :

N (0;�) (x) = k: exp
�

�
x T :� :x

2

�
=

1

(2:� )n=2:
p

j� j
: exp

�
�

x T :� (-1) :x
2

�

5.2.4 Exemple 2 : le cercle

En considéran t le cercle dans le plan R2
, un group e de transformation approprié est le group e des

rotations, et la représen tation exp onen tielle p our la distance in v arian te est l'angle � 2 D =] � � ; � [
du p oin t du cercle a v ec, par exemple, l'axe des x . La mesure in v arian te est alors simplemen t d� .

Si l'on considère main tenan t un cercle de ra y on r et que l'on conserv e la métrique du plan, la

représen tation exp onen tielle devien t x = r:� et le domaine est D =] � a; a[, où a = �:r . La mesure

in v arian te est alors dx = r:d� et le facteur de normalisation s'écrit :

k (-1) =
Z a

� a
exp

�
�


:x 2

2

�
:dx =

r
2�



:erf

� r


2

:a
�
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où erf est la fonction d'erreur erf (x) = 2p
� :

Rx
0 exp(� t2):dt . La densité est alors

N (0;
 ) (x) =

r


2�

:
exp

�
� 
:x 2

2

�

erf

�q


2 :a

� = k: exp
�

�

:x 2

2

�

ce qui est en fait une gaussienne classique tronquée. Ceci se ressen t dans la liaison en tre la v ariance

� 2
et le paramètre 
 par l'in tro duction d'un biais dans la relation � 2 = 1=
 . L'in tégration de

l'équation de v ariance donne en e�et :

� 2 =
Z a

� a
x2:k: exp

�
�


:x 2

2

�
:dx =

1



�
1 � 2:a:k: exp

�
�


:a 2

2

��

P our �xer les idées, il est in téressan t de regarder quelques propriétés aux limites : si le ra y on

tend v ers l'in�ni, le cercle devien t la droite réelle R et on obtien t � 2 = 1=
 et la densité gaussienne

unidimensionnelle classique, comme on p ouv ait s'y attendre.

Un autre cas limite est in téressan t : comme le cercle est compact et b orné, la v ariance ne p eut

pas dev enir in�nie comme dans le cas réel. En e�et, si l'on fait tendre le paramètre 
 v ers 0 (ce qui

corresp ond dans le cas v ectoriel à faire tendre la v ariance v ers l'in�ni), un dév elopp emen t limité de

� 2
donne � 2 = a2=3 + O(
 ) . L'étalemen t maximal de la gaussienne est donc :

� 2
0 = lim


 ! 0
� 2 =

a2

3
p our une densité de N (0;0) (x) =

1
2:a

On retrouv e donc la densité uniforme sur le cercle comme la densité gaussienne de paramètre 0.

A l'opp osé, si 
 tend v ers l'in�ni, on obtien t le Dirac à l'origine (v oir �gure 5.3).

5.2.5 Appro ximation p our � faible

P our �nir, remarquons quand même que si la distribution gaussienne est (( su�sammen t cen-

trée

3 )) , alors la mesure in v arian te dans la carte exp onen tielle autour de la primitiv e �x est à p eu de

c hoses près la mesure de Leb esgue :

dM (�! �xy) =
q

jQ(�! �xy) j:d�! �xy '
q

jQ(~�x) j:d�! �xy

Notons que la base induite par la carte principale sur l'espace tangen t au p oin t �x n'est pas ortho-

normée et nous sommes obligés de conserv er la métrique p our remédier à cela. L'autre solution

consisterait à se ramener à l'origine. La partie de l'exp onen tielle qui serait en dehors du domaine,

comme les con train tes év en tuelles sur les b ords, deviennen t aussi négligeables et on est alors dans

le cas (( quasi-v ectoriel )) où la distribution est donnée par

N (�x ;� x )(y) ' k: exp

 

�
�! �xy T :� x :�! �xy

2

!

a v ec

k (-1) ' (2:� )n=2:
q

jQ(~�x) :� xx j et � x ' � (-1)

xx

Il serait in téressan t de dév elopp er plus a v an t cette appro ximation, et en particulier d'en préciser

l'ordre par rapp ort à la v ariance � 2
et sans doute égalemen t du ra y on d'injection et de la courbure

maximale.

3. Ceci dép end a priori de � mais aussi de la courbure de la v ariété qui in tervien t dans l'expression de la mesure

in v arian te et de l'extension du domaine de dé�nition de la carte exp onen tielle.
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Variance sur la droite des réels

Variance sur le cercle

Distribution unifome

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5
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2

g

s 2

= 3.3
3
p

Fig. 5.3 � V arianc e en fonction du p ar amètr e 
 de la gaussienne sur le c er cle de r ayon 1 et dans

R . Cette varianc e tend vers � 2
0 = � 2=3 p our la distribution uniforme sur le c er cle ( 
 = 0 ) alors

qu'el le tend vers l'in�ni p our la mesur e uniforme sur R . Il est intér essant de noter que p our une

faible varianc e (ici 
 > 1), une b onne valeur appr o ché e de la r elation entr e la varianc e sur le c er cle

et le p ar amètr e 
 est � 2 ' 1=
 , c'est-à-dir e identique au c as r é el.

Retour à l'information : appro ximation pratique Supp osons que l'on ait estimé, à partir

du même ensem ble de données, les matrices de co v ariances à l'origine de deux mo dèles de bruits

di�éren ts. P our sa v oir lequel est le plus adapté, il paraît raisonnable de c hoisir le mo dèle de bruit

le plus informatif. P our cela, on asso cie à c haque mo dèle de bruit l'information minimale parmi les

distribution a y an t cette mo y enne et co v ariance.

Le problème qui se p ose est évidemmen t de calculer l'information de la distribution gaussienne,

étan t donné qu'on ne sait pas en général en calculer les paramètres. A�n d'obtenir quand même un

critère pratique, nous nous placerons dans le cas d'une co v ariance � faible dév elopp é ci-dessus. La

form ule (5.5) se réduit alors à

I [ N (�x ; � x ) ] = �
n
2

(1 + log(2 :� )) �
1
2

log
�
det(Q(~�x) :�)

�

En pratique, on asso ciera donc à une primitiv e aléatoire x � (�x ; � xx ) l'information :

I [ x ] = �
n
2

(1 + log(2 :� )) + log ( jJ (f~�x)j) �
1
2

: log (j� j) (5.6)

5.2.6 Discussion

L'appro c he (( minimisation de l'information )) p our la dé�nition de la gaussienne sur une v ariété

sem ble prometteuse et p ermet d'obtenir une famille de distributions allan t du Dirac, la distribution

p onctuelle exacte, à la distribution uniforme (ou la mesure uniforme si l'espace n'est pas compact).

Cep endan t, le lien en tre le paramètre � et la co v ariance � de la distribution gaussienne est loin d'être
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aussi simple que dans le cas v ectoriel et les équations ne son t pas toujours in tégrables formellemen t,

même si l'on p ourrait concev oir des algorithmes p our le faire n umériquemen t.

Ainsi, dans le cas des rotations, la mesure in v arian te est donnée p our le v ecteur rotation (la carte

principale) par l'équation (3.7) : dG(r ) = 4 sin2(�= 2)
� 2 dr et la densité gaussienne cen trée à l'origine de

paramètre � est N (0;�) (r ) = k: exp(� r T :� :r=2). En passan t en co ordonnées p olaires ( r = �:n ), on

p eut exprimer la constan te de normalisation par :

k (-1) = 4
Z

n2S 2

Z �

� =0
sin2(�=2): exp

�
� � 2:

n T :� :n
2

�
:d�:dn

et la co v ariance est :

� = 4 :k:
Z

n2S 2

n:n T :
Z �

� =0
� 2: sin2(�=2): exp

�
� � 2:

n T :� :n
2

�
:d�:dn

Or les in tégrales

R�
� =0 sin2(a:x):e� a:x 2

:dx et

R�
� =0 x2: sin2(a:x):e� a:x 2

:dx ne son t pas calculable

formellemen t à notre connaissance. On ne p eut donc pas dév elopp er plus la notion de gaussienne

sans une étude approfondie des algorithmes n umériques qui nous p ermettraien t de calculer k et �
en fonction de � et de façon récipro que k et � en fonction � .

Un second problème qui demanderait égalemen t une étude approfondie concerne la cas où plus

de deux géo désiques minimisan tes se rencon tren t sur le lieu de coupure, comme par exemple sur

le sphère S2 . Nous conjecturons qu'il n'y a pas de problème si la distribution est isotrop e, mais

il faut absolumen t in tro duire des con train tes sur le b ord du domaine en cas d'anisotropie et la

distribution ne devrait plus être de (( forme exp onen tielle )) dans ce cas. Il serait égalemen t in téressan t

de faire le lien a v ec la théorie des statistiques directionnelles (v oir par exemple (Bingham, 1974;

Jupp et Mardia, 1989; Ken t, 1992; Mardia, 1995)). Il sem blerait d'ailleurs qu'un certain nom bre de

distributions examinées dans ces tra v aux puissen t être exprimées dans le formalisme v ariationnel

dév elopp é ici grâce à l'utilisation de c onne cteurs in v arian ts (au sens de (Picard, 1994)) di�éren ts du

connecteur métrique in v arian t (la carte exp onen tielle) sur lequel nous a v ons basé notre théorie.

5.3 Distance de Mahalanobis

5.3.1 Dé�nition de la distance simple

Le problème que l'on se p ose main tenan t est de comparer la mesure ŷ d'une primitiv e a v ec

la distribution d'une primitiv e aléatoire x � (�x ; � xx ) , par exemple p our sa v oir si la mesure p eut

décemmen t pro v enir de cette distribution. Dans le cadre statistique, on supp ose plutôt que l'on a

une mesure bruitée x � (x̂ ; � xx ) : x̂ est alors notre mesure et � xx représen te l'incertitude que l'on

a estimée sur cette mesure. En supp osan t que le bruit est cen tré, on v eut sa v oir si cette primitiv e

aléatoire p eut être une mesure de la primitiv e exacte y .

Dans le cas d'une distribution gaussienne dans un espace v ectoriel, c'est le test du � 2
qui

p ermet de rép ondre à cette question. Ce test mesure la probabilité de la distance de Mahalanobis

� 2 = ( x̂ � �x) T :� (-1)

xx

:(x̂ � �x) en supp osan t que x̂ soit une réalisation de x . Si la probabilité est trop

faible (i.e. � 2
est trop grand), on rejette l'h yp othèse. Cette dé�nition de la distance de Mahalanobis

se généralise aisémen t au cas des v ariétés :

Dé�nition 5.3 (Distance de Mahalanobis simple)

On app el le distanc e de Mahalanobis simple entr e une primitive alé atoir e x � (�x ; � xx ) et une primi-

tive �xe y la valeur :

� 2(x ; y) = �! �xy T :� (-1)

xx :�! �xy (5.7)
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On p eut évidemen t exprimer cette distance dans la carte principale : si l'on note e = f (-1)

�x ?x l'erreur

ramenée à l'origine et z = f (-1)

�x ? y l'erreur de mesure égalemen t ramenée à l'origine, on a :

� 2(x ; y) = ( f (-1)

�x ? ~y) T :J (f �x ) T :� (-1)

xx :J (f �x ):(f (-1)

�x ? ~y) = ~zT :� (-1)

ee :~z = � 2(e; z)

5.3.2 Propriétés

Soit f une transformation déterministe et x 0 = f ?x et y0 = f ?y les transformées de la primitiv e

aléatoires x et de la primitiv e �xe y . Alors on a :

��!
�x 0y0 = J:�! �xy et � x 0 x 0 = J:� xx :J T

a v ec J =
@(f ? ~x)

@~x

�
�
�
�
~x= ~�x

Il su�t donc d'écrire la dé�nition de � 2(x 0 ; y0) p our v oir que cette expression est égale à la distance

de Mahalanobis a v an t transformation :

� 2(f ? x; f ? y) = � 2(x ; y) (5.8)

Ceci nous p ermet égalemen t de nous ramener à la carte principale a v ec une complexité algorith-

mique plus faible que précédemmen t grâce à la transformation f (-1)

y :

� 2(x ; y) = � 2(f (-1)

y ? x; o) = ~�eT :� (-1)

ee :~�e où e = f (-1)

y ? x (5.9)

En�n, une dernière propriété qui nous sera utile concerne la distance de Mahalanobis mo y enne.

La parallèle est à faire a v ec la v ariance : � 2
x = E

�
dist (x ; �x) 2

�
, mais en utilisan t ici la distance de

Mahalanobis :

E
�

� 2(x ; �x)
�

=
Z

M

�! �xy T :� (-1)

xx :�! �xy :px (y) :dM (y) = T r

�
� (-1)

xx :
Z

M

�! �xy :�! �xy T :px (y) :dM (y)
�

où le dernier terme est obten u en utilisan t l'iden tité z T :A:z = T r (A:z:z T ) . L'in tégrale est donc égale

à la matrice de co v ariance et comme T r (� (-1)

xx :� xx ) = T r ( Id n ) = n , on obtien t l'iden tité suiv an te

E
�

� 2(x ; �x)
�

= n (5.10)

Cette iden tité est très utile p our di�éren ts tests statistiques. Nous l'utiliserons en particulier

au c hapitre 9 p our v alider a p osteriori l'incertitude estimée sur le recalage de deux ensem bles de

primitiv es.

5.3.3 Autre dé�nition

En partan t de la densité gaussienne de mo y enne �x et de co v ariance � xx :

N (�x ;�) (y) = k: exp

 

�
�! �xy T :� :�! �xy

2

!

on p ourrait en visager une dé�nition de la distance de Mahalanobis comme l'en tropie (( normalisée ))
de la primitiv e �xe y par rapp ort à la gaussienne :

� 02(x ; y) = log( k) � 2: log(N (�x ;�) (y)) = �! �xy T :� :�! �xy
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Cette dé�nition, si elle p eut présen ter de nom breux a v an tages, a l'incon v énien t ma jeur de rep oser

sur une famille de distributions �xée (la gaussienne) et n'est donc pas adaptée si on connaît la

distribution exacte de la primitiv e aléatoire x et non plus seulemen t sa mo y enne et sa co v ariance.

De plus, d'un p oin t de vue complexité algorithmique, elle rep ose sur le paramètre � de la gaussienne

que nous a v ons vu di�cilemen t calculable.

Cep endan t, p our une distribution quasi-gaussienne su�sammen t cen trée, on a la relation � (-1)

xx '
� et les deux dé�nitions son t donc équiv alen tes. Dans le cas v ectoriel, ces deux dé�nitions son t

évidemmen t iden tiques.

5.3.4 T est du � 2

Connaissan t la loi de x (par exemple gaussienne) et en supp osan t que ŷ en soit une réalisation,

on p ourrait p enser à calculer la distribution explicite de � 2(x ; ŷ) et généraliser ainsi le test du � 2
aux

v ariétés. En pratique, ce t yp e de calcul s'a v ère di�cile, complexe et surtout sp éci�que à c haque t yp e

de primitiv e. Étan t donné qu'on ne sait déjà pas mener les calculs des paramètres de la gaussienne

sur les rotations, il paraît illusoire de v ouloir dériv er la distribution du � 2
asso ciée. De manière plus

générale, il serait in téressan t d'explorer ces distributions mais le tra v ail nécessaire dépasse le cadre

de ce man uscrit.

Dans la pratique, on supp osera que les distributions son t quasi-gaussiennes et su�sammen t

cen trées p our que l'on soit dans le cadre (( quasi-v ectoriel )) : la distribution de � 2(x ; y) est alors

quasimen t un � 2
n si y est bien une r é alisation de x , où le nom bre de degrés de lib erté n est la

dimension de la v ariété. Rapp elons p our mémoire que la densité de probabilité du � 2
à n degrés de

lib ertés est donnée par

p� 2
n
(u) =

1
2:�

� n
2

� :
� u

2

�
: exp

�
�

u
2

�
(5.11)

Rapp elons égalemen t que la fonction � est calculable par la propriété de récurrence : � (x + 1) =
x:� (x) a v ec � (1) = 1 et � ( 1

2) =
p

� . On obtien t donc

� (
n
2

) = ( k � 1)! si n = 2 :k et � (
n
2

) =
p

�:
k� 1Y

i =0

(i +
1
2

) si n = 2 :k + 1

5.3.5 Distance de Mahalanobis en tre primitiv es aléatoires

5.3.6 Dé�nition théorique

On supp ose ici que l'on a deux mesures bruitées x � (�x ; � xx ) et y � (�y ; � yy ) , et l'on v oudrait

tester si ces deux primitiv es aléatoires p euv en t être les mesures d'une même primitiv e exacte z. Si

c'est le cas, il existe une primitiv e z telle que � 2(x ; z) et � 2(y ; z) soien t sim ultanémen t faibles, et

la primitiv e �xe la mieux placée p our remplir ces conditions est évidemmen t celle qui minimise la

somme de ces deux distances de Mahalanobis. La dé�nition de la distance de Mahalanobis en tre

deux distributions serait donc

� 2(x ; y ) = min
z

�
� 2(x ; z) + � 2(y ; z)

�
= min

z

� �! �xz T :� (-1)

xx :�! �xz + �! �yz T :� (-1)

yy :�! �yz
�

(5.12)

L'incon v énien t ma jeur de cette dé�nition est qu'elle nécessite une minimisation. Or, dans un algo-

rithme de reconnaissance, cette distance sert non seulemen t de test de décision, par exemple p our

accepter un appariemen t ou le rejeter comme ab erran t, mais aussi de critère de classi�cation de ces

appariemen ts. Il est donc souhaitable que son calcul soit rapide. Cette constatation nous amène à

considérer une autre dé�nition, sans doute plus ad ho c, mais qui ne nécessite pas de minimisation.
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5.3.7 Dé�nition pratique

Dé�nition 5.4 (Distance de Mahalanobis double)

On app el le distanc e de Mahalanobis entr e deux primitives alé atoir es x � (�x ; � xx ) et y � (�y ; � yy ) la

distanc e de Mahalanobis simple entr e la primitive alé atoir e z = f (-1)

y ? x et l'origine :

� 2(x ; y ) = � 2(f (-1)

y ? x; o) (5.13)

En utilisan t les équations de propagation de la mo y enne et de la co v ariance (section 4.4.2) et en

notan t :

J~x =
@(f (-1)

~y ? ~x)

@~x
J~y =

@(f (-1)

~y ? ~x)

@~y
=

@(f (-1)

~y ? ~x)

@f(-1)

~y

:
@f(-1)

@f

�
�
�
�
f = f ~y

:
@f~y
@~y

les jacobiens estimés en (�x ; �y) , la primitiv e aléatoire z = f y ?x est caractérisée par une mo y enne de

�z = f �y ? �x et une co v ariance de � zz = J~x :� xx :J T

~x + J~y :� yy :J T

~y et la distance de Mahalanobis est

� 2(x ; y ) = �z T :� (-1)

zz :�z = ( f (-1)

�y ? �x) T :(J~x :� xx :J T

~x + J~y :� yy :J T

~y ) (-1) :(f (-1)

�y ? �x)

Théorème 5.4 (In v ariance de la distance de Mahalanobis)

Soient x et y deux primitives alé atoir es et f une tr ansformation déterministe. A lors :

� 2(f ? x; f ? y ) = � 2(x ; y ) (5.14)

Preuv e :

Notons x0 = f ? x et y0 = f ? y . Il existe donc h 2 H tel que f y 0 � h = f � f y , ce qui donne :

f (-1)

y 0 = h � f (-1)

y � f (-1)

. Soit main tenan t z = f (-1)

y ? x . On obtien t donc z0 = f (-1)

y 0 ? x0 = h ? z, ce qui

s'exprime dans la carte principale p our la primitiv e mo y enne par

�z0 = J (h�z ):�z
puisque l'action est h�z est linéaire dans cette carte.

P our calculer la matrice de co v ariance de z 0

, on utilise justemen t le jacobien

@~z0

@~z estimé à la v aleur

mo y enne. On a donc : � z0z0 = J (h�z ):� zz :J (h�z ) T

. En rep ortan t dans la dé�nition de la distance de

Mahalanobis, on trouv e :

� 2(f ? x ; f ? y ) = �z0T :� (-1)

z0z0: �z0 = �z T :� (-1)

zz :�z = � 2(x ; y )
�

5.3.8 Équiv alence des dé�nitions dans le cas v ectoriel

Théorème 5.5 (Distance de Mahalanobis double et minim um)

Soient x � (x; �
xx

) et y � (y; �
y y

) deux ve cteurs alé atoir es. On note � = (�
xx

+ �
y y

) (-1)

. L e

minimum sur z 2 Rn
de � 2(x ; z) + � 2(y ; z) est obtenu p our le ve cteur

z = ( Id � �
xx

:�) :x + ( Id � �
y y

:�) :y (5.15)

ave c la valeur :

� 2(x ; y ) = min
z

�
� 2(x ; z) + � 2(y ; z)

�
= ( x � y) T :� :(x � y) = � 2(x ; y ) (5.16)

Notons que cette équiv alence et la form ulation exacte du résultat son t à la base des équations

du �ltre de Kalman. P our dév elopp er la preuv e, nous aurons b esoin du lemme d'in v ersion, don t on

p ourra trouv er une démonstration dans (Ma yb ec k, 1979, p. 213).

Lemme 5.1 (Lemme d'in v ersion)

Soit deux matric es symétriques dé�nies p ositives W et S de dimension m et n , et une matric e M
de dimension n � m . A lors :

(M T :W (-1) :M + S (-1) ) (-1) = S � S:M T (W + M:S:M T ) (-1) :M:S (5.17)



5.3. Distance de Mahalanobis 117

Preuv e : (théorème 5.5)

Le minim um dans C(z) = � 2( x ; z) + � 2( y ; z) est caractérisé par une dériv ée n ulle par rapp ort à z :

@C(z)
@z

= 2
�

(x � z) T :� (-1)

xx

+ ( y � z) T :� (-1)

y y

�

= 0

Le minim um est donc obten u p our

z = (� (-1)

xx

+ � (-1)

y y

) (-1) :(� (-1)

xx

:x + � (-1)

y y

:y)

a v ec une matrice hessienne dé�nie p ositiv e : H z = � (-1)

xx

+ � (-1)

y y

. On a donc bien un minim um unique.

Utilisons le lemme d'in v ersion p our (( simpli�er )) z : on a M = Id , W = �
xx

et S = �
y y

(et

récipro quemen t). En notan t � = (�
xx

+ �
y y

) (-1)

et en factorisan t, on obtien t :

(� (-1)

xx

+ � (-1)

y y

) (-1) = f Id � �
y y

:� g :�
y y

= f Id � �
xx

:� g :�
xx

En rep ortan t dans z , on trouv e :

z = ( Id � �
xx

:�) :x + ( Id � �
y y

:�) :y

Rep ortan t main tenan t cette v aleur dans � 2( x ; z) . Comme � (-1)

xx

:(z � x) = � (-1)

xx

( Id � �
y y

:�) :y � � :x ,

on a :

� 2( x ; z) = ( z � x) T :� (-1)

xx

:(z � x)
= x T :� :�

xx

:� :x � 2:y T :( Id � � :�
y y

):� :x
+ y T :( Id � � :�

y y

):� (-1)

xx

:( Id � �
y y

:�) :y

P our simpli�er le terme en y T :y , p osons S = � :�
y y

:� , et W = � M a v ec M = M T = S (-1) � � (-1)

.

Nous allons réutiliser le lemme d'in v ersion. P our cela, observ ons que

M:S = Id � � (-1) :S = Id � �
y y

:�
M:S:M T + W = ( M:S � Id ):M = � � (-1) :S:M

= � (-1) � �
y y

= � �
xx

Le terme en y T :y se simpli�e donc grâce au lemme d'in v ersion en

( Id � � :�
y y

):� (-1)

xx

:( Id � �
y y

:�) = S:M T :(M:S:M T + W ) (-1) :M:S
= S � (S (-1) + M T :W (-1) :M ) (-1)

= S � (S (-1) � M ) (-1)

= � :�
y y

:� � �
ce qui simpli�e � 2( x ; z) en :

� 2( x ; z) = � x T :� :�
xx

:� :x � 2:y T :( Id � � :�
y y

):� :x + y T :(� � � :�
y y

:�) :y
L'addition des distances de Mahalanobis par rapp ort à x et y donne donc :

� 2( x ; z) + � 2( y ; z) = x T (� :�
xx

:� + � � � :�
xx

:�) :x
+ y T (� :�

y y

:� + � � � :�
y y

:�) :y
� 2:y T (2:� � � :�

y y

:� + � � :�
xx

:�) :x

Comme (�
xx

+ �
y y

) = � (-1)

, on trouv e �nalemen t :

� 2( x ; z) + � 2( y ; z) = ( x � y) T :� :(x � y) = � 2( x ; y )
�

5.3.9 Discussion sur la distance de Mahalanobis

Nous a v ons dé�ni une distance statistique en tre une mesure y d'une primitiv e et une primitiv e

aléatoire x qui généralise, sur la base de la matrice de co v ariance, la distance de Mahalanobis clas-

sique. De plus, elle est in v arian te par l'action d'une transformation �xe et suit, p our une co v ariance

su�sammen t faible, une loi du � 2
à n degrés de lib erté ( n étan t la dimension de la v ariété).

L'extension de cette dé�nition à une distance en tre deux primitiv es p ose cep endan t plus de

problèmes et nécessiterait sans doute une étude plus p oussée. Nous a v ons tout d'ab ord prop osé une

dé�nition basée sur la minimisation :

� 2(x ; y ) = min
z

�
� 2(x ; z) + � 2(y ; z)

�

qui généralise correctemen t la distance de Mahalanobis simple de l'équation (5.9) si l'on considère

que la distance de Mahalanobis en tre deux primitiv es déterministes di�éren tes est in�nie partout et
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que la distance en tre deux primitiv es déterministes égales est n ulle. Cette dé�nition est évidemmen t

in v arian te par l'action d'une transformation �xe et symétrique mais elle est di�cile à implémen ter

et augmen te considérablemen t les temps de calculs à cause de la dé�nition implicite.

Nous a v ons donc prop osé une autre dé�nition qui se calcule directemen t et corresp ond à la

première dans le cas v ectoriel. Elle est égalemen t in v arian te mais elle n'est généralemen t pas symé-

trique :

� 2(f (-1)

y ? x; o) = � 2(x ; y ) 6= � 2(y ; x ) = � 2(f (-1)

x ? y ; o)

Cep endan t, nous n'a v ons observ é lors de nos exp ériences que des di�érences relativ es de l'ordre

de 2% en tre � 2(x ; y ) et � 2(y ; x) . De plus, l'équiv alence de cette dé�nition a v ec la dé�nition par

minimisation dans le cas v ectoriel nous p ermet de considérer que nous a v ons ainsi obten u une

appro ximation de � 2(x ; y ) . Cette v aleur appro c hée apparaît en pratique largemen t su�san te p our

classer des appariemen ts et rejeter des mesures ab erran tes.

P ar con tre, la dé�nition par minimisation ouvre la v oie à des algorithmes de calcul de la mo y enne

incluan t des informations du second ordre : v oir à ce sujet les div ers algorithmes du c hapitre 8.

5.4 Conclusion

On p eut considérer que nous a v ons conclu a v ec les asp ects statistiques notre théorie de l'incerti-

tude sur les primitiv es géométriques. L'étude des mo dèles de bruits nous a p ermis de caractériser les

bruits homogènes et isotrop es qui seron t à la base de nos applications statistiques, et nous a v ons pu

ébauc her une étude des distributions équiv alen tes à la gaussienne sur les v ariété homogènes grâce

à la minimisation de l'information. Ceci nous p ermet en particulier de justi�er le c hoix d'une dis-

tribution quasi-gaussienne dans la c arte exp onentiel le au p oint �x comme distribution de référence

p our la primitiv e aléatoire x � (�x ; � xx ) , et de justi�er le test du � 2
sur la distance de Mahalanobis

simple. L'appro ximation de la distance de Mahalanobis en tre deux primitiv e probabilistes prendra

son imp ortance dans la seconde partie de ce man uscrit, p our la fusion de primitiv es ou l'estimation

de la transformation en tre deux ob jets (le recalage).



Chapitre 6

Syn thèse : implémen tation pratique

Nous a v ons dév elopp é jusqu'ici un ensem ble d'outils mathématiques p our gérer l'incertitude sur

les primitiv es géométriques. Nous présen tons dans cette section un résumé pratique des form ules

imp ortan tes et surtout de la démarc he à suivre p our p ouv oir appliquer cette théorie.

La première section rapp elle les étap es mathématiques qui conduisen t à l'obten tion des géo dé-

siques et de la carte principale. Nous présen tons ensuite les quelques op érations de base à implé-

men ter p our c haque t yp e de primitiv e à partir desquelles nous p ouv ons construire la plupart des

algorithmes sur les primitiv es, de manière totalemen t indép endan te du t yp e de primitiv e considéré.

Cette façon (( orien tée ob jet )) de tra v ailler a v ec les primitiv es géométriques est à la base de la

bibliothèque C qui implémen te la théorie dév elopp ée jusqu'ici p our les rep ères, les rep ères semi-

orien tés et non orien tés et les p oin ts. Nous dév elopp erons les calculs nécessaires à ces primitiv es et

les applications dans la seconde partie de ce man uscrit (v oir c hapitre 7).

6.1 Phase mathématique : géo désiques et carte principale

On s'in téresse donc ici à une v ariété de primitiv es géométriques M soumises à l'action d'un

group e de transformation G. Nous nous fo caliserons dans un premier temps sur le group e de trans-

formation, en supp osan t qu'il soit dé�ni de manière indép endan te des primitiv es, par exemples par

son action sur un espace euclidien. C'est le cas du group e des transformations rigides que nous

considérons dans ce man uscrit, mais on p ourrait p enser à d'autres group es comme les similitudes,

les transformations a�nes ou les transformations pro jectiv es.

6.1.1 Le group e de transformation G

Le premier tra v ail est de dé�nir les élémen ts du group es, par exemple comme une sous-v ariété

d'un espace v ectoriel euclidien. Les transformations a�nes en n -D son t ainsi dé�nies par une matrice

n� n A et un v ecteur de translation t , c'est-à-dire n:(n+1) élémen ts réels. Cep endan t, tous les p oin ts

de cet espace Rn:(n+1)
ne représen ten t pas un élémen t du group e puisque l'on a la con train te det(A) 6=

0 p our que la matrice soit in v ersible. De même, les transformations rigides son t représen tables par

une matrice n � n R , v éri�an t les con train tes R:R T = R T :R = Id et det(R) = +1 , et un v ecteur

de translation t 2 Rn
. Cette façon de dé�nir l'ensem ble des transformations p ermet de mon trer

119
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aisémen t qu'on a bien une v ariété di�éren tielle puisqu'il su�t p our cela que les con train tes soien t

non dégénérées (de jacobien non n ul). On note habituellemen t f et g des p oin ts de cette v ariété G.

P our que l'on puisse tra v ailler sur le group e, il faut encore un élémen t neutre que l'on app ellera

iden tité ( Id ) et l'expression des op érations de comp osition ( f � g) et d'in v ersion ( f (-1)

).

Nous supp oserons de plus, p our p ouv oir obtenir une distance en tre tous les élémen ts du group e,

que le group e est connexe. Cela revien t à dire que deux transformations quelconques p euv en t être

reliés par une suite de transformations con tin ues. Cette h yp othèse est en général justi�ée si l'on

tra v aille en vrai 3D. On devrait ainsi restreindre le group e des transformations a�nes à celles de

déterminan t p ositif (la feuille qui con tien t l'iden tité) car on ne p eut pas passer con tin ûmen t d'un

déterminan t p ositif à un déterminan t négatif sans passer par une matrice de déterminan t n ul, qui

n'est plus une transformation puisqu'elle n'est pas in v ersible. Cela corresp ondrait par exemple à

replier R3
tout en tier dans un plan, une droite ou un seul p oin t, ce qui sem ble p eu réaliste.

Le cas d'un group e connexe compact C'est un cas un p eu sp écial puisqu'il existe alors une

métrique in v arian te à droite et à gauc he en même temps, et que les géo désiques partan t de l'iden-

tité p our cette métrique son t les sous-group es à un paramètre. Une propriété in téressan te est que

toutes les transformations d'un sous group e à un paramètre comm uten t. La démarc he est alors de

caractériser la comm utation de deux transformation ( f � g = g � f ), puis de trouv er l'expression des

courb es 
 (t) sur le group e satisfaisan t :

8(s; t) 2 R2; 
 (s + t) = 
 (s) � 
 (t) = 
 (t) � 
 (s)

Puisque ces sous-group es son t dé�nis sur R tout en tier et que le group e est supp osé connexe, le

group e est géo désiquemen t complet. De plus, on obtien t les géo désiques partan t d'un p oin t f par la

translation à gauc he f � 
 (t) (ou à droite 
 (t) � f puisque la métrique est bi-in v arian te).

Il ne reste plus alors qu'à caractériser l'espace tangen t à l'iden tité (i.e. trouv er un espace v ectoriel

de dimension n qui lui soit di�éomorphe), calculer le v ecteur tangen t v en t = 0 à une telle courb e,

et réécrire l'équation de la courb e 
 v en fonction de ce v ecteur tangen t. L'exp onen tielle est alors

dé�nie par :

exp(v) = 
 v(1)

La suite est alors iden tique au cas général.

Cas général : group e connexe lo calemen t compact La démarc he est ici un p eu plus compli-

quée puisque l'on doit passer par une carte p our déterminer les géo désiques. On supp ose donc que

l'on a une représen tation minimale du group e que l'on notera f et don t le domaine est un ouv ert

autour de l'iden tité. P ar une translation appropriée dans la carte, on p eut se ramener à une carte

cen trée en l'iden tité, c'est-à-dire telle que l'iden tité soit représen tée par le v ecteur n ul. On détermine

alors l'expression de la comp osition f � g dans cette carte (p our des transformations su�sammen t

pro c hes des l'iden tité), ainsi que les dériv ées de cette op ération et en particulier le jacobien de la

translation à gauc he, qui p ermet de construire la représen tation lo cale de la métrique in v arian te à

gauc he.

Q(x) = JL (f ) (-T) :Q:JL (f ) (-1)

a v ec JL (f ) =
@(f � e)

@e

�
�
�
�
e= Id

Notons qu'on p eut c hoisir sans problème la métrique à l'iden tité Q = Id puisque les géo désiques son t

globalemen t in v arian tes au c hoix de cette métrique. De plus, on p ourra toujours c hanger après-coup

cette métrique Q en appliquan t un c hangemen t de v ariable a�ne dans la carte principale.
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Le plus di�cile est alors à faire : résoudre le système d'équations di�éren tielles du second ordre

suiv an t p our trouv er l'équation des géo désiques.

d2
 i

dt2 +
nX

j;k =1

� i
j;k :

d
 j

dt
:
d
 k

dt
= 0

On rapp elle que les sym b oles de Christo�el son t donnés par

� i
j;k =

1
2

nX

m=1

qim
�

@qmj

@xk
+

@qmk

@xj
�

@qjk
@xm

�

où qij = [ Q(f ) (-1) ]ij . On p ourra cep endan t se con ten ter des géo désiques partan t de l'origine, c'est-

à-dire de zéro dans notre carte cen trée. S'il existe toujours une solution, il n'est pas dit qu'elle soit

explicite et exprimable a v ec nos fonctions usuelles. Cep endan t, on supp osera que c'est le cas ici.

Une fois qu'on a l'équation lo cale des géo désiques autour de l'iden tité dans notre carte, on

détermine leur équation directemen t dans le group e G et on v éri�e qu'elles s'étenden t sans singularité

à R tout en tier et que le group e est ainsi géo désiquemen t complet.

On calcule alors le v ecteur tangen t v à c haque géo désique dans la carte lo cale ou, comme dans

le cas du group e compact, dans un espace v ectoriel di�éomorphe à l'espace tangen t à l'iden tité, et

en réécrit l'équation de la courb e 
 v en fonction de ce v ecteur. L'exp onen tielle est alors dé�nie par :

exp(v) = 
 v(1)

On in v erse alors cette expression p our obtenir l'ensem ble V(f) des v ecteurs v satisfaisan t exp(v) = f ,

puis on détermine le lieu de coupure, limitan t le domaine de dé�nition. P our cela, il su�t de se sou-

v enir qu'il n'existe qu'une seule géo désique minimisan te à l'in térieur du domaine et év en tuellemen t

plusieurs sur le b ord (le lien de coupure). On p eut donc calculer la (( norme )) de c haque primitiv e

f :

NL (f) = dist (f ; Id) = min
v2V (f)

(kvk)

et réduire V(f) à l'ensem ble des v ecteurs de norme minimale :

Vmin (f) = arg min
v2V (f)

(kvk)

On a alors obten u la carte principale. Si Vmin (f) n'est pas réduit à un seul élémen t, alors f fait

partie du lieu de coupure de l'iden tité et Vmin (f) est l'ensem ble des v ecteurs à iden ti�er sur le lieu

de coupure tangen tiel, et si Vmin (f) = f~fg est réduit à un seul élémen t, alors on est en général à

l'in térieur du domaine de dé�nition D (bien qu'o ccasionnellemen t f puisse appartenir au lieu de

coupure).

6.1.2 La v ariété M

Comme on a dé�ni le group e de transformation, il nous faut dé�nir la v ariété, par exemple comme

une sous-v ariété d'un espace v ectoriel euclidien. On notera x 2 M un tel élémen t. On représen tera

ainsi un p oin t extrémal par un rep ère semi-orien té, c'est-à-dire une p osition x 2 R3
, un v ecteur

unitaire n normal à la surface en ce p oin t, et les deux directions principales unitaires (� t1; � t2)
orthogonales en tre elles et au v ecteur normal. Si les con train tes ne son t pas dégénérées, alors on a

une structure de v ariété di�éren tielle (ce qui est le cas par exemple p our knk = 1 ou ht1 j t2 i = 0 ).
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L'étap e suiv an te est de dé�nir l'action d'une transformation f (quelle qu'en soit sa représen tation)

sur une primitiv e x . On notera : y = f ?x . Il est bien éviden t que le résultat de cette action doit être

une primitiv e de M . Il faudra au b esoin étendre l'ensem ble des primitiv es utilisées p our satisfaire

cette con train te. On utilisera par exemple des trièdres quelconques (mais non dégénérés) et non

plus simplemen t des trièdres orthonormés si l'on utilise des transformations a�nes au lieu des

transformations rigides.

P our que notre v ariété soit homogène, il nous faut alors séparer la partie in v arian te des primitiv es

de la partie qui (( b ouge )) a v ec le group e. On ne s'in téresse dans la suite qu'à la partie homogène,

mais les in v arian ts (dits unaires puisqu'ils ne fon t in terv enir qu'une seule primitiv e) p euv en t être

conserv és et utilisés à d'autres �ns telles que la mise en corresp ondance. Remarquons au passage

que si notre v ariété est homogène p our un group e connexe, elle est automatiquemen t connexe.

On c hoisit alors une origine que l'on app elle o, et on détermine le group e d'isotropie en ce p oin t :

H = f h 2 G = h ? o = og

puis le coset d'un p oin t x 2 M :

Fx = f g 2 G = g ? o = x g

et en�n on se c hoisit une fonction de placemen t fx , de préférence la plus simple p ossible, mais qui

p ourra év en tuellemen t servir à dé�nir un mo dèle de bruit homogène (( standard )). La translation

de v ecteur x est ainsi tout a fait adaptée comme fonction de placemen t p our les p oin ts soumis aux

transformations rigides. De manière générale, un c hoix généralemen t agréable est la transformation

(ou l'une des transformations) de Fx qui minimise la distance à l'iden tité :

fx 2 arg min
f 2F x

( dist (f ; Id))

On a ainsi c hoisi la façon la plus rapide d'aller de l'origine o au p oin t x 1

. Remarquons égalemen t

que dans le cas d'un group e d'isotropie discret et �ni, on a ainsi obten u la carte principale (section

3.4.4).

La démarc he p our obtenir les géo désiques dans le cas général est très similaire au cas du group e

général : on supp ose que l'on a une représen tation minimale de la v ariété M cen trée à l'origine et on

détermine l'expression de l'action du group e y = f ? x dans cette carte (p our x su�sammen t pro c he

de l'origine et f su�sammen t pro c he de l'iden tité), et le jacobien de la translation de l'origine :

J (f) =
@(f ? x)

@x

�
�
�
�
x= o

On p eut alors en�n sa v oir s'il existe une métrique in v arian te par G sur M : il existe alors une

matrice symétrique dé�nie p ositiv e Q v éri�an t

8h 2 H J (h) T :Q:J (h) = Q

En supp osan t qu'une telle matrice existe, on construit alors la représen tation lo cale de la mé-

trique in v arian te Q(x) = J (fx ) (-T) :Q:J (fx ) (-1)

et on c herc he à résoudre le système d'équations di�é-

ren tielles du second ordre dé�nissan t les géo désiques dans la carte lo cale. On p eut se con ten ter des

géo désiques partan t de l'origine, les géo désiques partan t de x étan t obten ues grâce à la translation de

transformation fx . On exprime alors l'équation des géo désiques directemen t dans la v ariété M et on

v éri�e qu'elles s'étenden t sans singularité à R tout en tier et que la v ariété est ainsi géo désiquemen t

complète. La détermination de la carte principale est alors calquée sur le cas du group e.

1. Il serait d'ailleurs in téressan t de sa v oir dans quelles conditions, a v ec ce c hoix de fx , la courb e 
 (t ) = ( t:~fx ) ?o est

une géo désique de M p our la métrique in v arian te, et quel est le lien a v ec l'existence d'une métrique in v arian te. Cette

propriété est v éri�ée p our les primitiv es que nous utilisons dans ce man uscrit et p ourrait s'a v érer un mo y en e�cace

p our déterminer les géo désiques de M si on a déterminé celles de G.
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6.2 Implémen tation des op érations atomiques

Nous app elons op érations atomiques les op érations qui son t sp éci�ques à c haque t yp e de pri-

mitiv e. Nous baserons tous nos algorithmes (qu'ils soien t bas ou haut niv eau) sur ces quelques

op érations atomiques, ce qui nous p ermettra à tout momen t de mo déliser un problème a v ec un

nouv eau t yp e de primitiv e en a y an t à notre disp osition tous les algorithmes déjà dév elopp és : il

su�ra p our cela de mener les calculs mathématiques nécessaires à l'implémen tation des op érations

atomiques. Certaines de ces op érations et cette façon de v oir les c hoses étaien t déjà pressen ties dans

(Smith et Cheeseman, 1987; Smith et al., 1988), mais ces tra v aux passen t totalemen t sous silence

les problèmes liés à la représen tation c hoisie p our les primitiv es et les singularités que cela p eut

o ccasionner (par exemple a v ec les angles d'Euler).

Rev enons p our l'instan t à un t yp e de primitiv e et un group e de transformation : on supp ose que

l'on a déterminé leur cartes principales. P our simpli�er les expressions, on supp ose de plus que ces

cartes son t exprimées dans une base orthonormée p our la métrique (i.e. Q = Id ).

Le premier t yp e d'op érations imp ortan t, que cela soit p our le group e ou p our la v ariété, est

la traduction en tre les représen tations classiques et la carte principale. Cela p ermet de relier sans

problème la bibliothèque qui implémen te cette théorie a v ec le reste du monde et constitue en quelque

sorte son in terface a v ec d'autres programmes. Nous aurons ainsi b esoin de traduire un v ecteur

rotation en un quaternion unitaire ou en une matrice de rotation, et vice-v ersa. A l'in térieur de la

bibliothèque, on ne tra v aillera cep endan t qu'a v ec les cartes principales.

6.2.1 Op érations atomiques sur le group e

Il s'agit p our le group e de la comp osition, l'in v ersion et leur jacobiens :

� Comp osition :

~f � ~g ;
@(~f � ~g)

@~f
;

@(~f � ~g)
@~g

� In v ersion :

~f (-1) ;
@~f (-1)

@~f
On p ourra égalemen t en visager d'implémen ter le jacobien des translations à gauc he et à droite p our

des raisons d'e�cacité algorithmique.

� T ranslation de l'iden tité : JL (~f) =
@(~f � ~e)

@~e

�
�
�
�
�
~e=0

; JR (~f) =
@(~e � ~f)

@~e

�
�
�
�
�
~e=0

En�n, nous utiliserons le �ltrage de Kalman étendu p our certains problèmes d'estimation, et la

mise à jour de l'état p eut faire sortir celui-ci du domaine de dé�nition de notre carte principale.

Cela ne p ose pas vraimen t de problème théorique puisque l'exp onen tielle est dé�nie sur tout l'espace

tangen t, mais plutôt un problème pratique puisque toutes nos op érations son t conçues p our tra v ailler

a v ec des v aleurs comprises dans le domaine de la carte. Nous a v ons donc b esoin d'une dernière

op ération qui consiste à ramener un v ecteur

~f0
représen tan t une primitiv e f à sa v aleur

~f dans le

domaine (ou à l'une de ses v aleurs sur le lieu de coupure), en emprun tan t bien sûr la géo désique.

Le jacobien de cette op ération sera nécessaire p our p ouv oir réa juster la matrice de co v ariance.

� Domaine :

~f(~f0) ;
@~f(~f0)

@~f0

6.2.2 Op érations atomiques sur la v ariété

En ce qui concerne la v ariété des primitiv es, nous a v ons l'action du group e comme analogue de

la comp osition et la fonction de placemen t ( f (-1)

x ? o p ouv an t être considéré comme un analogue de
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l'in v erse). Les jacobiens son t bien sûr nécessaires.

� A ction :

~f ? ~x ;
@(~f ? ~x)

@~f
;

@(~f ? ~x)
@~x

� F onction de placemen t :

~f~x ;
@~f~x
@~x

De même que p our le group e, on p eut en visager d'implémen ter directemen t le jacobien de la trans-

lation de l'origine :

� T ranslation de l'origine : J (~f~x) =
@(~f~x ?~e)

@~e

�
�
�
�
�
~e=0

et nous utiliserons le �ltre de Kalman, donc nous aurons b esoin de nous ramener dans le domaine :

� Domaine : ~x(~x0) ;
@~x(~x0)

@~x0

Dans notre bibliothèque, nous a v ons implémen té p our toutes ces op érations une v ersion dite

simple, sans les jacobiens, et une v ersion calculan t l'op ération et ses jacobiens. Ceci p ermet de

réduire au minim um le nom bre de calculs de jacobiens et de m ultiplications matricielles, et ainsi de

dimin uer les temps de calcul (au détrimen t, mais dans une faible part, du v olume du co de).

6.3 Op érations de base sur les primitiv es probabilistes

A y an t construit et implémen té les fonction atomiques p our les transformations et tous les t yp es

de primitiv es qui nous in téressen t, on p eut s'abstraire du t yp e de primitiv e utilisé et implémen ter une

fois p our toutes les op érations qui suiv en t. Le jour où l'on v oudra ra jouter une nouv elle primitiv e,

il su�ra de programmer ses fonctions atomiques et toutes les op érations et algorithmes décrits à

partir de main tenan t fonctionneron t automatiquemen t.

Le group e de transformation G étan t une v ariété, il est clair qu'un grand nom bre des op érations

de base s'applique égalemen t au group e. Nous dév elopp ons donc dans la suite les op érations de base

sur la v ariété, en ne les traduisan t sur le group e que si les di�érences ou les simpli�cations son t

signi�cativ es.

6.3.1 Primitiv es probabilistes

Soit x une primitiv e aléatoire. Nous supp oserons que sa mo y enne de F réc het

E [ x ] = arg min
y2M

�
E

�
dist (y; x )2 ��

est unique et a p our expression E [ ~x ] = ~�x dans la carte principale. Sa matrice de co v ariance est

donnée dans cette même carte par :

� xx = E
h �! �x x:�! �x x T

i
= J (~f~�x ):E

h
(~f (-1)

~�x
?~x):(~f (-1)

~�x
?~x) T

i
:J (~f~�x ) T

Ces paramètres son t en général su�san ts p our gérer de manière informatique la primitiv e aléatoire

et on dé�nit donc un (( ob jet géométrique aléatoire )) (ou probabiliste) a v ec l'appro ximation :

x � (~�x; � xx )

Une primitiv e probabiliste sera donc p our nous un ob jet comp osé d'un v ecteur de dimension n
(la dimension de la v ariété), d'une matrice de co v ariance n � n , et d'un t yp e indiquan t de quelle



6.3. Op érations de base sur les primitiv es probabilistes 125

primitiv e il s'agit. A c haque t yp e de primitiv e est asso cié son ensem ble d'op érations atomiques.

P our être précis, on devrait sub ordonner le t yp e de primitiv e au group e de transformation que l'on

considère, mais nous ne considérons dans notre implémen tation que les transformations rigides. Il

faut égalemen t noter que les transformations son t des ob jets d'une classe di�éren te puisque certaines

op érations di�éren t.

Note sur l'implémen tation Dans cette optique, une primitiv e exacte ou déterministe a simple-

men t une co v ariance n ulle. Elle p eut donc être gérée exactemen t comme une primitiv e probabiliste,

mais p our éviter des calculs de jacobiens longs et in utiles, on p ourra ra jouter dans la structure

informatique de l'ob jet un drap eau indiquan t si l'ob jet est déterministe ou probabiliste et ne faire

les calculs reliés à la matrice de co v ariance que dans ce dernier cas.

Notons égalemen t que la matrice de co v ariance est symétrique. Si la v ariété est de dimension

n , elle n'a donc que n:(n + 1) =2 comp osan tes libres. A�n d'éviter des calculs in utiles et de res-

ter cohéren t, il est souhaitable d'utiliser un co dage de la matrice de co v ariance ne conserv an t que

n:(n + 1) =2 comp osan tes indép endan tes et de réécrire toutes les op érations sur la matrice de co v a-

riance directemen t dans ce co dage. A titre d'information, les principales op érations sur les matrices

symétriques (et surtout celles qui son t les plus coûteuses en temps de calcul) son t l'in v ersion, la dia-

gonalisation et surtout (( l'action )) d'un jacobien : � = J:� :J T

. Une optimisation de ces op érations

dans le co dage symétrique est donc de la plus haute imp ortance p our obtenir des algorithmes haut

niv eau rapides sur les primitiv es aléatoires. P ar ailleurs, la minimisation du nom bre des op érations

à e�ectuer (ici dans le sens de m ultiplication et addition de réels) app orte égalemen t un gain de

précision n umérique.

6.3.2 Op érations géométriques sur les primitiv es probabilistes

La première op ération géométrique, c'est la distance en tre deux primitiv es de même t yp e. On

ne précise pas ici les matrices de co v ariance puisqu'elles n'in terviennen t pas.

� Distance (~x ; ~y) 7�! dist (x; y) =

r �
~f (-1)

~x ? ~y
�

T

:
�
~f (-1)

~x ? ~y
�

Ensuite, nous a v ons b esoin de faire agir une transformation probabiliste sur une primitiv e pro-

babiliste et, p our simpli�er l'expression des algorithmes de plus haut niv eau, de la (( fonction de

placemen t probabiliste )) :

� A ction d'une transformation

�
f � (~�f; � � ) ; x � (~�x; � xx )

�
7�! y = f ? x �

�
~�f � ~�x ; � yy

�

a v ec

� yy = J~f :� � :J T

~f
+ J~x :� xx :J T

~x où J~f =
@(~f ? ~x)

@~f

�
�
�
�
�
~f=~�f

et J~x =
@(~f ? ~x)

@~x

�
�
�
�
�
~x= ~�x

� F onction de placemen t probabiliste

x � (~�x; � xx ) 7�! fx �
�
~f~�x ; J:� xx :J T

�
a v ec J =

@~f~x
@~x

�
�
�
�
�
~x= ~�x

P our implémen ter la distance de Mahalanobis, nous pro cédons en deux étap es : une première

fonction p our la distance de Mahalanobis simple par rapp ort à l'origine, et une seconde fonction

p our la distance de Mahalanobis double appro c hée.

� Distance de Mahalanobis à l'origine z � (~�z; � zz ) 7�! � 2(z; o) = ~�z T :� (-1)

zz :~�z
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� Distance de Mahalanobis double

�
x � (~�x; � xx ) ; y � (~�y; � yy )

�
7�! � 2(x ; y ) = � 2(f (-1)

y ? x; o)

En prenan t comme con v en tion que, s'il y a une primitiv e déterministe, c'est y (on in v erse au b esoin

les argumen ts dans la pro cédure), la distance de Mahalanobis double implémen te égalemen t la

distance simple.

6.3.3 Op érations géométriques sur les transformations probabilistes

T oute ces op érations son t très similaires p our le group e, excepté que l'action doit être remplacé

par la comp osition et l'in v erse de la fonction de placemen t par l'in v ersion :

� Comp osition

�
f1 � (~�f 1; � f1 f1 ) ; f2 � (~�f 2; � f2 f2 )

�
7�! g = f2 � f1 �

�
~�f 2 � ~�f 1 ; � gg

�

a v ec

� gg = J~f2
:� f2 f2 :J T

~f2
+ J~f1

:� f1 f1 :J T

~f1
où J~f2

=
@(~f2 � ~f1)

@~f2

�
�
�
�
�
~f2=~�f 2

et J~f1
=

@(~f2 � ~f1)

@~f1

�
�
�
�
�
~f1=~�f 1

� In v ersion

�
f � (~�f; � � )

�
7�! f (-1) �

�
~�f (-1) ; J:� � :J T

�
a v ec J =

@~f (-1)

@~f

�
�
�
�
�
~f=~�f

Il est immédiat d'en déduire les pro cédures p our les calculs de distance.

6.3.4 Op érations statistiques sur les primitiv es

D'un p oin t de vue statistique, nous a v ons plutôt une mesure x̂ et un mo dèle de bruit sur cette

mesure, estimé par ailleurs. Un mo dèles de bruit isotrop e étan t représen té par une matrice de co v a-

riance � à l'origine v éri�an t J (~h):� :J (~h) T = � , on considérera notre mesure comme une primitiv e

aléatoire

x �
�
~̂x; � xx

�
a v ec � xx = J (~f~̂x ):� :J (~f~̂x ) T

où

~f~x est notre fonction de placemen t par défaut (elle n'a pas ici d'imp ortance).

Dans le cas d'un bruit homogène, il n'y a plus de con train tes sur la co v ariance à l'origine mais

la fonction de placemen t est un paramètre du bruit. Dans notre implémen tation, on se con ten te de

la fonction de placemen t par défaut (d'où l'in térêt de bien la c hoisir au départ), mais on p ourrait

concev oir la fonction plus générique suiv an te :

� Mo délisation statistique

�
~̂x ; � ; ~f~x

�
7�! x �

�
~̂x; J (~f~̂x ):� :J (~f~̂x ) T

�

A l'in v erse, il est souv en t utile de p ouv oir in terpréter le bruit sur une primitiv e aléatoire résultan t

d'une exp érience, ne serait-ce que p our p ouv oir estimer le mo dèle ou le niv eau de bruit. Il est

imp ossible d'estimer la fonction de placemen t a v ec une seule mesure et même très di�cile de l'estimer

a v ec plusieurs mesures (supp osées distribuées iden tiquemen t et indép endammen t). On la supp ose

donc conn ue (ou devinée) et la co v ariance à l'origine est donnée par la fonction :

� Mesure du bruit

�
x � (~�x; � xx ) ; ~f~x

�
7�! � = J (~f~�x ) (-1) :� xx :J (~f~�x ) (-T)
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L'action du group e d'isotropie sur la carte principale étan t une rotation (puisque l'on considère que

Q = Id ), le c hoix d'une autre fonction de placemen t n'o ccasionne en fait qu'une rotation de la

co v ariance � à l'origine.

Deux autres op érations statistiques son t encore in téressan tes à implémen ter p our p ouv oir juger

de l'incertitude d'une primitiv e aléatoire et comparer par exemple di�éren ts mo dèles de bruit. Il

s'agit de la v ariance � 2
x et de l'information (appro c hée) de la distribution gaussienne asso ciée :

� V ariance x � (~�x; � xx ) 7�! � 2
x = T r

�
J (~f~�x ) (-1) :� xx :J (~f~�x ) (-T)

�

� Information

(~�x; � xx ) 7�! I [ x ] = �
n
2

(1 + log(2 :� )) + log
�

jJ (~f~�x )j
�

�
1
2

: log (j� j)

6.3.5 Op érations statistiques sur les transformations

Le group e d'isotropie étan t réduit à l'iden tité, nous n'a v ons pas ici de problème de fonction de

placemen t et tous les bruits homogènes son t isotrop es. La mo délisation et l'in terprétation d'une

transformation probabiliste son t donc simpli�ées en :

� Mo délisation statistique

�
~̂f ; �

�
7�! f �

�
~̂f; J L (~̂f ):� :JL (~̂f ) T

�

� Mesure du bruit

�
f � (~�f; � � )

�
7�! � = JL (~�f ) (-1) :� � :J (~�f ) (-T)

La mesure de la v ariance et de l'information se déduisen t de manière similaire.

6.4 Quelques algorithmes mo y en niv eau

6.4.1 Primitiv e mo y enne et co v ariance

Supp osons que l'on ait une série de m mesures xi que l'on considère comme des réalisations

indép endan tes d'une même primitiv e aléatoire y � (�y ; � yy ) . On p eut déterminer une estimation de

la primitiv e mo y enne grâce à l'algorithme de descen te de gradien t dév elopp é à la section (4.3.2) :

� Initialiser l'estimation a v ec une mesure quelconque, disons la première :

~�y0 = ~x1 (l'indice de

l'estimation se réfère à l'itération tandis que celui des mesures se réfère au n uméro de la

mesure).

� Calculer l'estimation au temps t + 1 :

~�yt+1 = ~f~�yt
?

 
1
m

X

i

�
~f (-1)

~�yt
? ~xi

�
!

� Un critère d'arrêt cohéren t est une distance en tre deux estimations su�sammen t faible :

dist (~�yt ;~�yt+1 ) < " .

On p eut alors estimer la co v ariance sur la primitiv e aléatoire y qui a généré les mesures par

� yy =
1

m � 1
:J (~f~�y):

 
mX

i =1

(~f (-1)

~�y
? ~xi ):(~f

(-1)

~�y
? ~xi ) T

!

:J (~f~�y) T

La normalisation par

1
m� 1 au lieu de

1
m est classique en statistiques et comp ense le biais in tro duit

l'utilisation d'une estimé e de la v aleur mo y enne au lieu de la v aleur mo y enne exacte (v oir par exemple

(Anderson, 1958; Bard, 1974) ou (K o c h, 1988)).
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Il faut bien faire atten tion que la co v ariance � yy que nous v enons de calculer n'est pas représen-

tativ e de l'incertitude sur la primitiv e mo y enne estimée, mais caractérise le pro cessus qui a donné

lieu aux mesures. Cet algorithme sera repris et implémen té au c hapitre 8 en compagnie d'algorithmes

de fusion et de recalage du même t yp e.

6.4.2 Génération de primitiv es aléatoires

� The gener ation of r andom numb ers is to o imp ortant

to b e left to chanc e. �

Rob ert R. Co v ey ou, Oak Ridge National Lab oratory

P our p ouv oir faire des exp ériences a v ec des données syn thétiques, nous a v ons deux problèmes

de génération aléatoire. Supp osons p our l'instan t que nous a y ons un ensem ble de primitiv es données

f ~xi g représen tan t un ob jet dans une image. A�n de sim uler le pro cessus d'acquisition de l'image, on

applique év en tuellemen t une transformation f à cet ob jet p our obtenir les primitiv es (exactes) f ~yi g
dans la seconde image et on v eut bruiter c haque primitiv e indép endemmen t selon un certain mo dèle

de bruit, le bruit gaussien étan t le plus adapté puisqu'il minimise l'information en ne connaissan t

que la mo y enne et la co v ariance.

Le second problème apparaît lorsque l'on v eut sim uler des faux p ositifs, c'est-à-dire des primitiv es

qui son t là (( par hasard )) ou s'a�ranc hir de la forme de notre ob jet et partir d'un (( ob jet aléatoire )).

Le mo dèle aléatoire le plus adapté est alors la distribution uniforme dans l'image .

Génération aléatoire gaussienne En supp osan t que notre mo dèle de bruit soit homogène et

cen tré, il est caractérisé par une fonction de placemen t fx et une co v ariance à l'origine � . Le mo dèle

de bruit p our la primitiv e i est donc : ~y i = ~f~y i ?~ei où tous les ~ei son t des bruits indép endan ts de

mo y enne n ulle et de co v ariance � dans la carte principale. La gaussienne classique étan t une b onne

appro ximation de la distribution minimisan t l'information, le problème se ramène donc au tirage de

v ecteurs aléatoires gaussiens. L'algorithme est donc le suiv an t p our c haque primitiv e (on oublie ici

l'indice) :

� Tirer un v ecteur aléatoire ~e suiv an t la loi gaussienne appro c hée N (0;� (-1) ) .

� Véri�er si ce v ecteur est dans le domaine de la carte principale (en utilisan t l'op ération ato-

mique (( domaine )) ). S'il est en dehors en retirer un autre.

� Le (( v ecteur )) ~e représen te l'erreur de mesure sur l'origine. Il ne reste plus qu'à le placer

comme un erreur de mesure sur la primitiv e y :

~̂y = ~f~y ?~e.

De manière plus générale, on p eut ainsi générer des primitiv es aléatoires a y an t la loi gaussienne

appro c hée N
(z;� (-1)

zz )
: il su�t de se ramener à l'origine p our tra v ailler dans la carte principale et

d'appliquer l'algorithme précéden t. Si

~f~z est la fonction de placemen t utilisée au p oin t z, la co v ariance

à utiliser dans l'algorithme précéden t est :

� = J (~f~z)
(-1) :� zz :J (~f~z)

(-T)

Il ne reste qu'à préciser commen t on p eut tirer un v ecteur aléatoire x de loi N (0;� (-1) ) :

� Diagonaliser la co v ariance : � = R T :� :R , où R est une matrice de rotation n -D et � est la

matrice diagonale des v aleurs propres.
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� Comme � est p ositiv e, les v aleurs propres son t p ositiv es et on p eut en prendre une racine

carrée : � = D 2
. On note A = D:R la (( racine carrée )) de � . Le v ecteur aléatoire y = A (-1) :x

doit alors suivre la loi normale réduite à n dimensions N (0; Id n ) .

� Tirer les n comp osan tes du v ecteur aléatoire y indép endammen t selon la loi normale unidi-

mensionnelle N (0;1) p our obtenir ŷ .

� Retourner le v ecteur x̂ = A:ŷ .

Rapp elons qu'on p eut obtenir un tirage a de loi normale N (0;1) à partir de deux tirages u 1 et

u 2 uniformes sur [0; 1] par la form ule :

a =
p

� 2: ln(u 1): cos(2:�: u 2)

Génération aléatoire uniforme Le problème du tirage uniforme est plus complexe et nécessi-

terait théoriquemen t une pro cédure sp éci�que p our c haque t yp e de primitiv e. Comme nous nous

in téressons ici à des primitiv es 3D dé�nies à partir de p oin ts de l'image 3D (comme les les rep ères),

nous nous con ten tons d'une pro cédure de tirage uniforme sur les transformations rigides 3D en sui-

v an t ce proto cole : on tire la translation comme un p oin t 3D uniforme dans l'image et une rotation

3D uniforme. On applique ensuite cette transformation aléatoire uniforme

~f à la primitiv e origine

p our obtenir la primitiv e aléatoire ~y = ~f ? ~o. L'idée générale p our v oir que l'on obtien t une distri-

bution uniforme est de considérer la mesure dG sur le group e comme dG = dM :dH (puisque nous

a v ons une mesure in v arian te). Comme les in tégrales son t e�ectuées sur des compacts (l'image est

�nie), on obtien t bien une primitiv e aléatoire uniforme dans l'image.

Cette pro cédure de génération aléatoire uniforme est un p eu ad ho c et demanderait une étude

plus p oussée p our p ouv oir être exprimée génériquemen t dans le même cadre que le reste de nos

op érations. Néanmoins, elle fournit dans notre cas les résultats nécessaires à des exp érimen tations

statistiques syn thétiques �ables.

6.5 Conclusion

Nous a v ons mon tré dans la syn thèse commen t la théorie dév elopp ée dans cette première partie

du man uscrit p ouv ait être appliquée et implémen tée en mac hine dans une structure orien tée ob jet

générique, ne dép endan t pas du t yp e de primitiv e considéré. Nous suivrons ainsi au c hapitre 7

cette métho dologie p our dériv er les dév elopp emen ts mathématiques nécessaires à l'expression de la

carte principale et des quelques op érations atomiques asso ciées aux primitiv es qui nous in téressen t :

rep ères, rep ères semi et non-orien tés, p oin ts, p oin ts.

Cette structure nous p ermettra ensuite de concev oir relativ emen t simplemen t d'autres algo-

rithmes de mo y en niv eau et de haut niv eau sur les primitiv es, par exemple concernan t le recalage

et sa v alidation aux c hapitres 8, 9 et 12, ou encore la reconnaissance aux c hapitres 10 et 11.

Nous p ensons que cette structure orien tée ob jet p ourrait être étendue aux v ariétés homogènes ne

p ossédan t pas de métrique in v arian te mais simplemen t une connexion in v arian te mo y ennan t quelques

mo di�cations des op érations atomiques. Ceci p ermettrait alors l'utilisation directe des algorithmes

de haut niv eau p our ces nouv eaux t yp es de primitiv es.



130 Syn thèse : implémen tation pratique Chap. 6



Deuxième partie

Reconnaissance, Recalage et

Applications





Chapitre 7

Primitiv es rigides en 3D

� Mathematicians have long sinc e r e gar de d it as deme aning

to work on pr oblems r elate d to elementary ge ometry in two

or thr e e dimensions, in spite of the fact that it it pr e cisely

this sort of mathematics which is of pr actic al value. �

B. Grün baum and G. C. Shephard,

Handb o ok of Applicable Mathematics.

La théorie de l'incertitude sur les v ariétés que nous a v ons dév elopp ée jusqu'ici nécessite l'expres-

sion de la carte exp onen tielle et des op érations atomiques asso ciées. Nous étudierons tout d'ab ord

dans ce c hapitre les rotations v ectorielles de R3
. Cette étude ne suit pas exactemen t et dépasse

même le cadre de la syn thèse dév elopp ée au c hapitre précéden t (elle a été écrite an térieuremen t),

mais elle p eut ainsi p ermettre une autre appro c he des tec hniques génériques présen tées dans la

partie théorique.

A partir du v ecteur rotation et de ses op érations atomiques, nous p ourrons dév elopp er rela-

tiv emen t simplemen t les calculs nécessaires aux transformations rigides, donc aux rep ères. Nous

en visagerons alors le cas des rep ères semi et non orien tés, et nous conclurons par les p oin ts.

7.1 Rotations v ectorielles de R3

La littérature concernan t les rotations 3D est ab ondan te et div ersi�ée. D'un p oin t de vue mathé-

matique, nous ne citerons que (Altmann, 1986), (Kanatani, 1990, c hap. 3 & 6) et (F augeras, 1993)

qui fournissen t des syn thèses assez complètes. On p ourra égalemen t consulter la littérature sur les

quaternions indiquée à la section (7.2), qui a aussi in�uencé l'écriture de cette section, ainsi que la

littérature sur les représen tations des rotations év o quée à la section (7.3).

133



134 Primitiv es rigides en 3D Chap. 7

7.1.1 De�nition

Let f i; j; k g b e a righ t handed orthonormal basis of the euclidean space R3
, and B = f e1; e2; e3g

b e a set of three v ectors. The linear mapping from f i; j; k g to B is giv en b y the matrix

R = [ e1; e2; e3] =

2

4
e11 e21 e31

e12 e22 e32

e13 e23 e33

3

5
(7.1)

If w e no w w an t B to b e an orthonormal basis, the matrix R v eri�es

R:R T = R T :R = I 3 and det(R) = +1 (7.2)

whic h implies det(R) = � 1 and giv es rise to the group O(3) of orthogonal matrices. If w e w an t B
to b e also righ t handed, w e ha v e to imp ose det(R) = 1 . Suc h matrices are called r otations . Eac h

righ t handed orthonormal basis can then b e represen ted b y a unique rotation and con v ersely eac h

rotation maps f i; j; k g on to a unique righ t handed orthonormal basis.

Rotations can also b e seen as a subset of linear maps of R3
. They corresp ond in this case to

their usual in terpretation as transformations of R3
: they are p ositiv e isometries (maps conserving

orien tation and dot pro duct): hR:x j R:y i = hx j y i . In particular, they conserv e the length of

a v ector: jjR:x jj = jjxjj . With the comp osition la w, and I 3 as iden tit y , rotations forms a non-

comm utativ e group denoted b y SO3 ( 3D r otation gr oup ).

The three main op erations on rotations are:

� the comp osition of R1 and R2 : R = R2:R1 (b ew are of the order),

� the in v erse of R : R (-1) = R T

,

� and the application of R to a v ector x : y = R:x .

7.1.2 Geometric parameters: axis and angle

Let R b e a 3-D rotation matrix. It is c haracterized b y its axis n (unit v ector) and its angle

� . The relationship b et w een these t w o represen tations are giv en b y the Ro drigues form ula (see for

instance (Kanatani, 1993)).

R = Id + sin �:S n + (1 � cos� ):S2
n = cos �: Id + sin �:S n + (1 � cos� ):n:n T

(7.3)

The matrix Sn is the sk ew matrix corresp onding to (left) cross pro duct: for all v ector v w e ha v e

Sn :v = n � v . If the co ordinates of n are (nx ; ny ; nz) , the matrix Sn is

Sn =

2

4
0 � nz ny

nz 0 � nx

� ny nx 0

3

5
(7.4)

and w e ha v e the relation S2
n = n:n T � Id , used to deriv e the second part of equation (7.3). Note

that Sn uniquely determines the v ector n . Con v ersely , let T r (R) b e the trace of R ; the parameters

are:

� = arccos
�

T r (R) � 1
2

�
and Sn =

R � R T

2: sin �
(7.5)

The last equation is v alid only when � 2 ]0; � [. Indeed, for � = 0 (i.e. iden tit y) the rotation axis n is

not determined, and sin(� ) = 0 for re�ections (i.e. when � = � ).
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7.1.2.1 R close to iden tit y: � is small

Since the axis n is not de�ned for iden tit y , there is a singularit y and a n umerical instabilit y

around it. Ho w ev er, w e can compute the rotation v ector with a T a ylor expansion:

Sr = � S n =
�

2 sin�
:(R � R T ) =

1
2

:
�

1 +
� 2

6

�
:(R � R T ) + O

�
� 4�

7.1.2.2 R close to a re�ection: � � � is small

The axis is this time w ell de�ned, but w e ha v e to use another equation. F rom Ro drigues form ula,

w e get R + R T � 2: Id = 2 :(1 � cos� ):S2
n , and since S2

n = n:n T � Id , w e ha v e

n:n T = Id +
1

2:(1 � cos� )
: (R + R T � 2: Id )

Let %= 1=(1 � cos� ) ; taking diagonal terms giv es

n2
i = 1 + %:(Ri;i � 1) ) n i = " i

q
1 + %:(Ri;i � 1)

The o� diagonal terms are used to determine the signs " i : considering that the sign of n1 is " 2
f� 1; +1g, w e can compute that

sign (nk ) = ": sign (R1;k + Rk;1)

If w e ha v e an exact re�ection, the sign " do es not matter since rotating clo c kwise or coun ter-

clo c kwise giv es the same result, but for a quasi-re�ection, this sign is imp ortan t. In this case, the

v ector w = 2 : sin �:n is v ery small but not iden tically n ull: it can b e computed without n umerical

instabilities with Sw = R � R T

. Since � < � , the largest comp onen t wk in absolute v alue of this

v ector m ust ha v e the same sign as the corresp onding comp onen t nk of v ector n .

7.1.3 Di�eren tial prop erties

The orthogonal group O3 is de�ned as a subspace of R3� 3
b y equation (7.2) whic h giv e rise

to 6 indep enden t scalar equations since R:R T

is symmetric. Hence O3 is a di�eren tial manifold of

dimension 3. T aking in to accoun t the constrain t det(R) = 1 amoun ts to k eep the comp onen t of

iden tit y . Since the comp osition and in v ersion maps are in�nitely di�eren tiable, SO3 is moreo v er a

Lie group.

7.1.3.1 T angen t space

Let R(t) b e a curv e on SO3 : constrain t (7.2) is di�eren tiated in to

dR
dt

:R T +
�

dR
dt

:R T

�
T

= 0 or R T :
dR
dt

+
�

R T :
dR
dt

�
T

= 0

whic h means that

dR
dt

:R T

and R T :
dR
dt

are sk ew matrices. Hence

9 ! r ; ! l 2 R3
suc h as

dR
dt

= S! r :R = R:S! l (7.6)
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In particular, if R = I 3 , the deriv ativ e is S! :

Théorème 7.1 the tangent sp ac e TSO3 of SO3 at identity is the ve ctorial sp ac e of skew matric es,

isomorphic to R3
. The tangent sp ac e TRSO3 at R is given by

TRSO3 = f S! :R=! 2 R3g = f R:S! =! 2 R3g

T w o imp ortan t and canonical maps on a Lie group are v ery useful for studying the tangen t space:

these are the left and righ t translations. In the case of SO3 they are the left and righ t comp osition

b y a �xed rotation R0
SO3 �! S O3

L R0 : R 7�! L R0 (R) = R0:R
RR0 : R 7�! RR0 (R) = R:R0

(7.7)

Their di�eren tials realize canonical isomorphisms b et w een the tangen t spaces of SO3 at di�eren t

p oin ts. The di�eren tial of a function ' maps the tangen t v ector of an y curv e 
 (t) to the tangen t

v ector of the curv e ' (
 (t)) . Let X b e a v ector of TRSO3 and 
 (t) a curv e on SO3 de�ned around

R with 
 (0) = R and ha ving the tangen t v ector

d

dt = X . The left translation of 
 is the curv e


 1(t) = R0:
 (t) and its tangen t v ector at 0 is Y = d
 1
dt = R0:X . The di�eren tial L �

R0
of L R0 is then

for an y R in SO3
TRSO3 �! TR0 :R SO3

L �
R0

: X 7�! L �
R0

(X ) = R0:X

The di�eren tial R�
R0

is de�ned in the same w a y .

In particular, if R = I 3 , w e ha v e t w o canonical isomorphisms b et w een the tangen t space at

iden tit y TSO3 and the tangen t space TRSO3 at an y p oin t R (since the form ulations of L �
R0

and

R�
R0

and indep enden t of R , w e denote their restriction to R = I 3 b y the same names).

TSO3 �! TRSO3

L �
R : S! 7�! R:S!

R�
R : S! 7�! S! :R

(7.8)

Di�eren tial prop erties of rotations are then completely reducible to di�eren tial prop erties around

iden tit y in TSO3 .

7.1.3.2 Structure of TSO3 : the Lie algebra of SO3

W e already kno w that TSO3 is the v ectorial space of sk ew symmetric matrices, iden ti�able with

R3
. If w e no w consider that (R3; + ; � ) is an algebra ( � is the cross pro duct), w e can induce an

algebra on TSO3 . Let X = S! 1 and Y = S! 2 b e t w o v ectors of TSO3 , then the v ector Z = S(! 1 � ! 2 )
b elongs to TSO3 and is called the brac k et of X and Y :

Z = S(! 1 � ! 2 ) = S! 1 :S! 2 � S! 2 :S! 1 = X:Y � Y:X = [ X; Y ]

Hence (TSO3; + ; [:; :]) is an algebra. It is in fact the Lie algebra of the group SO3 . The next step is

to giv e a metric to the group : consider the follo wing euclidean dot pro ducts on matrices and on R3
:

hM 1 j M 2 i
R

n � m = T r (M T

1 :M 2) = T r (M 2:M T

1 ) and hx j y i
R

3 = x T :y = T r (x:y T )

They induces on TSO3 the dot pro duct

hS! 1 j S! 2 i T SO3

def
=

1
2

:T r (S T

! 1
:S! 2 ) = h! 1 j ! 2 i

R

3
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The dot pro duct on matrices can also b e used on an y tangen t space : let X = S! l :R = R:S! r and

Y = S! 0
l
:R = R:S! 0

r
b e t w o v ectors of TRSO3 . Their dot pro ducts is

hX j Y i TR SO3
=



R:S! r

�
� R:S! 0

r

�
TR SO3

=
1
2

:T r (S T

! r
:R T :R:S! 0

r
) =



S! r

�
� S! 0

r

�
T SO3

or equiv alen tly

hX j Y i TR SO3
=

D
S! l :R

�
�
� S! 0

l
:R

E

TR SO3

=
1
2

:T r (S! 0
l
:R:R T :S T

! l
) =

D
S! l

�
�
� S! 0

l

E

T SO3

Hence the metric on TRSO3 is in v arian t b y left or righ t translation from TSO3 . Suc h a metric is

called a bi-in v arian t Riemannian metric.

Théorème 7.2 The tangent sp ac e of SO3 at identity TSO3 is the ve ctorial sp ac e of skew symmetric

matric es. With the Lie br acket [:; :] and the euclide an metric hX j Y i = 1
2 :T r (X T :Y ) , it forms a

metric algebr a which is c anonic al ly isomorphic to (R3; + ; � ; h: j : i
R

3 ) .

The tangent sp ac e TRSO3 at R is tr ansp orte d fr om TSO3 with the left or right tr anslation by

e quation (7.8).

7.1.4 Exp onen tial map

7.1.4.1 In tegral curv es

Let RX (s) b e a one parameter subgroup of SO3 (homomorphism from (R; +) to (SO3; :) . This is

a con tin uous curv e whic h is also a subgroup of SO3 . By de�nition and since (R; +) is comm utativ e

RX (s + t) = RX (s):RX (t) = RX (t):RX (s)

This means in particular that RX (t) and RX (s) comm ute: they ha v e the same rotation axis n . RX (s)
is th us a rotation of axis n and angle � (s) . W e will denote b y R(n; � ) suc h a rotation. Rep orting this

in the de�nition, w e �nd � (s + t) = � (s) + � (t) and hence � (s) = �:s with some � 2 R . Computing

the deriv ativ es, w e �nd

dRX

ds

�
�
�
�
0

= X = �:S n 2 TSO3 and

dRX

ds

�
�
�
�
s

= X:R X (s) = RX (s):X 2 TRX SO3

W e established that to eac h one-parameter subgroup RX (s) = R(n; �:s ) of SO3 corresp onds a

unique v ector X = �:S n of TSO3 . The con v erse is also true and RX (s) is called the in tegral

curv e of X . It is to b e noted that X and �:X generate the same in tegral curv e with prop ortional

parameterizations.

This is a particular case of a more general theorem for Lie groups whic h state that there is a

one to one corresp ondence b et w een one parameter subgroups of the Lie group and one dimensional

sub-algebras of its Lie algebra.

7.1.4.2 Exp onen tial map

Let X = �:S n with knk = 1 b e a v ector of TSO3 and RX (s) = R(n; �:s ) the in tegral curv e of X .

The exp onen tial map

1

is de�ned as the map from TSO3 to SO3 whic h assigns RX (1) to X . Hence

exp(X ) = exp( �:S n) = R(n; � )

1. The name �exp onen tial map� will b e justi�ed with the metric prop erties: in tegral curv es are geo desics.
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Another exp onen tial map, the matrix exp onen tial, can b e de�ned for X as the limit of the series

Id + X=1! + X 2=2! + : : : . Since X is a sk ew matrix, X 3 = � � 2:X and the series reduced to

eX = I 3 +
sin �

�
:X +

1 � cos�
� 2 :X 2 = I 3 + sin �:S n + (1 � cos� ):S2

n = R(n; � )

Hence b oth exp onen tials turn out to b e the same and using the isomorphism b et w een R3
and TSO3

w e can de�ne the exp onen tial of the rotation v ector r = �:n :

R(r ) = exp( Sr ) = R(n; � ) with � = kr k and n =
r
�

The exp onen tial map is a sort of �dev elopmen t� of SO3 on to its tangen t space TSO3 : eac h one-

dimensional subspace R:Sn is mapp ed on its in tegral curv e R(n; R) and w e will see that the length

along these curv es are conserv ed.

7.1.5 Metric prop erties

7.1.5.1 De�nitions

Let 
 : s 2 [a; b] � R 7! 
 (s) 2 SO3 b e a piecewise curv e on SO3 and _
 the tangen t v ector of 

at s. The length of the curv e 
 is de�ned b y

L (
 ) =
Z b

a

p
h_
 (s) j _
 (s) i :ds (7.9)

Let no w � b e the set of curv es joining rotations R1 and R2 . The map

SO3 � S O3 �! R
� : (R1; R2) 7�! inf 
 2 � L (
 )

(7.10)

is the canonical metric on SO3 . The curv es 
 minimizing the criterion L (
 ) are called geo desics.

Since the metric comes from a bi-in v arian t metric on TSO3 , the length criterion (7.9) is in v arian t

b y left and righ t translations and �nding geo desics amoun ts to �nd geo desics starting from iden tit y .

7.1.5.2 Geo desics and metric on SO3

F or a Lie group with a bi-in v arian t Riemannian metric, it turns out that geo desics starting

from iden tit y , one-parameter subgroups and in tegral curv es (starting also from iden tit y) are three

di�eren t approac hes for the same curv es (Spiv ak, 1979, c hap.10). Let 
 X (s) = exp( �:s:S n ) b e suc h

a curv e. Its deriv ativ e at iden tit y is _
 X (0) = X = �:S n and _
 X (s) = X:
 X (s) = 
 X (s):X elsewhere.

Hence

h_
 (s) j _
 (s) i = hX j X i = � 2: hn j n i = � 2

and the distance from iden tit y to R(n; � ) = 
 X (�=� ) is

� (I 3; R (n; � )) =
Z �=�

0

p
� 2:ds = �

With an arc-length parameterization, w e obtain 
 Sn (� ) = R(n; � ) = exp( �:S n) . These curv es are

2� -p erio dic and 
 Sn (� ) = 
 (� Sn ) (� � ) . Hence shortest paths (or minimizing geo desics) are uniquely

de�ned for � < � and doubly de�ned for � = � .

Théorème 7.3 The c anonic al metric on SO3 is given by

� (R1; R2) = � (I 3; R T

1 :R2) = � (R T

1 :R2) = arccos
�

( T r (R T

1 :R2) � 1)
2

�
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Ge o desics of SO3 starting fr om identity ar e the curves � 7! R (n; � ) = exp( �:S n ) . Shortest p aths

fr om identity to the non r e�e ction r otation R = exp( �:S n ) (0 � � < � ) ar e given by

t 2 [0; � ] 7! exp(t:Sn )

Shortest p aths fr om identity to r e�e ction R = exp( �S n ) ar e doubly de�ne d by the ab ove formula

(� = � ) with n and � n as unit ve ctors. Other ge o desics ar e obtaine d by left or right tr anslation.

7.2 Quaternions

� The invention of the c alculus of quaternions is a step towar ds the

know le dge of quantities r elate d to sp ac e which c an only b e c omp ar e d for

its imp ortanc e, with the invention of triple c o or dinates by Desc artes.

The ide as of this c alculus, as distinguishe d fr om its op er ations and

symb ols, ar e �tte d to b e one of the gr e atest use in al l p arts of scienc e. �

J.C. Maxw ell, Pro ceedings of the London Mathematical So ciet y 3, 1869

A v an t de dé�nir propremen t la carte principale et d'explorer les propriétés du v ecteur rotation, il

n'est pas in utile de s'in téresser à une autre représen tation des rotations fort utilisée : les quaternions

unitaires. Nous in tro duirons tout d'ab ord les propriétés générales de l'algèbre des quaternions et

examinerons ensuite le lien en tre rotation et quaternion unitaire. Cette section nous donnera des

jacobiens relativ emen t simples (en particulier p our la comp osition des rotations) que nous utiliserons

p ostérieuremen t a v ec le v ecteur rotation. Nous �nirons par le calcul de la mesure uniforme, ce qui

nous fournira un algorithme très simple p our obtenir des rotations aléatoires uniformes.

Cette section est principalemen t inspirée de (Le Borgne, 1987) p our la partie di�éren tielle et

de (Casteljau, 1987) p our les quaternions matriciels (on p ourra égalemen t v oir (W alk er et Shao,

1991) et (Horaud et Monga, 1993)). Les a v an tages calculatoirs des quaternions p our représen ter

les rotations on t été explorés dans (Rey es-A vila, 1990; Rey es-A vila, 1991; F unda et P aul, 1988) et

surtout (Cap olsini et al., 1993) p our leur implémen tation sym b olique. On p ourra bien sûr se référer

à (Altmann, 1986) p our un p oin t de vue plus mathématique.

7.2.1 De�nitions

In tro duced b y Hamilton around 1843, the 4 dimensional algebra of quaternions Q is a genera-

lization of complex n um b ers. The basic set is R4
with the canonical basis f 1; i; j; k g. The addition

is the canonical addition of R4
and the pro duct � is de�ned b y distributivit y and the follo wing

form ulas

� i2 = j 2 = k2 = � 1
� i � j = � j � i = k j � k = � k � j = i k � i = � i � k = j

The quaternion algebra has hence a structure of sk ew �eld (non comm utativ e division ring). Another

equiv alen t de�nition is the set of complex matrices

q =
�

a b
� b a

�
=

�
t + ix y + iz

� y + iz t � ix

�

with the matrix addition and pro duct ( a is here the complex conjugate of a).
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7.2.1.1 V ectorial quaternions

F rom the �rst de�nition, it is easy to see that Q has a sub�eld isomorphic to R (basis 1)

and a v ectorial subspace of basis f i; j; k g iden ti�ed with R3
. This subsets are called real and pure

quaternions . Eac h quaternion q can b e uniquely written as the sum of a real and a pure quaternion

and can then b e considered equiv alen tly as a pair q = ( a; v) or a v ector q = ( a; vT ) T

, where a 2 R
is the real part and v 2 R3

the pure part. F or simpler notations, w e will use q = ( a; v) to denote

the v ectorial form of the quaternion. The op erations de�ned on quaternions to form the algebra are

then :

� A ddition : (a1; v1) + ( a2; v2) = ( a1 + a2; v1 + v2)

� In ternal m ultiplication : (a1; v1) � (a2; v2) = ( a1:a2 � h v1 j v2 i ; v1 � v2 + a1v2 + a2v1)
where � � � and � h: j : i � are the usual cross and dot pro ducts on R3

.

As for complex n um b ers, w e de�ne the conjugate quaternion

� (a; v) = ( a; � v)

and the canonical dot pro duct of R4
can b e written

� hq1 j q2 i = 1
2 :(q1 � q2 + q2 � q1) = a1:a2 + hv1 j v2 i

The norm is then

� j qj2 = hq j qi = kqk2
Q

= q � q = a2 + kvk2
R

3 = kqk2
R

4

whic h is compatible with the pro duct: jq1 � q2j = jq1j:jq2j . This allo ws to write v ery simply the

in v erse quaternion :

� q(-1) =
q

jqj2
for q 6= 0 .

7.2.1.2 Comm utation

Let q1 = ( a1; v1) and q2 = ( a2; v2) b e t w o quaternions. Their pro duct is usually non comm utativ e.

The comm utator of q1 and q2 is de�ned b y

[q1; q2] = q1 � q2 � q2 � q1 = (0 ; 2:v1 � v2)

This means that t w o quaternions comm utes if and only if their pure part are collinear. It shall b e

noted that the comm utator is alw a ys a pure quaternion.

7.2.1.3 Pure quaternions

As said ab o v e, the set of quaternions (0; x) with x 2 R3
is trivially iden ti�ed with R3

itself. Let

x and y b e t w o v ectors (elemen ts of R3
). Their quaternion pro duct is

x � y = ( � h x j y i ; x � y)

and their cross pro duct is then

x � y =
1
2

[x; y]



7.2. Quaternions 141

7.2.1.4 Deriv ation

Let p(t) and q(t) b e curv es on Q . The deriv ation of the pro duct is easily pro v ed to b e the non

comm utativ e deriv ation

d
dt

(p � q) =
dp
dt

� q + p �
dq
dt

and the deriv ativ e of the conjugate is the conjugate deriv ativ e

dq
dt

=
�

dq
dt

�

The deriv ativ es of most expressions easily follo ws, as w e can treat v ariable quaternions as usual,

but without comm utativit y .

7.2.1.5 Matricial quaternions and an ti-quaternions

Let q = ( a; v) b e a quaternion considered as a v ector of R4
. W e de�ne the matricial quaternion

Qq as the 4x4 matrix v erifying for an y other quaternion p in v ector form:

Qq:p = q � p

W riting the matrix b y part, w e ha v e

Qq = a:I 4 +
�

0 � v T

v Sv

�
(7.11)

It can b e easily v eri�ed that Qq1 :Qq2 = Q(q1 � q2) . Quaternions can then b e also iden ti�ed with a 4

dimensional subspace of 4x4 real matrices. If w e no w consider quaternions q and p b y ro w v ectors

(denoted b y qT

and pT

), w e can de�ne another 4x4 matrix Pq v erifying for an y other pT

:

pT :Pq = ( p � q) T () P T

q :p = ( p � q)

W riting the matrix b y part,w e ha v e

Pq = a:I 4 +
�

0 v T

� v Sv

�
(7.12)

W e ha v e also Pq1 :Pq2 = P(q1 � q2) . The matrix Pq will b e called the an ti-quaternion of q.

Prop erties of matricial quaternions

� Pq:p = p � q and Qq:p = q � p
� Qq = Q T

q and Pq = P T

q

� Qp:Pq = Pq:Qp

� Qq:Q T

q = Q T

q :Qq = kqk2:I 4 = Pq:P T

q = P T

q :Pq

� det(Qq) = det( Pq) = kqk4

If q b e a unit quaternion ( kqk = 1 ), w e ha v e th us Qq:Q T

q = Qq:T Qq = I 4 and det(Qq) = 1 , and

similarly for Pq , whic h sho ws that the matrices Qq and Pq are rotations of Q � R4
.
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7.2.2 Quaternions and rotations

7.2.2.1 F rom unit quaternions to rotations

A particular subgroup of Q is the sphere of unit quaternions (equiv alen t to S3 ). Let q = ( a; v)
b e suc h a quaternion. The map

Rq : Q �! Q
p 7�! q � p � q

is an inner automorphism of Q that conserv es pure quaternions. Its restriction to R3
conserv es

orien tation and the dot pro duct: this is a rotation of R3
.

7.2.2.2 F rom unit quaternions to rotations

Let x b e a v ector considered as a pure quaternion. The action of Rq pro duces the v ector y =
q� x � q and since x � q = Pq:x , w e can write y = ( Qq:Pq):x . Dev eloping the pro duct and iden tifying

with y = R:x (the action of a 3-D rotation), w e �nd

Qq:Pq = Pq:Qq = kqk2:I 4 + 2 :
�

0 0
0 a:Sv + S2

v

�
=

�
1 0
0 R

�

Théorème 7.4 L et q = ( a; v) b e a unit quaternion. The asso ciate d r otation matrix is given by

R = I 3 + 2 :a:Sv + 2 :S2
v (7.13)

This form ula is the equiv alen t of the Ro drigue form ula for quaternions.

Let R $ q denote the asso ciation b et w een rotation matrix R and rotation quaternion q. As

direct prop erties of this represen tation, w e ha v e:

� If R1 $ q1 and R2 $ q2 then R1:R2 $ q1 � q2 .

� If R $ q then R (-1) $ q = q(-1)

and b y de�nition, the application of to v ector x is

� y = R:x = q � x � q = Qq:Pq:x

7.2.2.3 F rom rotation matrices to unit quaternions

Assume no w that R is a rotation of angle � around axis n . F rom Ro drigues' form ula w e ha v e for

the symmetric part 2:S2
v = (1 � cos� ):S2

n and hence v = � sin
� �

2

�
n . With the unit constrain t, w e

obtain

Théorème 7.5 Two opp osite unit quaternions ar e asso ciate d with the r otation of angle � ar ound

axis n . They ar e given by

q = �
�

cos
�
2

; sin
�
2

:n
�

The sp ac e SO3 is then isomorphic to P3
the pr oje ctive sp ac e obtaine d by identifying antip o dal p oints

on the spher e S3
.

F rom no w on, w e will call rotation quaternion q the couple (q;� q) with kqk = 1 , and giv e as v alue

one of the t w o opp osite quaternions.

Using the relations of section (7.1.2) ab out the geometric parameters of the rotation, w e can

directly obtain the rotation quaternion q from the rotation matrix R from the follo wing form ulas:

T r (R) = 1 + 2 cos � R � R T = 2 : sin �:S n
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Hence, q is de�ned for T r (R) 6= � 1 b y

q = � (a; v) with a =

p
1 + T r (R)

2
and Sv =

1

2:
p

1 + T r (R)
:(R � R T ) (7.14)

If T r (R) = � 1 w e ha v e to use the other form of Ro drigues' form ula : R = I 3 + 2 :S2
n = 2 :n:n T � I 3 .

Assuming n = ( x; y; z) T

, w e ha v e in this case 2:n:n T = R � I 3 = [2 :x:n; 2:y:n; 2:z:n]. It is then

su�cien t to normalize the greater column v ector (in norm) of R � I 3 to obtain the axis n . The

rotation quaternion q is then giv en b y q = � (0; n) .

7.2.3 Di�eren tial prop erties of rotation quaternions

Let R(t) $ q(t) b e a curv e on SO3 and

_R(t) and _q(t) the deriv ativ es of these quan tities.

Remem b er that the rotation quaternion q is the couple (q;� q) . W e call deriv ativ e of the rotation

quaternion q the couple ( _q;� _q) in the same sign order: the deriv ativ e represen tation is determinated

b y the c hoice of the quaternion. Since jqj2 = q � q = q � q = 1 , w e ha v e _q � q + q � _q = 0 and then

h_q j qi = 0 and _q = � q � _q � q

Let no w x and y b e v ectors suc h that

R(t):x = y(t) = q(t) � x � q(t)

The deriv ation of y can b e done for b oth sides:

_y = _R:x = S! r :R:x = ! r � (q � x � q) = 1
2 :(! r � q � x � q � q � x � q � ! r )

= _q � x � q + q � x � _q = _q � x � q � q � x � q � _q � q

Hence w e �nd that q � _y � q = [ q � _q; x] = 1
2 :[q � ! r � q; x] and since this is true for ev ery x 2 R3

, w e

conclude with the follo wing theorem.

Théorème 7.6 The tangent sp ac e TqSO3 of SO3 at r otation quaternion q is given by h_q j qi = 0
and if R(t) $ q(t) we have

_R = S! r :R = R:S! l () _q =
! r

2
� q = q �

! l

2

F rom the ab o v e theorem it is clear that the left and righ t translations and their di�eren tials are

just left and righ t pro duct b y the corresp onding rotation quaternion. The tangen t space T1SO3 of

SO3 at rotation quaternion iden tit y is simply the set of pure quaternions, i.e. R3
. It is canonically

link to the tangen t space TSO3 at rotation matrix iden tit y b y

T1SO3  ! TSO3
!
2  ! S!

(7.15)

7.2.3.1 Lie algebra of T1SO3 and dot pro duct

F rom the comm utation prop erties of section (7.2.1.2), the Lie brac k et in TSO3 [S! 1 ; S! 2 ] =
S(! 1 � ! 2) immediately transfers in T1SO3 as the classical comm utator

h! 1

2
;
! 2

2

i
=

! 1 � ! 2

2
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and the dot pro duct on TSO3 : hS! 1 j S! 2 i T SO3
= h! 1 j ! 2 i

R

3 . is transp orted on T1SO3 b y

D! 1

2

�
�
�

! 2

2

E

T1SO3

= h! 1 j ! 2 i
R

3 = 4 :
D! 1

2

�
�
�

! 2

2

E

Q

This metric is trivially in v arian t b y left and righ t translations. Hence the dot pro duct on the tangen t

space of rotation quaternions (iden ti�ed with left or righ t translation to T1SO3 ) is 4 times the

canonical dot pro duct of the quaternions space Q .

7.2.3.2 Di�eren tials of standard maps

No w that w e ha v e the basic prop erties of the tangen t spaces, it is in teresting to see ho w v ectors

are mapp ed b et w een these tangen t spaces b y standard functions on quaternions. these maps can

also b e restricted to rotation quaternion. W e indicate if a simpli�cation o ccurs in this case. Some

of these jacobians will b e used in the next section for computing the jacobians of some maps on the

rotation v ector.

� Left translation b y p: q 7! p � q.

J l (p) =
@(p � q)

@q
=

@(Qp:q)
@q

= Qp

� Righ t translation b y q: p 7! p � q = Pq:p = P T

q :p

Jr (q) =
@(p � q)

@p
=

@(Pq:p)
@p

= P T

q

� In v ersion : q = ( a; v) 7! q(-1) =
q

jqj
=

(a; � v)
a2 + kvk2

JInv (q) =
@q(-1)

@q
=

J
hq j qi

+ 2 :
q:qT

hq j qi 2 with J =
@q
@q

=
�

1 0
0 � I 3

�

In the case of rotation quaternions, w e ha v e kqk = 1 , and the form ula simpli�es to

JInv (q) = � Q T

q :Pq

� A ction of a �Rotation� q on x : x 7! q � x � q = Qq:Pq:x

JR (q) =
@(q � x � q)

@x
= Qq:Pq

If q is a rotation quaternion ( kqk = 1 ) asso ciated with R , this jacobian simpli�es to :

JR (q) =
�

1 0
0 R

�

T o obtain the deriv ativ e with resp ect to q, w e ha v e to come bac k to the de�nition of a jacobian

matrix : the di�eren tial Jf of a function f is the linear function that maps to the tangen t v ector

_q of the mo ving p oin t q, the tangen t v ector Jf : _q of the mo ving p oin t f (q) . In our case, w e

ha v e :

J (q; x): _q = _q � x � q + q � x � _q = P(q� x) : _q + Q(q� x) :J: _q
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whic h sho ws that

J (q; x) =
@(q � x � q)

@q
= Pq:P T

x + Qq:Qx :J

Dev eloping this form ula, w e �nd if x is a v ector and q = ( a; v) :

J (q; x) = 2
�

0 0
a:x + v � x hx j v i :I 3 � a:Sx

�

7.2.4 Exp onen tial map

As for rotations matrices, the exp onen tial map can b e de�ned in T1SO3 from in tegral curv es,

but also with the quaternion exp onen tial from the form ula

exp(q) =
+ 1X

i =0

qi

i !
= 1 +

q
1!

+
q2

2!
+ : : :

Since the quaternions pro duct is not comm utativ e, this exp onen tial b eha v e globally as the matrix

exp onen tial.

In our case, w e are in terested in exp onen tial of v ectors (from T1SO3 ), whic h turn out to giv e

unit quaternions. Indeed, let x = (0 ; �:n ) b e a v ector, then x2 = ( � � 2; 0), x3 = (0 ; � � 2:n) and so

on. The series reduces then to

exp(x) = (cos � ; sin �:n ) =
�

cos(kxk) ; sin(kxk):
x

kxk

�

Let r = �:n b e a (rotation) v ector, w e ha v e then the follo wing relation

R = exp( Sr )  ! q = exp
� r

2

�

where the �rst is the matrix exp onen tial and the second the quaternion one.

7.2.5 Geo desics for rotation quaternions

Let Rp $ p and Rq $ q b e t w o rotations. The transp ortation of the SO3 metric giv es:

� (p; q) = � (Rp; Rq) = � (I 3; R T

p :Rq) = �

where � is the angle of the rotation R T

p :Rq . On the other hand, rotation quaternion q � p =
� (cos(�=2); sin(�=2)n) has a dot pro duct with iden tit y

h1 j q � pi = hq j pi = � cos(�=2)

W e can then distinguish t w o cases dep ending on the c hoice of the represen tations (signs) of p and

q leading to a p ositiv e or a negativ e dot pro duct hp j qi . The t w o represen tations will b e said

compatible if the dot pro duct is p ositiv e: the distance is � = 2 arccos(hp j qi ) in this case. W e can

then write the canonical distance of SO3 :

� (p; q) = 2 : arccos
� �

�
�hp j qi

Q

�
�
�
�

(7.16)
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The rotation quaternion distance is then twic e the classic distance on the surface of S3
(b et w een

t w o quaternions of the same hemisphere).

Geo desics starting from iden tit y to the rotation quaternion q = exp( �:n= 2) are giv en b y the

follo wing form ula for � � �

q(t) = exp( t:n ) = (cos( t) ; sin(t):n) with 0 � t �
�
2

�
�

�
2

�

This is in fact the equation of a piece of circle on the (unit) sphere S3
and in the plane f 1; ng. By

left and righ t translation, w e obtain ev ery other geo desic. If w e w an t to express these geo desics in

terms of quaternions (not rotation quaternions), w e ha v e

Théorème 7.7 Ge o desics for r otation quaternions ar e the pie c es of cir cle of c enter q = 0 (on the

unit spher e S3
of Q ) with a length (in Q ) less than �= 2, along with their antip o dal pie c e of cir cle.

7.2.6 Uniform densit y for rotations

W e sa w in section (3.3) ho w to compute the in v arian t measure (or uniform measure) directly or

from the metric. Here is another appro c hes that giv e the same result. This will giv e us an easy w a y

to sample unifrom rotations.

7.2.6.1 Uniform measure o v er rotation quaternions

Let � (q):dq b e the probabilit y of a small area around q, and � p(p � q):d(p � q) the probabilit y of

the same area after a global left translation of the group: they are the same and hence relate b y the

classical c hange in v ariables form ula � p(p� q) = � (q):(det(J l )) (-1)

where J l is the Jacobian of the left

translation. The uniform randomness is de�ned b y requiring that � is in v arian t b y left translation,

that is � p = � . In the case of quaternions, this jacobian do es not dep end up on the application p oin t:

J l =
@(p � q)

@q
= Qp

and if p is a unit quaternion, w e ha v e det(Qp) = 1 . Hence � (p � q) = � (q) and taking q = 1 giv es

the constan t densit y � (p) = � (1) for an y p. Since the set of rotation quaternions is compact, w e can

obtain the uniform densit y b y normalization (remem b er that q and � q represen t the same rotation):

1 =
1
2

:
Z

SO3

� (q):dq =
� (1)

2
:
Z

S3
dq = � (1)� 2

W e obtain th us the in v arian t (or Haar) measure on rotation quaternions:

� (q):dq =
dq
� 2 (7.17)

There are in fact t w o in v arian t measures since w e could ha v e c hosen a righ t in v ariance for � . In the

SO3 case, left and righ t Haar in v arian t measures turn out to b e the same.

7.2.6.2 Computation of a (uniform) random rotation

F rom form ula (7.17), the problem reduces to �nd a uniform random v ector on the sphere S3
.

This can b e ac hiev ed as follo ws.

� Cho ose the 4 co ordinates of a quaternion p uniformly in [� 1; 1]. The quaternion p has then a

uniform probabilit y in the h yp ercub e.
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� Reject the sample if kpk > 1 or kpk < " where " is a small threshold set to a v oid n umerical

instabilities around 0 for next step. W e obtain a uniform probabilit y in the ball with a hole

B4(0; 1) � B 4(0; " ) .

� Normalize p. The quaternion q =
p

kpk
obtained has a uniform probabilit y o v er the sphere S3

.

7.3 V ecteur rotation

La représen tation des rotations est un sujet étudié depuis longtemps (v oir par exemple (Stuelp-

nagel, 1964)), mais qui prend une imp ortan te toute particulière en rob otique (P aul, 1982; Latom b e,

1991) et en vision par ordinateur (Kanatani, 1993). Nous a v ons vu dans la section précéden te les

quaternions unitaires, mais plusieurs t yp es d'angles d'Euler son t égalemen t courammen t utilisés.

Le v ecteur rotation n'est guère emplo y é en temps que représen tation pratique a v an t (A y ac he,

1989, c hap. 12), bien que les paramètres axe et angle soien t fort conn us. Remarquons que, dans

notre cas, ce son t les propriétés génériques de la carte exp onen tielle qui nous amènen t à c hoisir

cette représen tation et que les propriétés théoriques dériv ées sur les primitiv es probabilistes dans

les c hapitres précéden ts ne seraien t généralemen t pas v alides a v ec une autre représen tation.

7.3.1 La carte principale

Si l'on reprend les résultats (heureusemen t concordan ts) des deux sections précéden tes sur les

géo désiques p our la métrique bi-in v arian te, on sait déjà que la carte principale est constituée du

v ecteur rotation r = �:n , où n est l'axe de rotation (unitaire) et � l'angle de la rotation autour de cet

axe. Comme cet angle est dé�ni à 2:� près, tous les v ecteurs r k = ( � + 2 :k:� ):n ( k 2 Z ) représen ten t

la même rotation R = R(�; n ) . La (( norme )) de cette rotation est donc

N (R) = dist (R; Id ) = inf
k2 Z

j� + 2 :k:� j

Le lieu de coupure (de l'iden tité) est constitué des rotations p ouv an t être attein tes par deux géo dé-

siques de même distance : ce n'est p ossible que si � = � , ce qui corresp ond à un retournemen t que

l'on p eut atteindre en partan t a v ec le v ecteur tangen t r = �:n ou r 0 = �: (� n) .

Théorème 7.8 (Carte principale du group e SO3 )

L a c arte princip ale du gr oup e des r otations 3D est formé e des ve cteurs r otation r = �:n de la b oule

ouverte D = B(0; � ) . L a norme est dans c ette c arte est : � (R) = N (r ) = dist (R; I 3) = kr k.

L e lieu de c oupur e est c onstitué des r etournements (r otations d'angle � ), qui c orr esp ondent aux

ve cteurs r otation (identi�és) r = �:n et � r = �: (� n) sur le b or d du domaine C= S3(0; � ) .

Notons p our mémoire que si l'on v oulait obtenir un atlas, il faudrait dé�nir au minim um trois

autres cartes. En suiv an t (A y ac he, 1989) , on p ourrait garder la même représen tation r = �:n mais

a v ec les domaines formés des demi b oules ouv ertes Bx = f r 2 B (0; 2� )=rx > 0g (resp ectiv emen t

By et Bz ) couvran t les rotations di�éren tes de l'iden tité et a y an t un axe orthogonal à l'axe des x
(resp ectiv emen t de y et des z ).

Grâce à l'utilisation de la métrique in v arian te, nous p ouv ons en fait nous con ten ter de la carte

principale, puisque l'on obtien t une carte cen trée en n'imp orte quelle rotation R en translatan t (à

gauc he) la carte principale.
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7.3.2 Relation en tre le v ecteur rotation et les autres représen tations

7.3.2.1 Con v ersion en tre v ecteur et matrice de rotation

Le v ecteur rotation r = �:n p eut être calculé à partir de la matrice de rotation en utilisan t

les paramètres angle et axe comme à la section (7.1.2). A l'in v erse, la form ule de Ro drigues nous

p ermet de calculer directemen t la matrice de rotation à partir du v ecteur de rotation :

R = Id +
sin �

�
:Sr +

(1 � cos� )
� 2 :S2

r a v ec � = kr k

P our éviter les instabilités n umériques autour de � = 0 , on utilisera les dév elopp emen ts limités

suiv an ts :

sin �
�

= 1 �
� 2

6
+ O

�
� 4�

et

(1 � cos� )
� 2 =

1
2

�
� 2

24
+ O

�
� 4�

7.3.2.2 Con v ersion en tre v ecteurs rotation et quaternions unitaires

Les deux fonctions suiv an tes p ermetten t de passer de l'une des représen tations à l'autre, et nous

p ermettron t en particulier de calculer le jacobien de la comp osition de deux v ecteurs rotation en

passan t par les quaternions. Nous ne donnons ici que les form ules de passage, leur jacobiens seron t

dév elopp és à la section (7.3.4).

Considérons un v ecteur rotation r = �:n et un quaternion rotation q = � (a; v) représen tan t

la même rotation R . Nous a v ons donc a = cos(�=2) et v = sin( �=2):n . La con v ersion du v ecteur

rotation au quaternion est donc :

q(r ) =
�

cos(�=2) ;
sin(�=2)

�
:r

�
où � = kr k

A l'in v erse, le v ecteur rotation p eut être obten u à partir du quaternion par la form ule suiv an te (la

notation

kqk=1
=== signi�e (( égal si kqk = 1 )) ) :

r (q) = 2 :sign (a): arcsin

 
kvk

p
a2 + kvk2

!

:
v

kvk
kqk=1
=== 2 :sign (a):

arcsin(kvk)
kvk:

v

7.3.3 Op érations atomiques sur le v ecteur rotation

Soit r = �:n (a v ec n unitaire) un v ecteur rotation représen tan t la rotation R . Nous nous in-

téressons dans cette section à l'action de r sur un v ecteur x ( y = r ? x ), à l'in v ersion r (-1)

, à la

comp osition de deux v ecteurs rotation r = r2 � r1 et en�n à la normalisation (op ération qui ramène

dans le domaine). Si les op érations ne son t pas très dures à réaliser, le calcul de leur jacobiens, lui,

est plus di�cile. Nous étudierons d'ab ord l'in v ersion et la normalisation, qui son t les plus faciles,

puis l'action sur un v ecteur et en�n la comp osition qui demandera de passer par les quaternions

unitaires. Le lecteur p ourra se référer à l'app endice (A.3) p our la di�érenciation des op érateurs

usuels.

7.3.3.1 In v ersion d'un v ecteur rotation : r (-1) = � r

T out est déjà dans le titre, il ne reste plus qu'à écrire le jacobien :

JInv (r ) =
@r(-1)

@r
=

@(� r )
@r

= � Id (7.18)
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7.3.3.2 Domaine : r =  :n 7! r 0 = �:n (j� j � � )

Considérons un v ecteur rotation r =  :n où n est un v ecteur unitaire mais où l'angle  = kr k
est quelconque. P our optimiser l'implémen tation de cette fonction, il con viendra de remarquer que

si  � � , alors on est déjà dans le domaine de la carte principale ou sur sa fron tière et il n'y a

aucune mo di�cation à faire.

Dans le cas général, on rec herc he l'en tier k0 minimisan t la norme du v ecteur rotation. Comme

' est p ositif, la solution est donnée par

k0 = arg min
k2 N

j' � 2:k:� j =
�

'
2:�

+
1
2

�
=

�
kr k
2:�

+
1
2

�

où bxc est la v aleur en tière immédiatemen t inférieure à x . On doit donc retourner le v ecteur rotation

suiv an t (si ' 6= 0 ) :

r 0 = ( ' � 2:k0:� ):
r
'

=
�

1 �
2:k0:�

kr k

�
:r

et le jacobien est donné par la form ule :

@r0

@r
= I 3 �

2:k0:�
kr k3 :S2

r

7.3.3.3 A ction d'un v ecteur rotation sur un v ecteur : r ? x = R:x

Sac han t calculer la matrice de rotation asso ciée à r , il n'y pas de problème p our calculer r ? x =
R:x ni le jacobien de l'action par rapp ort au v ecteur x :

@(r ? x )
@x

= R

Le calcul de jacobien

@(r?x )
@r par rapp ort à r est un p eu plus di�cile. Il sera cep endan t nécessaire

p our les transformations rigides et p our estimer des rotations. Considérons p our cela les fonctions

suiv an tes :

� =
sin �

�
� =

(1 � cos� )
� 2 
 =

_�
�

� =
_�
�

On p eut alors écrire, la form ule de Ro drigues sous la forme :

r ? x = x + �:S r :x + �:S 2
r :x

En prenan t en compte les dériv ées suiv an tes :

@(Sr :x)
@r

= � Sx
@(S2

r :x)
@r

= Sx :Sr � 2:Sr :Sx
@�
@r

=
r T

�

on p eut di�érencier r ?x par la comp osition des jacobiens. Après factorisation, on obtien t le résultat

suiv an t (Les dév elopp emen ts limités p ermetten t d'éviter les instabilités n umériques autour de � = 0 ).

Théorème 7.9 (A ction du v ecteur rotation r sur le v ecteur x )

Soit r un ve cteur r otation, et � , � , � et 
 les fonction suivantes de � = kr k :

� = sin �
� = 1 � � 2

6 � = (1� cos� )
� 2 = 1

2 � � 2

24 + O
�
� 4

�


 = _�
� = (cos � � � )

� 2 = 1
3 � � 2

30 + O
�
� 4

�
� =

_�
� = (� � 2� )

� 2 = � 1
12 + � 2

180 + O
�
� 4

�
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A lors on a :

r ? x = R:x et

@(r ? x )
@x

= R ave c R = I 3 + �:S r + �:S 2
r (7.19)

@(r ? x )
@r

= � Sx : (
:r:r T � �:S r + �: Id ) � Sr :Sx : (�:r:r T + 2 :�: Id ) (7.20)

P our optimiser ce dernier calcul, on p ourra noter que Sr :Sx = x:r T �h x j r i :I 3 = x:r T � T r (x:r T ):I 3 .

Lien a v ec d'autres tra v aux : Une autre façon de di�érencier l'action d'un v ecteur rotation est

donné dans (A y ac he, 1989) : soien t � et Ur la fonction et la matrice suiv an te :

� =
(1 � � )

� 2 =
1
6

�
� 2

120
+ O

�
� 4�

and Ur = �:S 2
r + �:S r + I 3

et du le v ecteur in�nitésimal du = Ur :dr . Alors N. A y ac he a mon tré que, p our n'imp orte quel

incrémen t in�nitésimal dr du v ecteur rotation r , l'incrémen t dR de la matrice de rotation R est

donné par dR = Sdu:R . P our obtenir à partir de cela le jacobien de l'action d'un v ecteur, on p eut

écrire :

(R + dR):x � R:x = dR:x = Sdu:R = � S(R:x ) :du = � S(R:x ) :Ur :dr

et on obtien t donc

@(r ? x )
@r

= � S(R:x ) :Ur (7.21)

ce qui n'est qu'une forme factorisée de l'équation (7.20). D'un p oin t de vue applicatif, la forme

précéden te est plus rapide car elle nécessite moins d'op érations en mac hine.

7.3.4 Comp osition de deux v ecteurs rotation

La comp osition est sans doute l'op ération la plus complexe. On p ourrait bien sûr calculer les

matrices de rotation asso ciée, les m ultiplier ( R = R2:R1 ) et rev enir au v ecteur rotation, mais ce

serait très di�cile à di�érencier. Nous a v ons c hoisi de passer par les quaternions unitaires comme

étap e in termédiaire, en sac han t que la dériv ée du pro duit des quaternions est très simple.

Si r1 et r2 son t deux v ecteurs rotation, le princip e est donc de calculer les quaternions unitaires

q1 et q2 asso ciés, de les m ultiplier ( q = q2 � q1 ), et de rev enir au v ecteur rotation :

r = r2 � r1 = r (q(r2) � q(r1))

On p eut alors obtenir les jacobiens de r par rapp ort à r1 et r2 grâce aux jacobiens comp osés suiv an ts :

@r
@r1

=
@r
@q

:
@q
@q1

:
@q1
@r1

et

@r
@r2

=
@r
@q

:
@q
@q2

:
@q2
@r2

(7.22)

Rapp elons p our mémoire que les jacobiens de la comp osition des quaternions son t (v oir section

(7.2.3.2)):

@(q2 � q1)
@q1

= Qq2 et

@(q2 � q1)
@q2

= P T

q1

Le problème est main tenan t de calculer les jacobiens de la con v ersion en tre v ecteur rotation et

quaternion unitaire. Nous n'écrirons pas ici de form ule complète p our les jacobiens comp osés, mais

ces m ultiplications matricielles ne p osen t aucun problème n umériquemen t.
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7.3.4.1 Du v ecteur rotation r au quaternion q

Soit q = ( a; v) le quaternion unitaire (a v ec a > 0) asso cié au v ecteur rotation r . A partir des

form ules a = cos(�=2) et v = sin( �= 2)
� :r , on obtien t

@a
@r = � sin( �= 2)

2 : r T

� = � v T

2 and

@v
@r = cos(�= 2)

2:� :r:r T � sin( �= 2)
2:� :

� Sr
�

� 2

En utilisan t l'iden tité S2
r = r:r T � � 2:I 3 , on p eut simpli�er le résultat p our obtenir le théorème

suiv an t.

Théorème 7.10 (Con v ersion v ecteur rotation / quaternion)

Soit un ve cteur de r otation r et � , � les fonctions suivantes de � = kr k :

� = sin( �= 2)
� = 1

2 � � 2

48 + O
�
� 4

�
� = sin( �= 2)

� 3 � cos(�= 2)
2:� 2 = 1

24:
�

1 � � 2

40

�
+ O

�
� 4

�

L es deux quaternions unitair es asso ciés et les jac obiens de c ette c onversion sont donnés ave c " = � 1
p ar :

q(r ) = ":

�
�
�
�

a
v

ave c a = cos(�=2) et v = �:r (7.23)

@q
@r = ":

2

4
@a
@r

@v
@r

3

5
ave c

@a
@r = � v T

2 et

@v
@r = �:I 3 � �:r:r T

(7.24)

7.3.4.2 Du quaternion unitaire q au v ecteur rotation r

Soit q = ( a; v) un quaternion et r le v ecteur rotation asso cié au quaternion unitaire

q
kqk . On p eut

obtenir r à partir de q grâce aux équations suiv an tes :

r (q) = 2 :sign (a): arcsin

 
kvk

p
a2 + kvk2

!

:
v

kvk
kqk=1
=== 2 :sign (a):

arcsin(kvk)
kvk

:v

Notons que d'autres équations seraien t p ossibles mais conduiraien t à des dériv ations plus complexes.

Si a est p ositif, on p eut écrire :

@r
@a = � 2:v

a2+ kvk2

kqk=1
=== � 2:v

@r
@v = 2:a

a2+ kvk2 : v:v T

kvk2 � 2
kvk arcsin

�
kvk

a2 + kvk2

�
: S2

v
kvk2

kqk=1
=== 2 :

n
arcsin(kvk)

kvk :I 3 +
�

a � arcsin(kvk)
kvk

�
: v:v T

kvk2

o

P our a négatif, on utilise les équations ci-dessus a v ec q0 = � q :

@r
@a = @r

@a0:
@a0
@a = � 2:v0:(� 1) = � 2:v

@r
@v = @r

@v0:
@v0
@v = � 2:

n
arcsin(kvk)

kvk :I 3 +
�

� a � arcsin(kvk)
kvk

�
: v:v T

kvk2

o
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Au �nal, on p eut regroup er les calculs p our kqk = 1 dans le théorème suiv an t :

Théorème 7.11 (Con v ersion quaternion unitaire / v ecteur rotation)

Soit q = ( a; v) un quaternion et � , � les fonctions suivantes de � = kvk :

� = 2 :sign (a):arcsin( � )
� = 2 :sign (a):

�
1 + � 2

6

�
+ O

�
� 4

�

� = 2:a� �
� 2 = 2 :sign (a): �:

p
1� � 2 � arcsin( � )

� 3 = � 2:sign (a)
�

2
3 + � 2

5

�
+ O

�
� 4

�

où sign est la fonction signe ave c sign (0) = � 1 indi�ér emment. L e ve cteur r otation asso cié et le

jac obien de c ette c onversion sont donnés p ar

r (q) = �:v et

@r
@q

=
@r

@(a; v)
= [ � 2:v ; �:I 3 + �:v:v T ] (7.25)

7.3.5 Jacobien de la translation à gauc he de l'iden tité

Les calculs concernan t les op érations atomiques son t main tenan t terminés : on p eut faire agir,

comp oser et in v erser des v ecteurs rotation, et calculer le jacobien de ces op érations. Cep endan t,

p our une implémen tation e�cace, il est utile d'extraire l'expression sym b olique du jacobien de la

translation à gauc he de l'iden tité. Cela nous p ermettra d'optimiser n umériquemen t son calcul, mais

aussi de calculer l'expression sym b olique de la densité uniforme dans la carte principale.

Le princip e est le même que p our la comp osition, mais a v ec des simpli�cations dûes à r1 = 0 . A

partir de r2 � r1 = r (q(r2) � q(r1)) , la dériv ation en c haîne nous donne :

@(r2 � r1)
@r1

�
�
�
�
r 1=0

=
@r(q)

@q

�
�
�
�
q= q2

:
@(q2 � q1)

@q1

�
�
�
� q1 =0

q2 = q( r 2 )

:
@q(r1)

@r1

�
�
�
�
r 1=0

7.3.5.1 Des v ecteurs rotation aux quaternions unitaire

On a ici r1 = 0 et r2 = � 2:n2 . Les quaternions asso ciés son t donc

q1 = (1 ; 0) et q2 =
�

cos(� 2=2) ;
sin(� 2=2)

� 2
:r2

�

Nous n'a v ons b esoin que du jacobien

@q1
@r1

: en reprenan t les notations de la section (7.3.4.1), on

calcule aisémen t a v ec � 1 = 0 que � 1 = 1
2 et � 1 = 1

24 . Il ne reste plus qu'à rep orter dans l'équation

(7.24) p our obtenir :

@q1
@r1

�
�
�
�
r 1=0

=
1
2

:
�

0
I 3

�

7.3.5.2 Comp osition des quaternions

Comme q1 = 1 , on a évidemmen t q = q2 � q1 = q2 . Le jacobien est simplemen t :

@(q2 � q1)
@q1

= Qq2 = cos(� 2=2):I 4 +
sin(� 2=2)

� 2
:
�

0 � r T

2
r2 Sr 2

�

La m ultiplication des deux premiers jacobiens donne donc :

@(q2 � q1)
@q1

:
@q1
@r1

=
cos(� 2=2)

2
:
�

0
I 3

�
+

sin(� 2=2)
2:� 2

:
�

� r T

2
Sr 2

�
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7.3.5.3 Du quaternion unitaire au v ecteur rotation

Comme q = q(r2) , il est bien éviden t que r (q) = r2 . Le jacobien est par con tre un p eu plus

compliqué. A v ec les notations de la section (7.3.4.2), et puisque l'on sait que a = cos(� 2=2) et

v = sin( � 2=2)
� 2

:r2 , on a :

� = 2 :sign (a):
arcsin(kvk)

kvk
=

� 2

sin(� 2=2)
et � =

2:a � �
� 2 =

2: cos(� 2=2) � � 2
sin( � 2=2)

sin(� 2=2)2

ce qui donne en rep ortan t dans l'équation (7.25) :

@r
@q

=
�
� 2:

sin(� 2=2)
� 2

:r2 ;
� 2

sin(� 2=2)
:I 3 +

�
2: cos(� 2=2) �

� 2

sin(� 2=2)

�
:
r2:r T

2

� 2

�

Il ne reste plus qu'à m ultiplier cette matrice a v ec la précéden te p our obtenir le résultat.

Théorème 7.12 (Jacobien de la translation à gauc he de l'iden tité)

Soit r un ve cteur r otation de norme kr k = � et ' et ! les fonctions suivantes

' =
�=2

tan( �=2)
= 1 �

� 2

12
+ O(� 4) et ! =

1 � '
� 2 =

1
12

+
� 2

720
+ O(� 4)

L e jac obien de la tr anslation à gauche de l'identité est

JL (r ) =
@(r � e)

@e

�
�
�
�
e=0

= ':I 3 + !:r:r T +
Sr

2
(7.26)

D'un p oin t de vue n umérique, il faudra aussi se mé�er des v aleurs de � pro c hes de � p our éviter

les erreurs lors du calcul de tan( �=2). On utilisera alors :

' =
�: (� � � )

4
+ O

�
(� � � )3�

et ! =
1 � '

� 2

7.3.6 Jacobien de la translation à droite de l'iden tité

La dériv ation est complètemen t similaire à la translation à gauc he, excepté que

@(q2 � q1)
@q2

= P T

q1
= cos(� 1=2):I 4 +

sin(� 1=2)
� 1

:
�

0 � r T

1
r1 � Sr 1

�

et on obtien t :

Théorème 7.13 (Jacobien de la translation à droite de l'iden tité)

Soit r un ve cteur r otation de norme kr k = � et ' et ! les mêmes fonctions que p our la tr anslation

à gauche. L e jac obien de la tr anslation à dr oite de l'identité est :

JR (r ) =
@(r � e)

@e

�
�
�
�
e=0

= ':I 3 + !:r:r T �
Sr

2
(7.27)
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7.3.7 Mesure in v arian te

Les déterminan ts des jacobiens de la translation à droite ou à gauc he de l'iden tité son t

det(JL (r )) =
� 2

4: sin(�=2)2 et det(JR (r )) =
� � 2

4: sin(�=2)2

Les mesures in v arian tes à droite et à gauc he son t donc iden tiques, comme on p ouv ait s'y attendre

puisque la métrique est bi-in v arian te.

Théorème 7.14 (Mesure bi-in v arian te)

Soit r un ve cteur r otation de norme kr k = � . L a mesur e invariante (à dr oite c omme à gauche) est

dSO3(r ) = 4 :
sin(�=2)2

� 2 :dr (7.28)

7.3.8 Véri�cation des iden tités remarquables

P our �nir cette section sur le v ecteur rotation et p our v alider toutes ces form ules, v éri�ons les

iden tités remarquables du théorème (3.1). P our commencer, notons que comme S� r = � Sr = S T

r ,

on a :

JL (r (-1) ) = JL (� r ) = JL (r ) T = JR (r ) = ':I 3 + !:r:r T �
Sr

2

Comme par dé�nition Sr :r = r � r = 0 , on a JL (r (-1) ):r = ( ' + !:� 2):r , ce qui se simpli�e, en sac han t

que ! = (1 � ' )=� 2
, en

JL (r (-1) ):r = r = � r (-1)

De la même façon, on a

JL (r ):(� r ) = � JL (r ):r = � r

L'iden tité (3.28) est donc v éri�ée. L'iden tité (3.29) est trivialemen t v éri�ée puisqu'elle s'exprime

(� I 3) T :(� r ) = r .

7.4 T ransformations rigides en 3D et rep ères

Soit B = f o; i; j; k g la base orthonormée directe canonique de l'espace euclidien R3
(on a donc

o = (0 ; 0; 0)T

et [i; j; k ] = I 3 ). Considérons main tenan t une autre base orthonormée directe F =
f t; i 0; j 0; k0g. Elle est formée d'un p oin t de co ordonnées t dans B et de trois v ecteurs unitaires

orthogonaux i0
, j 0

et k0
qui formen t un trièdre. F est donc un rep ère . Le mouv emen t rigide amenan t

de B à F est unique et s'écrit en co ordonnées homogènes :

M =
�

R t
0 1

�
a v ec R =

�
i0; j 0; k0�

On p eut donc écrire une transformation rigide (ou de manière équiv alen te un rep ère) comme le

couple f = ( R; t ) , a v ec R 2 SO3 et t 2 R3
. Cette façon d'écrire une transformation rigide (ou

mouvement p our d'alléger les écritures) met bien en évidence la structure de v ariété que l'on écrira

M 3 = SO3 n R 3
. En e�et, M 3 est alors une sous-v ariété de R3� 3 � R3

a v ec les con train tes déjà

conn ues sur les matrices de rotation.
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P our déterminer les op érations de base sur les mouv emen ts, et en particulier les règles de comp o-

sition et d'in v ersion compatibles a v ec l'action des mouv emen ts sur l'espace euclidien R3
, observ ons

(en passan t au b esoin par les matrices homogènes) que l'action de f sur un v ecteur homogène est :

f ? x = R:x + t

P our exprimer la comp osition, il su�t de m ultiplier les matrices homogènes :

f1 � f2 = ( R1:R2 ; R1:t2 + t1)

et l'iden tité étan t Id = ( I 3; 0), l'in v ersion est :

f (-1) = ( R (-1) ; � R (-1) :t)

Nous a v ons les op érations de base sur le group e, il nous faut main tenan t une carte lo cale p our

déterminer les géo désiques.

7.4.1 Carte principale

P our obtenir une représen tation minimale, il paraît raisonnable d'utiliser le v ecteur rotation

r = �:n asso cié à R et le v ecteur translation t . On p eut alors représen ter à la fois la transformation

rigide de B à F et le rep ère F (tous deux exprimés dans B ) par le v ecteur de dimension 6 :

f =

�
�
�
�

r
t

Notons qu'on aurait égalemen t pu utiliser les angles d'Euler ou d'autres représen tations minimales

des rotations, mais cette représen tation s'a v érera la b onne puisqu'il s'agira en fait de la représen ta-

tion exp onen tielle p our la métrique in v arian te à gauche . P our simpli�er les notations, nous écrirons

comme p our les quaternions f = ( r; t ) 2 M 3 tout en considéran t f comme un v ecteur 6D.

Les op érations de comp osition et d'in v ersion se traduisen t aisémen t dans cette carte en utilisan t

les op érations de la section précéden te sur le v ecteur rotation :

f 2 � f 1 = ( r2 � r1 ; r2 ? t1 + t2) et f (-1) = ( r (-1) ; r (-1) ? (� t))

Notons que l'iden tité est bien le v ecteur n ul dans cette représen tation.

7.4.1.1 Métrique in v arian te à gauc he

Le jacobien de la translation à gauc he s'exprime alors par

JL (f ) =
@(f � e)

@e

�
�
�
�
e=0

=

2

6
4

@(r � er )
@er

�
�
�
er =0

0

0 R

3

7
5 =

2

4
JL (r ) 0

0 R

3

5
(7.29)

Choisissons une métrique Q à l'origine qui soit compatible a v ec la métrique euclidienne canonique

sur R3
et a v ec la métrique canonique sur les rotations :

Q =
�

I 3 0
0 I 3

�
d'où Q(f ) = JL (f ) (-T) :Q:JL (f ) (-1) =

�
Q(r ) 0

0 I 3

�
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Comme cette matrice est diagonale par blo c, les géo désiques partan t de l'iden tité son t le pro duit

direct des géo désiques sur les translations et les rotations : f (s) = ( s:r ; s:t ) .

Théorème 7.15 L a r epr ésentation f = ( r; t ) munie du domaine D = B3(0; � ) � R3
est la c arte

princip ale p our le gr oup e des tr ansformations rigides M 3 muni de la distanc e invariante à gauche

c anonique.

Remarquons que la (( norme )) d'un mouv emen t est NL (f) = kf k =
p

� (R)2 + ktk2
. Nous aurions

pu a jouter un paramètre � par exemple sur la métrique des rotations p our p ermettre de p ondérer

l'in�uence des radians (p our la rotation) sur les mètres (ou les inc hes...). On aurait alors obten u :

N � (f )2 = N � (( r; t ))2 = � 2:kr k2 + ktk2

On p eut v éri�er que cette (( norme )) dé�nit bien une distance sur le group e et v éri�e les

con train tes que nous a vions dév elopp é à la section (3.4.3).

Preuv e : ( N � est une norme au sens de la section (3.4.3))

Cette norme est p ositiv e et n ulle seulemen t p our kr k = ktk = 0 , c'est-à-dire p our l'iden tité. Si f = ( r; t ) ,

la transformation in v erse est f (-1) = ( r (-1) ; r (-1) ?(� t)) et comme � = kr k est une norme sur les rotations,

on a :

N � (f (-1) )2 = � 2 :kr (-1) k2 + k � R T :tk2 = N � (f )2

L'inégalité triangulaire se mon tre à partir de l'inégalité triangulaire sur les métriques des rotations et

des translations. En e�et, soien t f 1 = ( r 1 ; t1) et f 2 = ( r 2 ; t2) deux mouv emen ts :

f (-1)

1 � f 2 =
�

r (-1)

1 � r 2 ; r (-1)

1 ? (t2 � t1)
�

et donc N � (f (-1)

1 � f 2)2 = � 2 kr (-1)

1 � r 2k2 + kR T

1 :(t2 � t1)k2
. L'inégalité triangulaire sur les rotations

assure que � (r (-1)

1 � r 2) � � 1 + � 2 (où � i = kr i k ) et nous a v ons sur les v ecteurs : kt2 � t1k2 = kt1k2 +
kt1k2 � 2ht1 j t2 i . Donc :

N � (f (-1)

1 � f 2)2 � � 2
1 + � 2

2 + 2 � 1 � 2 + kt1k2 + kt2k2 + 2 kt1kkt2k
Comme (� 1 � 2 + kt1kkt2k)2 = ( � 2

1 + kt1k2)( � 2
2 + kt2k2) � (� 1kt2k � � 2kt1k)2

, on obtien t

N � (f (-1)

1 � f 2)2 � (� 2
1 + kt1k2) + 2

p

(� 2
1 + kt1k2)( � 2

2 + kt2k2) + ( � 2
2 + kt2k2)

�
�

p

� 2
1 + kt1k2 +

p

� 2
2 + kt2k2

� 2

Il su�t de prendre la racine carrée p our obtenir l'inégalité rec herc hée :

N � (f (-1)

1 � f 2) � N � (f 1) + N � (f 2)
�

7.4.1.2 Mesure in v arian te

Comme on a calculé le jacobien de la translation à gauc he, on p eut calculer celui de la translation

à droite :

JR (f ) =
@(e � f )

@e

�
�
�
�
e=0

=

2

6
6
4

@(er � r )
@er

�
�
�
er =0

0

@(er ?t)
@er

�
�
�
er =0

I 3

3

7
7
5 =

2

4
JR (r ) 0

� St I 3

3

5
(7.30)

Nous ne résoudrons pas ici les équations des géo désiques p our la métrique in v arian te à droite,

mais on p eut v éri�er qu'elles son t di�éren tes. On p eut égalemen t calculer les équations des courb es

in tégrales (les sous-group es à un paramètre), et s'ap ercev oir que ces courb es ne corresp onden t pas

non plus aux géo désiques p our la distance in v arian te à gauc he.

P ar con tre, les mesures in v arian tes à droite et à gauc he son t iden tiques : le group e est uni-

mo dulaire. En e�et, les déterminan ts des translations à gauc he et à droite de l'iden tité son t :

det(JL (f )) = det( JL (r )) : det(R) et det(JR (f )) = det( JR (r )) : det(I 3)
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et comme det(R) = 1 et det(JL (r )) = det( JR (r )) , on obtien t :

dM 3(f ) = dL M 3(f ) = dRM 3(r ) =
4: sin2(�=2)

� 2 :dr:dt =
4: sin2(�=2)

� 2 :df (7.31)

7.4.2 Op érations atomiques sur les mouv emen ts

Main tenan t que nous a v ons la carte principale, il ne nous reste plus qu'à déterminer les jacobiens

de l'in v ersion et de la comp osition des mouv emen ts, ainsi que la normalisation.

7.4.2.1 In v ersion d'un mouv emen t

f = ( r; t ) 7�! f (-1) = ( r (-1) ; r (-1) ? (� t))

Comme l'in v erse du v ecteur rotation est r (-1) = � r , le jacobien est

JInv =

"
� I 3 0

@(r (-1) ?t)
@r(-1)

� R T

#

(7.32)

7.4.2.2 Comp osition des mouv emen ts

f 2 = ( r2 ; t2) ; f 1 = ( r1 ; t1) 7�! f 2 � f 1 = ( r2 � r1 ; r2 ? t1 + t2)

On notera J1 le jacobien de f = f 2 � f 1 par rapp ort à r1 et J2 celui par rapp ort à r2 . Ils son t

donnés par

J1 =
@(f 2 � f 1)

@f1
=

@(r2 � r1 ; r2 ? t1 + t2)
@(r1; t1)

=

"
@(r 2 � r 1)

@r1
0

0 R2

#

(7.33)

J2 =
@(f 2 � f 1)

@f2
=

@(r2 � r1 ; r2 ? t1 + t2)
@(r2; t2)

=

"
@(r 2 � r 1 )

@r2
0

@(r 2?t1 )
@r2

I 3

#

(7.34)

7.4.2.3 Normalisation d'un mouv emen t (Domaine)

f = ( r; t ) 2 R6 7�! f 0 = ( r 0; t0) 2 D

Les seules con train tes de domaine son t sur le v ecteur rotation : soit r 0 = D(r ) la normalisation

du v ecteur rotation et JD (r ) son jacobien. La normalisation du mouv emen t f et son jacobien son t

alors :

f 0 = D(f ) = ( D (r ); t) et JD (f ) =
@f0

@f
=

�
JD (r ) 0

0 I 3

�
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7.4.3 Véri�cation des iden tités remarquables

Rapp elons que le jacobien de la translation à gauc he de l'iden tité est :

JL (f ) =
�

JL (r ) 0
0 R

�

Comme JL (r (-1) ):r = r , il su�t de p oser la m ultiplication p our v oir que JL (f (-1) ):f = � f (-1)

. De

même, comme JL (r ):(� r ) = � r , on obtien t JL (f ):f (-1) = � f . L'iden tité (3.28) est donc v éri�ée.

P ar con tre, p our l'iden tité (3.29), nous dev ons observ er que

J T

Inv =

"
� I 3

@(r (-1) ?t)
@r(-1)

T

0 � R

#

Or, en prenan t la form ule (7.21), on a

@(r (-1) ?t)
@r(-1)

= � S(R:t ) :Ur , soit :

@(r (-1) ?t)
@r(-1)

T

= U T

(� r ) :S(R T :t ) d'où

@(r (-1) ? t)
@r(-1)

T

:R T :t = U T

(� r ) :S(R T :t ) :(R
T :t) = 0

car Sy :y = y � y = 0 . On a donc bien :

@f(-1)

@f

T

:f (-1) =

�
�
�
�
�

r + @(r (-1) ?t)
@r

T

:R T :t
t

= f

7.4.4 Op érations atomiques sur les rep ères

D'un p oin t de vue puremen t di�éren tiel, les rep ères son t iden tiques (di�éomorphes) aux mouv e-

men ts. On notera donc égalemen t M 3 la v ariété des rep ères. On c hoisit bien évidemmen t l'origine

des rep ères comme étan t la base canonique : elle corresp ond dans notre représen tation à l'iden tité des

mouv emen ts. Le group e d'isotropie H étan t réduit à l'iden tité, on a une parfaite iden ti�cation des

mouv emen ts et des rep ères. On notera d'ailleurs f = ( r; x ) un rep ère corresp ondan t au mouv emen t

f = ( r; x ) .

En particulier, la fonction de placemen t est l'iden tité : f f = f et son jacobien est donc J (f f ) = I 6 ,

et il su�t de rev enir à la dé�nition de f = ( r; t ) comme rep ère ou mouv emen t p our v oir que l'action

du mouv emen t g sur le rep ère f est simplemen t : g?f = g� f . Le jacobien est évidemmen t égalemen t

celui de la comp osition. Le domaine est strictemen t iden tique au cas des mouv emen ts.

7.5 Rep ères semi-orien tés et non-orien tés

En imagerie médicale v olumique, nous utiliserons b eaucoup les p oin ts extrémaux dé�nis dans

(Thirion et Gourdon, 1995). Ce son t des p oin ts sur une iso-surface qui optimisen t un critère de

géométrie di�éren tielle basé sur la courbure. Certains de ces p oin ts p euv en t ainsi être vu comme

la généralisation des p oin ts de coin. Étan t dé�nis sur une surface, ces p oin ts son t m unis des deux

directions principales de courbure (t1; t2) et de la normale à la surface, ce qui forme un rep ère car

ces trois v ecteurs son t orthonormés.

En fait, ce n'est pas tout à fait un rep ère, mais ce que l'on app ellera un rep ère semi-orien té car les

directions principales t1 et t2 ne son t que des dir e ctions , c'est-à-dire que l'on mesure indi�éremmen t

� t1 et � t2
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1

t2

t

Point extrémal
n

Ligne de crête

Fig. 7.1 � Un p oint extr émal sur une iso-surfac e

7.5.1 T rièdres semi-orien tés

Le trièdre est formé des v ecteurs f� t1; � t2; ng.On p eut toujours c hoisir l'orien tation du v ecteur

t2 p our que ce trièdre soit orthonormé direct. Il nous reste alors les deux trièdres f ":t 1; ":t 2; ng
( " = � 1) p our représen ter la même primitiv e. Choisissons p our origine de notre v ariété le rep ère

canonique (a v ec t1 = ex , t2 = ey et n = e3 ), alors la �gure (7.2) mon tre que le group e d'isotropie

est H = f I 3; � 3g où � 3 = R(�; e 3) est la rotation d'angle � autour de n = e3 .

3 e  = n3

t1

e2

e1

t2

e  = n 3

e  = t1 1

e  = t2 2

p

Fig. 7.2 � L es deux triè dr es r epr ésentant le triè dr e semi-orienté (( origine )).

L'ensem ble des trièdres semi-orien tés est donc le quotien t de l'espace des trièdres (c'est-à-dire

des rotations) par H : notre v ariété est SO3=H . Comme le group e d'isotropie H est discret et �ni,

il existe une distance in v arian te induite (v oir section (3.4.4)) et on p eut encore représen ter une

telle primitiv e par un v ecteur rotation. Les géo désiques son t toujours les mêmes, seul le domaine de

dé�nition de la carte principale c hange.

7.5.1.1 Carte principale

Soit s = �:n le v ecteur rotation représen tan t l'un des deux trièdres semi-orien tés p ossibles (a v ec

� = ksk � � ), le second étan t s0 = s � � 3 , a v ec � 3 = �:e 3 . Le v ecteur qui appartien t au domaine de

dé�nition de la carte principale est celui qui a la norme minimale. En passan t par les quaternions,

on a :

p =

�
�
�
�

cos(�=2)
sin(�=2):n

et q3 =

�
�
�
�

0
e3

soit :

p0 = �
�
�
�
�

cos(� 0=2)
sin(� 0=2):n

= p � q3 =
�
�
�
�

sin(�=2): he3 j n i
sin(�=2):n � e3 + cos(�=2):e3

Comme les angles � et � 0
son t compris en tre 0 et � , les sin us et cosin us son t p ositifs et on obtien t :

cos(� 0=2) = sin( �=2):jn[3]j , où n[3] est la comp osan te de n selon e3 . Cosin us est une fonction dé-

croissan te sur le domaine qui nous in téresse et � 0
est donc sup érieur à � si cos(� 0=2) < cos(�=2). On
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obtien t au �nal :

� � � 0 () tan
�

�
2

�
�

1
jn[3]j

(7.35)

Le domaine de dé�nition est donc :

D =
�

s = ( s[1]; s[2]; s[3])
T 2 R3 = ksk � � 2

et js[3]j: tan
�

ksk
2

�
� k sk

�

7.5.1.2 Op érations atomiques sur les trièdres semi-orien tés

La fonction de placemen t de SO3=H dans SO3 est facile à c hoisir : c'est l'iden tité. A v ec ce c hoix,

le jacobien de la translation de l'origine est JL (s) , celui du v ecteur rotation.

Domaine P our normaliser le trièdre semi-orien té s, on commence par le normaliser comme si

c'était un v ecteur de rotation simple : s0 = D(s) a v ec le jacobien JD (s) , puis on v éri�e la con train te

supplémen taire :

si js0
[3]j: tan

�
ks0k

2

�
� k s0k alors s00= s0� � 3 et J 00=

@(s0� � 3)
@s0

:JD (s)

et on retourne s00
et J 00

, sinon on retourne s0
a v ec le jacobien JD (s) .

A ction d'une rotation On note s notre trièdre semi-orien té, et s0 = r � s le résultat de la

comp osition des v ecteurs rotation, a v ec les jacobiens J1 et J2 .

s0 = r � s J1 =
@s0

@r
=

@(r � s)
@r

J2 =
@s0

@s
=

@(r � s)
@s

Comme s0
n'est pas forcémen t dans le domaine, il faut év en tuellemen t le normaliser :

si js0
[3]j: tan

�
ks0k

2

�
� k s0k alors s00= s0� � 3 et J 0 =

@(s0 � � 3)
@s0

:

et on retourne r ? s = s00
a v ec les jacobiens J 00

1 = J 0:J1 et J 00
2 = J 0:J2 , sinon on retourne r ? s = s0

a v ec les jacobiens J1 et J2 .

7.5.2 T rièdres non-orien tés

On p eut ainsi con tin uer à réduire les caractéristiques de notre rep ère : supp osons main tenan t

que l'on v euille utiliser les p oin ts extrémaux p our faire du recalage m ulti-mo dalité, par exemple

en tre une image IRM et une image scanner X. Comme ces images ne mesuren t pas les mêmes

caractéristiques des tissus, un certain nom bre d'in terfaces en tre organes seron t in v ersées. C'est en

particulier le cas au niv eau du b ord de l'os. Cette fois-ci, même la normale du p oin t extrémal n'est

plus orien tée : on p eut mesurer n ou � n .

Le trièdre est cette fois-ci formé des v ecteurs f� t1; � t2; � ng. On p eut toujours c hoisir l'orien-

tation des v ecteurs p our qu'il soit orthonormé direct. Il nous reste alors quatre trièdres p ossibles

p our représen ter le même trièdre non-orien té, illustrés sur la �gure (7.3). Choisissons p our origine

de notre v ariété le rep ère canonique (a v ec t1 = ex , t2 = ey et n = e3 ), alors le group e d'isotropie est

H = f I 3; � 1; � 2; � 3g où � i = R(�; e i ) est la rotation d'angle � autour du v ecteur de base ei .

Comme p our le cas des trièdres semi-orien tés, notre v ariété est SO3=H , et la carte principale est

constituée du v ecteur rotation mais a v ec un domaine plus restrein t. La détermination de ce domaine

et des op érations atomiques est calquée sur celle des trièdres semi-orien tés.
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3

p 2

p 1

e  = n3

t 1

e1

t 2 e2

e3

t 1

e1

e  = t2 2

p

n

e3

e  = t11

t 2 e2

n

e  = n3

e  = t1 1

e  = t2 2

Fig. 7.3 � L es quatr e triè dr es r epr ésentant le triè dr e non-orienté (( origine )) .

7.5.2.1 Carte principale

Soit s = �:n le v ecteur rotation représen tan t l'un des trièdres non-orien tés p ossibles (a v ec � =
ksk � � ), les trois autres étan t si = s � � i , a v ec � i = �:e i . Le v ecteur qui appartien t au domaine de

dé�nition de la carte principale est celui qui a la norme minimale. En passan t par les quaternions,

on trouv e cette fois-ci :

cos(� i =2) = sin( �=2):jn[i ] j

P our trouv er le v ecteur rotation de norme minimale, on p eut déjà comparer les � i en tre eux :

� i � � j () j n[i ]j � j n[j ]j () j s[i ]j � j s[j ]j

et parallèlemen t comparer � et les � i

� � � i () tan
�

�
2

�
�

1
jn[i ]j

Le domaine de dé�nition est donc :

D =
�

s = ( s[1]; s[2]; s[3])
T 2 R3 = ksk � � 2

et 8 i 2 f 1; 2; 3g js[i ]j: tan
�

ksk
2

�
� k sk

�

7.5.2.2 Op érations atomiques sur les trièdres non-orien tés

La fonction de placemen t de SO3=H dans SO3 est facile à c hoisir : c'est l'iden tité. A v ec ce c hoix,

le jacobien de la translation de l'origine est celui du v ecteur rotation.

Domaine P our normaliser le trièdre non-orien té s, on commence par le normaliser comme si

c'était un v ecteur de rotation simple : s0 = D(s) a v ec le jacobien JD (s) , puis c herc he l'indice k de

la comp osan te la plus grande (en v aleur absolue) de ce v ecteur s0
:

k = arg max
i 2f 1;2;3g

js0
[i ]j
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et on v éri�e la con train te supplémen taire :

si js0
[k]j: tan

�
ks0k

2

�
� k s0k alors s00= s0� � k et J 00=

@(s0 � � k)
@s0

:JD (s)

sinon on retourne r ? s = s0
a v ec le jacobien JD (s) .

A ction d'une rotation Le pro cédé est strictemen t calqué sur l'action d'une rotation sur un

trièdre semi-orien té, mais a v ec le c hoix de l'indice k comme ci-dessus qui remplace l'indice �xe 3.

7.5.3 Rep ères semi et non-orien tés

P our construire main tenan t des rep ères semi ou non-orien tés, il su�t d'a jouter un p oin t 3D

qui représen te la lo calisation de ce rep ère dans l'espace : z = ( s; x) , exactemen t comme on l'a fait

p our les rep ères, le trièdre semi ou non-orien té s et ses op érations atomiques remplaçan t le v ecteur

rotation. Nous résumons ici les op érations atomiques obten ues.

� F onction de placemen t : f z = z @fz
@z = I 6

� T ranslation de l'origine :

J (f z) =
�

JL (s) 0
0 R(s)

�

où JL (s) est le jacobien de la translation à gauc he de l'iden tité p our le v ecteur rotation et

R(s) la rotation asso ciée à s (considéré comme v ecteur rotation).

� Normalisation :

z0 = D(z) = ( D (s); x) JD (z) =
�

JD (s) 0
0 I 3

�

où D(s) est la normalisation des rep ères semi ou non-orien tés et JD (s) son jacobien.

� A ction d'un mouv emen t f = ( r; t ) :

f ? z = ( r ? s ; R:x + t)
@(f ? z )

@z
=

� @(r?s)
@s 0
0 R

�
@(f ? z )

@f
=

"
@(r?s)

@r 0
@(r?x )

@r I 3

#

Il faut bien noter dans ces form ules que

@(r?x )
@r est le jacobien de l'action du v ecteur rotation

sur le p oint x tandis que

@(r?s)
@r et

@(r?s)
@s son t les jacobiens de l'action du v ecteur rotation sur

le r ep èr e semi ou non-orienté s.

7.6 P oin ts

� Puisque le p oint n 'a p as (thé oriquement, du moins) d'existenc e,

il est bizarr e que l'idé e que l'on se fait du p oint soit c el le d'un r ond.

Mais ne p ourr ait-il p as y avoir des p oints c arr és ou triangulair es ? �

Claude Cossette, Les Images démaquillées:

appro c he scien ti�que de la comm unication par l'image.

Les p oin ts de R3
étan t justemen t les primitiv es a v ec lesquelles on sa v ait tra v ailler sans notre

théorie, il est in téressan t de les inclure aussi dans notre implémen tation et de v éri�er qu'on obtien t

bien les résultats attendus.
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7.6.1 P oin ts de R3

Il est naturel de prendre comme origine o = (0 ; 0; 0)T

. Nous a v ons déjà vu que l'action d'une

transformation f = ( r; t ) est f ?x = R:x + t . Le group e d'isotropie est obten u en résolv an t l'équation

R:0 + t = 0 , ce qui imp ose une translation n ulle :

H = f (R; 0) = R 2 SO3g

Les cosets son t donc les ensem bles

Fx = f (R; x) = R 2 SO3g

Un représen tan t particulièremen t agréable à manipuler est f x = (0 ; x) , la translation de v ecteur x .

Cette fonction de placemen t conduit en particulier à des bruits homogènes additifs, ce qui est la

mo délisation usuelle sur les p oin ts. Le jacobien de la translation de l'origine est alors

J (f x ) =
@(f (-1)

x ? e)
@e

=
@(e � x)

@e
= I 3

et la métrique in v arian te est donc bien la métrique canonique : Q(x) = Id 3 . Il n'y a pas de problème

de normalisation puisque le domaine de dé�nition est R3
tout en tier, et il ne reste donc plus qu'à

déterminer les jacobiens de l'action d'une transformation rigide f = ( r; t ) :

@(f ? x )
@f

=
@(r ? x + t)

@(r; t )
=

�
@(r ? x )

@r
;

@t
@t

�
=

�
@(r ? x )

@r
; I 3

�

@(f ? x )
@x

=
@(r ? x + t)

@x
= R

7.7 Conclusion

Nous a v ons mon tré dans ce c hapitre que l'on p ouv ait mener les calculs nécessités par la théorie

des c hapitres précéden ts sur un nom bre imp ortan t de primitiv es tridimensionnelles sous l'action

du group e des transformations rigides. A y an t implémen té les op érations atomiques dériv ées dans

ce c hapitre, nous a v ons à notre disp osition tous les algorithmes bas et mo y en niv eau dév elopp é

précédemmen t.

Nous nous fo caliserons dans la seconde partie de ce man uscrit sur des algorithmes haut niv eau

et leurs applications, utilisan t p our cela les primitiv es dé�nies dans ce c hapitre.
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Chapitre 8

Recalage et fusion de primitiv es :

estimation et précision

� Err ors using inade quate data ar e much

less than those using no data at al l. �

Charles Babbage

On s'in téresse dans ce c hapitre à deux principaux problèmes d'estimation. Le premier est l'es-

timation d'un mouv emen t rigide à partir d'appariemen t de primitiv es et le calcul de l'incertitude

sur cette estimation : c'est le recalage . Le second problème, déjà ab ordé dans la syn thèse de la

première partie (c hap. 6), concerne l'obten tion de la mo y enne ou la fusion de primitiv es probabi-

listes. Nous nous attac hons égalemen t à calculer l'incertitude sur l'estimation obten ue. Les solutions

app ortées à ces deux problèmes son t très similaires puisqu'elles passen t toutes par une minimisation

aux moindres carrés. Cep endan t, il n'y a guère que dans le cas des p oin ts où il existe une solution

explicite, ab ondammen t illustrée dans la littérature (Arun et al., 1987; Horn, 1987; Umey ama, 1991;

Zh uang et Huang, 1994) et très p eu de tra v aux s'in téressen t à l'incertitude sur cette estimation (on

p ourra cep endan t noter (Kanatani, 1993) et (Csurk a et al., 1995)).

Nous rapp elons dans la section (8.1) les principales solutions explicites conn ues p our l'estimation

de transformations aux moindres carrés à partir d'appariemen ts de p oin ts et nous dév elopp ons une

métho de p our en estimer l'incertitude. Les solutions explicites ne se généralisan t pas au cas de

primitiv es quelconques, nous dev ons dév elopp er dans la section (8.2) des métho des par descen te de

gradien t ou �ltrage de Kalman p our traiter le cas de primitiv es géométriques plus générales.

P ar con tre, les métho des d'estimation de l'incertitude sur la transformation se généralisen t assez

bien (section 8.3), mais rep osen t sur la connaissance du bruit sur les données (les primitiv es). Nous

étudions donc dans la section (8.4) l'estimation a p osteriori du mo dèle de bruit (i.e. après fusion

ou recalage), de manière à p ouv oir réinjecter cette connaissance dans les algorithmes de fusion et

de recalage p our en déterminer l'incertitude : c'est la base de l'algorithme d'estimation pratique

présen té à la section (8.5).

165
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8.1 Recalage à partir d'appariemen ts de p oin ts

P our in tro duire le problème du recalage, nous supp oserons dans cette section que les ob jets son t

représen tés par des ensem bles de N p oin ts appariés f x i g et f yi g dans R3
, et que la transformation

en tre ces ob jets est rigide. S'il n'y a v ait aucune erreur d'appariemen t ni de mesure, on aurait donc

yi = R:x i + t p our tout i , et on p ourrait déterminer les paramètres du mouv emen t a v ec seulemen t

trois couples de p oin ts appariés en p osition générique : on a alors 9 équations scalaires p our 6

inconn ues (3 p our la rotation et 3 p our la translation) et 3 in v arian ts (les distances en tre les p oin ts).

Malheureusemen t, on n'a jamais des données exactes, et l'on doit donc prendre en compte les

erreurs de mesures. A cause des 3 in v arian ts, il est très p eu probable que le système év o qué ci-

dessus ait une solution car il est sur-con train t. La solution usuelle est alors de minimiser l'erreur

aux moindres carrés. La résolution de ce problème est bien conn ue, soit par les quaternions (Horn,

1987; A y ac he, 1991; F augeras, 1993; Horaud et Monga, 1993), soit par la décomp osition en v aleurs

singulières (SVD) (Arun et al., 1987; Umey ama, 1991), et sera rapp elée à la section (8.1.1). Les

mêmes tec hniques nous p ermettrons égalemen t de faire une courte incursion dans le cas non-rigide

p our calculer la similitude et la transformation a�ne aux moindres carrés (section 8.1.2).

Le second problème est que la transformation que l'on calcule à partir des données bruitées

n'est évidemmen t pas la transformation exacte en tre les primitiv es exactes. Il est donc imp ortan t,

v oire vital dans certaines applications médicales (plani�cation de c hirurgie par exemple), d'estimer

l'incertitude que l'on a sur notre transformation. Nous v errons une métho de qui p ermet de le faire

p our la transformation aux moindres carrés et une métho de basée sur le �ltrage de Kalman qui

p ermet en plus de prendre en compte l'incertitude sur les p oin ts dans notre estimation.

8.1.1 Calcul de la transformation rigide aux moindres carrés

On c herc he les paramètres de la rotation R et la translation t minimisan t le critère :

C(R; t ) =
X

i

kyi � R:x i � tk2
(8.1)

8.1.1.1 Calcul de la translation

La translation optimale est caractérisée par une dériv ée n ulle du critère :

@C
@t

= � 2:
X

i

(yi � R:x i � t) T : = 0 ()
X

i

yi � R:

 
X

i

x i

!

= N:t

En notan t �x = 1
N :

P
i x i et �y = 1

N :
P

i yi les barycen tres des deux ensem bles de p oin ts, on obtien t

donc :

t̂ = �y � R: �x (8.2)

et en expriman t les p oin ts en rep ère barycen trique : x0
i = x i � �x et y0

i = yi � �y , le critère à minimiser

se réécrit :

C0(R) =
X

i

ky0
i � R:x0

i k
2

Notons que cette caractérisation de la translation optimale ne supp ose pas que R soit une

rotation, mais que ce soit simplemen t un op érateur linéaire. L'équation (8.2) est donc encore v alide

si l'on rec herc he une similitude ou une transformation a�ne au lieu d'un mouv emen t. De même,

cette caractérisation est v alable dans n'imp orte quelle dimension, et pas seulemen t en dimension 3.

Dans la suite de cette section, nous supp oserons que les p oin ts x i et yi son t exprimés en rep ère

barycen trique, ce qui p ermet de s'a�ranc hir de la translation.
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8.1.1.2 Rotation : métho de des quaternions

Soit q un quaternion rotation (donc unitaire) et f x i g et f yi g les deux ensem bles de v ecteurs

appariés, iden ti�és à des quaternions purs. Le critère aux moindres carrés se réécrit alors (v oir la

section (7.2.2)) :

C(q) =
X

i

kyi � q � x i � qk2 =
X

i

kyi � q � q � x i k2:kqk2 =
X

i

kyi � q � q � x i k2

puisque kqk = 1 . En utilisan t les quaternions matriciels, on a yi � q = Qyi :q et � q � x i = � P T

x i
:q =

Px i :q car x i est un v ecteur. Ceci p ermet donc de simpli�er le critère en

C(q) = qT :A:q a v ec A =

 
X

i

(Qyi + Px i )
T :(Qyi + Px i )

!

Notons que comme x i et yi son t des quaternions purs, on a : P T

x i
= � Px i et Q T

yi
= � Qyi . La matrice

A p eut donc être calculée plus e�cacemen t par A = �
P

i (Qyi + Px i )
2

. P our minimiser ce critère

sous la con train te kqk2 = 1 , on écrit le lagrangien

�( q) = C(q) � �: (kqk2 � 1) = qT :(A � �:I 4):q + �

celui-ci doit être stationnaire à l'optim um :

@�( q)
@q

= 0 () (A � �I 4):q = 0

A v ec la con train te kqk = 1 , les optim ums son t donc les v ecteurs propres unitaires de la matrice A ,

et le minim um absolu est, parmi les 4 v ecteurs propres, celui qui est asso cié à la plus p etite des

v aleurs propres (puisque C est une somme de carrées, les v aleurs propres son t p ositiv es).

Théorème 8.1 (Métho de des quaternions p our les moindres carrés 3D)

L e quaternion r otation minimisant le critèr e aux moindr es c arr é es

C(q) =
X

i

kyi � q � x i � qk2

est donné p ar le ve cteur pr opr e unitair e q̂ asso cié à la plus p etite valeur pr opr e � de la matric e :

A = �

 
X

i

(Qyi + Px i )
2

!

(8.3)

L a valeur du critèr e au minimum est alors Ĉ = � .

8.1.1.3 Rotation : métho de SVD

Cette métho de de résolution est inspirée de (Umey ama, 1991). On supp ose bien sûr que les

p oin ts x i et yi est exprimés en rep ère barycen trique, mais on se place ici en dimension quelconque

n , la dimension 3 n'amenan t pas de simpli�cation particulière. Observ ons tout d'ab ord que hx j y i =
x T :y = T r (y:x T ) . On p eut donc simpli�er notre critère en :

C(R) =
P

i kyi k2 +
P

i kx i k2 � 2:
P

i hyi j R:x i i
=

P
i kyi k2 +

P
i kx i k2 � 2:T r (

P
i R:x i :y T

i )
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et le minim um du critère C est obten u p our la matrice de rotation R̂ maximisan t le critère G(R) =
T r (R:K T ) , où K est la matrice de corrélation K =

P
i yi :x T

i . P our résoudre ce nouv eau critère,

écriv ons le lagrangien :

� = T r (R:K T ) � T r (L: (R:R T � Id )) � 2:g:(det(R) � 1)

où L est une matrice symétrique de m ultiplicateurs de Lagrange p our prendre en compte la

con train te R:R T = Id et g un m ultiplicateur scalaire p our la con train te det(R) = +1 . Un op-

tim um est caractérisé par un lagrangien stationnaire : d'après l'app endice B (équations (B.2) et

(B.10)), on a :

@( T r (R:K T ))
@R

= K
@( T r (L:R:R T ))

@R
= 2 :L:R et

@det(R)
@R

= R� = det( R):R (-T) = R

et comme R est une matrice de rotation, la dériv ée du lagrangien devien t :

@�
@R

= 2:K � 2:R:L � 2:g:R = 0 (8.4)

Il nous reste main tenan t à déduire de cette équation et des con train tes les v aleurs de R et des

m ultiplicateurs L et g. En in tro duisan t la matrice L 0 = L + g: Id , l'équation (8.4) se réduit à

R:L 0 = K , et nous a v ons déjà éliminé un m ultiplicateur.

Soit main tenan t K = U:D:V T

une décomp osition en v aleurs singulières de K . On rapp elle que

U et V son t des matrices orthogonales (qui p euv en t être impropres) et D est la matrice diagonale

des v aleurs singulières (p ositiv es). Comme L est une matrice symétrique, on a :

L 02 = ( L 0:R T )(R:L 0) = K T :K = V:D2:V T

Les matrices L 02
et L 0

comm uten t évidemmen t, et p euv en t donc être diagonalisées dans la même

base : la matrice L 0
est donc L 0 = V:D:S:V T

où S = DIA G (s1; : : : ; sn ) a v ec si = � 1. Comme la

matrice S est égale à son in v erse et comm ute a v ec D , on trouv e en rep ortan t dans R:L 0 = K :

R:V:D = U:S:D

La matrice de rotation R = U:S:V T

est toujours solution de cette équation, mais elle n'est pas

forcémen t la seule. Elle l'est si les v aleurs singulières son t non n ulles ( K est alors de rang maximal), et

(Umey ama, 1991) mon tre que c'est encore le cas si l'on a une seule v aleur singulière n ulle (rang (K ) =
n � 1). La dernière con train te, celle du déterminan t, se traduit alors par : det(S) = det( U): det(V ) .

En rep ortan t R = U:S:V T

dans la v aleur du critère, on trouv e que la v aleur de celui-ci à l'optim um

(qui dép end de S ) est :

Ĝ = T r (R:K T ) = T r (U:S:D:U T ) = T r (D:S) =
nX

i =1

di :si

En supp osan t que les v aleurs singulières soien t triées par ordre décroissan t, le maxim um du critère

est donc obten u p our s1 = : : : = sn� 1 = +1 et sn = det( U): det(V ) .

Théorème 8.2 (Métho de SVD p our les moindres carrés n -D)

Soit U:D:V T = K une dé c omp osition singulièr e de la matric e K , dont les valeurs singulièr es (p o-

sitives) sont trié es p ar or dr e dé cr oissant. A lors le maximum du critèr e G(R) = T r (R:K T ) sur les

r otations (pr opr es) est atteint p our

R̂ = U:S:V T

ave c S = DIA G (1; : : : 1; det(U): det(V )) (8.5)
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ave c la valeur Ĝ = T r (D:S) . L e maximum est unique si le r ang de K est n � 1 ou n .

Cette r otation est é galement la solution du critèr e aux moindr es c arr és C = kyi � R:x i k2
si

K est la matric e de c orr élation K =
P

i yi :x T

i , et le minimum est atteint ave c la valeur Ĉ =P
i kyi k2 +

P
i kx i k2 � 2:T r (D:S) .

Il est éviden t, puisque l'on minimise le même critère, que la solution par les quaternions et

celle par la SVD son t iden tiques (si ces solutions son t uniques). Une étude récen te (Lorusso et al.,

1995) compare d'ailleurs ces deux algorithme d'un p oin t de vue n umérique, plus la décomp osition

p olaire (Horn et al., 1988) et la métho de des quaternions duaux (W alk er et Shao, 1991). Rapp elons

que toutes ces métho des déterminen t la solution du même problème : la transformation rigide aux

moindres carrés en tre p oin ts appariés. Cette étude conclue que la di�érence de précision est insigni-

�an te (du niv eau de la précision n umérique de la mac hine), les temps de calculs son t comparables

(15% maxim um de di�érence, p ouv an t être o ccasionnés par un défaut d'optimisation dans l'implé-

men tation) et que la seule di�érence (à p eine) sensible est la sensibilité des algorithmes lorsque les

p oin ts utilisés s'appro c hen t d'une con�guration dégénérée.

8.1.2 Similitude et transformation a�ne aux moindres carrés

Le même t yp e de critère, les moindres carrés, p eut servir à déterminer le recalage par d'autres

transformations, comme les similitudes ou les transformations a�nes :

C(s; R; t) =
X

i

kyi � s:R:x i � tk2
ou C(A; t ) =

X

i

kyi � A:x i � tk2

Nous a v ons déjà vu que la translation est déterminée par les barycen tres et la partie linéaire optimale

(rapp elons que �x et �y son t les barycen tres des deux ensem bles de p oin ts) :

t̂ = �y � Â: �x

On p eut donc considérer que les p oin ts son t en rep ère barycen trique et oublier la translation.

8.1.2.1 Similitude aux moindres carrés

Notons � 2
x =

P
i kx i k, � 2

y =
P

i kyi k et bien sûr K =
P

i yi :x T

i . Le critère est alors :

C =
X

i

kyi � s:R:x i � tk2 = s2:� 2
x � 2:s:T r (R:K T ) + � 2

y

Le minim um sur la rotation R est donc obten u p our la même rotation R̂ que dans le cas rigide, et

le minim um sur l'éc helle s p our

@C
@s

= 2 :s:� 2
x � 2:T r (R:K T ) = 0

soit p our

ŝ =
T r (R̂:K T )

� 2
x

(8.6)

Remarquons que, dans le cas 3D, on aurait pu obtenir aussi la solution par la métho de des

quaternions : si le quaternion unitaire q représen te la rotation R , le quaternion p =
p

s:q représen te
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la similitude (s; R) : p� x � p = s:(q� x � q) � s:R:x . On p eut v éri�er que la rotation q̂ reste inc hangée

par rapp ort au cas rigide (ce que l'on a déjà observ é a v ec la métho de SVD), et que l'on obtien t

ŝ =
� 2

x + � 2
y � ĈR

2:� 2
x

où ĈR est la v aleur du critère au minim um p our les moindr es c arr é es rigides .

8.1.2.2 Moindres carrés a�nes

Le critère est :

C(A) =
X

i

kyi � A:x i k2 = � 2
y � 2:

X

i

y T

i :A:x i +
X

i

x i :A T :A:x i

est les optim ums son t caractérisés par une dériv ée n ulle. Grâce aux form ules de l'app endice B, on

a :

@(y T :A:x )
@A

= y:x T

et

@(x T :A T :A:x )
@A

= 2 :A:x:x T

En notan t � xx =
P

i x i :x T

i , � yy =
P

i yi :y T

i les matrices de disp ersion et � yx = K =
P

i yi :x T

i la

matrice de corrélation habituelle, un optim um est donc caractérisé par

@C
@A

=
X

i

2:A:x i :x T

i � 2:
X

i

yi :x T

i = 0 () A:� xx = � yx

Si � xx est in v ersible, le minim um est unique et est obten u p our

Â = � yx :� (-1)

xx (8.7)

Dans le cas con traire, le minim um n'est pas unique, et l'un des minim ums est obten u a v ec la pseudo-

in v erse � +
xx au lieu de de l'in v erse � (-1)

xx .

8.1.2.3 Discussion sur l'estimation des similitudes et transformation a�nes

Con trairemen t au cas des transformations rigides, la métrique sur les p oin ts n'est pas in v arian te

par les similitudes ou les transformations a�nes. Un certain nom bre de propriétés d'in v ariance ou

de stabilité de notre estimation de la transformation ne son t donc plus v alides (v oir par exemple la

section (3.4.1)). En particulier, la transformation f̂xy estimé en tre les x i et les yi n'est plus l'in v erse

de la transformation f̂yx estimée en tre les yi et les x i .

En e�et, si l'on prend le cas a�ne, on a en général � yx :� (-1)

xx 6= � yy :� (-1)

xy . Ceci est dû au fait que

l'on estime pas f̂xy et f̂yx dans le même rep ère de l'espace euclidien. Plus précisémen t, on estime

f̂xy en supp osan t que l'espace des y est m uni de la métrique canonique, alors que l'on estime f̂yx en

supp osan t que la métrique canonique est sur l'espace des x .

La prise en compte de cette mo di�cation de la métrique (et du fait que les géo désiques son t

cep endan t globalemen t conserv ées) p ourrait conduire à l'extension de notre théorie de l'incertitude

(première partie) aux group es de t yp e a�ne et non plus seulemen t rigide.
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8.1.3 Estimation de l'incertitude sur la transformation

Jusqu'à présen t, nous n'a v ons pas supp osé de mo dèle de bruit sur nos p oin ts et nous a v ons

simplemen t considéré un estimateur de la transformation rigide. L'incertitude sur cette estimation

dép end cep endan t de l'incertitude sur les données : on notera �
x

i

x

i

et �
y

i

y

i

les matrices de co v a-

riance représen tan t l'incertitude sur nos p oin ts. On p eut donc v oir nos données comme des ensem bles

de p oin ts aléatoires appariés x
i

� (x i ; �
x

i

x

i

) et y
i

� (yi ; �
y

i

y

i

) .

P our quan ti�er l'incertitude sur une transformation, et en l'o ccurrence ici un mouv emen t rigide,

la matrice de co v ariance dé�nie dans la première partie de ce man uscrit sem ble tout à fait adaptée.

On utilise donc la carte principale

~f = ( r; t ) p our les mouv emen ts.

8.1.3.1 T ransformation rigide estimée aux moindres carrés

On rangean t toutes nos données (les co ordonnées des p oin ts) dans un grand v ecteur � don t la

co v ariance est diagonale par blo cs (en supp osan t que tous les p oin ts soien t indép endan ts) : � �
(�; �

��

) où

� = ( x T

1 ; : : : x T

N ; y T

1 ; : : : y T

N ) T

�
��

= DIA G (�
x 1 x 1 ; : : : �

x

N

x

N

; �
y 1 y 1 ; : : : �

y

N

y

N

)

On p eut se ramener au formalisme dév elopp é à la section (2.14) : le mouv emen t estimé est

~̂f = arg min
~f

C(~f ; � ) a v ec C(~f ; � ) =
1
2

:
X

i

z T

i :zi où zi = yi � ~f ? xi

Nous a v ons a jouté ici un facteur 1/2 qui ne c hange rien à l'optimisation ni au résultat mais qui

simpli�e les calculs. La fonction implicite caractérisan t un optim um est donc

�( �; ~f) =
@C

@~f

T

=
X

i

�
@zi
@~f

�
T

:zi = 0

P our calculer les dériv ées secondes, on néglige les termes en z:•z par rapp ort aux termes en _z2
(v oir

par exemple (Gill et al., 1981, section 4.7)) :

H =
@�

@~f
'

P
i

�
@zi
@~f

�
T

:
�

@zi
@~f

�

@�
@�

'
P

i

�
@zi
@~f

�
T

:
�

@zi
@�

�

et l'équation (2.14) nous donne la matrice de co v ariance sur

~f :

� f̂ f̂ = H (-1) :
�

@�
@�

�
:�

��

:
�

@�
@�

�
T

:H (-1)

= H (-1) :
� P

i

�
@zi
@~f

�
T

:
�

@zi
@�

�
:�

��

:
�

@zi
@�

�
T

:
�

@zi
@~f

��
:H (-1)

Le résultat est donc :

� f̂ f̂ = H (-1) :

 
X

i

�
@zi
@~f

�
T

:�
z

i

z

i

:
�

@zi
@~f

� !

:H (-1)

(8.8)

Dans le cas d'un bruit isotrop e , iden tique et indép endan t sur tous les p oin ts d'une image

( �
x

i

x

i

= � 2
x : Id et �

y

i

y

i

= � 2
y : Id ), le v ecteur d'erreur z

i

= y
i

� ~f ? x
i

est encore isotrop e :
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�
z

i

z

i

= ( � 2
x + � 2

y): Id = � 2
z : Id . Notons que c'est à cette condition que les moindres carrés fournissen t

une estimation optimale. Le terme cen tral de la dernière équation (la somme) se simpli�e donc p our

donner � 2
z :H , ce qui se simpli�e a v ec H (-1)

:

� f̂ f̂ = � 2
z :H (-1)

a v ec H =
X

i

 
@(~f ? xi )

@~f

!
T

:

 
@(~f ? xi )

@~f

!

(8.9)

8.1.3.2 Filtrage de Kalman

Si l'on supp ose main tenan t que l'on a une information d'incertitude sur c haque p oin t grâce à sa

matrice de co v ariance, on p eut toujours utiliser les moindres carrés, mais cet estimateur n'est plus

optimal. Si l'un des appariemen t est par exemple dix fois plus précis que les autres, ou plus précis

dans une direction qu'une autre, on ne p eut pas utiliser quan titativ emen t cette information.

L'idée p our remédier à cela est de p ondérer c haque terme dans les moindres carrés en fonction de

son information, et donc d'utiliser la matrice de co v ariance comme métrique : on ne minimise plus

alors la distance classique mais la distance de Mahalanobis. Le �ltrage de Kalman est un algorithme

incrémen tal p our réaliser ce t yp e de minimisation (nous ren v o y ons le lecteur à l'app endice C p our

les explications et les équations du �ltre de Kalman) et qui actualise à c haque étap e la matrice de

co v ariance sur l'estimation (qui sera p our nous un mouv emen t).

Dériv ons tout d'ab ord l'équation de mesure. Comme nous n'utilisons que des paires de p oin ts

appariés, l'équation de mesure est iden tique p our tout i on p eut oublier p our l'instan t les indices.

Si les p oin ts x et y étaien t mesurés exactemen t, on aurait par h yp othèse y � ~f ? x = 0 . La mesure de

ces p oin ts est en fait corrompue par un bruit que l'on supp ose additif et indép endan t : on ne mesure

que x = x + �x et y = y + �y . On supp ose que ces bruits son t cen trés et de co v ariance conn ue :

�x � (0; �
xx

) et �y � (0; �
y y

) . En rep ortan t dans l'équation y � ~f ? x = 0 , on obtien t :

y � �y � R:x � t + R:�x = 0

et on isole l'erreur p our obtenir l'équation de mesure (ou v ecteur d'erreur) :

z = y � ~f ? x = �y � R:�x � (0; �
z z

) a v ec �
z z

= �
y y

+ R:�
xx

:R T

On c herc he donc à minimiser le critère :

C(~f) =
X

i

� 2(z
i

; 0) =
X

i

ẑ T

i :� (-1)

z

i

z

i

:ẑi

où ẑi est cette fois-ci la v aleur calculée à partir des mesures.

P our satisfaire au formalisme du �ltre de Kalman (étendu), il faut en fait ra jouter dans ce critère

la distance de Mahalanobis par rapp ort à une estimation initiale de l'état, et calculer la matrice M
qui exprime lo calemen t l'in�uence du v ecteur d'état sur le v ecteur d'erreur (c'est une appro ximation

au premier ordre). Dans notre cas, on a :

M =
@z

@~f
= �

@~f ? x

@~f

Ce jacobien fait partie des op ération atomiques que nous a v ons dév elopp é sur les p oin ts au c hapitre

7 (section 7.6.1).
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On p eut donc résumer l'algorithme d'estimation du mouv emen t par �ltrage de Kalman comme

ceci :

� Initialiser l'état f0 a v ec l'iden tité ou l'estimation aux moindres carrés et une matrice de co-

v ariance su�sammen t grande (en tre 100 et 500 fois la co v ariance estimée p our les moindres

carrés par exemple) p our minimiser l'in�uence de cet état initial sur la transformation �nale

et surtout sur l'estimation de son incertitude.

On p ourra bien sûr utiliser une estimée initiale si on en p ossède une.

� P our c haque couple de p oin ts appariés (x
i

; y
i

) :

� Calculer z
i

= y i � ~f(i � 1) ? x i , et la matrice M i =
@zi
@~f

= �
@(~f ? xi )

@~f
estimée en

~f(i � 1) ,

� Mettre à jour l'état de f ( i � 1) � (~f(i � 1) ; � (i � 1)) à f
i

� (~fi ; � i ) en utilisan t les équations du

�ltre (C.1).

� Normaliser la transformation f
i

: comme le �ltre est additif, il p eut nous faire sortir du

domaine de la carte principale.

Nous a v ons donc obten u deux métho des p our estimer la transformation rigide et son incertitude

en tre deux ensem bles de p oin ts appariés : on utilisera les moindres carrés classiques si on ne connaît

pas le mo dèle de bruit sur les p oin ts (cela revien t en fait à supp oser un bruit isotrop e iden tique

et indép endan t sur c hacun des deux ensem bles) et le �ltre de Kalman si on a la co v ariance sur les

p oin ts, ou si l'on v eut supp oser un mo dèle de bruit non isotrop e. Nous discuterons des a v an tages

de l'un ou l'autre des algorithmes à la section (8.2.3).

8.2 Recalage à partir d'appariemen ts de primitiv es

Puisque l'on a dé�ni dans la première partie de ce man uscrit la distance en tre deux primitiv es

déterministes et la distance de Mahalanobis en tre deux primitiv es probabilistes, il est p ossible de

généraliser les deux métho des précéden tes au cas d'appariemen t de primitiv es homogènes a y an t une

distance in v arian te. T outefois, la complexité de la rec herc he d'une solution explicite p our le recalage

des p oin ts n'engage pas à faire de même p our des primitiv es plus complexes, d'autan t que ces

solutions explicites son t in trinsèquemen t sp éci�ques à c haque t yp e de primitiv e et de transformation.

On se con ten tera donc d'algorithmes génériques itératifs.

8.2.1 Moindres carrés simples

Soien t f xig et f yig deux ensem bles de primitiv es appariées. L'erreur de sup erp osition p our une

transformation f est

C(f) =
1
2

:
X

i

dist (y i ; f ? xi)2 =
1
2

:
X

i

dist

�
(f (-1)

y i
� f) ? xi ; o

� 2 =
1
2

:
X

i

k~zi k2

où ~zi est le v ecteur d'erreur dans la carte principale :

~zi = (~f (-1)

~y i
� ~f) ? ~xi

L'idée de base est donc de faire une descen te de gradien t p our obtenir le minim um. Il faut donc

dériv er le v ecteur d'erreur ~z = (~f (-1)

~y � ~f) ?~x par rapp ort à la transformation

~f . Comme on retrouv era

égalemen t ce v ecteur d'erreur p our la minimisation de la distance de Mahalanobis, qui nécessitera

de plus le calcul de la co v ariance � zz , il est utile d'a jouter le (( v ecteur d'erreur )) à la liste des
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op érations de base sur les primitiv es géométriques. P our cela, il su�t de détailler les jacobiens de

cette op ération et de les exprimer en fonction des op érations atomiques sur les transformations et

les primitiv es considérées.

8.2.1.1 Le v ecteur d'erreur p our le recalage ~z = (~f (-1)

~y � ~f) ? ~x

Observ ons tout d'ab ord que l'on p eut écrire ce v ecteur sous la forme ~z = ~f (-1)

~y ?(~f ?~x) , forme qui

est plus adaptée à la dériv ation. Calculons en premier :

�! xf = ~f ? ~x a v ec les jacobiens J1 =
@(~f ? ~x)

@~x
et J2 =

@(~f ? ~x)

@~f

puis

~f (-1)

~y et J3 =
@~f (-1)

~y

@~f~y
:
@~f~y
@~y

et en�n

~z = ~f (-1)

~y ? �! xf a v ec les jacobiens J4 =
@(~f (-1)

~y ? �! xf )

@�! xf
et J5 =

@(~f (-1)

~y ? �! xf )

@~f (-1)

~y

A partir de ces jacobiens, on p eut aisémen t calculer

J~x =
@~z
@~x

= J4:J1 J~y =
@~z
@~y

= J5:J3 J~f =
@~z

@~f
= J4:J2

P our les moindres carrés simples, on se con ten tera de retourner ~z et J~f , et on implémen te l'op é-

ration suiv an te sur les primitiv es probabilistes p our la minimisation de la distance de Mahalanobis

par �ltrage de Kalman ou descen te de gradien t :

� V ecteur d'erreur p our le recalage

�
x � (~x ; � xx ) ; y � (~y ; � yy ) ; ~f

�
7�!

�
z � (~z ; � zz ) ; J~f

�

où la co v ariance est � zz = J~x :� xx :J T

~x + J~y :� yy :J T

~y

8.2.1.2 Descen te de gradien t

Supp osons que l'on ait une estimation couran te

~ft au temps t de la transformation rec herc hée.

On calcule alors p our c haque paire de primitiv es appariées le v ecteur d'erreur ~zi et son jacobien

J~f( t;i )
par rapp ort à la transformation couran te. On a alors

@C

@~ft
=

X

i

~zT

i :J~f( t;i )
soit � t =

�
@C

@~ft

�
T

=
X

i

J T

~f( t;i )
:~zi

P our calculer la matrice hessienne, on néglige comme d'habitude les termes en

•f :f par rapp ort aux

termes en

_f 2
:

H t =
@� t

@~ft
=

X

i

J T

~f( t;i )
:J~f( t;i )

On a v ance donc d'un temps unité suiv an t la géo désique partan t de

~ft a v ec le v ecteur tangen t

�!
� f t 2

T~f G suiv an t :

�!
� f t = � H (-1)

t :� t = �

 
X

i

J T

~f( t;i )
:J~f( t;i )

!
(-1)

:

 
X

i

J T

~f( t;i )
:~zi

!

(8.10)



8.2. Recalage à partir d'appariemen ts de primitiv es 175

Comme ce v ecteur

�!
� f t est exprimé dans la carte exp onen tielle en

~ft , l'estimation au temps t + 1 est

donnée par l'équation (3.24) :

~ft+1 = exp~ft
(
�!
� f t ) = ~ft �

�
JL (~ft ) (-1) :

�!
� f t

�
(8.11)

Il reste à sp éci�er un p oin t de départ (une estimation initiale de la transformation) et un cri-

tère d'arrêt p our notre descen te de gradien t : en l'absence d'information supplémen taire, on p ourra

toujours partir de l'iden tité, et s'arrêter lorsque la norme de la transformation d'a justemen t est

inférieure à un seuil �xé ou que le nom bre d'itération devien t trop grand. En pratique, nous a v ons

observ é que cet algorithme con v erge toujours en en viron 10 itérations p our un seuil " = 10 � 10

sur k
�!
� f k~f = kJL (~f) (-1) :

�!
� f k, soit quasimen t à la précision n umérique de la mac hine. quelque-soit le

nom bre d'appariemen ts.

8.2.1.3 Estimation de l'incertitude au minim um

Puisque nous a v ons minimisé réellemen t la norme de v ecteurs d'erreur (grâce à la carte ex-

p onen tielle), les dév elopp emen ts e�ectués sur les p oin ts son t toujours v alides. En supp osan t une

co v ariance � zi zi sur le v ecteur d'erreur ~zi , on a encore d'après (2.14) :

� f̂ f̂ = H (-1) :

 
X

i

@�
@~zi

!

:�
��

:
�

@�
@~zi

�
T

:H (-1) = H (-1) :

 
X

i

J T

~f i
:� zi zi :J~f i

!

:H (-1)

où les jacobiens et la matrice hessienne son t bien sûr estimés au minim um. Comme dans le cas des

p oin ts, cette minimisation aux moindres carrés n'est optimale que si � zi zi = � 2
z : Id , et l'incertitude

sur la transformation se simpli�e alors en

� f̂ f̂ = � 2
z :H (-1)

a v ec H =
X

i

J T

~f i
:J~f i

(8.12)

Notons que cette h yp othèse est b eaucoup plus forte que la simple isotropie et qu'elle demande de

bien c hoisir la métrique in v arian te : par exemple sur les rep ères, la v ariance � 2
� sur le v ecteur rotation

doit être du même ordre de grandeur que la v ariance � 2
x sur la p osition. Le c hoix des unités est donc

des plus imp ortan ts.

8.2.2 Minimisation de la distance de Mahalanobis

Dériv ons tout d'ab ord l'équation de mesure. Comme nous n'utilisons que des appariemen ts de

primitiv es d'un seul t yp e, l'équation de mesure est iden tique p our tout i on p eut oublier p our

l'instan t les indices. Si les primitiv es x et y étaien t exactes, on aurait y = f ? x , soit l'équation de

mesure (v ectorielle) :

(~f (-1)

~y � ~f) ? ~x = 0

En fait, on n'a accès qu'aux v aleurs bruitées x � (~x; � xx ) et y � (~y; � yy ) que l'on supp osera

cen trées et de co v ariance conn ue. En remplaçan t les v aleurs exactes par leur mesure, on obtien t le

v ecteur d'erreur probabiliste :

~z
i

= (~f
~y

(-1)

� ~f) ?~x (8.13)

On c herc he donc à minimiser le critère :

C(f) =
X

i

� 2(z
i

; 0) =
X

i

~zT

i :� (-1)

z
i

z
i

:~zi
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8.2.2.1 Filtrage de Kalman

P our le �ltrage de Kalman, il faut cep endan t ra jouter à ce critère la distance de Mahalanobis

par rapp ort à une estimation initiale de l'état. Il n'y a alors guère de di�érence a v ec l'algorithme

p our l'estimation à partir de p oin ts :

� Initialiser l'état f0 a v ec l'iden tité ou l'estimation aux moindre carrés et une matrice de co-

v ariance su�sammen t grande (50 fois la co v ariance estimée p our les moindres carrés par

exemple) p our minimiser l'in�uence de cet état initial sur la transformation �nale et surtout

sur l'estimation de son incertitude.

On p ourra bien sûr utiliser une estimée initiale si on en p ossède une.

� P our c haque couple de primitiv es appariés (x
i

; y
i

) :

� Calculer z
i

et la matrice M = J~f estimée en

~f(i � 1) ,

� Mettre à jour l'état de f ( i � 1) � (~f(i � 1) ; � (i � 1)) à f
i

� (~fi ; � i ) en utilisan t les équations du

�ltre (C.1),

� Normaliser la transformation f
i

.

La dernière étap e, la normalisation, p ourrait certainemen t être supprimée en reprenan t les équations

du �ltre et en expriman t que

�!
� f n'est pas une erreur additiv e mais un v ecteur de T~f G (comme ci-

dessus ou ci-dessous). P ar con tre, il faudrait égalemen t v oir ce que cela implique sur la mise à jour

de la matrice de co v ariance. Comme nous a v ons une implémen tation très optimisée du �ltre de

Kalman classique, il est presque sûr que les temps de calcul en seraien t augmen tés.

8.2.2.2 Descen te de gradien t

La métho dologie est celle des moindres carrés simples, mais sur le critère des distances de

Mahalanobis :

C(f) =
1
2

:
X

i

� 2(z
i

; 0) =
1
2

:
X

i

~zT

i :� (-1)

z
i

z
i

:~zi

La dériv ée et la matrice hessienne de ce critère son t donc :

� t =
�

@C

@~ft

�
T

=
X

i

J T

~f( t;i )
:� (-1)

z
i

z
i

:~zi et H t =
@� t

@~ft
=

X

i

J T

~f( t;i )
:� (-1)

z
i

z
i

:J~f( t;i )

Le v ecteur d'a justemen t est alors

�!
� f t = � H (-1)

t :� t et l'équation d'év olution reste :

~ft+1 = exp~ft
(
�!
� f t ) = ~ft �

�
JL (~ft ) (-1) :

�!
� f t

�
(8.14)

Comme p our les moindres carrés simples, il faut un p oin t de départ et un critère d'arrêt. En

pratique, nous a v ons observ é une con v ergence à 10� 10
en en viron 15 itérations si l'on part de

l'iden tité, et en 5 à 10 itération si l'on démarre de l'estimation aux moindres carrés simples.

Il reste à déterminer l'incertitude sur la transformation à l'optim um : cela se fait encore une fois

exactemen t comme p our les moindres carrés simples, mais sans aucune h yp othèse sur la co v ariances

des v ecteurs d'erreur, et on obtien t :

� f̂ f̂ = H (-1)

a v ec H =
X

i

J T

~f
:� (-1)

z
i

z
i

:J~f (8.15)
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8.2.3 Comparaison des algorithmes

Nous noterons en abrégé LSQ, KAL et MAHA les trois métho des de recalage dév elopp ées ci-

dessus. Les résultats de ces algorithmes dép enden t de nom breux paramètres et il imp orte de ne

sélectionner que les plus imp ortan ts. Nous a v ons c hoisi de regarder la précision relativ e de ces

algorithmes et les temps de calculs en fonction du nom bre de primitiv es, en gardan t un mo dèle

de bruit �xé. La précision absolue de c haque métho de est théoriquemen t prédite par la matrice de

co v ariance de c haque estimation, et nous en v éri�erons la v alidité au c hapitre 9. Nous considérons

ici que le mo dèle de bruit sur les données est conn u.

P our réaliser ces statistiques, nous c hoisissons p our c haque estimation un nom bre N de primitiv es

réparties aléatoiremen t dans une (( image )) 512x256x128, une transformation rigide aléatoire (a v ec

une translation limitée à 512) que nous appliquons à ces primitiv es p our obtenir le second ensem ble

de primitiv es, et nous bruitons ensuite toutes les primitiv es de manière indép endan te a v ec un bruit

homogène de co v ariance �xée à � = DIA G (0:0024; 0:0030; 0:038; 0:22; 0:31; 0:084) p our les primitiv es

de t yp e rep ère et � ee = DIA G (0:2; 0:3; 0:09) p our les p oin ts. Cette matrice de co v ariance n'est pas

inno cen te, c'est le mo dèle du bruit que nous obtiendrons au pro c hain c hapitre (section 9.3.3) en

analysan t les p oin t extrémaux dans certaines images IRM.

8.2.3.1 Précision relativ e des métho des

Nous nous attac hons ici à quan ti�er la précision relativ e des trois métho des en tre elles. Les

exp ériences ci-dessous on t été réalisées a v ec des rep ères semi-orien tés, sim ulan t ainsi des p oin ts

extrémaux p our être le plus pro c he p ossible des conditions d'application de nos algorithmes en

imagerie médicale.

Sur le même ensem ble d'appariemen ts syn thétique, on calcule la transformation par LSQ, KAL

et MAHA et, p our c hacune de ces trois estimations, on calcule la transformation résiduelle par

rapp ort à la transformation exacte. P our simpli�er, on ne conserv e que l'angle � de la rotation

résiduelle et la norme d de la translation. Comme ces v aleurs d'erreur c hangen t b eaucoup a v ec

l'ensem ble d'appariemen t considéré, et que de plus on ne v eut étudier que la précision r elative

des trois métho des, nous a v ons c hoisi de prendre l'erreur de MAHA comme référence (la plupart

du temps c'est la plus précise) : on calcule donc les rapp orts " �
LSQ

= �
LSQ

=�
MAHA

et "d
LSQ

=
d

LSQ

=d
MAHA

et de manière similaire p our KAL. Ces rapp ort indiquen t donc si la métho de LSQ

(resp. KAL) est plus précise que MAHA ( "
LSQ

< 1) ou moins précise ( "
LSQ

> 1).

P our a v oir des statistiques v alables, nous a v ons e�ectué 150 recalages p our un nom bre de primi-

tiv e �xé, et nous présen tons dans la �gure (8.1) la mo y enne et l'écart-t yp e

1

des précisions relativ es

de LSQ et KAL par rapp ort à MAHA.

Dans ces exp ériences, le �ltrage de Kalman (KAL) est initialisé a v ec le résultat de LSQ, en

m ultiplian t par 50 la co v ariance sur l'estimation p our ne pas trop biaiser l'estimation �nale de

l'incertitude. La précision relativ e est alors très similaire à celle de MAHA. La solution est d'ailleurs

très pro c he (excepté une légère sous-év aluation de l'incertitude sur le recalage). Notons par con tre

que KAL div erge souv en t si l'état initial est trop éloigné de la solution ou si l'incertitude sur cet

état initial est trop élev ée.

P ar con tre, LSQ est en mo y enne 1.2 fois moins précis sur la rotation et 1.4 fois mois précis sur

la translation. La solution donné par LSQ est par ailleurs quasimen t iden tique à celle fournie par la

solution explicite aux moindres carrés sur les p oin ts par la métho de des quaternions (on note QUA T

1. Comme la précision relativ e est m ultiplicativ e (2 fois plus précis corresp ond à " = 0 :5), nous a v ons calculé la

mo y enne et l'écart-t yp e de log(" ) , mais nous présen tons le résultat sous forme de rapp ort p our une compréhension

plus aisée.
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Fig. 8.1 � Pr é cision r elative sur la r otation et la tr anslation des métho des LSQ et KAL p ar r app ort

à MAHA, en fonction du nombr e de primitive.

cet algorithme). Ceci est dû au fait que l'on utilise la métrique canonique sur les mouv emen ts (i.e.

la rotation en radians et la translation en v o xels), métrique qui donne une in�uence b eaucoup plus

imp ortan te aux p oin ts qu'aux trièdres.

P our �nir, notons que le gain de précision obten u en utilisan t l'information d'incertitude sur

les rep ères dép end p our une large part de cette incertitude initiale. A v ec un mo dèle de bruit où

le trièdre a un écart-t yp e de 1 degré (soit en viron 0.017 rad) et le p oin t un écart-t yp e de 1 v o xel,

on p eut obtenir une estimation 2 fois plus précise a v ec MAHA ou KAL (initialisé correctemen t)

qu'a v ec LSQ ou QUA T.

8.2.3.2 T emps de calculs

Les calculs son t e�ectués sur une DEC alpha 3000 à 166 Mhz, et les temps donnés son t des

mo y ennes sur 100 à 500 estimations. P our obtenir un temps de calcul �able, nous a v ons utilisé le

pro�ler GNU gpr of qui p ermet d'obtenir le temps passé dans une pro cédure en incluan t le temps

passé dans tous les descendan ts (les fonctions app elées). Notre référence temp orelle est le temps de

calcul des moindres carrés classiques (métho de QUA T) : en viron 20 ms p our 100 appariemen ts de

p oin ts.

La première exp érience concerne l'in�uence du nom bre de p oin ts sur le temps de calcul du reca-

lage. Les temps donnés ci-dessous son t des mo y ennes sur les quatre t yp es de primitiv es confondues

(rep ères, rep ères semi et non-orien té, p oin ts). Les algorithmes KAL et MAHA son t initialisés a v ec

le résultat de LSQ : nous donnons le décompte du temps passé dans l'algorithme propremen t dit et

le temps total a v ec l'initialisation.

Nom bre d'appariemen ts

10 50 100 500

LSQ 87 ms 355 ms 640 ms 2970 ms

KAL 19 ms / 106 ms 102 ms / 457 ms 195 ms / 835 ms 957 ms / 3927 ms

MAHA 105 ms / 192 ms 397 ms / 752 ms 740 ms / 1380 ms 3510 ms / 6480 ms
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La relation en tre le nom bre d'appariemen ts et le temps est appro ximativ emen t linéaire, et on

en conclu que, p our recaler 100 primitiv es, il faut compter en viron 650 ms par primitiv e p our LSQ,

650+200=850 ms p our le �ltrage de Kalman et 650+750=1400 ms a v ec MAHA. En comparaison

des 20 ms de la solution explicite des moindres carrés sur les p oin ts, il est clair qu'on y p erd, bien

que les temps de calculs resten t raisonnables p our des applications qui ne son t pas (( temps réel )) .

Le deuxième paramètre in téressan t à isoler est l'in�uence du t yp e de primitiv e. Nous a v ons p orté

dans le tableau ci-dessous le temps de calcul mo y en p our le recalage de 100 primitiv es.

Rep ères

Rep ères

semi-orien tés

Rep ères

non-orien tés

P oin ts

QUA T 20 ms

LSQ 694 ms 785 ms 820 ms 275 ms

KAL 216 ms / 910 ms 245 ms / 1030 ms 250 ms / 1070 ms 87 ms / 362 ms

MAHA 792 ms / 1486 ms 880 ms / 1665 ms 870 ms / 1690 ms 368 ms / 643 ms

Comme toutes nos primitiv es p ossèden t actuellemen t un p oin t (l'origine p our les rep ères), on

p eut oublier un instan t ce qu'il y a autour du p oin t et initialiser les algorithmes KAL et MAHA

par QUA T au lieu de LSQ : les temps de con v ergence resten t similaires, et l'initialisation ne compte

plus que p our 20 ms.

8.2.3.3 Discussion

Les trois algorithmes KAL, MAHA et LSQ fonctionnan t directemen t sur les primitiv es on t leurs

a v an tages et leurs incon v énien ts : les moindres carrés simples son t en général e�caces et relativ emen t

rapides, mais son t sensibles au c hoix de la métrique, en particulier p our l'estimation de l'incertitude

sur la transformation. P ar con tre, ils fournissen t une b onne estimation de la transformation, même

en l'absence l'information sur l'incertitude des primitiv es appariées.

Les métho des KAL et MAHA supp osen t que l'on connaisse (ou que l'on ait estimé) la co v ariance

sur les primitiv es. La descen te de gradien t sur la distance de Mahalanobis est le plus len t des trois

algorithmes (quoique l'on puisse l'accélérer notammen t en l'initialisan t a v ec les moindres carrées

simples), mais sem ble donner une estimation �able de la transformation et de son incertitude dans

tous les cas. P ar con tre, le �ltrage de Kalman est très rapide mais extrêmemen t sensible à l'esti-

mation initiale : démarrer a v ec l'iden tité est une co v ariance élev ée conduit souv en t à une estimation

fan taisiste de la transformation. On p ourrait p enser à itérer le �ltre, p our a v oir un meilleur p oin t

de départ, mais on p erd son a v an tage principal : l'incrémen talité. De plus, on risque d'estimer une

incertitude erronée puisque les mesures ne son t plus indép endan tes et que la donnée d'une co v a-

riance plus faible sur l'état initial (qui stabilise le �ltre) dimin ue celle de l'état �nal, mais dans une

prop ortion di�cilemen t calculable.

En fait, le �ltrage de Kalman est e�cace p our faire de la fusion ou de la mise à jour : si l'on a

déjà une estimation de la transformation et de son incertitude, et que l'on ne p eut pas conserv er

les appariemen ts (par exemple p our des raisons de place mémoire), on p eut toujours mettre à jour

incrémen talemen t cette transformation grâce au �ltre lorsque d'autres appariemen ts se présen ten t.

Au lieu d'estimer directemen t a v ec le �ltrage de Kalman depuis une transformation initiale inco-

héren te, on p ourra conserv er les premiers appariemen ts (par exemples les 10 premiers), calculer la

transformation initiale a v ec MAHA, puis utiliser le �ltre normalemen t.
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8.2.3.4 Conclusion : utilisation des algorithmes

Il reste cep endan t que ces trois algorithmes on t des temps de calculs très élev és par rapp ort à

(( simpli�cation )) de nos primitiv es en p oin ts et l'utilisation de QUA T, p our un app ort de précision

�nalemen t relativ emen t faible en général. Il sem ble donc approprié d'utiliser QUA T, au moins en

initialisation de tous les algorithmes dès que l'on p eut le faire (à partir de 3 primitiv es). LSQ est

alors disquali�é puisqu'il donne à très p eu de c hoses près le même résultat (a v ec notre métrique et

notre mo dèle de bruit).

On p ourra s'arrêter ici si l'on rec herc he plus la rapidité que l'estimation. P our améliorer quand

même le résultat, on p eut utiliser une passe de KAL (en ne m ultiplian t la co v ariance de QUA T que

par 10 ou 20 p our garan tir la con v ergence), puis MAHA p our �gnoler l'estimation et recalculer une

v aleur non biaisée de l'incertitude (t ypiquemen t 3 itérations su�sen t p our con v erger). On obtien t

alors les temps suiv an t p our recaler 100 rep ères : 20 ms p our QUA T, 220 ms p our KAL, et 620 ms

p our MAHA, soit un total de 850 ms. On p eut descendre à 440 ms en viron en n'autorisan t qu'une

seule itération dans MAHA, juste p our recalculer l'incertitude.

Notons p our �nir que l'on p eut estimer une transformation unique a v ec un seul appariemen t de

rep ères. P ar con tre, il y a deux (resp. 4) solutions a v ec les rep ères semi (resp. non) orien tés. Cette

m ultiplicité disparaît a v ec deux appariemen ts de rep ères semi ou non-orien tés en p osition générique,

mais l'algorithme LSQ con v erge parfois dans ce cas v ers un minim um lo cal à cause du faible p oids

du trièdre vis-à vis des p oin ts. On p eut en général détecter cette con v ergence parasite par la len teur

de la con v ergence (t ypiquemen t plus de 30 itérations au lieu d'une quinzaine), mais il con vien t de

toute façon de tester la descen te de gradien t depuis les di�éren ts p oin ts de départ p ossibles p our

être sûr d'obtenir le minim um global. L'algorithme MAHA sem ble être capable de passer outre ces

minim ums lo caux : nous n'a v ons pas observ é de con v ergence parasite.

8.3 F usion de primitiv es ou de transformations

Nous a v ons dév elopp é dans la partie théorique (section 4.3.2) un algorithme par descen te de

gradien t p our estimer la mo y enne d'un ensem ble de mesures f xi g supp osées être des réalisations

de la même primitiv e aléatoire x . Le problème que l'on se p ose ici est de calculer l'incertitude sur

cette estimation, comme on l'a fait à la section précéden te p our la transformation, et de fusionner

plusieurs estimations m unies de leur incertitude.

P our cela, nous p ouv ons utiliser les mêmes algorithmes que p our estimer une transformation,

mais les critères son t plus simples et le problème mieux p osé.

8.3.1 Mo y enne : moindres carrés simples

Rapp elons brièv emen t l'algorithme de la section (4.3.2) : étan t donné un ensem ble de N primi-

tiv es f xi g (censées être des réalisations de la même primitiv e aléatoire), la mo y enne de Karc her ou

de F réc het est l'élémen t minimisan t le critère des moindres carrés :

C(y) =
1
2

:
X

i

dist (y; xi )2 =
1
2

:
X

i

k~f (-1)

~y ? ~xi k2 =
1
2

:
X

i

k~zi k2

où ~zi = ~f (-1)

~y ? ~xi est le v ecteur d'erreur p our la mo y enne. La fonction implicite � dé�nissan t le

minim um s'écrit (équation (4.20)) :

� =
�

@C
@~y

�
T

= �
X

i

J (~f~y ) (-T) :(~f (-1)

~y ? ~xi ) = � J (~f~y) (-T)

X

i

~zi
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et ses dériv ées son t la matrice hessienne (équation 4.22) et la dériv ée croisée :

H = N:Q(~y) = N:J (~f~y ) (-T) :J (~f~y ) (-1)

et

@�
@~zi

= � J (~f~y) (-T)

Le v ecteur d'a justemen t est alors

�!
� y = � H (-1) :� =

1
N

:J (~f~y)
X

i

~zi

et l'équation d'év olution se simpli�e en

~yt+1 = exp~yt
(
�!
� y t ) = ~f~yt ? exp

�
J (~f~yt )

(-1) :
�!
� xt

�
= ~f~yt ?

 
1
N

X

i

�
~f (-1)

~yt
? ~xi

�
!

(8.16)

On prend comme p oin t de départ l'une de nos mesures et on s'arrête comme d'habitude lorsque

la norme du v ecteur d'a justemen t devien t inférieure à un seuil " . En pratique, nous a v ons observ é

que 5 à 10 itérations su�sen t p our une con v ergence à 10� 10
a v ec les rep ères (év en tuellemen t semi

ou non-orien tés). A v ec les p oin ts, on con v erge bien sûr en une seule itération (à en viron 10� 14
).

Incertitude de l'estimation Le minim um ŷ est dé�ni par le fonction implicite � = 0 : on utilise

encore une fois l'équation (2.14) p our obtenir

� ŷŷ = H (-1) :

 
X

i

@�
@~zi

:� zi zi :
@�
@~zi

T

!

:H (-1) =
1

N 2 :
X

i

J (~f~y ):� z
i

z
i

:J (~f~y ) T

Les mesures xi étan t supp osées être des observ ations de la même primitiv e aléatoire x � (�x ; � xx ) ,

il su�t d'appro ximer la mo y enne �x par son estimation ŷ p our v oir que tous les v ecteurs d'erreur

suiv en t la même loi : ~zi � (0; � zz ) , a v ec � zz = J (~f~y ) (-1) :� xx :J (~f~y ) (-T)

. On obtien t donc au �nal la

co v ariance très simple sur notre estimée :

� ŷŷ =
1
N

:� xx (8.17)

Notons au passage qu'on p eut estimer � zz par :

� zz =
1

N � 1
:
X

i

~zi :~zT

i

8.3.2 F usion : minimisation de la distance de Mahalanobis

Dériv ons tout d'ab ord l'équation de mesure : on supp ose que nos mesures xi son t toutes des

réalisation de primitiv es aléatoires de même mo y enne : x
i

� (�x ; � x
i

x
i

) . Les v ecteurs d'erreur

~z
i

= ~f~y ?~x
i

son t donc de mo y enne n ulle si notre estimation y corresp ond bien à la mo y enne �x . P our prendre

en compte l'information con ten ue dans c hacune des matrices de co v ariance des mesures, on c herc he

donc à minimiser la distance de Mahalanobis de c haque mesure a v ec la mo y enne :

C(y) =
X

i

� 2(z
i

; 0) =
X

i

~zT

i :� (-1)

z
i

z
i

:~zi
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P our le �ltrage de Kalman et la descen te de gradien t, nous aurons b esoin de la dériv ée du

v ecteur d'erreur par rapp ort à l'état couran t ~y et de la matrice de co v ariance de ~z
i

. Malheureusemen t,

l'in tro duction des matrices de co v ariance ne p ermet pas les simpli�cations utilisées p our les moindres

carrés simples, et on a seulemen t :

J~y i =
@~zi

@~y
=

@(~f (-1)

~y ? ~xi )

@~y
=

@(~f (-1)

~y ? ~xi )

@~f (-1)

~y

:
@(~f (-1)

~y )

@~f~y
:
@~f~y
@~y

� z
i

z
i

=
@(~f (-1)

~y ? ~xi )

@~xi
:� x

i

x
i

:
@(~f (-1)

~y ? ~xi )

@~xi

T

8.3.2.1 Filtrage de Kalman

Nous n'a v ons plus cette fois-ci de problème p our initialiser le �ltre, on démarre a v ec p our état

la première mesure : y1 = x1 . Ensuite, p our c haque autre mesure x
i

:

� Calculer z
i

et la matrice M = J~y i estimée en ~y(i � 1) ,

� Mettre à jour l'état de y (i � 1) � (~y(i � 1) ; � (i � 1) ) à y
i

� (~fi ; � i ) en utilisan t les équations du

�ltre (C.1),

� Normaliser la primitiv e probabiliste y
i

.

8.3.2.2 Descen te de gradien t

Si l'on écrit le critère C(y) =
P

i ~z
T

i :� (-1)

z
i

z
i

:~zi , la dériv ée et la matrice hessienne de ce critère p our

l'estimation ~yt son t donc :

� t =
�

@C

@~ft

�
T

=
X

i

@~zi

@~yt

T

:� (-1)

z
i

z
i

:~zi et H t =
@� t

@~ft
=

X

i

@~zi

@~yt

T

:� (-1)

z
i

z
i

:
@~zi

@~yt

Le v ecteur d'a justemen t est alors

�!
� yt = � H (-1)

t :� t et l'équation d'év olution reste :

~yt+1 = exp~yt
(
�!
� yt ) = ~f~yt �

�
J (~f~yt )

(-1) :
�!
� yt

�
(8.18)

Comme p our les autres algorithmes, on prend comme p oin t de départ l'une de nos mesures,

et p our le critère d'arrêt un seuil sur la norme du v ecteur d'a justemen t (en pratique, nous a v ons

observ é une con v ergence à 10� 10
en une quinzaine d'itérations). P our déterminer l'incertitude sur

la transformation à l'optim um, on a exactemen t le même t yp e d'équations que p our le recalage :

� ŷŷ = H (-1)

, où H est la matrice hessienne à l'optim um (par exemple la dernière calculée).

8.3.3 Comparaison des algorithmes

On note comme p our le recalage en LSQ, KAL et MAHA les trois métho des p our la fusion

dév elopp ées ci-dessus.

8.3.3.1 Précision des résultats

Nous a v ons réalisé le même t yp e d'exp ériences que p our le recalage, mais il n'y a pas ici de

métho de qui donne un résultat meilleur en général si toutes les primitiv es on t la même incertitude :

les précisions relativ es se tiennen t toutes à moins de 5% près. P ar con tre, on p eut observ er une

précision un p eu plus imp ortan te p our MAHA et KAL dans le cas de la fusion de deux ou trois

primitiv es a y an t des bruits très di�éren ts.
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8.3.3.2 T emps de calculs

Les exp ériences son t réalisées dans les mêmes conditions que p our le recalage, mais notre ré-

férence temp orelle est ici le temps de calcul du barycen tre de 100 p oin ts (sans détermination de

l'incertitude sur l'estimée) : 0.2 ms.

La première exp érience concerne l'in�uence du nom bre de p oin ts sur le temps de calcul de la

primitiv e mo y enne. Les temps donnés ci-dessous son t des mo y ennes sur les quatre t yp es de primitiv es

confondues (rep ères, rep ères semi et non-orien té, p oin ts). L'algorithme MAHA est initialisé a v ec le

résultat de LSQ; nous donnons le décompte du temps passé dans l'algorithme propremen t dit et le

temps total a v ec l'initialisation.

Nom bre de primitiv es

10 50 100 500

LSQ 6 ms 30 ms 60 ms 285 ms

KAL 10 ms 53 ms 109 ms 540 ms

MAHA 10 ms / 16 ms 42 ms / 72 ms 83 ms / 143 ms 537 ms / 822 ms

Il est clair sur ces c hi�res que la relation est linéaire, et on en conclut qu'il faut compter en viron

60 ms p our fusionner 100 primitiv es a v ec LSQ, 110 ms par le �ltrage de Kalman et 160 ms par la

descen te de gradien t sur la distance de Mahalanobis. Notons que ce dernier temps p eut être m ultiplié

par un facteur 5 à 10 si l'initialisation est simplemen t la première primitiv e.

Le deuxième paramètre in téressan t à isoler est l'in�uence du t yp e de primitiv e. Nous a v ons p orté

dans le tableau ci-dessous le temps de calcul de la mo y enne de 100 primitiv es.

Rep ères

Rep ères

semi-orien tés

Rep ères

non-orien tés

P oin ts

LSQ 68 ms 75 ms 78 ms 11 ms

KAL 122 ms 132 ms 133 ms 51 ms

MAHA 94 ms / 162 ms 100 ms / 175 ms 90 ms /168 ms 30 ms / 41 ms

Comme on p ouv ait s'y attendre, les estimations faisan t in terv enir des rep ères son t plus longues

que les estimations (linéaires) sur les p oin ts, mais resten t relativ emen t raisonnables.

8.3.3.3 Conclusion

Les trois algorithmes donnen t de très b ons résultats p our le calcul de la mo y enne. Dans le cas

de la fusion (matrices de co v ariances di�éren tes sur les div ers mesures), on utilisera plutôt MAHA

ou KAL p our prendre en compte le maxim um d'information. Du p oin t de vue de la complexité, les

moindres carrés simples son t les plus rapides, suivis par le �ltrage de Kalman et MAHA est le plus

len t mais la di�érence en tre les trois n'est pas critique.

En résumé, on utilisera les moindres carrés simples p our faire une mo y enne (sans information

de co v ariance), la descen te de gradien t sur la distance de Mahalanobis ou le �ltrage de Kalman si

l'on v eut un résultat plus précis en fusion.

Notons que, con trairemen t au cas du recalage, on ne p eut pas ici simpli�er nos primitiv es p our

en faire une mo y enne appro ximativ e plus rapidemen t. P ar con tre, le problème est bien p osé et les

temps de calculs resten t faibles.
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8.4 Estimation du mo dèle de bruit sur les primitiv es

Dans les deux problèmes d'estimation précéden ts, le recalage et la fusion, nous a v ons supp osé

que le mo dèle de bruit sur les primitiv es était conn u. Même si l'on p eut souv en t en a v oir une

idée a priori, il est in téressan t de le calculer a p osteriori, après recalage ou fusion, p our p ouv oir

v éri�er si nos h yp othèses son t v alides ou év en tuellemen t le réinjecter dans les algorithmes p our

obtenir des estimations plus précises. P ar ailleurs, si ce bruit de mesure pro vien t de la succession de

div ers traitemen ts, comme par exemple en imagerie l'acquisition, la n umérisation, les pré-traitemen ts

puis l'extraction des primitiv es, ce calcul a p osteriori est souv en t le seul mo y en de connaître ou de

mo déliser le bruit sur nos primitiv es. Nous serons ainsi en mesure de mo déliser le bruit sur les p oin ts

extrémaux (dans certaines images IRM) à la section (9.3.3) grâce à de telles mesures a p osteriori.

8.4.1 Estimation du bruit après fusion

Observ ons tout d'ab ord le cas des p oin ts : on a N mesures f x i g pro v enan t de la même distribution

x � (x; �
xx

) . La co v ariance est normalemen t :

�
xx

=
Z

R

n
(y � x):(y � x) T :p

x

(y):dy '
1
N

X

i

(x i � x):(x i � x) T

En fait, on ne connaît pas exactemen t la mo y enne x mais on en a obten u une estimation x̂ par fusion

(en l'o ccurrence ici a v ec le barycen tre). L'idée est donc d'utiliser x̂ à la place de x dans l'équation

ci-dessus, mais comme notre estimation minimise l'erreur (aux moindres carrés), elle est légèremen t

plus pro c he des données que ne le serait la vraie mo y enne. On p eut corriger ce biais en utilisan t la

form ule bien conn ue (Bard, 1974; Press, 1972) :

�̂
xx

=
1

N � 1
:
X

i

(x i � x̂):(x i � x̂) T

Le cas des primitiv es est tout à fait similaire : nous a v ons dé�ni la co v ariance empirique comme

(équation 4.28) :

� xx = E
h �! �x x:�! �x x T

i
' J (~fx):

 
1
N

X

i

(~f (-1)

x ? ~xi ):(~f
(-1)

x ? ~xi ) T

!

:J (~fx) T

Il ne reste donc qu'à corriger le biais que l'on in tro duit en utilisan t l'estimation x̂ au lieu de la

mo y enne exacte x :

�̂ xx =
1

N � 1
:J (~fx̂ ):

 
X

i

(~f (-1)

x̂ ? ~xi ):(~f
(-1)

x̂ ? ~xi ) T

!

:J (~fx̂ ) T

(8.19)

8.4.2 Estimation du bruit après recalage

Ce t yp e d'estimation est l'un des plus imp ortan t car il est utilisable a v ec des données réelles

sans a v oir à concev oir une exp érience sp éci�que. Nous étudions ici le cas des p oin ts et des rep ères,

a v an t de discuter des p ossibilités de généralisation au cas de primitiv es génériques.
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8.4.2.1 Estimation du mo dèle de bruit sur les p oin ts

Bruit additif anisotrop e On considère donc deux ensem bles de p oin ts appariés f x i g et f yi g,

images l'un de l'autre par une transformation : yi = f ? xi . On ne mesure en fait que les v aleurs

bruités x
i

= x i + �x
i

et y
i

= yi + �y
i

, où les bruits additifs son t supp osés être indép endan ts et

de co v ariance �
xx

et �
y y

. En supp osan t que l'on connaisse la transformation exacte, le v ecteur

d'erreur est

z
i

= y
i

� f ? x
i

= �y
i

� R:�x
i

La co v ariance sur z
i

est donc �
z z

= �
y y

+ R:�
xx

:R T

, et p eut être estimée par :

�̂
z z

=
1
N

X

i

ẑi :ẑ T

i (8.20)

Si l'un des ensem bles de p oin ts est exact, on p eut facilemen t estimer la co v ariance sur l'autre :

�
xx

= 0 = ) �̂
y y

= �̂
z z

et �
y y

= 0 = ) �̂
xx

= R T :�̂
z z

:R

Le problème est plus di�cile si l'on supp ose que les deux ensem bles de p oin ts pro viennen t

d'acquisitions similaires et qu'ils on t donc le même bruit de co v ariance � : on doit résoudre l'équation

�̂
z z

= � + R:� :R T

. Une métho de est présen tée dans (K o c h, 1988) p our résoudre ce t yp e d'équation.

Dans notre cas, on p eut v éri�er a v ec un logiciel de calcul sym b olique (par exemple Maple) que la

solution est unique, à moins que la rotation R ait un angle � = �= 2. Cep endan t, dans un grand

nom bre de cas en imagerie médicale, le patien t a grossièremen t la même p osition dans la mac hine

lors des di�éren tes acquisitions et la rotation est faible : on p eut alors appro ximer la co v ariance sur

les p oin ts par :

�̂
xx

= �̂
y y

=
�̂

z z

2
=

1
2:N

:
X

i

zi :z T

i

Nous a v ons jusqu'à présen t supp osé que l'on connaissait la transformation exacte f . En fait,

après le recalage, nous n'en a v ons qu'une estimée f̂ aux moindres carrés, et l'utilisation de cette

estimée dans les form ules ci-dessus in tro duit un biais : l'estimation de l'erreur est légèremen t plus

faible qu'elle ne devrait être. En suiv an t (Bard, 1974), nous dev ons donc remplacer le nom bre de

mesures N par N � l=m , où m est la dimension des équations de mesure (v ectorielles) et l le nom bre

de paramètres que l'on a estimés. Dans notre cas, on a estimé un mouv emen t rigide 3D ( l = 6 ) à

partir de p oin ts ( m = 3 ).

On obtien t donc au �nal une estimation du bruit additif anisotrop e sur les p oin ts après recalage

a v ec :

� ' �̂
xx

= �̂
y y

=
�̂

z z

2
=

1
2:(N � 2)

:
X

i

ẑi :ẑ T

i (8.21)

Bruit isotrop e On a dans ce cas �
xx

= � 2
x :I d et �

y y

= � 2
y :I d . La co v ariance sur le v ecteur

d'erreur est donc �
xx

= � 2
z :I d , a v ec � 2

z = � 2
x + � 2

y . La matrice de co v ariance sur le v ecteur d'erreur

p eut toujours être estimée a v ec l'équation (8.20), et on obtien t en prenan t la trace :

T r (�̂
z z

) = 2 :�̂ 2
z :d =

1
N

X
kẑi k2

où d est la dimension de l'espace : d = 3 dans notre cas. On p eut remarquer que Ĉ =
P

i kzi k2
est la

v aleur du critère (8.1) au minim um. On p eut donc récrire notre estimation en incluan t la correction
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du biais :

� 2
x + � 2

y ' �̂ 2
z =

Ĉ
2:d:(N � 2)

Il n'y a plus de problème cette fois-ci p our estimer les v ariances en supp osan t que l'un ou l'autre

des ensem bles soit exact, ni en supp osan t qu'ils aien t la même v ariance : � 2
x = � 2

y ' �̂ 2
z=2.

8.4.2.2 Estimation du mo dèle de bruit sur les rep ères

Bruit homogène ou isotrop e Ce cas est particulier puisque les rep ères son t iden ti�ables à des

transformations rigides, et cela amène des simpli�cations dans les calculs. P our bien marquer que

nous utilisons cette particularité, nous notons dans cette section f fm i g et f fsi g les deux ensem bles

de rep ères appariés ( m p our mo dèle et s p our scène). P our alléger les notations, nous oublions

égalemen t les �èc hes sur ces transformations, bien que tout ceci ne soit v alide que dans la carte

principale

2

. En fait, nous n'a v ons accès qu'à leur mesures bruitées f
m

i

= f m i � e
m

i

et f
s

i

= f si � e
s

i

.

En supp osan t que l'on connaisse exactemen t la transformation f du mo dèle v ers la scène, le v ecteur

d'erreur est :

e
i

= f
s

i

(-1) � f � f
m

i

= e
s

i

(-1) � e
m

i

A v ec l'h yp othèse d'un bruit homogène iden tique p our les deux ensem bles de rep ères, on a e
s

i

� (0; �)
et de même p our e

m

i

. Comme le jacobien de l'in v ersion est � I 6 à l'iden tité, le v ecteur d'erreur du

recalage a p our loi e
i

= (0 ; 2:�) .

Comme dans le cas des p oin ts, un estimateur de la co v ariance � est donné par :

�̂ =
1

2:(N � 1)
:
X

i

êi :êT

i

car on utilise l'estimation f̂ de la transformation fournie par le recalage au lieu de la transformation

exacte et il faut remplacer N par N � 1 p our corriger le biais (la dimension des équations de mesure

est cette fois-ci m = l = 6 ).

Un mo dèle de bruit simpli�é Dans certain cas, par exemple a v ec un p etit nom bre d'apparie-

men ts, l'estimation de la matrice de co v ariance ci-dessus est très instable. Nous utilisons alors un

mo dèle de bruit simpli�é, inspiré du bruit isotrop e sur les p oin ts : on imp ose une co v ariance diago-

nale (( isotrop e )) par blo c, c'est-à-dire a v ec une v ariance � 2
� comm une à c hacune des co ordonnées du

v ecteur rotation et � 2
d comm une aux co ordonnées de la translation. En séparan t le v ecteur d'erreur

en une comp osan te rotation et une comp osan te translation : eT

i = (e T

� i
; eT

di
) , on p eut estimer ces

v ariances par

�̂ 2
� =

P
kê� i k

2

6:(N � 1)
et �̂ 2

d =
P

kêdi k
2

6:(N � 1)

8.4.3 Discussion sur l'estimation du bruit

Les métho de p our estimer le bruit que nous v enons de présen ter rep osen t à c haque fois sur des

h yp othèses bien précises : bruit additif p our les p oin ts, iden ti�cation a v ec les transformations p our

les rep ères. Ces h yp othèses impliquen t à c haque fois qu'une co v ariance homogène sur les données

induise une co v ariance identique sur le v ecteur d'erreur. Il n'est pas clair que cela soit vrai p our tous

les t yp es de primitiv es ou même p our les p oin ts a v ec une fonction de placemen t di�éren te (bruit non

2. Rapp elons que cette représen tation est constituée du v ecteur rotation et du v ecteur translation.
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additif ). Une étude supplémen taire serait à mener p our v oir si l'on p eut quand même concev oir des

métho des p our estimer un bruit homogène sur les données à partir des v aleurs du v ecteur d'erreur.

Dans le cas d'un bruit isotrop e, il faut de plus con traindre la matrice de co v ariance estimée �̂
à être in v arian te par l'action du group e d'isotropie H . Là encore, une étude plus approfondie serait

nécessaire p our sa v oir s'il faut a jouter une op ération de ce t yp e dans la liste de nos op érations

atomiques (i.e. dép endan tes du t yp e de primitiv e).

P ar ailleurs, nous a v ons vu a v ec le bruit additif général sur les p oin ts que ce problème d'esti-

mation p eut être mal p osé. Supp osons par exemple la co v ariance suiv an te sur des p oin ts en deux

dimension : � = DIA G (� 2
1 ; � 2

2) , iden tique sur les x et les y , une rotation de 90 degrés donne en

e�et une co v ariance isotrop e sur z : �
z z

= DIA G (� 2 ; � 2) a v ec � 2 = � 2
1 + � 2

2 . Il y a donc plusieurs

solutions au problème in v erse, et il faut régulariser p our en c hoisir une. Une b onne solution p our

cela consiste à prendre la co v ariance � (solution du problème d'estimation) qui minimise l'informa-

tion, donc qui maximise log(det(�)) . Dans l'exemple ci-dessus, cela revien t à maximiser � 2
1:� 2

2 sous

la con train te � 2 = � 2
1 + � 2

2 , ce qui donne la solution (unique) : � 2
1 = � 2

2 = � 2=2. Ce problème de

régularisation devrait être in tégré dans une théorie plus générale de l'estimation du mo dèle de bruit

sur les primitiv es.

En pratique, p our estimer un mo dèle de bruit sur des rep ères semi ou non-orien tés, nous consi-

dérons que l'orien tation des rep ères appariés est �xée par le recalage en �xan t au hasard celle de

l'un des rep ères de c haque couple et en c hoisissan t celle qui minimise la distance après recalage

p our l'autre. Nous p ouv ons ainsi utiliser les tec hniques d'estimation du bruit dév elopp ées p our les

rep ères.

8.5 Un algorithme pratique et générique p our le recalage

On récup ère en général, à la sortie d'un algorithme de mise en corresp ondance, deux ensem bles

de primitiv es appariées, sans a v oir forcémen t une estimation de l'incertitude sur ces mesures. De

plus, certains appariemen ts p euv en t être ab erran ts vis à vis du mouv emen t principal : il ne faut

donc pas les prendre en compte dans le recalage.

P our p ouv oir prédire l'incertitude sur le recalage, nous utilisons donc la métho dologie suiv an te :

une première estimation aux moindres carrés p ermet d'estimer grossièremen t un bruit homogène ou

isotrop e sur les primitiv es, que l'on p eut utiliser p our trier les appariemen ts par ordre de vraisem-

blance et éliminer les plus ab erran ts. On recalcule alors le recalage sur les mesures �ables m unies

de leur incertitude en minimisan t la distance de Mahalanobis, et les algorithmes que nous a v ons

dév elopp és dans la section (8.2) nous p ermetten t égalemen t d'estimer la précision de ce résultat. Ce

pro cessus itératif p eut être con tin ué jusqu'à la con v ergence.

8.5.1 Rejet des mesures ab erran tes

Le problème que l'on se p ose ici est de déterminer si un appariemen t est compatible ou ab erran t

vis a vis d'une certaine transformation. En clair, la question est de décider si y = f ? x en ne

connaissan t que les v aleurs mesurées ŷ et x̂ . Un problème lié est de classer les appariemen ts par

ordre de vraisem blance, par exemple p our stabiliser le �ltre de Kalman lors de l'estimation du

recalage.

Nous a v ons déjà vu la solution à ces problèmes a v ec la distance de Mahalanobis � 2(y ; f ?x) et

le test du � 2
(section 5.3). L'in terprétation de la distance de Mahalanobis comme une distribution

du � 2
supp ose bien sûr que l'on se place dans le cadre de l'appro ximation gaussienne p our une

co v ariance � faible (section 5.2.5) : on supp ose donc que les co v ariances sur les primitiv es aléatoires
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y et x son t faibles, et grâce au princip e du minim um d'information, on p eut supp oser que la

distribution est gaussienne sur la v ariété (v oir la section 5.2), ce que l'on p eut appro c her e�cacemen t

par une gaussienne dans Rn
( n étan t la dimension de nos primitiv es).

Notons que la distance de Mahalanobis � 2(y ; f ?x) que l'on calcule ici est égale à la distance de

Mahalanobis � 2(z; o) du v ecteur d'erreur p our le recalage z = fy
(-1) ? (f ?x) par rapp ort à l'origine.

Si la transformation f n'est pas conn ue exactemen t mais estimée par f̂ lors d'une recalage, on aura

tendance à sous-estimer légèremen t la distance de Mahalanobis en tre nos deux primitiv es. Il est donc

imp ortan t de ne pas utiliser dans notre distance de Mahalanobis la transformation probabiliste f̂
m unie de l'incertitude que l'on a pu estimer, ce qui tendrait à minimiser encore plus la distance

résultan te, mais simplemen t la transformation déterministe f̂ à la place de f .

Le test du � 2
vise alors à v éri�er que la v aleur observ ée ẑ du v ecteur d'erreur est bien compatible

a v ec sa co v ariance théorique. Rapp elons que la distance de Mahalanobis est, a v ec ces notations et

dans la carte principale :

� 2 = ẑ T :� (-1)

zz :ẑ

Le test statistique consiste à accepter l'h yp othèse y = f ? x si � 2 � " et à la rejeter sinon. Le seuil

" est c hoisi de telle manière que l'on accepte l'h yp othèse a v ec une probabilité � si elle est vraie.

Nous présen tons dans la table (8.1) quelques exemples de ces seuils " en fonction de la probabilité

� p our des tests du � 2
en dimension 3 (p our les p oin ts) et 6 (p our les div ers rep ères). P ar exemple,

si la distance de Mahalanobis en tre deux p oin ts est � 2 > 11:34, la probabilité que y soit iden tique

à f ? x est inférieure à 1%. Nous p ouv ons donc rejeter cet appariemen t.

� Dim 50% 90 % 95 % 99%

" 3 2.37 6.25 7.81 11.34

" 6 5.35 10.65 12.59 16.81

T ab. 8.1 � T able de la distribution du � 2
à 3 et 6 de gr és de lib erté.

8.5.2 Un pro cessus itératif d'estimation globale

Nous p ouv ons main tenan t in tégrer toutes les étap es d'estimation décrites précédemmen t dans

un seul algorithme itératif. On supp ose donc que l'on a au départ deux ensem bles de primitiv es

appariées, sans information d'incertitude. La connaissance de cette information supprime bien évi-

demmen t les étap es d'estimation sur mo dèle de bruit sur les primitiv es et p ermet de commencer

directemen t le pro cessus itératif sans initialisation.

P our calculer une première estimation de l'incertitude sur les primitiv es, il nous faut un premier

recalage qui ne p eut se faire qu'a v ec les moindres carrés. L'initialisation est donc la suiv an te :

1. estimer un recalage grossier a v ec l'algorithme LSQ de la section (8.2). En pratique, les moindres

carrés sur les p oin ts seulemen t (QUA T) son t souv en t su�san ts et b eaucoup plus rapides. On

p eut égalemen t concev oir une estimation robuste (v oir section 8.5.3),

2. estimer le mo dèle de bruit sur les primitiv es (section 8.4),

3. écarter les appariemen ts ab erran ts de la liste par un test du � 2
,

4. faire une estimation grossière de l'incertitude sur la transformation p our obtenir (f̂0; � f0 f0 ) .

Si une transformation initiale est fournie, on ne réalise pas la première étap e. La seconde étap e,

l'estimation du mo dèle de bruit, n'est nécessaire que si le t yp e de données est nouv eau. A partir du

momen t où l'on a une estimation �able de ce bruit, il n'est plus nécessaire de le recalculer à c haque

fois.
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P our réaliser un compromis acceptable en tre le temps de calcul et la précision, le pro cessus

itératif générique est alors le suiv an t:

1. trier les appariemen ts par distance de Mahalanobis croissan te,

2. faire une passe de �ltrage de Kalman (algorithme KAL) sur les appariemen ts acceptés p our

obtenir (f̂i+1 ; � f i+1 f i+1 ) , en utilisan t comme transformation initiale (f̂i ; 20 � � f i f i ) .

(3.) év en tuellemen t réestimer le mo dèle de bruit sur les primitiv es,

4. écarter les appariemen ts ab erran ts de la liste par un test du � 2
, en v éri�an t égalemen t les

anciens appariemen ts ab erran t (qui p ourrait redev enir acceptables).

Ce pro cessus est rép été jusqu'à la con v ergence (i.e. une distance en tre deux transformation succes-

siv es inférieure à 10� 12
par exemple), ou un nom bre maximal d'itération (t ypiquemen t 5 à 10 son t

su�san tes).

(x , y )j j

Appariements

(x , y )ii

Recalage
Mahalanobis

Estimation de
la précision

ffS(f,     )

Transformation

Incertitude

aberrantes
LSQ

Recalage

Estimation
du bruit

Rejet des
mesures

S

f

Recalage
Kalman

Fig. 8.2 � A lgorithme mo dulair e de r e c alage

Le facteur 20 utilisé à c haque passe du �ltre de Kalman p our m ultiplier la co v ariance de l'esti-

mation précéden te, ainsi que le tri des appariemen ts, p ermetten t de stabiliser le �ltre de Kalman et

d'assurer la con v ergence, mais induisen t une sous-estimation de l'incertitude sur la transformation

de plus en plus imp ortan te au cours des itérations. P our obtenir à la fois une transformation précise

et une b onne estimation de son incertitude, nous �nissons donc le pro cessus par :

� une descen te de gradien t sur la distance de Mahalanobis (MAHA) en n'utilisan t que les ap-

pariemen ts acceptés et l'estimation de l'incertitude sur le mouv emen t au minim um.

Le p oin t faible de cette encapsulation d'algorithmes est l'estimation du mo dèle de bruit sur les

primitiv es, qui est relativ emen t sensible et sujet à l'erreur, en particulier a v ec un faible nom bre
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d'appariemen t. Cep endan t, c'est souv en t la seule façon d'a v oir une idée du bruit sur les données

lorsque l'on utilise de nouv elles données. En pratique, on p eut fusionner plusieurs estimations du

bruit lors d'une phase d'appren tissage p our être plus précis, et év en tuellemen t con tin uer à mettre à

jour cette estimation plus robuste au cours de recalages du même t yp e de données. Cep endan t, les

résultats obten us sur les données réelles de la section (9.3.3) sem blen t être relativ emen t stables.

8.5.3 V ariations sur cet algorithme et robustesse

Les div ers rep ères son t des primitiv es qui con tiennen t un p oin t. On p eut donc sacri�er la précision

à la vitesse en simpli�an t nos rep ères en p oin ts. On p eut égalemen t c hoisir d'estimer un bruit

homogène sur les rep ères ou un bruit simpli�é, ou bien un bruit additif isotrop e ou non sur les

p oin ts. Le c hoix du mo dèle de bruit est plutôt guidé par le nom bre d'observ ations disp onibles : nous

présen terons une étude de ces paramètres à la section (9.2).

En terme de robustesse, l'algorithme que nous prop osons ici appartien t à la classe des M-

estimateurs redescendan ts, c'est-à-dire la classe des algorithmes robustes basés sur une itération

de moindres carrés (v oir par exemple (Hub er, 1981; Meer et al., 1991) p our un état de l'art des

statistiques robustes). Cep endan t, le p oin t de c h ute ( (( breakdo wn p oin t ))) est p eu élev é. Cela v eut

dire que l'on ne p eut pas supp orter un p ourcen tage élev é de mesures ab erran tes sans in�uer de

manière signi�cativ e sur le résultat, en l'o ccurrence la justesse de la transformation estimée. On

p eut rendre cet algorithme plus robuste jusqu'à un p oin t de c h ute de 0.5 (i.e. supp ortan t 50% de

mesures ab erran tes) en initialisan t, non plus a v ec un moindre carrés (LSQ), mais a v ec une moindre

médiane des carrés (LMS p our (( Least Median of Squares ))). Ceci est particulièremen t facile et

p eu c her en complexité p our les rep ères : c haque appariemen t détermine une transformation unique,

a v ec laquelle on p eut classer les autres appariemen ts par distance (ou distance de Mahalanobis).

On attribue à l'appariemen t serv an t de base un score corresp ondan t à la distance médiane après

classemen t, et on c hoisit comme transformation celle don t l'appariemen t de base minimise le score

de distance médiane. Si nous a v ons N appariemen ts, la complexité théorique est de O(N 2 logN ) ,

mais on p eut la réduire considérablemen t grâce à un éc han tillonnage de Mon té-Carlo (Meer et al.,

1991).

Il est di�cile de mettre un tel algorithme dans un cadre complètemen t générique, puisque p our

les rep ères semi-orien té, nous a v ons deux transformations p ossibles par appariemen t et quatre p our

les rep ères non-orien tés. La complexité de cet algorithme augmen te b eaucoup p our les p oin ts (théo-

riquemen t O(N 4 logN ) ) puisqu'il nous faut cette fois-ci trois appariemen ts p our déterminer (aux

moindres carrés) une transformation unique.

Notons qu'il est imp ératif de conserv er l'étap e d'a justemen t itératif de la transformation p our

atteindre l'ob jectif d'e�cacité de l'estimation, c'est-à-dire p our réduire au maxim um l'incertitude

sur l'estimation.

En�n, il serait souhaitable, p our obtenir un algorithme en tièremen t robuste, d'a v oir égalemen t

des tec hniques d'estimation robustes de la matrice de co v ariance du bruit sur les primitiv es.

8.6 Conclusions sur le recalage et sa précision

Nous a v ons étudié dans ce c hapitre les principaux algorithmes de recalage sur les p oin ts et mon tré

que l'on p ouv ait les généraliser de di�éren tes manières à des primitiv es génériques, en estiman t de

plus l'incertitude sur le résultat. La fusion de primitiv es est assimilable à une v ersion simpli�ée

de ce problème et p eut se résoudre par des algorithmes similaires. Nous a v ons égalemen t mon tré
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que ces algorithmes génériques, même s'il engendren t un sur-coût de calcul non négligeable, resten t

ab ordables a v ec une implémen tation un p eu optimisée.

P ar con tre, l'estimation du mo dèle de bruit sur les primitiv es après recalage reste un problème

ouv ert dans le cas général, que nous n'a v ons résolu ici que par des tec hniques ad ho c sp éci�ques

à c haque t yp e de primitiv e. La conception d'un cadre général p our ce problème sem ble cep endan t

p ossible.

En�n, nous a v ons mon tré dans la dernière section un exemple d'organisation de ces briques

algorithmiques p our fabriquer un algorithme dédié à un problème général relativ emen t di�cile :

l'estimation sim ultanée du recalage, de son incertitude du mo dèle de bruit sur les primitiv es et des

appariemen ts ab erran ts. La solution que nous prop osons ne requiert qu'un seul paramètre : le seuil

" p our le test du � 2
, mais nécessite cep endan t un nom bre su�san t d'appariemen ts p our p ouv oir

réaliser des statistiques �ables.

Il reste toutefois quelques résultats imp ortan ts à v éri�er en ce qui concerne la précision que nous

prédisons sur le recalage : c'est le problème de la v alidation qui fera l'ob jet du pro c hain c hapitre.



192 Recalage et fusion de primitiv es : estimation et précision Chap. 8



Chapitre 9

V alidation du recalage d'images

médicales

� I c ould pr ove Go d statistic al ly. �

George Gallup

Nous a v ons obten u dans le c hapitre précédan t div ers algorithmes p our calculer l'incertitude sur

le recalage. La question que l'on se p ose main tenan t est de sa v oir si cette estimation est réaliste. De

manière plus générale, le problème de la v alidation du recalage d'images médicales est crucial, v oire

vital, par exemple si l'on utilise ce recalage p our guider une op ération c hirurgicale. Nous prop osons

dans la première section une métho de statistique p our réaliser cette v alidation et nous étudions

dans la section (9.2) l'in�uence de div ers paramètres sur la justesse de l'incertitude estimée a v ec

des données syn thétiques. En�n, les sections (9.3) (9.4) son t consacrées à des données réelles en

imagerie médicales.

9.1 V alidation des métho des de recalage

La question traditionnelle de la v alidation est : (( quelle est la distance en tre le résultat de notre

tec hnique et une référence que l'on considère comme la v érité terrain ? )). En d'autres termes, il nous

faut trouv er un mo y en de mesurer l'incertitude sur la transformation estimée. Nous analysons dans

la section suiv an te div ers manières de prédire ou de mesurer l'incertitude.

Si l'on utilise main tenan t des statistiques d'un ordre sup érieur dans le recalage, on obtien t

en même temps que l'estimation du mouv emen t une év aluation de l'incertitude sur ce résultat.

La question est alors de v éri�er si les div ers h yp othèses statistiques utilisées dans la tec hnique de

recalage son t v éri�ées et si l'év aluation de l'incertitude est réaliste. C'est le sujet de la section (9.1.2).

9.1.1 Prédiction de l'incertitude

La métho de idéale p our prédire l'erreur �nale sur le recalage consisterait à mo déliser analyti-

quemen t le pro cessus en tier de recalage, de la p osition ph ysique de l'ob jet à l'estimation �nale du

193
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mouv emen t. P our les cas réels, cela implique de mo déliser les déformations de l'ob jet (rien n'est

réellemen t rigide, surtout p our des (( ob jets )) anatomiques), év aluer les distorsions dues à l'acqui-

sition et à la reconstruction de l'image, év aluer les erreurs de l'extraction des primitiv es, a v an t de

considérer les erreurs dues au recalage. Ceci est généralemen t imp ossible à faire en pratique, quand

tout cela dép end en plus de la forme de l'ob jet et du réglage de l'appareil d'acquisition.

L'algorithme que nous a v ons présen té à la section (8.5) s'inscrit dans ce cadre, mais ne mo délise

l'erreur que dans les traitemen ts haut niv eau sur les primitiv es, en c herc han t à déterminer à p osteriori

un mo dèle de bruit sur celles-ci regroupan t toutes les sources d'erreur des traitemen ts bas niv eau.

La qualité de l'estimation �nale de l'incertitude dép end évidemmen t de l'adéquation du mo dèle de

bruit supp osé aux données (v oir aussi la section (9.3.3)).

Nous prop osons ici une métho de statistique qui c herc he à mesur er l'incertitude sur le recalage

en tièremen t a p osteriori, qui p eut donc s'appliquer à n'imp orte quel algorithme de recalage, mais

qui nécessite un grand nom bre de recalages sur des données très homogènes.

9.1.1.1 Estimation a p osteriori des erreurs sur le recalage

Considérons un algorithme de recalage comme une (( b oite noire )) qui prend en en trée une liste

d'appariemen ts de primitiv es et qui donne une estimation du mouv emen t en sortie. En supp osan t

l'indép endance des paires de primitiv es appariées, on p eut séparer la liste des appariemen ts en

plusieurs sous-listes p our obtenir plusieurs estimées du même mouv emen t inconn u. P ar exemple, on

p eut séparer les appariemen ts en deux listes de taille appro ximativ emen t égales et déterminer deux

estimations indép endan tes de f :

f̂1 = f � ê1 et f̂2 = f � ê2

Comme on ne connaît pas le mouv emen t réel f , on étudie leur (( di�érence )) : le v ecteur d'erreur

~̂z = ~̂f (-1)

2 � ~̂f1 = ~̂e(-1)

2 � ~̂e1

qui ne dép end plus du mouv emen t exacte f et qui est cen tré autour de l'iden tité (le v ecteur n ul).

Si les appariemen ts son t sous-éc han tillonés aléatoiremen t en deux listes de m paires, p our conser-

v er l'indép endance et une distribution similaire dans l'espace, alors les erreurs d'estimation ê1 et ê2

suiv en t la même loi et on t en particulier la même co v ariance �( m) . En supp osan t que l'extraction

des primitiv e et l'algorithme de recalage ne soien t pas biaisés, ces erreurs son t de plus cen trées : ê1 et

ê2 son t donc des réalisation des primitiv es aléatoires e1 � e2 � ( Id ; �( m)) . On p eut alors calculer

que e2
(-1) � ( Id ; �( m)) , ce qui donne au �nal :

z � ( Id ; 2:�( m))

En rép étan t cette exp érience a v ec n ensem bles d'appariemen ts di�éren ts (p our a v oir des mesures

indép endan tes) mais homogènes (pro v enan t du même t yp e de données acquises dans les mêmes

conditions), on p eut estimer l'incertitude (à l'origine) sur l'estimation du mouv emen t f à partir de

m appariemen ts par la co v ariance empirique observ ée sur les n mesures ~̂zi du v ecteur d'erreur z :

�( m) =
1
2

Z

M
~z:~zT :p

z

(z):dM (z) '
1

2:n

nX

i =1

~̂zi :~̂zT

i
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9.1.2 V alidation de l'incertitude

Dans l'optique où nous a v ons une estimation de l'incertitude sur le recalage, la question de la

v alidation se transforme de (( a quelle distance notre estimation est-elle de la v érité ? )) en (( quelle

est la v alidité de notre estimation de l'incertitude ? )). Le p oin t di�cile dans ce problème reste

le même p our les deux questions : qu'est-ce que la v érité et commen t la mesurer ? Nous p ensons

qu'aucune tec hnique ne p eut fournir la v érité exacte, mais que si une tec hnique A a une incertitude

sur le résultat nettemen t plus faible qu'une autre tec hnique B, alors A p eut servir de référence p our

v alider B. Cela signi�e que toutes les tec hniques de v alidation son t en �n de compte statistiques.

Ainsi, dans les données syn thétiques que nous utilisons à la section (9.2), la transformation est

conn ue à la précision n umérique de la mac hine, ce qui nous autorise à négliger son incertitude face

à celle du recalage. P ar con tre, il n'est pas éviden t que le mo dèle de bruit que l'on sim ule sur les

primitiv es soit soit représen tatif de la v érité : on p eut donc simplemen t v alider nos estimations dans

le cadre des h yp othèses syn thétiques. Une tec hnique in termédiaire en tre cette v alidation syn thétique

et les données réelle utilise un (( fan tôme )) , c'est-à-dire un ob jet syn thétique don t on connaît plus ou

moins la forme et la p osition lors de l'acquisition. Le problème dans ces exp ériences est de p ouv oir

estimer l'incertitude que l'on a sur la p osition dite exacte.

Le même problème se p ose lorsque l'on c herc he à v alider le recalage de données réelles basé sur

l'image par rapp ort à à des marqueurs externes a joutés sur (( l'ob jet )) (ou le patien t). L'a v an tage

de ces marqueurs, qui son t la plupart du temps des cadres stéréotaxiques, est qu'ils pro duisen t dans

l'image des primitiv es très visible que l'on p eut ph ysiquemen t discriminer et iden ti�er facilemen t.

On p eut donc obtenir une mise en corresp ondance quasimen t exacte à tous les coups. P ar con tre,

en ce qui concerne le recalage, il ne faut pas oublier que la mesure de ces marqueurs est soumise

à l'erreur de la même façon que les autres primitiv es et le mouv emen t calculé sur le cadre est

donc en tac hé d'une certaine incertitude qu'il serait in téressan t de connaître. Il sem ble que cette

incertitude soit inférieure à celle des tec hniques de recalage basées sur l'image p our du recalage

m ulti-mo dalité (v oir par exemple l'étude réalisée dans (W est et al., 1996)), bien que certains auteurs,

par exemple (V an den Elsen, 1993), metten t ce jugemen t en doute dans le cas d'images médicales

de haute résolution. P our le recalage mono-mo dalité et mono-patien t, il sem ble assuré aujourd'h ui

que les tec hniques basées sur l'image soien t plus précises que les tec hniques utilisan t des marqueurs

externes. Il est alors illusoire de considérer ces dernières tec hniques comme la référence p our v alider

les premières.

On p eut donc conclure qu'il n'existe pas de référence absolue, mais uniquemen t des références

relativ es par rapp ort auxquelles on p eut v alider d'autres tec hniques a y an t une incertitude plus

grande. Dès que l'on sort du cadre des exp érimen tations syn thétiques, nous a v ons donc b esoin

d'une tec hnique de v alidation p ermettan t de v éri�er sans r éfér enc e extérieur e si l'incertitude est

correctemen t prédite ou estimée.

9.1.2.1 V alidation a p osteriori de l'incertitude sur le recalage

L'algorithme mo dulaire de recalage prop osé à la section (8.5) pro duit en sortie une estimation

probabiliste du mouv emen t : f � (f̂ ; � � ) . Le but de cette section est de v éri�er a p osteriori que la

primitiv e aléatoire f a bien p our mo y enne le mouv emen t exact f a v ec la co v ariance prédite. Nous

considérons tout d'ab ord le cas des données syn thétiques où le mouv emen t exact (ou presque exact)

est conn u. Comme c haque exp érience de recalage est basée sur un mouv emen t exact di�éren t et

pro duit une matrice de co v ariance di�éren te, nous a v ons à (( normaliser )) nos résultats p our p ouv oir

comparer di�éren tes réalisations de la même distribution.

P our normaliser par rapp ort au mouv emen t exact, on calcule p our c haque recalage le v ecteur
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d'erreur ~̂z = ~f (-1) � ~̂f (p our simpli�er les notation, nous a v ons ici oublié l'indice relatif à l'exp érience

de v alidation). La distribution théorique de la transformation aléatoire don t pro vien t cette mesure

est, puisque f est exact : z �
�

Id ; JL (~f):� � :J (~f) T

�
, a v ec J (~f) = @~z=@~f .

Un nouv eau c hangemen t de v ariable est nécessaire p our normaliser cette distribution vis a vis

de la co v ariance : a v ec l'h yp othèse gaussienne, la distance de Mahalanobis � 2
d'une réalisation ẑ du

v ecteur d'erreur z a v ec l'iden tité devrait distribuée comme un � 2
à 6 degrés de lib ertés, la dimension

du group e des transformations rigides (on se situe ici dans le cadre de l'h yp othèse � faible de la

section (5.3) :

� 2 = ~̂zT :� (-1)

zz :~̂z � � 2
6

On p eut main tenan t rép éter cette exp érience a v ec m paires d'images di�éren tes p our obtenir m
v aleurs indép endan tes � 2

i et v éri�er qu'elles on t vraimen t une distribution � 2
6 . Le test de K olmogoro v-

Smirno v (Press et al., 1991) est très bien adapté p our faire cela (on l'app ellera doréna v an t le test

K-S), mais comme il ne donne qu'une rép onse binaire, nous v éri�ons égalemen t que la mo y enne soit

pro c he de 6 (ce qui est v éri�é même en dehors de l'h yp othèse � faible, simplemen t a v ec l'h yp othèse

d'une distribution gaussienne sur la v ariété d'après l'équation (5.10)) et que la v ariance soit pro c he

de 12. On app elle indice de v alidation la v aleur mo y enne estimée de � 2
i :

I = �� 2 =
1
m

:
X

� 2
i

don t la v ariance est calculée par :

� 2
I =

1
m � 1

:
X

(� 2
i � �� 2)2

Cet indice p eut s'in terpréter comme une indication de com bien notre métho de d'estimation sous-

estime ( I > 6) ou surestime ( I < 6) l'erreur sur le mouv emen t. C'est en quelque sorte une erreur

relativ e sur l'incertitude.

On p eut facilemen t généraliser cette métho de p our v alider notre algorithme de recalage sur des

données réelles : on sépare aléatoiremen t notre liste d'appariemen ts en deux ensem bles (appro ximati-

v emen t de même taille), puis on calcule deux estimées indép endan tes f 1 � (f̂1; � 11 ) et f 2 � (f̂2; � 22 ) .

On utilise alors la distance de Mahalanobis � 2(f 1; f 2) exactemen t comme ci-dessus et on p eut fu-

sionner les deux transformations (section 8.3) p our récup érer une seule transformation plus précise

que l'on p eut utiliser main tenan t dans d'autres algorithmes.

9.1.3 Une mesure simpli�ée de l'incertitude sur le recalage

La matrice de co v ariance sur le mouv emen t rigide est une information souv en t trop ric he p our

l'utilisateur �nal du système de traitemen t d'images médicales. Cette matrice doit bien sûr être

conserv ée si l'on v eut utiliser le recalage obten u dans d'autres algorithmes, mais elle doit être

simpli�é p our p ouv oir donner une idée simple et in tuitiv e de la qualité du recalage à l'utilisateur

�nal.

A partir de f � (f̂ ; � � ) , on p eut calculer p our c haque p oin t de l'image ou de l'ob jet de départ

sa p osition �nale ainsi que son incertitude dûe au r e c alage (on ne considère pas ici l'incertitude dûe

à l'extraction de la primitiv e elle-même) : y = f ? x . P our simpli�er encore l'information, on calcule

l'écart-t yp e (ou RMS p our ro ot mean square) en ce p oin t : si y = f ? x est la p osition exacte du

p oin t (exact) x , on le trouv era en fait en ŷ = f̂ ? x à cause de l'erreur sur la transformation. La

distance mo y enne du p oin t mesuré a v ec le p oin t exact est donc :

� (ŷ) =
p

E (( ŷ � y) T :(ŷ � y)) =
q

T r (�
y y

)
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Fig. 9.1 � V alidation du r e c alage sur des donné es r é el les.

Dans le cas de l'imagerie médicale, nous prop osons de caractériser la précision du recalage par

deux mesures simples : la précision mo y enne sur la fron tière (la mo y enne de l'écart-t yp e sur

les 8 coins de l'image), qui donne une idée de l'erreur maximale due au recalage dans l'image, et

la précision mo y enne sur l'ob jet (l'écart-t yp e mo y en sur les p oin ts ou les primitiv es recalées).

Notons que, dans la précision mo y enne sur l'ob jet, ce n'est pas la distance mo y enne en tre les p oin ts

après recalage que nous mesurons, mais l'incertitude prévue sur ces p oin ts dûe à l'erreur sur la

transformation. Nous n'utilisons donc que le p ositionnemen t de ces primitiv es p our dé�nir la zone

d'in térêt sur laquelle nous v oulons connaître l'in�uence de l'erreur du recalage. On p ourrait égale-

men t utiliser un autre ensem ble de p oin ts dans la zone d'in térêt, dédié à cette v éri�cation et n'a y an t

pas servi au recalage. C'est ce qui se fait en général p our p ouv oir mesur er (et non pas prédire) l'er-

reur de recalage (W est et al., 1996) (l'erreur mo y enne p orte alors le nom de (( T arget Registration

Error ))). Cela implique toutefois que ces p oin ts soien t très précisémen t lo calisés et que l'erreur de

mesure de ces p oin ts soit très inférieure à l'erreur de recalage.

9.2 Exp ériences sur des données syn thétiques

P our ces exp ériences, nous a v ons fabriqué des listes de primitiv es (p oin ts, rep ères semi, non ou

complètemen t orien tés) a v ec une erreur (( gaussienne )) sur la p osition et l'orien tation et un placemen t

aléatoire uniforme dans une image de 256 x 256 x 256 v o xels d'un millimètre (la section (6.4.2) décrit

la façon de réaliser ces tirages aléatoires). Le mouv emen t exacte est c hoisi aléatoiremen t, mais en

restreignan t la translation à un tiers de la taille de l'image p our conserv er une sup erp osition en tre les
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images. La matrice de co v ariance utilisée p our sim uler le bruit de mesure est donnée par le résultat

de l'analyse sur des images réelles, et est présen tée à la section (9.3.3). Nous a v ons utilisé un � 2

de 16 p our les primitiv es de t yp e rep ère et de 8 p our les p oin ts, ce qui corresp ond à p eu près à un

in terv alle de con�ance de 97%.

P our être encore plus pro c he des données réelles, nous a v ons conduit une série d'exp ériences où

les primitiv es son t extraites d'une vraie image (et non plus réparties uniformémen t dans l'image)

que l'on b ouge globalemen t et don t on p erturb e les mesures a v ec une erreur (( gaussienne )). Ces

exp ériences on t donné des résultats très similaires à ceux que nous décriv ons dans la suite de cette

section, indiquan t ainsi que l'h yp othèse de distribution uniforme des primitiv es dans l'image est

réaliste p our les mesures de précision. Notons cep endan t que lorsque nous tra v aillons a v ec des

p oin ts extrémaux dans une image IRM ou scanner, nous obtenons en viron 3000 primitiv es don t

500 son t appariées très précisémen t. L'h yp othèse de distribution uniforme ne serait sans doute plus

applicable p our un faible nom bre de primitiv es (par exemple de 3 à 10) pro v enan t de marqueurs

externes.

L'ob jectif de cette section est de v alider l'algorithme de recalage mo dulaire présen té au c hapitre

précéden t et nous dev ons p our cela étudier les limitations des di�éren ts mo dules en fonction des

com binaison de (( paramètres )) utilisés.

9.2.1 V alidation de l'incertitude sur le recalage

Nous observ é au c hapitre précéden t que le p oin t faible théorique de notre algorithme de recalage

est l'estimation du bruit de mesure sur les primitiv es. P our v alider les autres mo dules de l'algorithme

et en particulier l'estimation de l'incertitude sur le recalage (en connaissan t le bruit de mesure des

primitiv es), nous a v ons conduit une série d'exp ériences en utilisan t dans l'algorithme de recalage le

mo dèle de bruit exact sur les primitiv es. Dans le cas réel, cela corresp ondrait à l'utilisation couran te

de l'algorithme de recalage p our une application déterminée, a v ec des images acquises de manière

similaire : on p eut alors supp oser que le bruit de mesure des primitiv es a été estimé su�sammen t

correctemen t lors d'une phase d'appren tissage ou de mise au p oin t et qu'il ne reste qu'à calculer le

recalage et son incertitude. Cette phase d'appren tissage sera détaillée à la section (9.2.2.2).

9.2.2 Recalage a v ec une co v ariance exacte sur les primitiv es

P our v alider l'enc haînemen t d'algorithmes (LSQ - KAL - MAHA) p ermettan t d'estimer la trans-

formation et son incertitude, nous a v ons mené une série d'exp ériences en supp osan t la co v ariance sur

les primitiv es conn ue de manière exacte. Nous présen tons dans la �gure (9.2) l'indice de v alidation

(syn thétique) I = � et les résultats du test de K-S p our les rep ères semi-orien tés et les p oin ts. Ces

statistiques son t réalisées a v ec 500 recalages syn thétiques p our c haque mesure. Les résultats p our les

rep ères et les rep ères non-orien tés son t très similaires. Nous a v ons tracé la mo y enne et l'écart-t yp e

de l'indice de v alidation, don t les v aleurs théoriques p our une distribution � 2
6 (6 et

p
12 = 3:46) son t

représen tés par les lignes en p oin tillés. Le résultat du test de K olmogoro v-Smirno v est égalemen t

tracé et le test accepte la distribution empirique comme un � 2
6 dans tous les cas a v ec une con�ance

sup érieure à 1%. Quelque soit le nom bre et le t yp e d'appariemen ts utilisés, notre algorithme pro duit

donc une estimation remarquablemen t précise de l'incertitude sur le recalage.

9.2.2.1 In tro duction de mesures ab erran tes

P our tester la robustesse de notre algorithme, nous a v ons in tro duit (aléatoiremen t) dans les

appariemen ts syn thétiques 5% de mesures ab erran tes. Les résultats présen tés dans la �gure (9.3)
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Fig. 9.2 � V alidation du r e c alage ave c une une c ovarianc e c onnue sur les primitives. Haut : moyenne

et varianc e de l'indic e de validation synthétique en fonction du nombr e de primitives app ariés. Bas :

valeur de c on�anc e du test K-S. Celui-ci valide le r e c alage dans tous les c as ave c une c on�anc e

sup érieur e à 1%.
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Fig. 9.3 � V alidation du r e c alage ave c une une c ovarianc e c onnue sur les primitives et 5% de

mesur es ab err antes. Haut : moyenne et varianc e de l'indic e de validation synthétique en fonction du

nombr e de primitives app ariés. Bas : valeur de c on�anc e du test K-S. Celui-ci valide le r e c alage dans

tous les c as ave c une c on�anc e sup érieur e à 1%.
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son t ici réalisés a v ec 200 recalages syn thétiques : l'algorithme est encore v alidé.

9.2.2.2 Appren tissage du mo dèle de bruit sur les primitiv es

Dans une application réelle, les données pro viennen t la plupart du temps du même t yp e d'ap-

pareillage et l'on c herc he toujours à mesurer le même t yp e de paramètres. Il est alors utile d'a v oir

une estimation �able du mo dèle de bruit sur les primitiv es et de ne pas c herc her à le réestimer

à c haque fois. Cep endan t, il nous faut quand même a juster ce mo dèle de bruit p our qu'il soit le

plus précis p ossible. Nous prop osons p our cela de mettre à jours l'estimation du bruit au cours des

premières exp ériences (phase d'appren tissage), jusqu'à ce que l'estimation soit su�sammen t �able

(il faut p our cela un minim um de 1000 à 10000 appariemen ts d'après ce que l'on a pu observ er).

On p eut ainsi utiliser l'estimation couran te du mo dèle de bruit à c haque exp érience et v éri�er

de plus que ce mo dèle décrit bien le bruit sur les primitiv es dans le recalage en cours : en calculan t

les distances de Mahalanobis en tre primitiv es appariées (m unies de la co v ariance du mo dèle de

bruit couran t), on p eut v éri�er grâce au test de K olmogoro v-Smirno v que cette distribution est

compatible a v ec un � 2
à d degrés de lib ertés (où d est la dimension des primitiv es). Si la distribution

est compatible (con�ance du test K-S sup érieure à 0.01), on p eut mettre à jour notre estimation du

mo dèle de bruit et prédire une incertitude �able. Si la distribution n'est pas compatible, c'est que

les données ne pro viennen t vraisem blablemen t pas du même appareillage d'acquisition ou que les

paramètres on t c hangés. Il con vien t alors de relancer une nouv elle phase d'appren tissage du mo dèle

de bruit a v ec ce nouv eau t yp e de données.

9.2.3 Mo dèle de bruit anisotrop e ou simpli�é

Main tenan t que notre algorithme de recalage et d'estimation de la transformation est v alidé

lorsque l'on connaît le bruit sur les données, il nous reste à év aluer son comp ortemen t lorsque

l'on inclut l'év aluation de ce bruit dans l'algorithme, ce qui corresp ond à la phase d'appren tissage

év o quée ci-dessus. Nous a v ons présen té à la section (8.4) plusieurs mo dèles de bruits et en particulier

un mo dèle isotrop e et anisotrop e (homogène) sur les p oin ts, ainsi que leurs équiv alen ts p our les

primitiv es de t yp e rep ère, que nous app ellerons mo dèle de bruit complet (homogène et isotrop e sur

les rep ères : la matrice de co v ariance n'est pas con train te) et simpli�é (la matrice de co v ariance est

con train te à être diagonale a v ec une v ariance unique p our la rotation et de même p our la translation).

La question que l'on se p ose ici est de sa v oir quel est le (( meilleur )) mo dèle de bruit à utiliser, à la

fois en terme de précision et de v alidation de l'estimation d'incertitude sur le recalage.

Il paraît éviden t que le paramètre le plus in�uen t p our le c hoix du mo dèle de bruit est le

nom bre d'appariemen ts. En e�et, l'estimation des 21 paramètres de la matrice de co v ariance p our

le bruit complet sur les rep ères (resp. 6 p our le bruit anisotrop e sur les p oin ts) est moins stable

que l'estimation des 2 paramètres du mo dèle simpli�é (resp. 1 p our le bruit isotrop e sur les p oin ts).

Nous aurons donc in térêt à c hoisir le mo dèle simpli�é p our un faible nom bre d'appariemen ts et le

mo dèle plus complet lorsqu'il y en a su�sammen t.

P our déterminer ce seuil sur le nom bre d'appariemen ts et le domaine de v alidation de c hacun

des mo dèles de bruit, nous présen tons dans les �gures (9.5) et (9.4) l'indice de v alidation et les

précisions mo y ennes obten us sur le recalage, en indiquan t égalemen t les estimations non v alidées

par le test de K olmogoro v-Smirno v.

Comme les mo dèles de bruits complets (ou anisotrop es) app orten t un gain de précision de l'ordre

de 25 % p our les rep ères et de 15 à 40 % p our les p oin ts, il con vien t d'utiliser ces mo dèles de bruits

aussi souv en t que p ossible. P ar con tre, il ne son t pas v alidés a v ec moins de 30 à 40 appariemen ts

p our les rep ères et 15 à 20 p our les p oin ts. A partir de main tenan t, nous utiliserons donc le mo dèle
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Fig. 9.4 � Indic e de validation en fonction du nombr e d'app ariements p our le mo dèle de bruit

anisotr op e (en haut à dr oite) et isotr op e (en haut à gauche) sur les p oints. L es pr é cision moyennes

sont pr ésenté es p our le c as isotr op e (en b as à gauche), la �gur e en b as à dr oite pr ésentant le r app ort

des pr é cision anisotr op es / isotr op es, c'est-à-dir e le gain obtenu sur la pr é cision en utilisant le mo dèle

de bruit anisotr op e.
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Fig. 9.5 � Indic e de validation en fonction du nombr e d'app ariements p our le mo dèle de bruit

c omplet(en haut à dr oite) et simpli�é (en haut à gauche) sur les r ep èr es semi-orientés. L es pr é cision

moyennes sont pr ésenté es p our le c as isotr op e (en b as à gauche), la �gur e en b as à dr oite pr ésentant

le r app ort des pr é cision, c'est-à-dir e le gain obtenu sur la pr é cision en utilisant le mo dèle de bruit

c omplet.
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de bruit simpli�é s'il y a moins de 40 rep ères (resp. 20 p oin ts) et le mo dèle de bruit complet au

delà.

9.2.4 Comparaison de la précision du recalage basé sur les p oin ts et les rep ères

En�n, p our �nir ces exp ériences syn thétiques, il est in téressan t de connaître le gain app orté sur

la précision du recalage par l'utilisation de primitiv es de t yp e rep ères au lieu de simples p oin ts.

Comme nous a joutons un trièdre à un p oin t p our former un rep ère, on s'attend à être au moins

aussi précis a v ec ceux-ci qu'a v ec les p oin ts, mais, en con trepartie, l'extraction de ce trièdre dans

les images rep ose souv en t sur des dériv ées d'ordre sup érieur, ce qui signi�e que ce trièdre est en

général plus bruité que la p osition du p oin t. On ne s'attend donc pas à gain énorme sur la précision

du recalage, sauf si la lo calisation des p oin ts devien t signi�cativ emen t plus bruitée que celle des

trièdres.

Nous a v ons déjà e�ectué une comparaison similaire à la section (8.2.3.1) p our comparer la

précision relativ e des métho des de recalage KAL, MAHA et LSQ, don t le résultat est (à cause de

la métrique utilisée) très pro c he de QUA T et donc de la précision obten ue à partir d'appariemen ts

de p oin ts. De cette exp érimen tation, on p eut conclure que le nom bre d'appariemen ts n'est pas un

paramètre ma jeur dans cette comparaison. P ar con tre, le rapp ort en tre l'incertitude sur le trièdre

et celle sur le p oin t (l'origine du trièdre) détermine le gain de précision.

0.0 1.0 2.0 3.0
Ecart type sur la position

1.00

1.20

1.40

1.60

Rapport des precisions : Points / Reperes

Gain moyen de precision sur la frontiere
Gain moyen de precision sur l'objet

Fig. 9.6 � R app ort de la pr é cision pr é dite sur la fr ontièr e et sur l'objet en fonction de l'é c art-typ e

sur le p osition de la primitive (le p oint est l'origine du r ep èr e). L'é c art-typ e sur la varianc e du r ep èr e

est �xé e. L es valeurs pr ésenté es sont la moyenne sur 200 r e c alages.

Nous a v ons donc c hoisi p our c haque recalage en tre 150 et 250 appariemen ts de primitiv es (rep ères

semi-orien tés) bruitées a v ec un écart-t yp e �xé de � � = 0 :02 rad sur l'orien tation et un écart-t yp e

v arian t de � d = 0 :2 mm à 2:8 mm sur la mesure de la p osition du rep ère (i.e. le p oin t). Comme la

précision prédite v arie a v ec la con�guration des appariemen ts, nous a v ons e�ectué à c haque fois un

recalage basé sur les rep ères et un recalage basé uniquemen t sur les p oin ts a v ec les même données

et nous présen tons dans la �gure (9.6) le rapp ort en tre les précisions mo y ennes à la fron tières et



9.3. Recalage mono-patien t d'images IRM 3D du cerv eau 203

sur l'ob jet, c'est-à-dire le rapp ort des écart-t yp es prévus dûs au r e c alage sur les p oin ts considérés

de l'image. La v aleurs présen tés son t les mo y ennes et écart-t yp es de ces rapp orts sur 50 recalages.

L'utilisation des trièdres en plus des p oin ts, p our former des rep ères, p eut donc amener une

augmen tation sensible de la précision, en particulier a v ec un faible nom bre de primitiv es ou lorsque la

p osition devien t très bruitée par rapp ort à l'orien tation. Nous a v ons pu égalemen t observ er un autre

e�et qui p eut amener une augmen tation nette de la précision p our les rep ères : c'est l'adéquation

du mo dèle de bruit. En e�et, un bruit (( comp ositif )) sur les rep ères (où le bruit sur la p osition est

exprimé dans le rep ère lo cal) est immanquablemen t in terprété comme un bruit isotrop e si l'on ne

considère que les p oin ts car les rep ères son t orien tés dans toutes les directions. On ne p eut donc pas

pro�ter de cette anisotropie p our améliorer le recalage et sa précision en n'utilisan t que les p oin ts

et le recalage en utilisan t les rep ères p eut être jusqu'à deux fois plus précis !

9.3 Recalage mono-patien t d'images IRM 3D du cerv eau

Les images utilisées dans cette section p our réaliser les exp ériences on t été fournies par le Dr

R. Kikinis du Brigham and W oman 's Hospital (Boston, USA) et fon t partie d'une étude extensiv e

de l'év olution de la sclérose en plaque. Chaque patien t subit une IRM (Imagerie par résonance

magnétique) plusieurs fois par an (t ypiquemen t 24 acquisitions 3D di�éren tes) et le but est de

recaler très précisémen t en 3D toutes ces images p our segmen ter et mesurer �nemen t l'év olution des

lésions de la sclérose en plaque. Ces lésion apparaissen t comme des tac hes blanc hes dans la �gure

(9.7).

Les images son t des IRM T1 (premier éc ho), et on t 256� 256� 54 v o xels de taille 1 x 1 x 3 mm.

(Thirion, 1994) a déjà présen té un algorithme p our recaler automatiquemen t de telles images mais

le but est ici de déterminer la précision du recalage. En e�et, il est visuellemen t imp ossible de

déterminer (( à l'o eil )) un défaut de recalage o ccasionnan t une erreur de sup erp osition des images

de l'ordre de la taille du v o xel. P our donner une idée du jugemen t visuel, nous présen tons dans la

�gure (9.7) quatre coup es se corresp ondan t après recalage dans quatre images di�éren tes (ces coup es

son t rééc han tillonnées par in terp olation tri-linéaire après transformation). Si ces coup es sem blen t

se corresp ondre, il est di�cile de juger de la qualité de cette corresp ondance. Nous présen tons p our

cela la di�érences de c hacune de ces images a v ec la première dans la �gure (9.8). Le gris représen te

une absence de di�érence, tandis que le blanc et le noir signi�en t des di�érences d'in tensité marqués.

Il apparaît que le cerv eau est très bien recalé, mais qu'il y a eu de p etits mouv emen ts au niv eau

de la p eau et en tre le cerv eau et la b oite crânienne. On p eut égalemen t visualiser très e�cacemen t

l'év olution des lésions : l'une d'elle, en bas à gauc he croît au cours du temps, tandis qu'une autre,

en haut à droite régresse. Cep endan t, la précision du recalage in�ue b eaucoup sur les images de

di�érences et on p eut obtenir des mesures d'év olution des lésions ab erran tes si le recalage est par

trop imprécis. Il est donc très imp ortan t de quan ti�er l'incertitude du recalage.

9.3.1 P oin ts et rep ères dans les images médicales 3D

L'algorithme de mise en corresp ondance rep ose sur l'extraction de p oin ts particuliers dans les

images 3D, dé�nis à partir d'un critère de géométrie di�éren tielle (v oir �gure 9.9). Dans notre

cas, ce son t les p oin ts extrémaux de (Thirion et Gourdon, 1993), qui son t les p oin ts sur la

surface considérée p our lesquels les deux courbures principales son t extrémales. A v ec ces p oin ts,

nous obtenons non seulemen t des in v arian ts (les courbures principales), mais aussi les deux directions

principales qui, asso ciées à la normale a la surface, formen t un trièdre semi-orien té, comme nous

l'a v ons expliqué à la section (7.5) (v oir en particulier la �gure 7.1).
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Fig. 9.7 � L a même c oup e de tr ois images IRM 3D de l'étude de la sclér ose en plaque apr ès r e c alage.

Il y a deux semaines entr e chaque ac quisition. Noter l'évolution de deux lésions (taches blanches) :

l'une cr oît dans l'hémisphèr e antérieur gauche et l'autr e diminue dans l'hémisphèr e p ostérieur dr oit.
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Fig. 9.8 � Di�ér enc e des images apr ès r e c alage, p ar r app ort à la pr emièr e. L'intensité est multiplié e

p ar 5 et r e c entr é e de tel le sorte que l'absenc e de di�ér enc e c orr esp onde au gris. L es lésions cr oissantes

app ar aissent c omme des disques blancs et les lésions r é gr essives c omme un un disque noir.
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Fig. 9.9 � Lignes de c ourbur e extr émale sur les cir c onvolutions du c erve au. L es p oints extr émaux

qui sont utilisé es p our la mise en c orr esp ondanc e et le r e c alage sont des p oints sp é ci�ques sur c es

lignes.
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Dans une image IRM, on extrait t ypiquemen t 2000 à 3000 p oin ts extrémaux dans les 3.5 millions

de v o xels. L'algorithme de mise en corresp ondance détermine en viron 600 appariemen ts en tre deux

images d'un même patien t, a v ec un écart-t yp e résiduel (RMS) d'en viron 1 mm. La (( densité )) de

p oin ts extrémaux dans l'image est donc de 0.1 % dans l'image et la probabilité de faux appariemen ts

est très faible (v oir section 10.3).

9.3.2 Résultats

A v ec 24 images d'un même patien t, nous aurions pu générer 576 couples d'images, don t seulemen t

23 son t indép endan ts. P our a v oir su�sammen t de mesures de v alidation sans que le corrélation soit

trop forte et que le temps de calcul ne soit prohibitif (l'extraction des p oin ts extrémaux prend

en viron 4mn CPU sur une DEC alpha w orkstation), nous a v ons utilisé 60 couples d'images tirés

aléatoiremen t. P our c haque recalage, on sépare (aléatoiremen t) la liste des appariemen ts fournis par

l'algorithme de mise en corresp ondance en deux listes de taille appro ximativ emen t égales, à partir

desquelles on calcule deux estimations de la même transformation, m unies de leur incertitude. La

distance de Mahalanobis en tre ces deux transformation nous donne l'indice de v alidation réel � 2
i .

On fusionne alors les deux transformation p our obtenir l'estimation �nale du recalage et de son

incertitude, selon le sc héma décrit à la �gure (9.1).

Les estimations son t réalisées ici en mo délisan t les p oin t extrémaux par des rep ères semi-orien tés.

Nous a v ons trouv é une précision mo y enne sur la fron tière de � f r = 0 :119mm et une précision

mo y enne sur l'ob jet de � obj = 0 :061mm . L'indice de v alidation est de I = �� = 6 :33 a v ec une

v ariance de � 2
I = 16:4 (rapp elons que les v aleurs théoriques son t de 6 et 12). Le test K-S v alide

pleinemen t ces résultats a v ec une imp ortance de 0.59. Les estimations son t réalisées ici en mo délisan t

les p oin t extrémaux par des rep ères semi-orien tés et mon tren t une augmen tation de précision de

l'ordre de 20 % par rapp ort au recalage n'utilisan t que les p oin ts, ce qui est en accord a v ec nos

exp érimen tations sur les données syn thétiques.

9.3.3 Analyse du mo dèle de bruit estimé sur les rep ères

Ces exp ériences on t égalemen t mon tré une di�érence in téressan t en tre les mo dèles de bruits

estimés sur les p oin ts et sur les rep ères (semi-orien tés). En e�et, le mo dèle de bruit estimé sur les

p oin ts est quasimen t isotrop e a v ec un écart-t yp e de � = 0 :5, tandis que le mo dèle de bruit estimé

sur les rep ères est présen té dans la �gure (9.10). Rapp elons qu'a v ec le mo dèle de bruit homogène

ou comp ositif, l'erreur f = f � e sur le rep ère est en fait exprimée dans le rep ère lo cal f x; t 1; t2; ng,

où t1 et t2 son t les directions principales de la surface au p oin t extrémal x et n la normale.
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Fig. 9.10 � Matric e de c ovarianc e du mo dèle de bruit estimé sur les p oints extr émaux c onsidér és

c omme des r ep èr es semi-orientés.
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Fig. 9.11 � Interpr étation gr aphique du mo dèle de bruit estimé sur les p oints extr émaux. L'inc er-

titude sur l'origine (le p oint x ) est envir on 2 fois plus gr ande dans le plan tangent que selon la

normale et l'inc ertitude de la normale est isotr op e, tandis que les dir e ctions princip ales t1 et t2 sont

4 fois plus inc ertaines dans le plan tangent.

Cette co v ariance est grossièremen t diagonale, a v ec des écart-t yp es de � t1 = 0 :05, � t2 = 0 :055
et � n = 0 :2 p our le v ecteur rotation (en radians) et � x t 1

= 0 :5, � x t 2
= 0 :55 et � xn = 0 :25 p our la

p osition (en mm), ce qui donne un écart-t yp e mo y en sur la p osition de � = 0 :46, comparable a v ec

les v aleurs mesurées par le mo dèle de bruit additif sur les p oin ts seulemen t.

En ce qui concerne le trièdre, on p eut v oir que l'erreur de rotation autour de la normale est

en viron 4 fois plus grande que l'erreur de rotation autour des direction principales, ce qui indique que

la normale est l'axe le plus stable, les directions principales p ouv an t être b eaucoup plus corrompues

tout en restan t dans le plan tangen t. P our la p osition, on observ e que la co ordonnée selon la normale

(orthogonalemen t à l'iso-surface) est en viron 2 fois plus stable que les deux autres co ordonnées

p ositionnan t le p oin t sur la surface. Ceci est tout à fait en accord a v ec ce que l'on attendait puisque

l'extraction de la surface et de la normale ne fon t in terv enir que des dériv ées d'ordre 0 et 1 de

l'image, alors que celle des directions principales demande des dériv ées d'ordre 2 et 3, qui son t

forcémen t plus instables.

L'utilisation d'un mo dèle de bruit adapté sur les rep ères nous a donc p ermis d'exhib er une infor-

mation supplémen taire totalemen t in visible a v ec un mo dèle de bruit additif sur les p oin ts : l'absence

d'orien tation sur ceux-ci conduit e�ectiv emen t à calculer un mo dèle de bruit qui est l'in tégrale sur

toutes les orien tations p ossibles, ce qui conduit à un bruit quasimen t isotrop e que l'on observ e e�ec-

tiv emen t a v ec un recalage où l'on n'utilise que les p oin ts. Cet e�et constitue donc une justi�cation a

p osteriori de notre mo dèle de bruit homogène (ou comp ositif ) sur les rep ères et mon tre la v alidité de

notre appro c he théorique rigoureuse dans le traitemen t de l'erreur sur les primitiv es géométriques.

9.3.4 Analyse de l'incertitude prédite sur la transformation

Nous a v ons égalemen t calculé l'incertitude mo y enne prédite sur la transformation lors des 60

recalages : celle-ci est grossièremen t diagonale et isotrop e p our le v ecteur rotation d'erreur, a v ec un

écart-t yp e de � r i = :00039 sur c haque comp osan te. Ceci signi�e que l'erreur sur la rotation est de

l'ordre de 0.00067 rad, soit 0.04 degrés ! L'erreur est ici exprimée dans le rep ère d'origine de l'image

transformée lors du recalage. Les transformation mises en jeu dans ce t yp e de recalage étan t faibles

(le patien t a toujours une p osition appro ximativ emen t iden tique dans l'IRM), elle corresp ond aussi

à p eu de c hoses près à l'erreur dans le rep ère de l'autre image. En ce qui concerne la translation,
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nous p ouv ons observ er un écart-t yp e de � x ' � y ' :055mm dans le plan des coup es et un écart-

t yp e � z = :065 mm dans l'axe d'empilemen t des coup es. Cette v aleur un p eu plus élev é re�ète

l'anisotropie de cette direction dans laquelle l'éc han tillonnage a un pas 3 fois plus grand.

9.3.5 Discussion

L'algorithme de mise en corresp ondance utilisé a v an t le recalage c herc he à estimer la mise en

corresp ondance impliquan t le maxim um de de p oin ts extrémaux comm uns et qui soit compatible

a v ec le mouv emen t rigide d'une unique structure, le cerv eau dans le cas présen t. Cep endan t, a v ec

ce niv eau de précision à la fois sur l'extraction des p oin ts extrémaux et du recalage, cette h yp othèse

d'un unique mouv emen t ne tien t plus et l'on p eut distinguer plusieurs structures a y an t des mou-

v emen ts très pro c hes. Le crâne, par exemple, p eut b ouger (quasimen t rigidemen t) par rapp ort au

cerv eau, et la p eau est sujette à des déformations imp ortan tes qui son t très visibles a v ec la séquence

animée des 24 images d'une année recalées. Les corresp ondances de p oin ts extrémaux relativ es à

ces structures on t été ici rejetées comme ab erran tes, mais on p ourrait concev oir un algorithme de

mise en corresp ondance p ermettan t de gérer des mouv emen ts m ultiples que l'on p ourrait discriminer

grâce aux outils dév elopp és dans ce man uscrit.

Même p our le cerv eau, il y a des déformations lo cales, comme par exemple celles qui son t dûes

aux lésions de la sclérose en plaques, qui son t signi�cativ emen t plus grandes que la précision mo y enne

sur la fron tière ou sur l'ob jet que nous a v ons calculé. Cep endan t, comme nous sommes in téressés

par le mouv emen t mo y en du cerv eau, l'obten tion d'une telle précision sur le recalage conserv e tout

son sens et nous p ermet en fait de visualiser p our la première fois l'e�et dynamique des lésions sur

les tissus en vironnan ts.

9.4 Analyse du mouv emen t relatif des os du bassin

Le but de cette exp érience est de mesurer quan titativ emen t les mouv emen ts relatifs des os

du bassin lors de certains mouv emen ts. Il s'agit en l'o ccurrence du bassin d'une danseuse et de

mouv emen ts sp éci�ques des jam b es amenan t en con�guration dite (( bassin ouv ert )) et (( bassin

fermé )). Une acquisition IRM (p ondération T1) a été réalisée dans ces deux con�gurations à la

F ondation Len v al (Nice). Une coup e de l'une de ces images est présen tée dans la �gure (9.12).

Ces images ne son t pas d'une grande résolution puisque qu'elles son t constituées de 256 x 256 x 28

v o xels de taille 1.33 x 1.33 x 5.6 mm, soit une anisotropie d'un facteur sup érieur à 4 dans la direction

orthogonale aux coup es.

Le bassin est principalemen t constitué, au niv eau osseux, du sacrum et des os iliaques droit et

gauc he (�gure 9.13), forman t une structure quasi rigide, les fém urs étan t libres de tourner dans la

ca vité prévue à cet e�et dans les os iliaques. Les mouv emen ts mis en jeu en tre les os iliaques et le

sacrum étan t très faibles et parasités par le mouv emen t global du bassin en tre les deux con�gurations,

il est imp ossible de les mesurer directemen t sur l'image (con trairemen t au mouv emen t des fém urs).

De plus, une telle mesure serait immanquablemen t trop imprécise p our décider s'il y a e�ectiv emen t

un mouv emen t. Il est donc indisp ensable de mesurer à la fois le mouv emen t relatif de ces os et son

incertitude p our p ouv oir décider statistiquemen t (grâce au test du � 2
) s'il y a un mouv emen t et de

quelle ampleur.

9.4.1 Segmen tation man uelle

P our p ouv oir mesurer les mouv emen ts relatifs des os, il nous faut estimer plusieurs mouv emen ts

rigides en tre les deux images. Malheureusemen t, l'algorithme de mise en corresp ondance précédem-
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Fig. 9.12 � Une c oup e axiale d'une image IRM en p ondér ation T1 du b assin. On p eut distinguer au

c entr e en b as le sacrum et les os iliaques gauche et dr oit sur les c ôtés.

men t utilisé ne p ermet que d'estimer les corresp ondances de primitiv es relativ es à un seul ob jet

rigide. De plus, les tec hniques d'extractions des p oin ts extrémaux rep osen t sur une l'h yp othèse que

l'ob jet rec herc hé dans l'image est délimité par une surface d'iso-in tensité, ce qui est faux dans le

cas des os p our une image IRM. En e�et, ceux-ci apparaissen t en signal in termédiaire (la mo elle)

a v ec simplemen t une b ordure de signal plus faible (la corticale : v oir la �gure 9.12). Cette b ordure

étan t très �ne, elle disparaît par endroit à cause du bruit et de l'e�et de v olume partiel, ce qui la

rend en particulier p eu marquée au con tact sacrum iliaques. Elle est égalemen t asymétrique (plus

imp ortan te sur le côté gauc he que sur le côté droit de l'os) à cause de l'e�et de (( déplacemen t c hi-

mique )) (particularité de certaines acquisitions IRM). L'in tensité de cette b ordure som bre v arian t

considérablemen t, il est donc imp ossible de déterminer une v aleur adéquate p our délimiter les os

par une surface d'iso-in tensité.

P our e�ectuer quand même des mesures, nous a v ons fait segmen ter man uellemen t c hacun des os

par un sp écialiste des images IRM (M le Pr. Dourthe) qui a délimité sur c haque coup e le con tour des

5 os nous in téressan t, pro duisan t ainsi 5 images binaires. Nous a v ons ensuite rempli ces con tours à

l'aide d'op érations morphologiques et lissé ces images binaires par �ltrage gaussien a v an t d'extraire

la surface de c hacun des os comme une surface d'iso-in tensité. Nous a v ons visualisé et étiqueté le

résultat de cette segmen tation de l'une des images dans la �gure (9.13).

9.4.2 Recalages

Dans les images lissés des os, nous a v ons extrait les lignes de crêtes et les p oin ts extrémaux, ce

qui nous a p ermis de recaler c hacun des os de la première con�guration a v ec l'os corresp ondan t de la

seconde. Ces recalages son t toutefois très imprécis puisqu'ils ne fon t in terv enir que 30 appariemen ts

p our les iliaques et 35 p our le sacrum. De plus, le bruit estimé sur les primitiv es est considérablemen t

plus élev é que dans le cas du cerv eau : l'algorithme estime une écart-t yp e d'en viron 25 degrés sur

l'angle de la rotation résiduelle du trièdre et de 1 mm sur la distance résiduelle en p osition. Ceci

conduit à des incertitudes élev és sur les paramètres de la transformation : un écart-t yp e de 3.5 degrés

sur la rotation et de 1.5 mm sur la translation en mo y enne.

Nous présen tons dans la �gure (9.14) la sup erp osition des bassins obten ue en utilisan t le recalage

du sacrum : on considère ainsi que le sacrum est �xé et on p eut visualiser le mouv emen t des iliaques.
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Femur droit

Sacrum

Femur gauche

Os iliaque droit Os iliaque gauche

Fig. 9.13 � R ésultat de la se gmentation manuel le de l'une des images IRM. On disp ose de la surfac e

de chaque os, que l'on p eut étiqueter c omme sur c ette vue.

            ��������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������

Fig. 9.14 � Sup erp osition des b assins en utilisant le r e c alage du sacrum : il semble que les iliaques en

c on�gur ation (( b assin ouvert )) (en bleu) se soient lé gèr ement é c artés p ar r app ort à la c on�gur ation

(( b assin fermé )) (en r ouge).
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Il sem ble e�ectiv emen t sur cette �gure que les iliaques en con�guration (( bassin ouv ert )) (en bleu)

se soien t légèremen t écartés par rapp ort à la con�guration (( bassin fermé )) (en rouge). En e�et,

lorsque l'on compare les transformation rigides obten ues p our les iliaques droits et gauc hes ( f d et

f g ), on obtien t une transformation résiduelle e = f (-1)

d � f g comp osée d'une rotation d'en viron 1.2

degrés autour de l'axe v ertical et une translation de 3 à 4 mm qui tend à éloigner les iliaques l'un

de l'autre et à les ramener en arrière du sacrum.

Cep endan t, lorsque l'on calcule l'incertitude sur toutes ces transformation, les v ariances

s'a jouten t et on se rend compte que les transformations résiduelles en tre les iliaques et le sacrum

comme la transformation résiduelle en tre les iliaques ne son t pas signi�cativ es : les distances de Ma-

halanobis son t resp ectiv emen t de 16 et 18, ce qui est appro ximativ emen t la limite d'un test du � 2
6

à 99 %. On ne p eut donc pas conclure qu'il y a eu e�ectiv emen t un mouv emen t relatif et p ourtan t

il est di�cile de conclure que les transformation résiduelles ne son t dûes qu'aux erreurs de mesures

à cause de la symétrie du mouv emen t relatif des iliaques.

9.4.3 Discussion

L'app ort des statistiques sur l'incertitude du recalage dans cette exp érience est indéniable puis-

qu'il nous p ermet d'éviter de conclure abusiv emen t qu'il y a un mouv emen t relatif en tre les os du

bassin. Cep endan t, la précision est insu�san te p our p our que l'on puisse conclure dans l'autre sens

que le bassin est strictemen t rigide.

Div ers e�et se conjuguen t en fait p our donner au �nal cette incertitude très élev é sur nos trans-

formations : la faible résolution de l'image et surtout sa forte anisotropie v erticale (d'un facteur

sup érieur à 4) fa v orisen t la délo calisation des amers géométriques. La segmen tation man uelle a joute

sans soute un bruit non négligeable car les con tours on t été tracés indép endemmen t dans c haque

coup e a v ec une largeur de 1 a 2 pixels. De plus, il nous a fallu lisser ab ondammen t la surface p our

(( e�acer )) les marc hes d'escalier dues à la forte épaisseur des coup es. Ceci a évidemen t fortemen t

dimin ué le nom bre de p oin ts de forte courbure sur ces surfaces, donc le nom bre de primitiv es que

nous a v ons pu utiliser p our les recalages ainsi que p our les statistiques de bruits. A v ec 30 à 35

appariemen ts, nous considérons ces dernières comme très incertaines.

P our résoudre ces problèmes, il faudrait des images au moins deux fois moins anisotrop es, mais

aussi une métho de automatique p our extraire des primitiv es �ables sur les structures de t yp e os-

seuses dans les images IRM. L'idée serait p our cela de remplacer le mo délisation (( iso-surface ))
de la fron tière de l'ob jet par une mo délisation (( crête et v allées )) (au sens géographique) dans le

pa ysage d'in tensité de l'image. En�n, p our �nir, un algorithme de reconnaissance de sous-structures,

comme celui que nous présen tons p our les protéines au c hapitre 11, p ourrait ten ter de déterminer les

ensem bles d'appariemen ts compatibles et ainsi déterminer automatiquemen t et indép endemmen t le

mouv emen t de c hacun des os. Cela nécessiterait cep endan t d'a v oir su�sammen t de primitiv es très

bien lo calisée sur c hacun des os et qu'il y ait un mouv emen t relatif en tre ceux-ci. Dans le cas

con traire, on trouv era une seule structure rigide rassem blan t les trois os.

9.5 Conclusion

Nous a v ons mon tré dans cette section commen t on p ouv ait v alider l'estimation de l'incertitude

sur le recalage à la fois sur des donnés syn thétiques et des données réelles, p ourvu que le nom bre

d'appariemen ts soit su�san t. Il apparaît que le p oin t le plus sensible dans l'algorithme mo dulaire

de recalage présen té au c hapitre précéden t est l'estimation du bruit sur les primitiv es. Si cet élémen t

est conn u, notre recalage est v alidé par le test de K olmogoro v-Smirno v sur les données syn thétiques
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quels que soien t les paramètres et le primitiv es. L'estimation de ce mo dèle de bruit lors du pro cessus

de recalage doit par con tre se faire a v ec b eaucoup d'atten tion et il est préférable de la réaliser lors

d'une phase d'appren tissage. Nous a v ons prop osé p our cela une métho de relativ emen t générique.

Nous a v ons égalemen t v alidé cet algorithme de recalage sur des données réelles du cerv eau et

mon tré qu'une précision 10 fois inférieure à la taille du v o xel p eut être attein te dans ce cas. Le

mo dèle de bruit (homogène) estimé sur les p oin ts extrémaux a pu être in terprété et corresp ond à

ce que l'on attendait. Il exhib e de plus une (( anisotropie )) qui n'est pas décelable par un bruit

additif sur les p oin ts et app orte ainsi un gain de précision de l'ordre de 20 % sur le recalage par

rapp ort à l'utilisation des p oin ts sans les trièdres. Cela justi�e a p osteriori notre analyse rigoureuse

de l'incertitude sur les primitiv es géométriques (en tous cas p our les primitiv es de t yp e rep ère) et

démon tre son adéquation aux images médicales.

En�n, p our �nir, nous a v ons présen té une application où la v éri�cation des incertitudes sur

les transformations évite de conclure trop rapidemen t qu'il y a un mouv emen t relatif en tre div ers

structures (en l'o ccurrence les os iliaques et le sacrum dans le bassin) et met en a v an t la sensibilité

de la précision du recalage vis à vis des traitemen ts d'image bas-niv eau fournissan t les primitiv es.

A v ec ce t yp e d'outil, il devien t d'ailleurs p ossible de comparer statistiquemen t a p osteriori div ers

pro cédés d'extraction de primitiv es et de caractériser le domaine d'application où il est préférable

de les utiliser. La dernière section a égalemen t stigmatisé le lien très fort qui unit les algorithmes

de recalages et les algorithmes de mise en corresp ondance : il con vien t souv en t de coupler les deux

p our créer un algorithme de reconnaissance e�cace. Nous nous in téressons à ce problème dans le

c hapitre suiv an t.
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Chapitre 10

Mise en corresp ondance,

reconnaissance et robustesse

� Vision: the art of se eing things invisible. �

Jonathan Swift

Le problème de la reconnaissance est sans doute l'un des plus étudiés en vision par ordinateur.

Sauf exception, nous ne ren trons donc pas dans les détails mais nous essa y ons plutôt de donner

une appro c he globale (et donc forcémen t incomplète) des métho des utilisées. De plus, dans le cadre

de ce man uscrit, nous ne nous in téressons qu'à la mise en corresp ondance de primitiv es de même

t yp e (t ypiquemen t 2D-2D ou 3D-3D), et nous excluons donc les nom breuses tec hniques de mise

en corresp ondance 2D-3D dév elopp ées en vision par ordinateur. Le supp ort de la syn thèse rapide

présen tée dans la première section pro vien t principalemen t de (A y ac he, 1989; Grimson, 1990; Bro wn,

1992; Zhang, 1993). D'un p oin t de vue plus historique, le lecteur p ourra égalemen t consulter (Besl

et Jain, 1985; Chin et Dy er, 1986).

Nous nous in téressons ensuite à la gestion de l'erreur dans ces algorithmes, a�n d'assurer que si

un ob jet est présen t, il sera bien reconn u. Nous autorisons p our cela une certaine tolérance sur les

mesures, mais la présence même de cette zone d'erreur sur les primitiv es augmen te sérieusemen t la

probabilité de trouv er par hasard un nom bre �xé de primitiv es dans une con�guration su�sammen t

pro c he dans les deux images p our que la reconnaissance soit acceptée. Nous nous in téressons dans

la section (10.3) à caractériser la fréquence de ces faux p ositifs d'un p oin t de vue qualitatif. Au

passage, cela nous p ermet de con�rmer que les primitiv es complexes (comme les rep ères) son t bien

plus sélectiv es que les p oin ts seuls. Leur utilisation est donc souhaitable dans les algorithmes de

mise en corresp ondance mais certains problèmes resten t à résoudre p our généraliser ces algorithmes

au cadre générique des primitiv es. Nous a v ons iden ti�é quatre p oin ts clés, qui son t d'ordre théorique

comme les in v arian ts ou la classi�cation (clustering), ou bien d'ordre algorithmique comme le plus

pro c he v oisin ou l'indexation incertaine.

215
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10.1 Algorithmes de mise en corresp ondance

Selon le mo dèle de structuration de l'information présen té en in tro duction (section 1.1), les

traitemen ts bas niv eau sur les images pro duisen t des ensem bles (non structurés) de primitiv es que

nous app elons scènes . Nous a v ons vu au c hapitre 8 div erses métho des p our recaler des ob jets

si l'on connaît les corresp ondances en tre les primitiv es de deux scènes. Le problème que l'on se

p ose ici est de déterminer ces corresp ondances. En fait, ces deux problèmes son t la plupart du

temps couplés dans la réalité p our former un problème de reconnaissance impliquan t la mise en

corresp ondance (l'appariemen t) des primitiv es constituan t un ob jet et la lo calisation de celui-ci,

c'est-à-dire le calcul de la transformation en tre les deux instances de l'ob jet ( recalage ).

On disp ose donc d'un ensem ble de m primitiv es X = f x1; : : : xmg 2 M m
qui constitue la scène

mo délisan t la première image et d'un ensem ble de n primitiv es Y = f y1; : : : yng 2 M n
mo délisan t

la seconde. L'une des scènes p eut égalemen t être le mo dèle structuré d'un ob jet, mais il su�t d'en

oublier la structure p our traiter la mise en corresp ondance comme précédemmen t. P our di�érencier

les deux scènes nous utiliserons dans ce c hapitre le v o cabulaire hérité de la (( reconnaissance à base

de mo dèle )) en vision par ordinateur, c'est-à-dire que nous app elons ici mo dèle l'ensem ble des

primitiv es X comme si celles-ci pro v enaien t d'un mo dèle conserv é dans une bibliothèque d' ob jets ,

et scène l'ensem ble des Y extraites d'une image dans laquelle on c herc he à reconnaître les ob jets

précédemmen t mo délisés.

Si l'on a v ait deux acquisitions parfaites d'un même ob jet unique (a v ec égalemen t des trai-

temen ts bas niv eau parfaits), le mo dèle et la scène auraien t le même nom bre de primitiv es, sim-

plemen t transformées par une certaine transformation f 2 G et indicées dans un ordre di�éren t.

Nous n'aurions donc qu'une p erm utation des indices à trouv er, et les primitiv es des deux scènes

se corresp ondraien t alors exactemen t à une transformation près. Dans la pratique, les conditions

son t raremen t aussi idéales : l'ob jet que l'on c herc he à retrouv er n'est pas forcémen t seul et il p eut

donc y a v oir de nom breuses primitiv es supplémen taires dans les deux images qui ne doiv en t pas

être appariés mais que l'on ne p eut pas supprimer à priori (clutter). P ar ailleurs, même si l'ob jet

est conn u parfaitemen t (grâce à un mo dèle CA O par exemple), son observ ation dans une image

p eut être su�sammen t bruitée p our que certaines primitiv es soien t inobserv ables. C'est ce que l'on

app elle l' o ccultation , par référence à la vison par ordinateur, même si le phénomène conduisan t

à ce résultat est totalemen t di�éren t dans les images v olumiques. En�n, p our �nir, la mesure des

primitiv es est évidemmen t bruitée et la sup erp osition des primitiv es appariées après recalage ne sera

jamais parfaite.

En général, on considère que l'on a reconn u un ob jet s'il existe une transformation f 2 G qui

sup erp ose (à une certaine erreur près) un nom bre su�san t de primitiv es en tre les deux images. On

c herc he donc à maximiser à la fois le nom bre d'appariemen ts en tre le mo dèle et la scène et la qualité

de ces appariemen ts, c'est-à-dire l'adéquation de la sup erp osition des primitiv es appariées par la

transformation trouv ée.

On app elle fonction d'appariemen t l'application � qui fait corresp ondre à tout indice i d'une

primitiv es xi du mo dèle X soit l'indice j = � (i ) d'une primitiv e yj de la scène Y , soit la primitiv e

n ulle � , auquel cas la primitiv e n'a pas de corresp ondan t dans la scène (elle est o ccultée ou l'ob jet

est absen t). La fonction d'appariemen t � p eut donc être considérée comme une application de

l'ensem ble X dans Y [ f�g ou comme une application de f 1: : : mg dans f 1: : : n + 1g. L'ensem ble �
de ces applications p ossède donc (n + 1) m

élémen ts. L'idée de base de la mise en corresp ondance est

de maximiser le nom bre d'appariemen ts, mais ce problème seul est sous-con train t : on p eut en e�et

apparier les m primitiv es du mo dèle à un seule primitiv e de la scène et obtenir ainsi un maxim um

d'appariemen ts a v ec une solution ab erran te. Il faut donc imp oser des con train tes supplémen taires,
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comme par exemple l'unicité ou la symétrie des appariemen ts, mais ce n'est pas su�san t et il faut

en général optimiser un critère qui rend compte de la vraisem blance de c hacun des appariemen ts

après recalage : notons � cette fonction de vraisem blance. On prend en général � (z; z0) = 1 si

dist (z; z0) � " et 0 sinon. La fonction d'appariemen t est alors dé�nie comme celle qui maximise le

score de matc hing :

�̂ = arg max
� 2 �

 
X

i

�
�
f ? xi ; y� (i )

�
!

(10.1)

P arallèlemen t, on v eut optimiser la qualité des appariemen ts et trouv er la transformation

qui en v oie le mo dèle dans la scène, par exemple aux moindres carrés, a v ec la con v en tion que

dist (x; � ) = 0 . On c herc he à minimiser l'erreur mo y enne en tre la transformée d'une primitiv e du

mo dèle et son corresp ondan t. La transformation reten ue minimise alors :

f̂ = arg min
f 2G

 
X

i

dist

�
f ? xi ; y� (i )

�
!

(10.2)

On v oit donc que ce problème couple la rec herc he dans l'espace des corresp ondances (trou-

v er � 2 � ) a v ec la rec herc he dans l'espace des transformations (trouv er f 2 G). Chacun de ces

deux sous-problèmes indép endammen t est (relativ emen t) simple, mais leur couplage rend la tâc he

b eaucoup plus ardue et nécessite la dé�nition d'un compromis. Nous rapp elons rapidemen t dans

les paragraphes suiv an ts les principales tec hniques utilisées en traitemen t d'image et en vision par

ordinateur p our résoudre ce problème.

10.1.1 Arbres d'in terprétation

Examinons les équations p osées : la rec herc he de la transformation f dép end de la solution

� trouv ée. P ar con tre, on p eut rec herc her � dans l'espace � des corresp ondances et s'o ccup er à

p osteriori de f qui fournira le v alidation de l'in terprétation. Cette idée est à la base de la rec herc he

arb orescen te prop osée par (Grimson, 1990). L'algorithme de base consiste donc à tester à c haque

n÷ud de l'arbre l'appariemen t d'une primitiv e de X non encore utilisée a v ec c hacune des primitiv es

de Y [ f�g , puis lorsqu'on arriv e à une feuille, on rec herc he s'il existe une transformation de G qui

con vien t.

Div erses métho des classiques de l'in telligence arti�cielle p ermetten t d'élaguer la rec herc he dans

cet arbre exp onen tiel ( (n + 1) m
feuilles), en particulier l'in tro duction de con train tes géométriques

sous forme d' in v arian ts unaires . Supp osons qu'on tra v aille a v ec des segmen ts comme primitiv es :

la longueur du segmen t vu dans la scène ne p eut être qu'inférieure (à l'erreur près) à celle du segmen t

mo dèle, puisque les seules mo di�cations p ossibles son t les erreurs de mesure et l'o ccultation : c'est

une con train te unaire sur l'appariemen t. Supp osons main tenan t l'appariemen t de deux paires de

segmen ts v éri�an t les con train tes unaires ; les angles en tre les deux droites supp orts dans la scène

et dans le mo dèle doiv en t être quasimen t iden tiques : c'est une con train te d'in v ariance binaire .

On p eut ainsi dév elopp er p our c haque t yp e de primitiv es un ensem ble de con train tes géométriques

unaires, binaires et d'ordres sup érieurs qui p ermetten t de conserv er lors de la descen te dans l'arbre

une consistance lo cale de l'in terprétation, la rec herc he de la transformation fournissan t en �n de

compte et s'il y a lieu la preuv e de la consistance globale. L'in tro duction de l'erreur s'e�ectue

très simplemen t en propagean t l'erreur de mesure sur les primitiv es dans le calcul des con train tes.

Une étude complète de ces tec hniques est dév elopp ée dans (Grimson, 1990). La complexité reste

cep endan t O((n + 1) m ) dans le cas le pire.
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10.1.2 Plus pro c he v oisin itéré (ICP)

L'algorithme du plus pro c he v oisin itéré, ou ICP p our (( Iterativ e Clostest P oin t )) , a été in tro duit

par (Besl et McKa y , 1992) et (Zhang, 1994), et utilisé in tensiv emen t en imagerie médicale par

(F eldmar, 1995). Cela consiste en l'optimisation alternée des appariemen ts et de la transformation.

A partir d'une transformation initiale fo , on réalise les deux étap es suiv an tes :

� Mise en corresp ondance : PPV (plus pro c he v oisin)

On apparie c haque primitiv e xi du mo dèle transformé a v ec la primitiv e yj la plus pro c he dans

la scène :

� t (j ) = arg min
j

dist (f t ? xi ; yj ) soit y� t (j ) = PPV (f t ? xi )

� Recalage

La transformation est généralemen t calculée aux moindres carrés, surtout si l'on tra v aille a v ec

des p oin ts : les solutions explicites de la section (8.1.1) on t l'a v an tage d'être rapides, ce qui n'est

pas négligeable dans un algorithme itératif comme celui-ci. Si l'on p ossède une information

d'incertitude, on p eut l'utiliser dans les étap es terminales p our a�ner la solution.

Le problème de la distance comme critère d'appariemen t est que la solution n'est généralemen t

pas symétrique : on p eut a v oir yj = PPV (x i ) et xk = PPV (y j ) a v ec k 6= i . P our résoudre ce

problème, nous a v ons prop osé dans (P ennec et A y ac he, 1998) (v oir aussi la �gure 11.6) une v ersion

symétrique du plus pro c he v oisin dans laquelle on apparie xi à yj = PPV (x i ) si et seulemen t si :

PPV

�
PPV (x i )

�
= x i

Sous certaines conditions, on p eut prouv er la con v ergence de l'algorithme v ers un minim um lo cal

(F eldmar, 1995) : il s'agit essen tiellemen t de considérer les deux étap es comme des minimisations

alternées du même critèr e selon deux ensem bles de paramètres distincts, en l'o ccurrence la fonction

d'appariemen t et la transformation. (Cohen, 1996) mon tre alors la con v ergence du pro cessus.

Un problème générique p our ce t yp e d'algorithme itératif est le critère de terminaison. Puisque

nous ne nous in téressons ici qu'à des primitiv es iden ti�ées et ph ysiquemen t séparées dans l'espace

(par opp osition à des p oin ts répartis (( con tin ûmen t )) sur une courb e ou une surface), l'ensem ble des

appariemen ts p ossibles est discret et c haque fonction d'appariemen t donne lieu à une transformation

unique. Lorsque l'algorithme a con v ergé, non seulemen t les appariemen ts resten t les mêmes lors de

l'itération suiv an te, mais la transformation calculée est strictemen t iden tique. Il su�t donc d'arrêter

l'algorithme lorsque les transformations son t iden tiques d'une itération sur l'autre ou lorsqu'on a

attein t un nom bre maximal d'itérations.

Le principal problème de cet algorithme est cep endan t sa sensibilité aux conditions initiales,

particulièremen t lorsque la partie comm une au mo dèle et à la scène est faible par rapp ort au nom bre

total de primitiv es présen tes (comme p our les protéines au c hapitre 11). Il est alors imp ératif de

démarrer a v ec une transformation ou un ensem ble d'appariemen ts très pro c he de la solution esp érée.

C'est p our cette raison que cet algorithme est souv en t utilisé comme un algorithme de véri�c ation

à la �n du pro cessus de reconnaissance, p our a�ner les appariemen ts et la transformation obten us

par l'une des autres tec hniques présen tées dans cette section.

10.1.3 T ransformée de Hough

La transformée de Hough a été in tro duite en 1962 par P aul Hough dans p our détecter des ob jets

géométriques simples comme des droites à partir de p oin ts en accum ulan t des évidences dans leur

espace paramétrique. Une b onne syn thèse de cette optique est réalisée dans (Lea v ers, 1993). La

métho de a été généralisée p our la mise en corresp ondance, par exemple dans (Sto c kman, 1987),

de la manière suiv an te : soit k le nom bre minim um d'appariemen ts nécessaires p our calculer une
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transformation unique (ou au moins un nom bre �ni) en tre le mo dèle et la scène. P our c hacun de ces

k -uplet d'appariemen ts, on calcule cette transformation (si elle existe) et on accum ule dans l'espace

des transformations les évidences p our cerner la transformation qui p ermet d'apparier le maxim um

de primitiv es.

L'accum ulation des évidences p eut se faire par une discrétisation de l'espace des transforma-

tions et un v ote des transformations calculées ci-dessus, une passe de bala y age de l'accum ulateur

p ermettan t à la �n de l'algorithme de détecter les meilleurs h yp othèses de transformation. On p eut

égalemen t utiliser un algorithme de clustering dans l'espace des transformations sans discrétisation

comme nous le ferons au c hapitre 11.

Cet algorithme a donné lieu à b eaucoup d'études, en particulier p our traiter les erreurs de

mesure : celles-ci son t reprises dans (Grimson, 1990). La complexité est ici en O(mk :nk) , mais

l'algorithme nécessite le sto c k age en mémoire de l'espace des transformations et son parcours en

�n d'algorithme p our trouv er le maxim um. Si les transformations rigides en 2D n'o ccup en t qu'un

espace de dimension 3, on passe à une dimension 6 p our le 3D et à 9 p our les transformations a�nes

3D, ce qui p eut donner lieu à des temps de calcul rédhibitoires si l'on ne gère pas e�cacemen t cette

rec herc he.

10.1.4 Alignemen t ou prédiction-v éri�cation

La tec hnique est un mélange de la transformée de Hough et de l'arbre d'in terprétation : on

commence par supp oser un k -uplet d'appariemen ts (x i ; yj ) qui p ermet de calculer la transformation

sup erp osan t ces primitiv es, puis on v éri�e ces h yp othèses en calculan t les transformées des primitiv es

du mo dèle et en rec herc han t dans une certaine zone autour de ces primitiv es prévues des primitiv es

de la scène p ouv an t con v enir. Le score de qualité de cette h yp othèse est simplemen t le nom bre

d'appariemen ts trouv és, ou p eut être un critère plus élab oré. Cette tec hnique a été principalemen t

dév elopp ée par (A y ac he et F augeras, 1986; Huttenlo c her et Ullman, 1987; Huttenlo c her et Ullman,

1990).

En théorie, on doit exécuter ce sc héma p our tous les k -uplets d'appariemen ts p ossibles et conser-

v er les h yp othèses de score maximal. Prenons l'exemple des p oin ts 3-D : il faut trois appariemen ts

p our sp éci�er une transformation rigide ( k = 3 ). Il y a C3
m =

� m
3

�
= m!

3!:(m� 3)! façons de c hoisir 3

p oin ts parmi les m du mo dèles, C3
n =

� n
3

�
p ossibilités p our la scène et 3! manières d'apparier les

deux triplets. Nous a v ons donc

� m
3

�
:
� n

3

�
:3! = O(m3:n3) alignemen ts ou prédictions à v éri�er. En

pratique, on s'arrête dès qu'on estime a v oir reconn u et placé le ou les ob jets comm uns aux deux

images. De plus, dans le cas des p oin ts 3D, on p eut utiliser les trois in v arian ts du triplet (les dis-

tances in ter-p oin ts) p our indexer le triplet dans une table de hac hage, ce qui p ermettra de retrouv er

en temps presque constan t les triplets compatibles dans l'image. La complexité est alors réduite à

O(m3 + n3) p our l'étap e de prédiction.

L'étap e de v éri�cation est particulièremen t imp ortan te puisqu'elle doit rejeter les mauv aises h y-

p othèses mais conserv er les b onnes. Il s'agit en général d'une (ou plusieurs) étap es de plus pro c he

v oisin itératif : on transforme les primitiv es du mo dèle et on les apparie aux primitiv es les plus

pro c hes dans la scène (a v ec cep endan t un seuil sur la distance). On p eut alors utiliser ces nou-

v eau appariemen ts p our améliorer la précision de la transformation, et év en tuellemen t itérer p our

s'assurer que les appariemen ts et la transformation son t stables. Ces itérations de ra�nemen t son t

imp ortan tes si l'on v eut arrêter l'algorithme dès qu'il a trouv é une b onne solution. Si l'on teste

toutes les prédictions, on p eut se con ten ter de ra�ner la ou les solutions les meilleures.
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10.1.5 Hac hage géométrique

Cette tec hnique a été in tro duite par (Lamdan et W olfson, 1988; W olfson, 1990) et rep ose sur

l'idée de pré-compiler les informations des mo dèles de la base d'ob jets dans une table de hac hage

a v ec une représen tation in v arian te (vis-à-vis du group e de transformation G considéré), redondan te

et basée sur des primitiv es lo cales p our p ermettre de les reconnaître malgré les o ccultations. Lors de

la reconnaissance, nous n'a v ons alors qu'à calculer la représen tation corresp ondan te de la scène puis

à accum uler les évidences p our l'appariemen t d'une partie de la scène a v ec un ob jet. Un exemple

d'utilisation de cette tec hnique est présen té à la section (11.3.1).

Plus précisémen t, le hac hage géométrique s'in téresse au cas d'un sous-group e des transformations

a�nes agissan t sur des p oin ts k -D : on p eut alors dé�nir une base B d'un mo dèle c hoisissan t au plus

k + 1 p oin ts de celui-ci et exprimer les autres p oin ts dans cette base lo cale. P ar exemple, deux

p oin ts su�sen t à dé�nir une base orthonormée en dimension deux (en fait un p oin t et une direction

su�sen t), ou trois p oin ts non colinéaires en dimension trois, mais il faut trois p oin ts exactemen t

en dimension deux p our une base a�ne et quatre en dimension trois. Les co ordonnées son t alors

in v arian tes : si f est une transformation a�ne et x un p oin t, les co ordonnées de f ? x dans B0 = f ?B
et celles de x dans B son t iden tiques.

L'idée est d'indexer dans une table de hac hage, lors d'une étap e de pré-traitemen t, c haque

(( base )) p ossible (i.e. c haque k -uplet du mo dèle) par les co ordonnées des autres p oin ts du mo dèle

dans cette base. On p ourra consulter les �gures (10.5) et (10.6) p our des exemple de tables de

hac hage. Lors de la reconnaissance, on c hoisit une base image et et on exprime les co ordonnées

des autres p oin ts image dans cette base. Ces co ordonnées étan t in v arian tes, on retrouv e et on

v ote, au mo y en de la table de hac hage, p our les bases mo dèles p ossédan t des p oin ts dans la même

con�guration (v oir par exemple les �gures 11.4 et 11.5). Si la base c hoisie dans la scène fait partie

d'un ob jet, le nom bre de v otes obten us p our la base mo dèle corresp ondan te sera le nom bre de p oin ts

de l'ob jet présen ts dans la scène (à k près). La complexité est donc en O(nk+1 ) dans le pire des cas

p our la reconnaissance, si le temps d'accès à un buc k et est constan t. Ceci est obten u en considéran t

n v otes p our c hacune des nk
bases p ossibles dans la scène. La v éri�cation n'est pas prise en compte

puisque dans l'algorithme normal, les meilleurs résultats son t directemen t reten us.

L'utilisation d'une table de hac hage fournit un algorithme p ermettan t une reconnaissance sous-

linéaire en nom bre de mo dèles lorsqu'on considère une bibliothèque d'ob jets grâce à l'indexation de

tous ces ob jets dans une seule table de hac hage (on a joute alors dans les informations conserv ées

lors de l'indexation quel est le mo dèle concerné).

10.1.6 Indexation d'in v arian ts géométrique

La généralisation du hac hage géométrique à des appariemen ts de primitiv es géométriques autres

que des p oin ts n'est pas complètemen t éviden te, con trairemen t à la prédiction-v éri�cation ou à la

transformée de Hough. En e�et, la notion de base et de co ordonnées des autres p oin ts dans cette base

est liée à la structure d'espace v ectoriel. On p eut toutefois concev oir un algorithme similaire mais

faisan t in terv enir les in v arian ts de plusieurs primitiv es à la place des co ordonnées, l'accum ulation

des évidences se faisan t toujours dans l'espace des appariemen ts.

Prenons l'exemple des p oin ts 3-D : l'équiv alen t du hac hage géométrique présen tée ci-dessus serait

d'utiliser dans la table de hac hage les in v arian ts caractéristiques de la forme constituée des quatre

p oin ts ordonnés (x i ; x j ; xk ; x l ) au lieu des co ordonnées de x l dans une base construite à partir

de (x i ; x j ; xk ) . Au niv eau de l'accum ulation des évidences, il paraît alors naturel d'incrémen ter

les appariemen ts p ossibles individuellemen t au lieu de le faire p our la base : si (y0
i ; y0

j ; y0
k ; y0

l ) un

quadruplet de p oin ts compatible dans la scène, on v otera alors p our c haque appariemen t (x i ; y0
i )
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du quadruplet. Cette mo di�cation faite, il n'est plus réellemen t utile de considérer des quadruplets

de p oin ts : on p eut tout à fait réduire le nom bre de p oin ts à trois, v oire simplemen t à deux, ce

qui p ermet de réduire considérablemen t la complexité : on passe p our la reconnaissance de O(n4) à

O(n3) v oire O(n2) .

Il faut cep endan t faire atten tion que, dans le cas où l'on ne considère que les in v arian ts d'un

couple de p oin ts, la probabilité de faux p ositif devien t vite très imp ortan te et les résultats on t une

grande c hance d'être ab erran ts (v oir section 10.3). Si l'on considère un triplet de p oin ts, on retrouv e

un algorithme très pro c he de la transformée de Hough, sauf que l'accum ulation n'a plus lieu dans

l'espace des transformations mais dans celui des appariemen ts. Il serait sans doute in téressan t de

com biner les deux appro c hes, par exemple en regroupan t les transformations compatibles asso ciées

à c hacun des v otes p our un appariemen t. Nous v errons au c hapitre 11 une autre im brication p ossible

de ces deux algorithmes, qui fonctionne sur les rep ères et utilise les in v arian ts binaires en tre ceux-ci.

Ce t yp e d'algorithme a été utilisé par (Fisc her et al., 1992a; Fisc her et al., 1992b) p our descendre

la complexité du recalage basé sur les p oin ts de O(n4) à O(n3) , l'accum ulation se faisan t ici sur

l'appariemen t d'une pseudo-base constituée des deux premiers p oin ts de c haque triplet. T outefois, le

passage à d'autre t yp es de primitiv es p ose un problème de taille : celui du calcul des in v arian ts. Nous

détaillerons ce p oin t à la section (10.4.3). Un autre exemple d'algorithme de ce t yp e utilisan t des

primitiv es complexes (p oin ts m unis de descripteurs de forme lo caux) a été dév elopp é par (Califano

et Mohan, 1991).

10.1.7 Isomorphisme de graphes

Cette tec hnique considère les primitiv es d'un mo dèle comme les n÷uds d'un graphe, étiquetés

par les in v arian ts unaires, et don t les arêtes son t m unies d'un attribut qui caractérise la relation en tre

les deux primitiv es constituan t les extrémités. Dans notre cas, on p eut relier toutes les primitiv es

d'un mo dèle en tres elles et caractériser cette relation par les in v arian ts binaires corresp ondan ts.

Au problème de la mise en corresp ondance de primitiv es se substitue alors la question suiv an te :

quelle est la corresp ondance en tre le graphe du mo dèle et le graphe de la scène ? Le problème principal

de ce t yp e de tec hniques est que l'o ccultation et la disp ersion des primitiv es comm unes dans une

scène plus dense, ainsi que le bruit, amènen t à résoudre un problème b eaucoup plus complexe : celui

de matching inexact de gr aphes , que l'on sait NP-complet. Div ers auteurs on t toutefois présen té

des solutions appro c hés (Shapiro et Haralic k, 1981; Eshera et F u, 1986) con tourné la complexité en

réutilisan t la géométrie (Da vies, 1991). On p eut égalemen t ramener la tec hnique (( Lo cal F eature

F o cus )) de (Bolles et Cain, 1982) dans ce formalisme.

L'a v an tage de cette tec hnique est toutefois de p ouv oir mo déliser une information plus imp ortan te

que la simple géométrie des primitiv es, par exemple en ne relian t dans le graphe que les primitiv es

qui son t e�ectiv emen t reliées par un (( edge )) ou, dans le cas de l'imagerie 3D, une ligne de crête. On

p ourrait a jouter égalemen t le t yp e de ligne ou de surface relian t deux primitiv es dans l'étiquetage

de l'arête ou toute autre information que l'on v oudrait conserv er dans la mo délisation d'un ob jet et

qui p ermet de simpli�er grandemen t le problème de la reconnaissance.

En fait, il apparaît que cette tec hnique est adaptée à une structuration haut-niv eau de l'informa-

tion, et donc à la reconnaissance des ob jets déjà mo délisés ou d'ob jets articulés. Elle est par con tre

relativ emen t inadaptée à la comparaison de scènes non structurées comme p our la reconnaissance

de sous-structures dans les protéines que nous présen tons au c hapitre 11.
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10.2 Gestion de l'erreur

Nous a v ons décrit jusqu'à présen t les algorithmes théoriques qui corresp onden t au cas de mesures

quasimen t exactes. Dans la pratique, nous sa v ons que toutes nos mesures son t sujettes à l'erreur

(section 2.1). La présence de cette erreur nous oblige à reconsidérer les algorithmes de mise en

corresp ondance, même dans le cas simple des p oin ts. P our le hac hage géométrique, par exemple,

les erreurs de mesure dans la scène se rép ercuten t sur le calcul des in v arian ts et con tin uer à v oter

p onctuellemen t p our l'in v arian t trouv é (à la discrétisation près de la table de hac hage) conduirait

à manquer un grand nom bre d'appariemen ts; on obtiendrait alors des faux négatifs , c'est-à-dire

qu'on ne reconnaîtrait pas un ob jet qui est présen t. La même c hose p eut se pro duire a v ec les

tec hniques d'alignemen t si la zone de rec herc he des corresp ondan ts n'est pas adaptée à l'erreur

sur la lo calisation des primitiv es, augmen tée de l'incertitude due à l'erreur sur l'estimation de la

transformation.

10.2.1 Zones d'erreur et compatibilité

A�n de remédier à ces défauts, on supp osera conn ue une estimation de l'erreur de mesure sur

les primitiv es, soit sous forme d'une b orne sur les v aleurs, soit sous forme d'une loi de probabilité.

L'appro c he de Grimson et Huttenlo c her (Grimson et al., 1991; Grimson et Huttenlo c her, 1990a) ou

Lamdan et W olfson (Lamdan et W olfson, 1991) consiste à propager la b orne sur l'erreur de mesure

des p oin ts dans la métho de de calcul des in v arian ts a�n d'obtenir une b orne sur la zone de v ote p our

le hac hage géométrique ou la zone de rec herc he p our l'alignemen t assuran t de ne manquer aucun

appariemen t p ossible.

Con trairemen t à l'idée comm unémen t admise au sujet ces métho des, on ne fait pas l'h yp othèse

que la distribution soit uniforme sur la zone d'erreur, mais seulemen t que la distribution soit à

supp ort compact inclus dans la zone d'erreur. P our être sûr de ne pas rater d'appariemen t, on

c herc he à calculer une propagation conserv ativ e (i.e. une ma joration) de la zone d'erreur lors des

div ers manipulations sur les primitiv es. Le caractère conserv atif de la zone d'erreur p ermet ainsi

d'assurer la correction de l'algorithme. En con trepartie, l'utilisation récursiv e de ma jorations �nit

par pro duire des zones d'erreur énormes qui ne son t plus comparables aux données. P our illustrer

ce p oin t, nous a v ons calculé dans (P ennec, 1993a) la propagation des b ornes sur l'erreur p our

l'alignemen t et le hac hage géométrique a v ec les p oin ts 3D.

La �gure (10.1) (tirée de (P ennec, 1993a), page 11, section (2.4.2) : étude statistique de la

précision des b ornes) mon tre les v aleurs mesurés p our le maxim um et la mo y enne d'un t yp e d'erreur

en fonction de la b orne " prédite sur celle-ci. Nous a v ons pu établir en calculan t les droites de

régression que

Erreur moy =
"

13:2
et Erreur max <

"
2

La b orne conserv ativ e prédite p our cet exemple relativ emen t simple est donc déjà deux fois plus

grande que la b orne statistiquemen t observ ée. De plus, ces b ornes son t relativ emen t di�ciles à

calculer et c haque op ération sur les p oin ts nécessite un calcul de b orne particulier.

Une seconde appro c he est de considérer l'erreur sous forme probabiliste et de propager ceci dans

les algorithmes, en conserv an t tout au long l'asp ect probabiliste, ce qui p ermet en particulier de

mêler l'asp ect qualitatif des appariemen ts dans le critère de mise en corresp ondance qui ne comprend

d'habitude que l'asp ect quan titatif. Di�éren tes métho des statistiques son t ainsi étudiées dans (W ells,

1993), mais les principaux tra v aux sur le hac hage géométrique probabiliste à base de p oin ts son t

dues à Rigoutsos et Hummel (Rigoutsos et Hummel, 1991b; Rigoutsos et Hummel, 1991a; Rigoutsos,

1992), une extension étan t présen tée par T sai dans (T sai, 1993) p our le cas de droites.
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y=x/2

Erreur Maximale
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Borne = erreur maximale predite
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Erreur moyenne et maximale mesuree contre borne predite

Fig. 10.1 � Err eur maximale et moyenne observé e en fonction de l'err eur maximale pr é dite. L a

b orne d'err eur c alculé e ici n 'est r epr ésentative que de l'inc ertitude sur l'orientation du triè dr e c alculé

c omme b ase p our le hachage gé ométrique. L es 500 valeurs moyennes et maximales sont mesur és p our

1000 p erturb ations d'une b ase c onstitué e de 3 p oints.

Dans le cadre probabiliste que nous a v ons dév elopp é dans ce man uscrit, il paraît plus adapté

d'utiliser les mo dèles probabilistes, en mo délisan t les erreurs sur les primitiv es par une mo y enne et

une co v ariance : x � (x ; � xx ) , d'autan t que nous sa v ons parfaitemen t propager cette incertitude

dans les op érations élémen taires. La plupart des métho des de reconnaissance probabilistes év o quées

ci-dessus supp osen t une distribution gaussienne des données p our calculer la com binaison des pro-

babilités dans le score de matc hing. Cela nous con vien t tout à fait puisque nous sa v ons que c'est

la densité qui minimise l'information en connaissan t la mo y enne et la co v ariance. T outefois, le sup-

p ort de la gaussienne recouvre tout l'espace des primitiv es et on p eut donc théoriquemen t apparier

n'imp orte quelle primitiv e a v ec n'imp orte quelle autre a v ec une probabilité la plupart du temps très

faible, mais non n ulle. Cet e�et est catastrophique p our la complexité théorique des algorithmes et

on utilise en général une b orne sur l'erreur admissible au niv eau de la distance de Mahalanobis (un

test du � 2
dans l'h yp othèse gaussienne). On p eut rappro c her cette mo délisation de la gaussienne

con taminée décrite à la section (2.2.5.5). La zone d'appariemen t admissible autour de x est donc

dé�nie par :

Z � (x ) =
n

z 2 M = � 2(x ; z) = �! �xz T :� (-1)

xx :�! �xz � � 2
o

où � 2
est un seuil (en général global) qui p eut être in terprété dans le c as gaussien comme un � 2

.

En comparaison, le domaine admissible utilisé dans la précéden te mo délisation était :

Z " (x) =
n

z 2 M = dist (x; z)2 = �! �xz T :�! �xz � "2
o

où la b orne " est ici métrique, et donc plus di�cile à c hoisir qu'un seuil adimensionnel. Le parallèle

en tre ces deux zones d'erreur fait apparaître notre (( mo délisation probabiliste tronquée )) comme

une extension du mo dèle d'erreur b ornée, où la matrice d'information � (-1)

xx est utilisée en tan t que

métrique lo cale. P ar ailleurs, (F augeras, 1993, c hap. 5, p.152) mon tre que le mécanisme de propaga-

tion des co v ariances par les jacobiens p eut s'in terpréter de façon déterministe comme la propagation

au premier ordre de ces zones d'erreurs : si x est un v ecteur aléatoire, f une fonction v ectorielle
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(con tin ue, di�éren tiable...) et Z � (x) la zone d'erreur dé�nie ci-dessus, alors la zone d'erreur Z � (f (x ))
est une appro ximation au premier ordre de la zone d'erreur transformée f (Z � (x)) .

En utilisan t la mo délisation probabiliste x � (x ; � xx ) des primitiv es et un paramètre adimen-

sionnel global � , nous dé�nissons donc des zones d'erreur p our la mise en corresp ondance qui son t

cohéren tes a v ec notre mo délisation probabiliste et qui p euv en t s'in terpréter de manière déterministe

ou statistique. P ar con tre, la propagation n'est en général plus conserv ativ e et n'est qu'une appro xi-

mation au 1

er

ordre (sauf dans le cas de l'action d'une transformation �xe puisque la propagation

des co v ariances est exacte). Ceci p ermet toutefois d'éviter les ma jorations récursiv es des b ornes dans

leur propagation et de conserv er des zones d'erreur pro c hes de la réalité.

10.2.2 In�uence sur les algorithmes

Les mo di�cations que nous prop osons dans cette section supp osen t que l'on connaisse a priori

l'incertitude sur les primitiv es. Il est évidemmen t souhaitable de v éri�er celle-ci a p osteriori en

utilisan t les tec hniques décrites à la section (8.4). P our une phase d'appren tissage, on p eut imaginer

de recommencer la reconnaissance a v ec la nouv elle estimation du bruit sur les primitiv es, mais il est

nécessaire de connaître quelques exemples p our v éri�er que le résultat de ces estimations récursiv es

est correct, stable et robuste.

Arbres d'in terprétation La prise en compte de l'erreur dans cet algorithme est relativ emen t

simple : il su�t de propager l'incertitude dans le calcul des in v arian ts et d'utiliser un test sur la

distance de Mahalanobis en tre les in v arian ts p our v éri�er la satisfaction des con train tes.

T ransformée de Hough On calcul la transformation f � (f̂ ; � � ) p ermettan t de sup erp oser

un k -uplet de primitiv es du mo dèle a v ec un k -uplet de primitiv es de la scène grâce aux tec hniques

de recalage présen tées à au c hapitre 8. On v éri�e ensuite que ces k appariemen ts son t corrects

grâce aux distances de Mahalanobis après recalage en tre les primitiv es appariées, mais comme la

transformation est justemen t calculée en minimisan t cette distance, ces v aleurs son t biaisées et

en l'o ccurrence sous-estimées (v oir la section 8.5.1). Il con vien t donc d'utiliser la v aleur f̂ de la

transformation comme une v aleur déterministe dans les distances de Mahalanobis et de v éri�er que

� 2(f̂ ?x
i

; y
i

) � � 2
p our c hacun des k appariemen ts de base. Puisque k appariemen ts son t nécessaires

p our calculer la transformation, celle-ci n'est pas �able si l'un des tests éc houe, et on rejette alors

la transformation. Si les k tests son t concluan ts, la transformation est p ossible et on l'a joute dans

l'accum ulateur ave c son inc ertitude .

P our cette accum ulation, il existe deux tec hniques ma jeures. La plus répandue est sans doute le

v ote p our les transformations compatibles dans une discrétisation de cet espace, ce qui est à l'origine

du terme (( accum ulateur )) , et le parcours de cette discrétisation en �n d'algorithme p our déterminer

la ou les transformations a y an t les scores les plus élev és. A v ec l'in tro duction de l'erreur, il faudrait

v oter p our tous les buc k ets de l'accum ulateur in tersectan t la zone de compatibilité Z � (f ) , ce qui p ose

certains problèmes que nous détaillerons dans la section (10.4.4). Il reste égalemen t le problème de la

complexité du parcours de cet accum ulateur en �n d'algorithme. La seconde solution est simplemen t

d'a jouter la transformation probabiliste f que nous a v ons trouv é à la liste des transformations

p ossibles et d'utiliser un algorithme de clustering (section 10.4.2) en �n d'algorithme p our extraire

et fusionner les ensem bles de transformation compatibles. C'est la solution que nous a v ons adopté

comme seconde phase de l'algorithme présen té au c hapitre 11.
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Alignemen t Le calcul de la transformation en tre k primitiv es et la v éri�cation des k appariemen ts

de la base ainsi formée est rigoureusemen t iden tique au cas précéden t. P ar con tre, p our la v éri�cation,

l'incertitude de la transformation doit être prise en compte. On rec herc he donc p our c haque primitiv e

x
i

du mo dèle la primitiv e y
j

= PPV (f ? x
i

) la plus pro c he (au sens de la distance canonique ou de

la distance de Mahalanobis et év en tuellemen t a v ec la con train te de symétrie du PPV), et on accepte

l'appariemen t si le test suiv an t est réussi :

� 2(f ? x
i

; y
j

) < � 2

Si le nom bre d'appariemen ts est su�san t, il con vien t alors de faire une v éri�cation de la cohérence

globale et un a�nage de la transformation. On p eut en e�et sérieusemen t réduire l'incertitude cette

son estimation en utilisan t tous les appariemen ts.

ICP et v éri�cation de la cohérence globale Comme nous v enons de calculer les appariemen ts,

l'étap e suiv an te est de recalculer aux moindres � 2
la transformation prenan t en compte tous ces

appariemen ts. P our a�ner l'estimation, on p eut éliminer les outliers en v éri�an t la distance de

Mahalanobis sur les appariemen ts, mais cette fois-ci sans prendre en compte l'incertitude de la

transformation (puisque celle-ci est calculée aux moindres � 2
sur les appariemen ts que l'on v éri�e) :

� 2(f̂ ? x
i

; y
j

) < � 2

et on itère ainsi jusqu'à la con v ergence. P our faire de cette v éri�cation un vrai ICP , il su�t de

recalculer le plus pro c he v oisin de c haque primitiv e du mo dèle et ne conserv er que les appariemen ts

qui v éri�en t le test ci-dessus au lieu de n'exclure que les outliers.

Hac hage et indexation géométrique P our l'indexation géométrique, il su�t de calculer l'in-

certitude sur les in v arian ts comme p our les arbres d'in terprétation, mais il faut ensuite les indexer

ave c leur zone d'err eur , ce qui p ose les mêmes problèmes que p our indexer les transformations dans

la transformée de Hough : v oir (10.4.4).

Le hac hage géométrique est plus complexe, même si l'on ne considère que le cas des p oin ts 3D : il

faut tout d'ab ord �xer la manière de calculer la base à partir de 3 p oin ts p our qu'on puisse égalemen t

calculer l'incertitude de la transformation en tre cette base et la base canonique. Il n'est pas clair

de sa v oir quelle est la meilleure façon de le faire, même si une solution aux moindres carrés (en tre

ces 3 p oin ts et 3 p oin ts �xes dans la base canonique) sem ble adaptée : on estime directemen t dans

ce cas la transformation en question et son incertitude. Le c hangemen t de base corresp ond alors

à l'action de la transformation et on p eut déterminer l'incertitude sur les co ordonnées in v arian tes.

Il ne reste plus qu'à indexer ces co ordonnées dans la table de hac hage ave c leur zone d'err eur : on

retrouv e encore une fois le problème de l'indexation incertaine.

10.2.3 F aux p ositifs

En géran t correctemen t l'erreur sur les données, nous a v ons garan ti l'exactitude des algorithmes

(pas de faux négatifs). En con trepartie, nous a v ons une probabilité b eaucoup plus de faux p ositifs

(ou reconnaissances fan tômes). En e�et, l'utilisation d'une zone de compatibilité au lieu d'un p oin t

unique autorise l'appariemen t de p oin ts situés dans ces zones par hasard, et lorsque la probabilités

de tels appariemen ts est su�sammen t élev ée, les faux appariemen ts se conjuguen t (conspiration)

p our donner un score de mise en corresp ondance su�sammen t imp ortan t p our que l'on estime a v oir

reconn u un ob jet. Notons que si l'on parle de reconnaissance fan tôme, c'est que l'on p eut décider si

une mise en corresp ondance est correcte ou non.
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On p eut distinguer deux sources principales de faux p ositifs. La première est due à la rec herc he

d'une consistance lo cale insu�sammen t con train te, par exemple lorsqu'on utilise uniquemen t les

in v arian ts unaires et binaires p our prédire des appariemen ts globaux, ce qui est le cas de quasimen t

tous les algorithmes présen tés. Une étap e de v éri�cation de la consistance globale des appariemen ts

est nécessaire en �n d'algorithme. Cette v éri�cation p ermet d'a�ner la transformation et d'éliminer

les appariemen ts ab erran ts (outliers). L'étap e de v éri�cation p ouv an t être coûteuse en temps et il

con vien t de ne pas la m ultiplier in utilemen t et donc de limiter si p ossible le nom bre de faux p ositifs.

Nous v errons dans la section (10.3) commen t quan ti�er la robustesse des algorithmes en calculan t

le nom bre mo y en de faux p ositifs p our certains algorithmes, ce qui p ermettra égalemen t d'estimer

leur complexité mo y enne.

L'autre source principale de faux p ositifs est plus sournoise et pro vien t de la simpli�cation e�ec-

tuée lors de la mo délisation de l'image (ou des données) par des primitiv es : un certain nom bre d'in-

formations p ertinen tes p euv en t ainsi être oubliées dans le pro cessus d'appariemen t, ce qui conduit

à des reconnaissance correctes au niv eau des primitiv es (i.e. globalemen t consistan tes), mais incor-

rectes au niv eau des données. Ce problème est inhéren t au princip e de structuration ascendan t de

l'information, mais on p eut en minimiser l'in�uence en mo délisan t les données par des primitiv es

plus adaptés et plus sélectiv es. Nous v errons ainsi à la section (10.3.2) que l'a jout d'un trièdre sur

les p oin ts p our former un rep ère p ermet d'éliminer plus de 80% des faux appariemen ts, même a v ec

une erreur très large sur le trièdre, et nous a v ons v éri�é dans une application réelle sur les pro-

téines (c hap. 11) que l'emploi des rep ères comme primitiv es au lieu des p oin ts p ermettait d'éliminer

certains appariemen ts biologiquemen t non signi�catifs mais géométriquemen t cohéren ts.

10.3 Étude de la robustesse : faux p ositifs

Nous a v ons vu jusqu'à présen t le calcul des zones d'erreur (ou de compatibilité) des primitiv es

géométriques et les mo di�cations que cela app orte aux algorithmes de reconnaissance. La con trepar-

tie de la prise en compte de l'erreur est la p ossibilité de conspirations, c'est-à-dire de reconnaissances

fan tômes. Le but de ce c hapitre est d'étudier d'un p oin t de vue probabiliste la fréquence de ce phé-

nomène.

En e�et, il est in téressan t de connaître qualitativ emen t le comp ortemen t des algorithmes de

reconnaissance en fonction du bruit de mesure et du rapp ort signal sur bruit des deux images

(nom bre de primitiv es comm unes rec herc hées par rapp ort au nom bre de primitiv es présen tes). On

p eut ainsi décider a v an t même de l'implémen ter si une métho de est e�cace ou non. Un problème relié

mais plus global est d'estimer, indép endammen t de la métho de utilisée, la (( complexité théorique de

la mise en corresp ondance )) ou plutôt le seuil de détection : quelle est le nom bre mo y en d'appariemen t

de � primitiv es si le mo dèle et la scène son t aléatoires, et à partir de quelle rapp ort signal sur bruit

p eut-on esp érer reconnaître quelque-c hose ? On p eut ainsi se rendre compte que dans le cas des

images médicales 3D que nous a v ons traité, la probabilité de faux p ositif est extrêmemen t faible et

v alide pleinemen t la mise en corresp ondance.

10.3.1 Mo délisation du problème

La robustesse des algorithmes de reconnaissance a été étudiée par (Grimson et Huttenlo c her,

1990a; Grimson et Huttenlo c her, 1990b; Grimson et Huttenlo c her, 1991; Lamdan et W olfson, 1991;

Grimson et al., 1994) p our les problèmes de reconnaissance à partir d'une bibliothèque de mo dèles

exacts basés sur des p oin ts et des droites. P our simpli�er l'analyse des faux p ositifs, nous nous

plaçons égalemen t dans le cadre d'un mo dèle exact et d'une scène bruitée, mais con tenan t des
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primitiv es. Notre app ort principal dans cette section est le dév elopp emen t de la métho de de calcul

par in tégration sur les transformations admissibles en tre le mo dèle et la scène.

On supp ose donc un mo dèle exact de m primitiv es et une scène bruitée de n primitiv es, dans

lesquels � primitiv es son t dans la même con�guration (à l'erreur près). Les (m � � ) et (n � � )
autres primitiv es son t supp osées être réparties aléatoiremen t dans les images mo dèle I m et scène

I s . En fait, si cette phrase est claire lorsque l'on parle de p oin ts, elle l'est b eaucoup moins p our

des primitiv es. P ar (( image )) , nous en tendons l'ensem ble des primitiv es mesurables dans une image

réelle ou dans notre ensem ble de données. Dans une image v olumique, par exemple, la p osition

d'un rep ère est con train te à être dans le v olume e�ectif de l'image U � R3
, mais le trièdre n'est à

priori pas con train t. La zone image p our nos rep ères est donc : I = SO3 � U � M . La répartition

(( aléatoire )) des primitiv es dans une (( image )) I est bien évidemmen t la distribution uniforme (i.e.

in v arian te) sur cet ensem ble.

P our calculer la probabilité d'un faux p ositif, il nous faut égalemen t faire des h yp othèses sur

l'algorithme de mise en corresp ondance : on utilise ici le score de matc hing le plus simple : le nom bre

d'appariemen ts, et on accepte une mise en corresp ondance (i.e. un ensem ble d'appariemen ts) si le

score après v éri�cation est sup érieur à un certain seuil. Les algorithmes de reconnaissance mo di�és

étan t corrects, on est assuré de ne pas rater d'appariemen t et on p eut prendre � comme score.

10.3.2 Sélectivité : probabilité d'un faux appariemen t

Supp osons que nous a y ons une h yp othèse f de transformation en tre le mo dèle et la scène. P our

v éri�er cette h yp othèse, on transforme le mo dèle et on rec herc he les primitiv es compatibles dans la

scène : la primitiv e y est appariée a v ec x si � 2(f ? x; y ) � � 2
, c'est-à-dire si f ? x 2 Z � (y) .

On app elle sélectivité la probabilité d'accepter cet appariemen t dans l'h yp othèse où l'une des

primitiv es est en fait un outlier don t la p osition est aléatoire uniforme dans l'image. P ar symétrie et

p our simpli�er les calculs, nous supp osons ici que c'est la primitiv e x qui est uniforme. La probabilité

d'un faux appariemen t s'écrit alors sous forme conditionnelle :

P(f ? x $ y) = P ((f ? x) 2 Z � (y )jx 2 I m )

et comme la loi uniforme est la mesure in v arian te normalisée par le v olume, on obtien t en notan t

V(X ) le v olume de l'ensem ble X :

P(f ? x $ y) =

R
(f ?I m )\Z � (y ) dM (x)

R
I m

dM (x)
=

V ((f ? I m ) \ Z � (y ))
V(I m )

Si le v olume V(Z � (y )) de la zone d'erreur est su�sammen t faible par rapp ort au v olume V(I m )
de l'image, on p eut considérer que l'image transformée f(I m ) con tien t en tièremen t la zone d'erreur

ou ne l'in tersecte pas du tout. Ceci nous p ermet d'appro c her la probabilité précéden te par :

P(f ? x $ y ) = "
V (Z � (y ))

V(I m )
a v ec

�
" = 1 si f (-1) ? y 2 I m

" = 0 autremen t

Nous a v ons vu à la section (5.1) qu'un mo dèle de bruit homogène est une h yp othèse raison-

nable p our mo déliser le bruit de mesure des primitiv es. Le v olume de la zone d'erreur est dans ce

cas in v arian t : il ne dép end que de la co v ariance à l'origine � = J (fy ) (-1) :� yy :J (fy) (-T)

et pas de

l'emplacemen t y autour duquel il est cen tré :

V (Z � (y )) = V0 =
Z

~x T :� :~x� � 2
dM (~x)
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Le cas des rep ères Prenons comme exemple les rep ères : on considère au c hapitre 11 que deux

rep ères son t appariés si la distance en tre leurs p oin ts est inférieure à un seuil d0 et si la rotation

d'a justemen t de leurs trièdres a un angle inférieure à un seuil � 0 . En fait, cette zone d'erreur

corresp ond au mo dèle de bruit simpli�é sur les rep ères de la section (8.4). Le v olume de cette zone

d'erreur est donc in v arian t et p eut être calculé à l'origine : en utilisan t la mesure in v arian te (section

7.4.1.2) sur le rep ère ~x = ( r; t ) , on a :

V0 =
Z

�<� 0

Z

ktk<d 0

dM (r; t ) =

 Z

kr k<� 0

sin2(kr k=2)
kr k2 :dr

!

:

 Z

ktk<d 0

dt

!

V0 =
� Z

�<� 0

sin2(�=2):d�
�

:
� Z

n2S 2

dn
�

:

 Z

ktk<d 0

dt

!

= 2 :�: (� 0 � sin � 0):
�

4�
3

d3
0

�

En supp osan t une image cubique de taille l (256 par exemple), cela donne un v olume euclidien de

VI = l3 p our les p oin ts et, les trièdres n'étan t pas con train ts, un v olume de 2� 2
p our SO3 . On

obtien t �nalemen t la sélectivité suiv an te :

P(f ? x $ y ) = ":�

� =
�

� 0 � sin � 0

�

�
4
3

�
d0

l

� 3

theta

0 32.521.510.500

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

Fig. 10.2 � Pr ob abilité d'un faux app ariement et séle ctivité � p our un r ep èr e ave c une b orne � sur

l'angle de la r otation d'ajustement et d0 sur la p osition. A dr oite : séle ctivité du triè dr e seul (terme

de gauche dans l'é quation).

Nous a v ons isolé ici dans le premier terme la probabilité d'un faux appariemen t dû au trièdre

seul, qui re�ète le gain de sélectivité obten u en utilisan t les rep ères au lieu des p oin ts seuls. Cette

fonction est tracée dans la �gure (10.2) et mon tre un gain très in téressan t : même p our une b orne

de � 0 = �= 2 = 90 deg sur le trièdre, plus de 80% des faux appariemen ts son t rejetés. P our une b orne

plus réaliste de � 0 = �= 10 ' 20 deg, la probabilité d'un faux appariemen t du trièdre c h ute à 0.0016 :

il faudrait diviser l'incertitude sur la p osition par 10 p our obtenir une telle sélectivité en utilisan t

seulemen t les p oin ts !

Nous v errons dans la section suiv an te qu'il est parfois utile de supp oser une image sphérique de

diamètre d (a v ec d =
p

3:l par exemple). Le v olume de l'image est dans ce cas V = 4 :�: (d=2)3=3 et

la sélectivité devien t :

� =
�

� 0 � sin � 0

�

� �
2:d0

d

� 3

10.3.3 Nom bre mo y en d'h yp othèses (Hough et alignemen t)

P our ces deux algorithmes, on commence par trouv er les appariemen ts p ossibles de k primitiv es

( k étan t le nom bre minimal de primitiv es à apparier p our obtenir une transformation unique). Une

telle h yp othèse est correcte si les k primitiv es appariées son t de vrais appariemen ts : il su�t en e�et

que l'un au moins des appariemen ts soit faux p our que la transformation trouv ée soit incorrecte.

On c hoisit donc k primitiv es ordonnées du mo dèles : il y a A �
k =

� �
k

�
:k! arrangemen ts p ossibles

en prenan t k primitiv es correctes et Am
k arrangemen ts p ossibles au total. La probabilité de c hoisir
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une (( base )) incorrecte dans le mo dèle est donc (appro ximation p our k � � ) :

p(m;k ) = 1 �
A �

k

Am
k

= 1 �
� !:(m � k)!
m!:(� � k!)

' 1 �
� �

m

� k

Prop ortion de (( bases compatibles )) Supp osons main tenan t qu'une base soit c hoisie dans

le mo dèle. On lui trouv e une (( base )) corresp ondan te dans la scène s'il existe une transformation

qui apparie ses k primitiv es a v ec k primitiv es de la scène. A v ec une transformation �xée f et en

supp osan t que toutes les primitiv es (même celles qui son t correctes) soien t réparties a p eu près

uniformémen t dans la scène, la probabilité qu'aucune des n primitiv es de la scène ne tom b e dans la

zone compatible d'une des primitiv es de la base transformée est : (1 � ":� )n
. La probabilité qu'on

trouv e au moins un appariemen t p our c hacune des k primitiv es de la base est donc (toujours a v ec

une transformation f �xée) :

pk(f) =
kY

i =1

(1 � (1 � " i :� )n ) a v ec " i =
�

1 si f ? xi 2 I s

0 sinon

Il ne nous reste plus qu'à in tégrer sur toutes les transformations p ossibles p our trouv er le nom bre

mo y en de bases compatibles dans la scène. P our cela, on p eut noter que l'expression ci-dessus est

constan te et non n ulle si tous les " i son t égaux à un, c'est-à-dire uniquemen t quand la (( base mo dèle ))
est transformé dans la scène par f . On p eut donc écrire cette probabilité comme :

Pk =
Z

f 2G
pk (f) :dG = (1 � (1 � � )n )k :

Z

f 2G

kY

i =1

" i (f) :dG

On p eut ma jorer l'in tégrale � du second terme en demandan t simplemen t que les images s'in ter-

secten t :

kY

i =1

" i (f) ' 1 si f ? I m \ I s 6= ?

ce qui p ermet de l'estimer grossièremen t p our une image 3D en faisan t l'observ ation suiv an te (p our

les transformations rigides) : soit d le diamètre de l'image que l'on supp ose sphérique (par exemple

d =
p

3:l p our une image l3 ). En mettan t l'origine au cen tre, on p eut faire n'imp orte quelle rotation,

suivie d'une translation de norme inférieure au diamètre de l'image (et non pas au ra y on). On p eut

donc estimer notre in tégrale par :

� ' 2:� 2:
Z

ktk<d
dt =

8
3

:� 3:d3 = (2 :�:l )3

Une ma joration du v olume de transformation p ossible en tre deux images 3D de taille d est � '
(2:�:d )3

. La probabilité qu'une base de k primitiv e dans le mo dèle ait une base corresp ondan te dans

l'image est :

Pk = �: (1 � (1 � � )n )k

Prop ortion d'h yp othèses correctes Main tenan t, on sait que si une base image est correcte, on

trouv e obligatoiremen t la base asso ciée dans la scène, mais on p eut égalemen t trouv er d'autres bases

qui corresp onden t et qui son t des faux p ositifs qu'il faudra quand même compter. P our c hacune des

Am
k bases p ossibles, on a en mo y enne Pk fausses h yp othèses, soit un total de Pk :Am

k en mo y enne,

c hi�re auquel il faut ra jouter les A �
k h yp othèses correctes.
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Dans le cas de la transformée de Hough, c'est la densité des transformations correctes parmi les

transformation corresp ondan tes à toutes les h yp othèses qui nous in téresse :

Phyp =
A �

k

A �
k + Pk :Am

k
=

�
1 + �: (1 � (1 � � )n )k :

� !:(m � k)!
m!:(� � k!)

�
(-1)

' 1 � �:
�

1 � (1 � � )n :
�
m

� k

10.3.4 Probabilité d'acceptation d'une v éri�cation

On supp ose ici que l'on a une h yp othèse de transformation que l'on v eut v éri�er. Un mo dèle a y an t

m p oin ts don t k son t utilisés p our former la base, il reste m � k p oin ts à mettre en corresp ondance.

Dans le cas de l'alignemen t il y aura donc m � k zones de rec herc he dans la scène La probabilité

qu'un p oin t de la scène ne tom b e dans aucune de ces zones est (1 � �� )m� k
, donc la probabilité qu'il

tom b e dans l'une au moins de ces zones et qu'il soit apparié est donc

p = 1 � (1 � �� )m� k

Nous a v ons utilisé ici la sélectivité �� p our bien sp éci�er que celle-ci n'est pas forcémen t celle que

l'on a déterminé précédemmen t. En e�et, dans le cas de la v éri�cation d'une h yp othèse p our l'ali-

gnemen t, la transformation est déterminée a v ec k appariemen ts et il faut prendre en compte son

incertitude lors de l'appariemen t des autres primitiv es. S'il est facile de calculer en ligne cette sélec-

tivité mo y enne, il est très di�cile d'en faire une estimation théorique puisque celle-ci dép end de la

con�guration de la (( base )). P ar con tre, lors de la v éri�cation �nale, l'incertitude de la transforma-

tion n'est pas prise en compte (puisqu'elle est calculée à partir des appariemen ts que l'on c herc he à

v éri�er), et la sélectivité �� est bien celle que l'on a calculé précédemmen t.

Comme il y a n � k primitiv es dans la scène, la probabilité que j primitiv es sur ces n � k soien t

acceptées comme appariemen ts est la binomiale :

B (n� k;p)(j ) =
�

n � k
j

�
pj (1 � p)n� k� j

La probabilité d'acceptation d'une v éri�cation est donc la la somme des probabilités d'a v oir plus

de � appariemen ts :

q =
X

j � �

B (n� k;p)(j ) = 1 �
�X

j =0

�
n � k

j

�
pj (1 � p)n� k� j = I p(� + 1 ; n � � )

où I p(a; b) est la fonction Bêta incomplète normalisée.

Dans l'h yp othèse p � 1, c'est-à-dire ��m � 1, et n � k , on p eut appro c her la binomiale B (n� k;p)
par la loi de P oisson de paramètre � = ( n � k):p :

q ' 1 � e� �
�X

j =0

� j

j !

Prop ortion de faux p ositifs On sait que l'on a Am
k bases p ossibles dans le mo dèle et en mo y enne

Pk fausses h yp othèses p our c hacune de ces bases, c haque h yp othèse étan t acceptée a v ec une pro-

babilité q. On accepte donc en mo y enne Am
k :Pk :q mises en corresp ondances incorrectes, en sac han t

que les A �
k bases mo dèle correctes donne aussi lieu à des mises en corresp ondances acceptées (qui

son t bien sûr redondan tes). La prop ortion de faux p ositifs est donc :

Palign =
A �

k

A �
k + Am

k :Pk :q
' 1 �

Am
k :Pk :q
A �

k
'' 1 � �:q:

�
1 � (1 � � )n :

�
m

� k
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La probabilité q p eut donc être directemen t in terprétée comme le taux de �ltrage des h yp othèses

grâce à la v éri�cation.

10.3.4.1 Probabilité de faux p ositif a p osteriori

Dans les deux section précéden tes, nous a v ons c herc hé à caractériser le comp ortemen t de deux

algorithmes, en propagean t, étap e par étap e, la probabilité des appariemen ts incorrect. On p eut

égalemen t se p oser la question des faux p ositifs a p osteriori , une fois que l'on a mis en corresp ondance

� primitiv es du mo dèle et de la scène. Nous formalisons le problème ainsi : quelle est la probabilité

de trouv er � appariemen ts si le mo dèle et la scène son t en fait constitués de m et n primitiv es

réparties uniformémen t ?

En fait, les sections précéden tes nous on t p ermis de dév elopp er les outils nécessaires p our ré-

p ondre à cette question. En e�et, si l'on a trouv é k appariemen ts, c'est qu'il existe une transformation

f qui nous p ermet de les v alider. Il nous su�t donc de calculer la probabilité de trouv er au moins k
appariemen ts p our une transformation �xée, puis d'in tégrer cette probabilité sur les transformation

p ossibles.

P our une transformation f �xée, nous a v ons (au plus) m zones de compatibilité dans la scène

après transformation. En simpli�an t tout de suite les expressions, la probabilité qu'un p oin t de la

scène tom b e dans une de ces zones est p = �:m , et la probabilité qu'il en tom b e j sur les n de la

scène est la binomiale B (n;p)(j ) . La probabilité de trouv er au moins � appariemen ts est donc :

q =
X

j � �

B (n;p)(j ) = I p(� + 1 ; n) ' 1 � e� �
�X

j =0

� j

j !

a v ec � = n:p = n:m:� . P our obtenir le nom bre mo y en de faux p ositifs (la probabilité non norma-

lisé), il su�t main tenan t d'in tégrer cette expression sur toutes les transformation admissibles (i.e.

sup erp osan t un morceau des deux images) ce qui revien t à m ultiplier par � .

Le nom bre mo y en d'appariemen ts de � primitiv es en tre un mo dèle et une scène aléatoires (uni-

formes) de m et n primitiv es est donc a v ec notre mo dèle d'image sphérique de diamètre d (et à la

louc he) :

� = q:� = (2 :�:l )3:I �:m (� + 1 ; n):
8
3

:� 3:d3

Cette expression n'est évidemmen t signi�cativ e que lorsque �:m:n � 1 et, vu l'asp ect très qua-

litatif de notre analyse, on ne p ourra y croire que lorsqu'elle est extrêmemen t faible. P ar con tre, on

p eut observ er que l'in tégration sur les transformations admissibles n'in�uence ce nom bre mo y en que

par l'in termédiaire du facteur � et la qualité de son estimation est donc relativ emen t p eu imp ortan te

par rapp ort à celle de la sélectivité � qui in�uence très directemen t la probabilité d'acceptation q.

P our s'en con v aincre, on p ourra v oir sur la �gure (10.3) la di�érence des résultats en tre p oin ts et

rep ères, en sac han t qu'une v ariation de � ne pro duit qu'une faible translation v erticale en éc helle

logarithmique.

10.3.4.2 Exemple d'application

Prenons le cas des données IRM du cerv eau de la section (9.3). Les images on t une taille 256 x

256 x 165 mm et on y extrait t ypiquemen t 2500 p oin ts extrémaux don t 500 son t �nalemen t appariés.
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Sélectivité des rep ères En com binan t l'erreur sur les rep ères des deux images (mo dèle et scène),

on obtien t selon la section (9.3.3) une matrice de co v ariance grossièremen t diagonale :

� = DIA G (0:005; 0:006; 0:065 ; 0:45 ; 0:60 ; 0:165)

Sur une zone aussi p etite, on p eut appro c her la mesure in v arian te sur les rotation par la mesure de

Leb esgue :

sin2(�=2)
� 2 :d� ' (1 + O(� 2)) :

d�
4

et donc appro ximer le v olume de la zone compatible par le v olume de l'ellipsoïde d'incertitude

euclidien dé�ni par la matrice � et un � 2
de � 2 = 16 :

V0 =
Z

x T :� (-1) :x � � 2

dx
4

P our calculer cette in tégrale, on fait le c hangemen t de v ariable x = �: � :y , où � est une racine

carrée de � , et on obtien t :

V0 =
1
4

:
Z

y T :y< 1
� 6:j det(�) j:dy = � 6:

p
det(�) :

� 3

6
:
1
4

' 163:(2:94 10� 4):
� 3

24
' 1:56

puisque l'in tégrale n'est en fait que le v olume de la sphère S6 . P ar ailleurs, le v olume de l'image est

de 256:256:165 = 1:08 107
p our la p osition du trièdre (ou p our un p oin t) et p our le trièdre de

Z

kr k� �

sin2(kr k=2)
kr k2 :dr = 2 :� 2

En fait, les rep ères ne son t que semi-orien tés, et comme deux rep ères représen ten t le même rep ère

semi-orien té, il faut diviser ce v olume par 2. On obtien t donc un v olume image total p our les rep ères

(semi-orien tés) de :

V(I ) = 256:256:165:� 2 = 1 :067 108

ce qui donne une sélectivité de � = V0
V(I ) = 1 :46 10� 8

Sélectivité des p oin ts Il est in téressan t de comparer a v ec la sélectivité des p oin ts : la co v ariance

obten ue sur le v ecteur d'erreur est isotrop e d'écart t yp e � = 0 :70 =
p

2:0:5. On utilise ici un � 2
de

� 2 = 6 . Le v olume de la zone d'erreur est cette fois-ci V0 = � 3:� 3:4
3 :� ' 21:7, ce que l'on compare

au v olume simple de l'image : V(I ) = 1 :08 107
. On obtien t une sélectivité de � pt = 2 :01 10� 6

. On

gagne donc ici deux ordres de grandeur en utilisan t les rep ères au lieu des p oin ts !

Probabilité de faux p ositif P our obtenir une ma joration du nom bre mo y en de faux p ositifs, on

prend comme diamètre de l'image d =
p

3:l a v ec l = 256 , ce qui ma jore le v olume des transformation

admissibles et donne un facteur � = (2 :�:l )3 = 4 :16 109
. Le nom bre de primitiv es est n = m =

2500 et la probabilité d'un appariemen t de � primitiv es p our une transformation �xée est donc

q = I �:n (� + 1 ; n) .

Nous a v ons tracé dans la �gure (10.3) le nom bre mo y en de faux p ositifs � = �:q en fonction

du nom bre � de primitiv es appariés, p our les p oin ts et les rep ères. Dans les deux cas, la probabilité

d'obtenir un faux p ositif a v ec 500 appariemen ts (nom bre mo y en de primitiv es appariées dans ces

images) est rigoureusemen t n ulle (à la précision n umérique de la mac hine). A titre d'indication,

nous a v ons tracé sur la �gure la ligne de probabilité � = 10 � 10
, à partir de laquelle on p eut
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Nombre de primitives appariées
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m = n = 2500
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Fig. 10.3 � Pr ob abilité de faux p ositif p our les p oints et les r ep èr es semi-orientés. L a séle ctivité des

r ep èr es est de � rep = 1 :5 10� 8
tandis que c el le des p oints est de � pt = 2 10� 6

. L es images sont de

tail le 256 x 256 x 165 et c ontiennent 2500 primitives. L a b arr e des � = 10 � 10
est p assé e p our 10

r ep èr es et 55 p oints.

raisonnablemen t p enser qu'on n'observ era plus aucun faux p ositif. Étan t donné que nous a v ons

largemen t surestimé le v olume � des transformations admissibles, cette b orne est d'autan t plus

crédible. La limite est passée p our 10 appariemen ts de rep ères et 56 appariemen ts de p oin ts. En fait

en p eut grossièremen t estimer qu'il faut 5 fois plus d'appariemen ts de p oin ts que d'appariemen ts de

rep ères p our obtenir la même probabilité de faux p ositif ! L'in térêt d'utiliser des primitiv es complexes

est donc particulièremen t clair.

10.3.5 Discussion

En ce qui concerne les estimations de faux p ositifs p our l'alignemen t et la transformée de Hough,

on p eut con tin uer les statistiques p our calculer par exemple le nom bre mo y en d'h yp othèses à v éri�er

a v an t d'en trouv er une b onne, ou la complexité mo y enne des algorithmes, mais tous ces calculs

rep osen t sur un fonctionnemen t précis des algorithmes de reconnaissance. De plus, p our p ouv oir

mener cette analyse d'un p oin t de vue théorique, nous a v ons été obligés de faire des h yp othèses

relativ emen t restrictiv es (mo dèle exact, distribution uniforme...) qui ne son t souv en t pas v éri�és.

Les div ers analyses présen tées ici doiv en t donc être considérés comme simplemen t indicativ es d'un

comp ortemen t et non pas comme des estimations quan titativ es.

P ar con tre, dans le cadre d'algorithmes génériques sur les primitiv es géométriques, il serait in-

téressan t de calculer la sélectivité des appariemen ts en ligne (lors de l'algorithme) et de la propager

dans les di�éren tes op érations utilisées comme nous l'a v ons fait p our l'incertitude. On p ourrai ainsi

v éri�er en tout p oin t de l'algorithme l'état des h yp othèses et abandonner celles qui son t trop in-

certaines sur des bases quan titativ es. Cela est à relier directemen t a v ec les critères de matc hing

probabilistes dév elopp és dans (Rigoutsos et Hummel, 1991b; Rigoutsos et Hummel, 1991a; Rigout-

sos, 1992), in tégran t directemen t dans le critère d'appariemen t la probabilité de faux p ositifs.
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10.4 Quelques problèmes clés

Dans la première section, nous a v ons rép ertorié un certain nom bre d'algorithmes de mise en

corresp ondance généralemen t utilisés a v ec des p oin ts et nous les a v ons formalisé grossièremen t en

terme de primitiv es. Nous a v ons ensuite analysé les mo di�cation nécessaires p our ces algorithmes

con tin uen t à fonctionner correctemen t (i.e. sans faux négatifs) en présence d'erreur. Nous nous

in téressons dans cette section à quelques problèmes clés, sous-tendus par les algorithmes présen tés,

et qui constituen t les p oin ts di�ciles p our l'utilisation de ces tec hniques de mise en corresp ondance

a v ec des primitiv es générales ou simplemen t à cause de l'in tro duction de l'erreur.

En ce qui concerne l'algorithme ICP , nous a v ons déjà dév elopp é le formalisme nécessaire au

calcul de la transformation, mais il manque une implémen tation e�cace p our l'algorithme du plus

pro c he v oisin dans une v ariété , m unie bien sûr d'une métrique riemannienne non euclidienne.

Un problème relativ emen t pro c he qui se p ose p our la transformée de Hough est celui du clustering

de primitiv es ou de transformations (un terme équiv alen t en français serait gr oup ement ou r e gr ou-

p ement ). T ous les autres algorithmes utilisen t plus ou moins des in v arian ts binaires, ternaires ou

d'ordre encore sup érieur. Le problème est non seulemen t de les calculer, mais aussi de sa v oir les

comparer correctemen t et e�cacemen t. Nous prop osons une appro c he basée sur les espaces de

forme qui devrait p ermettre de replacer ces in v arian ts dans un cadre de géométrie riemannienne

similaire à celui que nous a v ons dév elopp é p our les primitiv es homogènes. Le dernier p oin t que nous

ab ordons dans cette section concerne les tec hniques d'accélération de la rec herc he de primitiv es ou

d'in v arian ts compatibles, c'est-à-dire principalemen t les tec hniques de hac hage .

10.4.1 PPV dans une v ariété

Le problème du plus pro c he v oisin est ancien et a été b eaucoup étudié d'un p oin t de vue géométrie

algorithmique. La notion mathématique corresp ondan te est celle de diagramme de V oronoï . On

p ourra consulter par exemple (Aurenhammer, 1991; Ok ab e et al., 1992; Boissonnat et Y vinec, 1995).

Cep endan t, il est souv en t plus facile d'implan ter des tec hniques moins rigoureuses mais plus e�caces

comme les (( k -D trees )) (Preparata et Shamos, 1985) qui sub divisen t itérativ emen t l'espace suiv an t

c hacune des dimensions et en fonction des p oin ts donnés. Cette tec hnique rep ose sur l'équiv alence

de la norme euclidienne L 2 a v ec la norme L 1 , séparable selon les axes, ce qui p ermet d'obtenir

un encadremen t de la norme euclidienne en fonction de la di�érence maximale sur les co ordonnées.

La généralisation de cet algorithme à une v ariété riemannienne sem ble di�cile car il n'existe plus

de système de co ordonnées globales qui nous p ermette de dé�nir une norme similaire à L 1 et

d'alterner la rec herc he suiv an t les axes. Cep endan t, les géo désiques passan t par un p oin t étan t des

droites passan t par l'origine dans la carte exp onen tielle en ce p oin t, il n'est pas imp ossible que l'on

puisse mettre au p oin t une tec hnique de sub division de la v ariété basée sur cette propriété.

La notion de diagramme de V oronoï est par con tre généralisable à une v ariété riemannienne,

mais très p eu de tra v aux s'y son t in téressés. On p eut toutefois citer (Boissonnat et Y vinec, 1995,

c hap.18) p our une v ariété h yp erb olique, mais sa détermination rep ose sur le fait que cette v ariété

est de courbure négativ e partout et qu'il existe un di�éomorphisme qui p ermet de se ramener à Rn

(en l'o ccurrence une pro jection). Ce t yp e de traitemen t ne p eut évidemmen t pas s'appliquer à des

v ariétés de courbure p ositiv es comme les sphères ou les espaces pro jectifs (ce qui inclut les rotations

3D), mais d'autres tec hniques son t p ossibles. W atson a ainsi dév elopp é une métho de p our calculer

le diagramme de V oronoï sur les sphères Sn m unies de leur métrique canonique (v oir (W atson,

1988) et �gure 10.4). Il est p ossible que cette métho de soit généralisable à nos v ariétés homogènes

(m unies de la métrique riemannienne in v arian te) en utilisan t une fois de plus les propriétés des

cartes exp onen tielles. Il reste toutefois le problème de l'e�cacité de ces algorithmes.
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Fig. 10.4 � Diagr amme de V or onoï et triangulation de Delaunay duale sur la sphèr e S2 génér és

inter activement et en temps r é el p ar l'applet java Mo deMap de Dave W atson ac c essible à l'URL :

http://www.iinet.c om.au/ � watson/mo demap.html.

En�n, p our conclure ce tour d'horizon très rapide du problème, on p ourra noter que toutes ces

métho des ne p euv en t pas calculer le plus pro c he v oisin au sens de la distance de Mahalanobis. En

e�et, elles rep osen t sur un pré-traitemen t des données en connaissan t la métrique, alors que celle-ci

n'est �xée que lorsqu'on p ose la question p our la distance de Mahalanobis puisque cette distance

fait in terv enir la co v ariance de la primitiv e testée. Il reste donc un tra v ail imp ortan t à réaliser

dans ce domaine p our p ouv oir inclure propremen t un algorithme du plus pro c he v oisin dans notre

métho dologie générique sur les primitiv es.

10.4.2 Clustering de primitiv es géométriques probabilistes

Clustering p eut se traduire en français par r e gr oup ement ou classi�c ation suiv an t le sens principal

sur lequel on v eut insister. Dans notre cas, le principal problème de clustering est de regroup er les

transformation compatibles en tre elles p our la transformée de Hough. On p ourra consulter (Olson,

1994) p our une analyse récen te des di�éren tes tec hniques utilisée dans cette optique et (Jolion et al.,

1991) p our une appro c he robuste, sans oublier les ouvrages classiques (Duda et Heart, 1973; Jain

et Dub es, 1988).

Comme on n'utilise pas ici l'action des transformations sur des primitiv es, le problème générique

est celui du clustering de primitiv es dans une v ariété. A v ec notre formalisation, le problème est

relativ emen t simpli�é par rapp ort au cadre classique puisque nous p ossédons en plus des mesures

une information d'incertitude asso ciée : la matrice de co v ariance. P ar con tre, Grimson a mon tré dans

(Grimson et Huttenlo c her, 1990b; Grimson et Huttenlo c her, 1991) que l'in tro duction de l'erreur

rendait ce t yp e d'algorithme particulièremen t sensible aux faux p ositifs. De plus, nous v oudrions

p ouv oir rec herc her plusieurs ob jets sim ultanémen t, c'est-à-dire e�ectuer un clustering sans connaître

le nom bre de classes rec herc hées.

Il sem ble p ossible de généraliser un certain nom bre de tec hniques de clustering sur les p oin ts à
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notre problème en remplaçan t la distance en tre p oin ts par la distance riemannienne ou de Maha-

lanobis en tre primitiv es. P ar con tre, les tec hniques d'éc han tillonage de l'espace se heurten t à des

problèmes imp ortan ts dûs au fait que nous ne sommes plus dans un espace v ectoriel (v oir cep endan t

à ce sujet la section 10.4.4).

Nous a v ons c hoisi dans le c hapitre 11 d'utiliser une tec hnique relativ emen t p eu e�cace, p eu

rigoureuse mais simple à implan ter : on c hoisit comme h yp othèse de départ la transformation la

plus informativ e de la liste (en utilisan t l'op ération statistique (( Information )) de la section 6.3.4)

et on fusionne itérativ emen t la transformation compatible la plus pro c he de l'état couran t (au sens

de la distance de Mahalanobis), en enlev an t à c haque fois la transformation fusionnée de la liste. On

recommence ensuite l'op ération p our estimer une nouv elle classe, jusqu'à ce que la liste originelle

soit vide. Il ne reste plus alors qu'à �ltrer les clusters obten us p our ne conserv er que les quelques

meilleurs.

Une autre solution, sans doute plus rigoureuse, consisterait à faire un moindre � 2
selon l'algo-

rithme dév elopp é à la section (8.3.2) en partan t du même p oin t de départ, mais en n'utilisan t à

c haque étap e de la descen te de gradien t, que les transformations compatibles a v ec l'estimée cou-

ran te (celle-ci étan t considérée comme déterministe puisque estimée à partir des transformations

compatibles). Lorsque l'algorithme a con v ergé, on enlèv e les transformations compatibles de la liste

et on c herc he à estimer une nouv elle classe par le même princip e. Cet algorithme reste toutefois à

tester, particulièremen t en ce qui concerne la con v ergence et la stabilité. De manière plus générale,

un tra v ail imp ortan t reste à e�ectuer p our adapter les algorithmes existan ts à notre formalisme,

tester leur e�cacité, leur stabilité et leur précision.

10.4.3 In v arian ts n-aires : espace des formes

Nous a v ons parlé précédemmen t d'in v arian ts binaires, ternaires, etc, et plus sp écialemen t des

(( in v arian ts caractéristiques de la forme constituée des k p oin ts ordonnés )), en restan t v olon tairemen t

�ou sur cette notion. On imagine assez aisémen t l'utilisation de la distance comme in v arian t de

deux p oin ts p our les transformations rigides et nous a v ons déjà parlé des trois distances in ter-p oin ts

p our les in v arian ts d'un triplet de p oin ts. Il est par con tre plus dur d'imaginer ce que son t les

in v arian ts rigides d'un quadruplet de p oin ts, sans parler des in v arian ts pro jectifs des droites ou

d'autres primitiv es. Beaucoup de tra v aux se son t fo calisés sur la rec herc he de tels in v arian ts et l'on

p ourra consulter utilemen t à ce sujet (Mundy et Zisserman, 1992; W einshall, 1993; Rothe et al.,

1994).

Nous présen tons rapidemen t ici une autre appro c he basée sur la théorie des formes et princi-

palemen t dév elopp ée par Kendall et Le dans (Kendall, 1989; Le et Kendall, 1993; Le, 1995). On

p ourra égalemen t se rep orter au c hapitre 12 p our un exemple d'utilisation de cette théorie sur

les p oin ts. L'idée est de caractériser l'espace des con�gurations de k primitiv es. P ar con�guration,

nous en tendons ce qui est in v arian t sous l'action d'un group e de transformation �xé : la forme .

Un k -uplet de primitiv es est ainsi un élémen t de M k
et p our obtenir la forme, on iden ti�e tous

les k -uplets sup erp osables par une transformation f 2 G : l'espace I k des formes à k primitiv es est

donc l'espace quotien t I k = M k=G, noté �( M ; G; k) par Kendall. On p eut reform uler ceci de la

manière suiv an te : un k -uplet de primitiv es X 2 M k
p eut se (( factoriser )) en une forme i 2 I k et la

(( p osition )) f 2 F � G de cette forme dans l'espace.

Supp osons que nous a y ons obten u une caractérisation de l'espace des k -formes et une carte

lo cale. P our p ouv oir comparer des formes, nous dev ons déterminer une métrique riemannienne, puis

les géo désiques et en�n les carte exp onen tielles. Nous p ensons qu'il est p ossible de déterminer les

conditions d'existence d'une métrique riemannienne sur I k compatible a v ec les métriques sur M et
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sur G de façon similaire à ce que nous a v ons fait à la section (3.5.4) p our la métrique in v arian te sur

une v ariété homogène. La détermination des géo désiques se fait alors de la même façon que p our

n'imp orte quelle v ariété, mais con trairemen t au cas des v ariétés homogènes, nous n'a v ons pas de

group e de transformation p our iden ti�er la carte exp onen tielle en un p oin t �xé (origine) à la carte

exp onen tielle en un autre p oin t, ce qui fait que, d'un p oin t de vue informatique, nous devrions gérer

toutes les cartes exp onen tielles...

Si les notions de primitiv es aléatoires, de mo y enne et de co v ariance sem blen t se transp orten t

relativ emen t aisémen t sur ces v ariétés d'in v arian ts, le problème de la gestion informatique d'un

(( in v arian t probabiliste )) reste donc à résoudre. Les op érations élémen taires sur les in v arian ts pro-

babilistes son t par con tre plus restrein tes : nous a v ons essen tiellemen t iden ti�é les trois op érations

suiv an tes :

� T raduction d'un k -uplet en k -forme et p osition : X 2 M k $ (i ; f) 2 I k � G .

Les di�éren tielles doiv en t égalemen t être calculées p our p ouv oir implan ter aussi cette op ération

au niv eau des primitiv es et in v arian ts probabilistes.

� Distance en tre deux k -formes : dist (i1; i2) .

Cette op ération de base est a priori implan table ne utilisan t la distance euclidienne dans la

carte exp onen tielle en l'un des deux p oin ts, mais encore faut-il a v oir l'expression de cette carte

en tout p oin t.

� Distance de Mahalanobis en tre deux k -formes probabilistes : � (i1; i2) .

On p eut égalemen t ra jouter à cette liste des op érations du t yp e (( mo délisation statistique )) et

(( mesure du bruit )) (v oir section 6.3.4), mais il faut tout d'ab ord en dé�nir le sens. P our conclure,

nous p ensons que l'étude des in v arian ts n -aires par les espaces de formes devrait p ermettre une

étude théorique rigoureuse de ces ob jets géométriques, mais leur gestion informatique nécessitera

sans doute des aménagemen ts par rapp orts à la métho dologie que nous a v ons dév elopp é jusqu'ici

p our gérer les primitiv es et les transformations aléatoires.

10.4.4 Indexation incertaine

Dans tous les algorithmes utilisan t des in v arian ts se p ose le même problème : retrouv er e�-

cacemen t parmi un ensem ble d'in v arian ts, év en tuellemen t m uni de leur incertitude, ceux qui son t

compatibles a v ec un in v arian t donné. La solution la plus simple, mais aussi la moins e�cace, consiste

à comparer individuellemen t l'in v arian t en question a v ec tous les autres, ce qui a une complexité en

O(N ) si N est le nom bre d'in v arian ts dans la (( base de donnée )) .

Il y a principalemen t deux t yp e de tec hniques p our dimin uer la complexité : on p eut éc han tillon-

ner récursiv emen t l'espace de rec herc he en fonction des données (tec hniques de t yp e k -D trees), ce

qui donne généralemen t un complexité de rec herc he de O(log N ) , ou bien éc han tillonner l'espace de

rec herc he de manière �xe, mais a v ec une tec hnique d'indexation de cette éc han tillonage qui p ermette

de retrouv er en temps quasi-constan t les données relativ es à un emplacemen t : ce son t les métho des

de hac hage, auxquelles nous nous in téressons dans cette section.

Supp osons p our l'instan t qu'il n'y ait pas de bruit sur les données. Il nous faut déterminer un

éc han tillonage de l'espace et une fonction de hac hage qui transforme les co ordonnées d'un (( buc k et ))
(une case de l'éc han tillonnage) en un co de, qui est l'index d'un tableau de listes regroupan t les

données de même co de. La fonction de hac hage doit être c hoisie de façon à disp erser au maxim um

les co des pro duits a�n d'obtenir des listes de longueur faible (idéalemen t 1 p our c haque co de).

L'in tro duction de l'erreur p ose un certain nom bre de problèmes dans ce formalisme puisque nous

dev ons indexer ou retrouv er nos in v arian ts a v ec une zone d'erreur : celle-ci in tersecte en général

plusieurs cases de l'éc han tillonnage. Il nous faut tout d'ab ord déterminer quels son t ces cases.
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Ensuite, ces di�éren tes cases créen t des en trés supplémen taires dans la table de hac hage. Nous

n'aurons donc plus N en trées comme précédemmen t, mais de l'ordre de 6:N en trées si toutes les

zones d'erreurs son t comme dans la �gure (10.5). Il est imp ortan t que quan ti�er le nom bre mo y en de

cases indexées p our calculer le nom bre mo y en d'ob jets par index de la table (la longueur mo y enne

de la liste). La complexité réelle du hac hage à la reconnaissance est prop ortionnelle à ces deux

facteurs. La fonction de hac hage p eut en e�et asso cier le même index à deux cases de co ordonnées

arbitrairemen t di�éren tes, et une étap e de v éri�cation de compatibilité en tre l'in v arian t en question

et ceux de même index est nécessaire.
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Fig. 10.5 � Hachage de donné es multi-dimensionnel les en pr ésenc e d'err eur

Dans (P ennec, 1993b), nous a v ons analysé les di�éren ts t yp es de hac hage à base de p oin ts utilisés

par les algorithmes de reconnaissance. Prenons un exemple simple : l'indexation d'un p oin t de Rd

a v ec une zone d'erreur b ornée en norme par " a v ec une discrétisation cartésienne de l'espace de

pas isotrop e l . On mon tre alors que le nom bre mo y en de cases indexées (i.e. recoupan t la zone

compatible) est de l'ordre de �n = (1 + 2 :"=l )d
. Sur des critères de probabilité de faux p ositifs,

nous a vions conclu qu'un pas de hac hage l ' " était un b on compromis, ce qui donne déjà en

dimension 3 un nom bre mo y en de cases indexées de 9. P our une dimension �xée, ce n'est qu'un

facteur m ultiplicatif dans la complexité, mais ce facteur est exp onen tiel vis à vis de la dimension.

Ainsi, si l'on regarde le hac hage géométrique a v ec des p oin ts 3D (rigides), nous a v ons trois in v arian ts

p our la base (les distances en tre les trois p oin ts de celles-ci) et les trois co ordonnées du quatrième

p oin t dans cette base. Le nom bre mo y en de cases indexées est cette fois-ci de 729 !

P ar ailleurs, même en supp osan t la même b orne d'erreur sur tous les p oin ts, la propagation

de celle-ci dans le calcul des in v arian ts donne une b orne qui v arie en fonction de la p osition des

in v arian ts, comme on p eut le v oir dans la �gure (10.6). Dès lors, on p eut se demander si une

discrétisation adaptativ e de l'espace ne serait pas plus appropriée.

En�n, p our �nir, nous n'a v ons vu jusqu'ici que les problèmes liés aux in v arian ts simples des

p oin ts. Si l'on considère par exemple un couple de rep ères, l'in v arian t binaire asso cié est lui aussi

un rep ère (c'est la transformation de l'un des rep ères à l'autre, exprimée dans l'un des rep ères).

L'espace des in v arian ts est donc cette fois-ci SO3 � R3
et non plus Rd

. La première question est

commen t éc han tillonner de manière régulière un espace compact b ouclan t sur lui-même comme la

sphère ou SO3 . Ce problème est relié au calcul des cases in tersectées par la zone d'erreur, qui doit

être très e�cace p our que le hac hage conserv e un in térêt. On p ourrait imaginer un éc han tillonnage

(( cartésien )) dans la carte principale, mais si la rotation est pro c he du b ord de la carte, la zone

d'erreur p eut être séparée en deux morceaux, c'est-à-dire sortir d'un côté de la carte p our y ren trer

à l'opp osé. De plus, si la zone d'erreur est un vrai ellipsoïde p our un v ecteur rotation cen tré dans
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Fig. 10.6 � A dr oite, une image 512*512. L es deux p oints servant de b ase sont indiqués en gr as

ave c la tail le de leur zone d'err eur (b orne de 5 pixels). A gauche, la tr anche de la table de hachage

c orr esp ondante à la longueur mesur é e de la b ase. On p eut voir la sensibilité des invariants au bruit

de mesur e de la b ase en c omp ar ant la tail le des zones d'err eur dans l'esp ac e images (à gauche) et

dans l'esp ac e des c o or donné es invariantes (à dr oite).

la carte, c'est de moins en moins vrai lorsqu'on s'appro c he du b ord.

L'adaptation des tec hniques de hac hage à des primitiv es ou de in v arian ts généraux en présence

d'erreur n'est donc pas un problème facile, et le gain d'e�cacité p our lequel ces tec hniques étaien t

utilisées à l'origine n'est pas forcémen t conserv é. La rec herc he e�cace des in v arian ts compatibles

est p ourtan t un problème crucial à résoudre p our conserv er une complexité faible à nos algorithmes

de reconnaissance sur les primitiv es.

10.5 Discussion

Nous a v ons formalisé dans ce c hapitre div ers algorithmes de reconnaissance en terme de pri-

mitiv es géométriques et mon tré commen t on p ouv ait les mo di�er p our qu'ils prennen t en compte

l'erreur de façon correcte. La con trepartie est l'apparition de faux p ositifs et nous a v ons mon tré

a v ec une étude très qualitativ e que l'emploi de primitiv es plus complexes mais plus sélectiv es était

pleinemen t justi�é p our les algorithmes de reconnaissance. Ce t yp e d'étude serait d'ailleurs à a�ner

p our p ouv oir calculer et propager la probabilité de faux p ositif dans les div ers op érations des algo-

rithmes de mise en corresp ondance. P ar con tre, un certain nom bre de p oin ts délicats son t encore à

résoudre p our p ouv oir utiliser courammen t ces algorithmes dans le cadre générique que nous a v ons

dév elopp é dans ce man uscrit.

Nous a v ons iden ti�é en particulier quatre p oin ts clés. Le premier est lié à la structure des

in v arian ts et nous l'a v ons relié à la théorie des espaces de forme. Nous p ensons qu'il serait ainsi

p ossible, non seulemen t de caractériser les v ariété mises en jeu, mais aussi leur structure métrique

induite. Le second concerne la classi�cation dans une v ariété, et plus particulièremen t en présence

d'une information d'incertitude sur c hacune des mesures. Nous a v ons dév elopp é une solution à ce

problème mais elle n'est pas en tièremen t satisfaisan te. Les deux derniers p oin ts clés son t liés à

l'e�cacité algorithmique des problèmes de rec herc he. Il s'agit dans un cas de rec herc he le p oin t le

plus pro c he, au sens de la métrique riemannienne ou de la distance de Mahalanobis, et dans l'autre

cas de rec herc he les primitiv es (probabilistes) compatibles a v ec une primitiv e donnée, au sens du

� 2
. Nous a v ons pu observ er que les tec hniques de hac hage p osaien t des problèmes de complexité
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très imp ortan t, d'une part à cause de la gestion de l'erreur et, d'autre part, à cause de la top ologie

non plane des v ariétés concernées. Ces problèmes deviennen t cruciaux a v ec l'augmen tation de la

dimension de la v ariété. P ar con tre, nous p ensons que certaines tec hniques de sub division adaptativ e

de l'espace p ourraien t être généralisables relativ emen t facilemen t à nos v ariétés homogènes, en

utilisan t les propriétés des cartes exp onen tielles.

En�n, p our �nir, nous a v ons mon tré a v ec une étude très qualitativ e de la probabilité de faux

p ositifs que l'emploi de primitiv es plus complexes mais plus sélectiv es était pleinemen t justi�é p our

les algorithmes de reconnaissance. Ce t yp e d'étude serait d'ailleurs à a�ner p our p ouv oir calculer

et propager la probabilité de faux p ositif dans les div ers op érations des algorithmes de mise en

corresp ondance.



Chapitre 11

Problèmes de reconnaissance en biologie

moléculaire

Ce c hapitre a été publié dans Shap e and Pattern Matching in Computational Biolo gy en 1994

(P ennec et A y ac he, 1994; P ennec et A y ac he, 1998) et a été l'une des motiv ations ma jeures du

dév elopp emen t de la théorie présen tée dans ce man uscrit. La section (11.4.1.1) est une exp é-

rimen tation récen te utilisan t les résultats du c hapitre 8 et qui con�rme le gain de sélectivité

obten u grâce à la gestion rigoureuse de l'incertitude sur les rep ères.

Résumé

La plupart des actions biologiques des proteines dép enden t de parties précises de leur

structure 3D que l'on nomme motifs . P our decouvrir automatiquemen t les motifs 3D se

corresp ondan t en tre proteines, nous prop osons un nouv el algorithme de reconnaissance

et recalage de sous-structures 3D basé sur des tec hniques de geometric hashing. Le p oin t

clé de la métho de est l'in tro duction d'une b ase euclidienne 3D attac hée à c haque acide

aminé, ce qui p ermet de calculer 6 in v arian ts par couple d'acides aminés, et par là même

de réduire drastiquemen t la complexité, t ypiquemen t en O(n2) .

Une analyse précise de la propagation des erreurs dans l'étap e de prétraitemen t et l'in-

tro duction du �ltre de Kalman étendu assuren t l'e�cacité et la robustesse lors de la

reconnaissance.

Nos résultats exp érimen taux con�rmen t la v alidité de l'appro c he et la stabilité remar-

quable des 6 in v arian ts utilisés p our le matc hing. Nous cro y ons que ce nouv el algorithme

p ermettra dans un futur pro c he la comparaison systématique de très grandes structures

grâce à la réduction de la complexité qu'il autorise.

11.1 In tro duction

11.1.1 Bac kground

Most biological actions of proteins, suc h as catalysis or regulation of the genetic message (trans-

cription, maturation, etc.) dep end on some t ypical parts of their three-dimensional structure, called

241
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3D structur al or binding motifs .

Proteins with similar 3D motifs often sho w similar biological prop erties, and it is therefore

highly desirable to searc h for similar 3D motifs b et w een proteins (Branden et T o oze, 1991). Since

proteins are comp osed of thousands of atoms, this searc h requires e�cien t and fully automated

metho ds. Applications in biology and medicine are immense, ranging from drug design and disease

prediction to protein design and engineering, without forgetting researc h on the understanding of

action mec hanisms.

The protein structure is t ypically mo deled at three di�eren t scales:

� the primary structure is the linear succession of amino acids,

� the secondary structure is the lo c al organization of the c hain in to structural motifs,

� and the tertiary structure is the c omplete description of the p ositions of atoms in space, and

can rev eal the presence of 3D non linear motifs.

Most of existen t tec hniques for comparing proteins deal with the comparison of the primary

structure only , using c haracter string comparison algorithms, and esp ecially dynamic programming

based ones (My ers, 1991; Lacroix et Co dani, 1991). These approac hes can not easily �nd most of

the structural or binding motifs, whose nature is in trinsically 3D. F or instance, p olyp eptide c hains

that form a sp eci�c structural motif frequen tly sho w no or v ery lo w sequence homology , ev en when

they are asso ciated with the same sp eci�c function (Branden et T o oze, 1991, page 99). Hence, only

the comparison of the tertiary structures of the c hains can rev eal 3D corresp ondences.

Moreo v er, the a v ailabilit y through in ternational data banks of an ev eryda y increasing n um b er

of 3D structures allo ws for the systematic searc h of motifs presen t in large sets proteins, pro vided

that e�cien t and fast 3D substructure matc hing algorithms do exist.

In this spirit, Fisc her and his colleagues (Fisc her et al., 1992a; Fisc her et al., 1992b) ha v e

exploited the geometric hashing paradigm previously in tro duced in computer vision b y Lamdan

and W olfson (Lamdan et W olfson, 1988; W olfson, 1990). They prop osed substructure matc hing

metho ds based on prepro cessing and recognition algorithms of complexit y O (n3) , where n is the

n um b er of atoms of in terest (either in the motif or in the protein). A k ey p oin t of their approac h is the

p ossibilit y to refer to 2 rigid in v arian ts (the �distance co ordinates�) of an y atom of the protein with

resp ect to t w o other atoms pic k ed arbitrarily as forming a geometric �basis�. The results rep orted

in their publications w ere encouraging, and motiv ated our w ork.

11.1.2 An O( n2
) 3D substructure matc hing algorithm

F ollo wing their pioneering w ork, our main idea w as to reduce the size of a �basis� from t w o

to a single atom. T o ac hiev e this goal, w e in tro duce a 3D r efer enc e fr ame attac hed to eac h amino

acid. Doing this, w e can no w c ho ose a single amino acid as a basis, and compute 6 rigid in v arian ts

(the parameters of translation and rotation) attac hed to an y other amino acid. This allo ws to

drastically reduce the complexit y of b oth the prepro cessing and recognition stages of geometric

hashing, t ypically from O(n3) to O(n2) .

A thorough analysis of the propagation of the errors in geometric hashing (P ennec, 1993a) and

the in tro duction of extended Kalman �ltering for the clustering of found transformations (A y ac he,

1991; Guéziec et A y ac he, 1992) guided our implemen tation to insure e�ciency and robustness of

the approac h.

Our exp erimen tal results con�rm the v alidit y of the approac h, and the remark able stabilit y of the

6 rigid in v arian ts used for matc hing. W e b eliev e that this new algorithm, b ecause of the reduction of

the algorithmic complexit y it implies, will allo w the systematic comparison of v ery large structures

in the near future.
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Our pap er is organized as follo ws: �rst w e detail the reference frame attac hed to eac h amino-acid,

and then describ e the new geometric hashing algorithm w e prop ose for matc hing. Third w e rep ort

our exp erimen tal study , and �nally w e presen t a few p oten tial extensions of our w ork.

11.2 Protein structure mo deling

Proteins are comp osed of p ossibly sev eral c hains of amino acids link ed eac h others b y p eptide

b onds. Three groups of atoms in eac h amino acid constitute the bac kb one of the c hain : the cen tral

atom C� to whic h are attac hed on eac h side an NH group and a carb on yl group C0 = O (see �gure

11.1). The residue R , also b ound to the C� , c haracterizes the nature of the amino acid but do es not

tak e part to the bac kb one of the c hain.

Fig. 11.1 � Structur e of a Pr otein chain : a p eptide b ond links amino acids b etwe en e ach others in

a line ar way.

T op ologically , the bac kb one of the c hain is linear, but its geometry is v ery complex. Ev en if

rotations are allo w ed around the b onds C� � C0
and C� � N , and hence the geometry of the c hain

is w eakly constrained, the geometry of the atoms attac hed to the C� is p erfectly determined. In

particular, the three atoms N; C � ; C0
form a kno wn triangle from whic h w e can de�ne a basis (see

�gure 11.2). W e shall see later the function of this basis. It is su�cien t to sa y for the momen t that
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Fig. 11.2 � Ge ometry of an amino acid ar ound the C� and de�nition of a b asis.

this basis uniquely de�nes the p osition and orien tation of the amino acid in space. W e will hence

mo del an amino acid b y a couple (p oin t, trihedron) with p ossibly a lab el (the t yp e of amino acid),

and a protein b y the set of these couples.

The structure comparison problem is th us stated as follo ws : giv en t w o suc h sets, �nd all rigid

transformations that matc h a minim um n um b er of amino acids of the t w o structures. The problem
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can b e extended to the comparison of a target molecule with a data-base of proteins. W e will see

that the geometric hashing paradigm is esp ecially w ell suited for suc h a researc h.

11.3 Matc hing proteins

The problem w e are confron ted with is v ery close to recognition problems in v olume image

analysis, esp ecially in the medical �eld. In this case, one has to pro cess p oin ts extracted from

surfaces with their asso ciated F renet trihedron (Thirion, 1993; A y ac he, 1993; Guéziec et A y ac he,

1993). So in b oth cases, the mo del adopted to reduce the data is a set of couples (p oin t, trihedron).

Classical tec hniques rely on mo del-based approac h of ob ject recognition. See for instance (Grimson,

1990) for a surv ey . Giv en a data-base of mo deled ob jects (called mo dels), the aim is to recognize in a

scene what ob jects are presen t, and ho w they are placed. The simplest problem where the data-base

is reduced to only one ob ject is called simply matc hing or sometimes registration.

11.3.1 The geometric hashing algorithm

The geometric hashing algorithm w as in tro duced b y Lamdan and W olfson for mo del based

recognition in computer vision (Lamdan et W olfson, 1988; W olfson, 1990). The basic idea is to

store in a data-base at prepro cessing time a redundan t represen tation of mo dels, based on lo cal

features to allo w for o cclusion, and in v arian t b y rigid transformation. Doing so, the represen tation

of the scene computed at recognition time will presen t some similarities with that of some ob jects

of the data-base. A ccum ulating these evidences will allo w the recognition and registration of ob jects

presen t in the scene and in the data-base. This approac h can also b e related to shap e auto corelation

op erators (Califano et Mohan, 1991).

� Invariant description

In our case, lo cal features are frames. Ho w ev er, in the absence of lab els, an y mo del frame can

b e matc hed with an y scene frame. T o obtain an in v arian t description, w e th us ha v e to consider

binary constrain ts b et w een frames. Indeed, a couple of frames has 6 in v arian ts giv en b y the

parameters of the rigid transformation from the last frame to the �rst (�gure 11.3). F or ease

of w ork, w e use in fact the 3 co ordinates of the translation (expressed in frame i ), and the 3

angular v alues b et w een the corresp onding axis of the t w o frames. These v alues will constitute

the 6D in v arian t v ector of a frame couple. In order to deal with o cclusion, the represen tation

Rigid Transformation
    (6 Parameters)

Frame i

Frame j

Fig. 11.3 � If fr ame i is c onsider e d as the b asis of the Euclide an sp ac e (r efer enc e fr ame), the 6

p ar ameters of the rigid tr ansformation mapping fr ame j on the origin (fr ame i ) ar e invariants.

of one frame has to b e redundan t: eac h frame will then b e asso ciated with an y other frame of

the ob ject to compute the set of 6D in v arian t v ectors c haracterizing this reference frame (see
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Fig. 11.4 � Pr epr o c essing: the 6D invariant ve ctor asso ciate d with every c ouple of fr ames is c ompute d

with its err or zone (se e Err or hand ling se ction) and use d as an index for the c ouple in the hash table.

F or the sake of simplicity, we only de al her e with the r epr esentation of mo del fr ame i ( Fm i ).

for example �gure 11.4). The global represen tation is then the set of ev ery frame couple of the

mo del, eac h one b eing an en try for the hash table, with the 6D in v arian t v ector as index.

� Pr epr o c essing

In order to optimize the access to the represen tation for recognition time, the geometric

hashing algorithm uses a hash table for storing mo dels. Indeed, giv en one ob ject, just compute

the 6D in v arian t v ector asso ciated with eac h p ossible couple (reference frame, other mo del

frame), and set it as an index in a 6D hash table for the couple. Eac h mo del is pro cessed

indep enden tly , but stored in the same hash table. The complexit y of the step is O(M:m 2) ,

where M is the n um b er of mo dels and m the mean n um b er of amino acids p er mo del. T ypical

v alues for m range from 15 for motifs to a few h undreds for big proteins. The complexit y in

space for the hash table is the same since it only dep ends on the n um b er of en tries. This step

is p erformed without an y kno wledge of the scene to b e matc hed and hence can b e done once

for all.

� R e c o gnition

Cho ose a reference frame; for eac h di�eren t scene frame, compute the 6D in v arian t v ector and

retriev e the compatible mo del couples (reference frame, other mo del frame) in quasi constan t

time thanks to the hash table. During the pro cess, main tain a list of the mo del reference

frames found, and for eac h one accum ulate the n um b er of compatible couples. This will b e

the score for the matc hing of these mo del reference frames with the considered scene reference

frame.

The pro cess is rep eated with eac h scene frame tak en as the reference frame. The output is the

list of mo del and scene matc hing reference frames with their asso ciated score (see �gure 11.5).

W e only k eep the matc hes with a score ab o v e a threshold. This parameter is either static

or dynamically adapted during the algorithm. It is also p ossible the k eep a �xed n um b er of

matc hes (usually the b est ones).

The simple matc hing of a mo del and scene reference frames is su�cien t for computing af-

terw ard a rigid transformation, but ev ery compatible couple can brings up some additional

information (the matc hing of secondary frames) that can b e used to re�ne it at a small cost

during this pro cess, using for example an extended Kalman �lter.
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Fig. 11.5 � R e c o gnition: for e ach sc ene fr ame c ouple, c ompute the 6D invariant ve ctor and r etrieve

thr ough the hash table every c omp atible mo del fr ame c ouple. F or e ach such c ouple, tal ly a vote for

the matching of the r efer enc e fr ames (her e Fm i � Fsj ).

Considering that the access to the hash table is done in constan t time, whic h is true for w ell

distributed tables, the complexit y of the whole stage is O(n2) where n is the n um b er of frames

(amino acids) in the scene.

� Err or hand ling

Due to the resolution of the X-ra y determination of protein structure, conformational defor-

mations and ev en structural di�erences b et w een molecules that induce di�eren t constrain ts

on the motif, one has to deal with errors in atom p ositions. A previous study on the propa-

gation of errors within geometric hashing sho ws that, considering a b ounded error " on the

p osition of ev ery atom, one can determine b ounds on the error for the in v arian t v ector used

to hash (P ennec, 1993a). W e do only pro vide here the practical b ounds w e used and redirect

the in terested reader to the original pap er for further dev elopmen ts. Let r b e the radius of the

inscrib ed circle to the triangle used to form the reference frame, and d b e the distance b et w een

the t w o amino acids within the considered couple. The error in the co ordinates of the amino

acid in the reference frame (�rst part of the 6D v ector) is b ounded b y "gh = "
�
1 + d

3r

�
. A

strong supplemen tary constrain t is giv en b y the b ound "d = 2 " on the distance d. Concerning

the 3 angular v alues (second part of the 6D v ector), a theoretical error b ound on eac h angle

is " � = 2 "
l + O("2) where l is the length of the considered triangle edge, but half this b ound is

a go o d practical v alue. As n umerical v alues, w e compute that r = 0 :38 Å and use an a v erage

v alue l = 1 :7 Å for triangle edges. Eac h buc k et of the hash table in tersecting the v olume

error of a 6D in v arian t v ector is de�ned as an en try for the couple. Since the hash table can

b e coarsely discretized, w e v erify at recognition time that the couples found ha v e compatible

in v arian t v ectors.

As long as the hash table is sparsely distributed, this b ounded error mo del for geometric

hashing is su�cien t. When it comes to v ery big proteins or big data bases, a probabilistic

sc heme (Rigoutsos, 1992; Rigoutsos et Hummel, 1993) w ould b e more adapted.

11.3.2 Clustering and extension

F rom no w on, w e use a probabilistic sc heme. Hence, eac h amino acid frame is giv en an asso ciated

co v ariance matrix, whic h is propagated through the computations. The original co v ariance matrix
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Mapping the model onto the scene Updating the rigid transformation

Model points

Scene points

Symmetric closest neighbor

Non symmetric closest neighbor

Matches accepted
by the       test 

Fig. 11.6 � L eft: the mo del is mapp e d onto the sc ene and thr e e matches ar e satisfying the symmetric

closest p oint and � 2
test c onstr aints. R ight: these thr e e matches ar e use d to r e c ompute the rigid

tr ansformation and up date the p osition of the mo del. Sinc e the same matches ar e satisfying the

c onstr aints, the algorithm c an stop.

is diagonal with a v alue � 2
d on the translation v ector and � 2

� for error on the rotation v ector. In our

exp erimen ts w e generally use � d = 0 :5Å and � � = 0 :2 rad.

� Clustering

W e ha v e to aggregate the redundan t information obtained from the geometric hashing stage.

In order not to mix up the di�eren t p ossible mo dels, w e split the list of matc hing reference

frames in to one list for eac h mo del. F or eac h suc h list, w e consider the �rst matc h as a cluster,

and examine eac h di�eren t matc h as follo ws:

� Decide with a � 2
test on Mahalanobis distance b et w een the t w o transformations if they

are compatible.

� If so, merge them together using the extended Kalman �lter : the cluster transformation

is up dated with the new 3 pairs of atoms matc hed together.

Rep eat the pro cess un til eac h matc h b e incorp orated in to a cluster. The complexit y is O(km :kc)
with a n um b er km of matc hes and kc of clusters on output, but kc is quasi constan t in practice,

a few tens at the v ery most.

� Extension

Clusters m ust no w b e c hec k ed and their matc hing list extended. This is done using an align-

men t test: using the rigid transformation previously determined, the mo del is mapp ed on to

the scene and the p ossible matc hes are v eri�ed. F or the sak e of simplicit y , only the p osition

of the C� is no w considered in eac h amino acid. Eac h C� of the mo del is examined as follo ws

(see �gure 11.6).
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� Map the mo del C� on to the scene and searc h for the closest C� of the scene. In order to

k eep the algorithm symmetrical b et w een the mo del and the scene, map bac k the scene

C� to the mo del and v erify that the original mo del C� is its closest neigh b or. If not,

reject the mo del C� .

� Compute the Mahalanobis distance b et w een the transformed mo del C� and the scene

one, and decide using a � 2
test if this matc h is v alid. If not, reject the mo del C� .

� Up date the rigid transformation of the cluster with this new matc h using the extended

Kalman �lter.

This pro cess is rep eated un til con v ergence (stabilit y of matc hes) or a maxim um n um b er of

iterations (usually ab out 10). Seeking the closest neigh b or is p erformed using k-D trees (Pre-

parata et Shamos, 1985). The complexit y of constructing a k-D tree is O(n: logn) with O(n)
storage. The searc h for a closest neigh b or is sub-linear, and almost constan t in practice. Hence,

the whole stage has a complexit y O(n: logn + n:k) .

11.3.3 Algorithm analysis

� Simpli�c ations : The follo wing heuristics can help sp eeding up the geometric hashing step:

� Only k eep couples with in ter-distances under a threshold (t ypically around 20 Å). The

underlying justi�cation is that amino acids of the motif are usually close in space.

� Lab el the reference frames (or ev en ev ery amino acid) with their residue name. Indeed,

since w e only seek in this step some initial matc hes, w e do not need to obtain ev ery matc h

and it can b e su�cien t to consider amino acids with the same residue. This is ho w ev er

not used in our exp erimen ts.

� Complexity : Let m b e the mean n um b er of amino acids in the mo dels, M the n um b er of

mo dels, n the n um b er of amino acids in the scene, and k the mean n um b er of clusters found

b y mo del. The theoretical complexit y is O(M:m 2) for the prepro cessing stage (comprising the

k-D trees prepro cessing of mo dels). The whole recognition stage is in O(n2 + M:k:n ) . In fact,

as far as the n um b er of mo dels M is lo w compared to n , the real complexit y is dominated b y

the geometric hashing stage : O(n2) .

� Par ameters : There is a small n um b er of parameters that need to b e adjusted in the algorithm,

suc h as the b ound " on atom co ordinates errors and the v ariances � d and � � on the asso ciated

frame, the threshold on the score for geometric hashing, and the thresholds � c (clustering) and

� v (v eri�cation) used for � 2
tests. W e ev aluate the v alues of these parameters in a learning

step: kno wing t w o matc hed motifs, w e register them and compute the v ariances and the b ound

" . Using these informations, w e compute in a second step the minimal thresholds. In order to

k eep some con trol o v er the algorithm, w e c ho ose to parameterize the v ariances b y the b ound

" in a linear w a y and k eep the � v alues constan t. Hence, in most cases, the only parameters

w e ha v e to pla y with are " and the minimal score for geometric hashing.

11.4 Exp erimen tal results

F or all our exp erimen ts, w e use the atoms co ordinates of proteins pro vided b y Bro okha v en

National Lab oratory's Protein Data Bank (Bernstein et al., 1977; Ab ola et al., 1987). Visualization

is done using the RasMol program of R. Sa yle (Sa yle et Bissel, 1992). F or rigid transformations, w e

pro vide the translation in angströms and the rotation v ector in radian. Exp erimen ts w ere done with
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and without the distance constrain t of section (11.3.3) without an y di�erence. The lab eling sc heme

w as not used, and hence amino acids are not discriminated in the pro cess.

11.4.1 Detection of a structural motif : the Helix-T urn-Helix motif

Structural motifs can b e de�ned as the sup er-secondary structure. They are the simple com bi-

nation of a few secondary structure elemen ts. Some of them are asso ciated with particular functions

or are simple parts of larger structural and functional assem blies. Therefore, the Helix-T urn-Helix

motif is resp onsible for the binding of DNA within man y pro cary otic proteins. Some of them bind

tigh tly to the DNA at a promoter of a gene, prev en ting RNA p olymerase from �xing and hence

blo c king the initiation of the transcription. They are repressors. Con v ersely , activ ators bind next to

the promoter and help p olymerase to bind.

W e c ho ose to compare the tryptophan repressor for E. Coli (PDB co de 2WRP (La wson et al.,

1988)) and phage 434 CR O (PDB co de 2CR O (Mondragon et al., 1989)), whose Helix-T urn-Helix

sequence are kno wn to b e (Brennan et Matthews, 1989; Harrison et Aggarw al, 1990) :

Protein Position Sequence
2 CRO 15� 37 MT QT ELAT KAGV KQQSIQLIEAG
2 W RP 66� 88 MS QRELKNELGA GIAT IT RGSNS

In this exp erimen t, w e c ho ose the whole protein 2CR O as the mo del and lo ok for common

substructures with 2WRP: the t w o corresp onding sequences are correctly matc hed, and 4 other non

linear matc hes are found (table 11.1).

Cluster 1 : score 27

Rotation Vector : -2.53546 0.291995 0.345864

Translation : -17.9746 -1.90902 -0.211789

--------------- 15 MET - 66 MET 24 ALA - 75 LEU 33 LEU - 84 ARG

2CRO - 2WRP 16 THR - 67 SER 25 GLY - 76 GLY 34 ILE - 85 GLY

--------------- 17 GLN - 68 GLN 26 VAL - 77 ALA 35 GLU - 86 SER

9 ARG - 63 ARG 18 THR - 69 ARG 27 LYS - 78 GLY 36 ALA - 87 ASN

... ... 19 GLU - 70 GLU 28 GLN - 79 ILE 37 GLY - 88 SER

11 ILE - 64 GLY 20 LEU - 71 LEU 29 GLN - 80 ALA ... ...

... ... 21 ALA - 72 LYS 30 SER - 81 THR 43 ARG - 50 ALA

15 MET - 66 MET 22 THR - 73 ASN 31 ILE - 82 ILE ... ...

16 THR - 67 SER 23 LYS - 74 GLU 32 GLN - 83 THR 45 LEU - 53 THR

_______________

Cluster 2 : score 21

[ .............. ]

T ab. 11.1 � Dete cte d matches b etwe en the pr oteins 2CR O and 2WRP. The output of the algorithm

is c omp acte d for a b etter understanding.

W e do not assess an y biological signi�cance to these supplemen tary matc hes. They are only the

result of a geometric matc hing. On the other hand, the fact that other matc hes do not score more

than 21 sho ws that the HTH motif is the main common structural motif b et w een the t w o proteins.

11.4.1.1 Impro v emen ts of the algorithm

The last step (of the algorithm (the extension) is an alignmen t test realized as an impro v ed

iterativ e closest p oin t (Besl et McKa y , 1992) : the matc hing step lo oks for the symmetric closest

p oin t and the registration step discards outliers using a � 2
test and recomputes the transformation.

These t w o steps w ere previously realized only with p oin ts : w e k eep the matc hing part on p oin ts (w e
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w ould lik e to b e able to do it directly on frames), but w e use the outlier rejection and registration

sc heme of section (8.5) on frames using a �xed noise mo del that determines the t yp e of common

substructures the algorithm extracts : a small noise only k eep a small but v ery accurate set of

matc hes, whereas a large noise authorizes more uncertain matc hes, and th us fa v ours bigger and

more global substructures matc hes.

Lo oking for a 3D binding motif, w e used here a quite small mo del of isotropic noise ( � � =
0:1 rad = 5 deg and � d = 0 :35 Å). The algorithm ends up with only the correct matc hes from (15

MET - 66 MET) to (36 ALA - 87 ASN), discarding the four supplemen tary matc hes b ecause they

ha v e di�eren t orien tation. The last matc h (37 GL Y - 88 SER) is also eliminated, and is indeed

v ery arguable considering the distance after registration and esp ecially the di�erence in orien tation.

The t ypical ob ject precision due to the registration (on the 22 matc hed amino-acids) is giv en to

� obj = 0 :29 Å. W e sho w in �gure (11.7) the t w o proteins and in �gure (11.8) the registration found.

The only t w o other common substructures found score no w 13 and 8 matc hes and corresp ond to

alpha helices, whic h are v ery stable secondary structure elemen ts.

In order to test the stabilit y of our algorithm, w e also did the exp erimen t with a noise t w o times

larger ( � � = 10 deg and � d = 0 :7 Å). W e just �nd four additional matc hes preceding the b eginning

of the HTH motif, from (7 L YS - 61 LEU) to (11 ILE - 64 GL Y). The t w o other clusters no w score

14 and 9 matc hes.

This sho ws that the plain use of frames impro v es the robustness of motifs detection (the previous

algorithm using only p oin ts w as far more sensitiv e to the noise mo del). Indeed, the orien tation of

an amino acid is crucial to determine the p osition of collateral c hains and most in teractions of the

protein happ en within these side atoms. The p osition of these atoms is then not only determined b y

the p osition of the bac kb one but also its orien tation and using just p oin ts to represen t amino acids

generally leads to a signi�can t amoun t of additional matc hes with non compatible orien tations. This

implies a drastic reduction of selectivit y for the matc hing pro cess. In this case, frames bring rather

more selectivit y than more precision.

11.4.2 Detection of a binding site : the heme p o c k et

The globin family collect proteins of man y di�eren t organisms. Their amino acid homology can

b e as lo w as 16%. Ho w ev er, their 3D structure is still related and constitute the globin fold. It

is mainly comp osed of � helices that form a p o c k et for the activ e site whic h in m y oglobins and

hemoglobins binds a heme group. The motif constituted b y the amino acids binding the heme in 9

globins w as extensiv ely studied b y Lesk et al. (Lesk et Chothia, 1980).

W e de�ne the motif b y 15 of the 19 non sequen tial p ositions of amino acids that mak e con tact

with the heme in the � subunit of h uman hemoglobin (PDB co de 4HHB, c hain � (F ermi et al.,

1984)). W e c ho ose the 15 p ositions giv en b y Lesk et al. as b eing presen t in 7 or more globins. W e

searc h for it within the � subunit of the same protein (c hain � ), horse hemoglobin (PDB co de

2DHB (P erutz et al., 1973), c hain � and � ), m y oglobin (PDB co de 4MBN (T ak ano, 1984)), and sea

lamprey cy anohemoglobin (PDB co de 2LHB (Honzatk o et al., 1985)). The resulting matc hes are

giv en in table (11.2). W e presen t in �gure (11.10), (11.11) and (11.12) images of the motif, the �
c hain of h uman hemoglobin, and the registration of the t w o structures.

The matc hing with horse hemoglobin (2DHB) w as done with the t w o c hains together and the t w o

matc hes w ere p erfectly iden ti�ed. F or the sea lamprey cy anohemoglobin (2LHB), the co ordinates

rep orted b y (Honzatk o et al., 1985) are not the same as those used b y to Lesk et al. : a SER is

deleted after 96-SER, and 98-LEU, 99-AR G w ere inserted (see remark 6 of the PDB en try). Hence

residue 101 from PDB corresp ond to residue 100 of Lesk et al. and so on.
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Fig. 11.7 � The CR O pr otein (2CR O) of phage 434 on the left and the tryptophan r epr essor of E.
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Fig. 11.8 � R e gistr ation found b etwe en the HTH motifs of 2CR O and 2WRP. W e c an se e that not

only the b ackb one is very wel l matche d, but also c ol later al chains ar e pr etty wel l c onserve d.
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4HHB �
(motif )

4HHB � 2DHB � 2DHB � 4MBN 2LHB

42 TYR 41 PHE 42 TYR 41 PHE 42 L YS 51 PHE

43 PHE 42 PHE 43 PHE 42 PHE 43 PHE 52 PHE

58 HIS 63 HIS 58 HIS 63 HIS 64 HIS 73 HIS

61 L YS 66 L YS 61 L YS 66 L YS 67 THR 76 AR G

62 V AL 67 V AL 62 V AL 67 V AL 68 V AL 77 ILE

65 ALA 70 ALA 65 GL Y 70 SER 71 ALA 80 ALA

66 LEU 71 PHE 66 LEU 71 PHE 72 LEU 81 V AL

83 LEU 88 LEU 83 LEU 88 LEU 89 LEU 101 LEU

86 LEU 91 LEU 86 LEU 91 LEU 92 SER 104 L YS

87 HIS 92 HIS 87 HIS 92 HIS 93 HIS 105 HIS

91 LEU 96 LEU 91 LEU 96 LEU 97 HIS 109 PHE

93 V AL 98 V AL 93 V AL 98 V AL 99 ILE 111 V AL

97 ASN 102 ASN 97 ASN 102 ASN 103 TYR 115 TYR

98 PHE 103 PHE 98 PHE 103 PHE 104 LEU 116 PHE

101 LEU 106 LEU 101 LEU 106 LEU 107 ILE 119 LEU

Tx 0.142694 0.493322 -0.04313 3.44391 10.1853

Ty -1.59334 1.36633 -0.39684 14.5187 18.8873

Tz 2.60057 0.162643 2.35737 -6.03178 -14.3859

Rx -3.14764 0.004991 3.11788 1.13209 1.73283

Ry -0.007530 0.033864 -0.03635 -0.672907 1.58384

Rz 0.0802843 -0.016262 -0.127903 0.015026 0.113322

T ab. 11.2 � Matches and tr ansformations r esulting fr om the algorithm. The tr ansformations map

the motif onto the sc anne d structur es.

In these exp erimen ts, no other matc h scoring more than 5 w as found. This tends to sho w that the

correct recognition greatly emerges from the noise of false p ositiv es, and hence our sc heme app ears

to b e v ery robust.

11.4.3 A ccuracy of frames

With the result of these t w o exp erimen ts, w e can study the accuracy of our mo deling with

resp ect to the v ariabilit y of amino acids. In �gure (11.9) w e dra w the distribution of distance and

angular error b et w een matc hed frames in 2CR O and 2WRP (HTH exp erimen t).

W e can see that if t w o matc hed amino acids can b e as far as 1.2 Å, their orien tation di�ers

from a maxim um of 25o
, with a RMS of 16o

. As far as the heme exp erimen ts are concerned, the

maxim um and RMS distances are generally larger, but the angular error do es not gro w (table 11.3).

4HHB 2DHB � 2DHB � 4MBN 2LHB

Distance RMS 0.9 0.3 0.8 0.75 0.8

Max 1.3 0.6 1.2 1.4 1.3

Angular RMS �= 13 �= 12 �= 10 �= 11 �= 13
error Max �= 9 �= 6 �= 6 �= 5 �= 6

T ab. 11.3 � Err or values for the heme exp eriment.

This study mainly sho ws that the orien tation of amino acids is at least as stable as their p osition

in a motif. This w as in fact predictable since the orien tation of an amino acid determines in a certain



11.5. Conclusion 253

Fig. 11.9 � Distribution of distanc e (left) and angular err or (right) b etwe en matche d amino acids

in 2CR O and 2WRP.

w a y the p osition of its residue. Our mo deling with frames is then justi�ed and allo ws to use this

reliable information.

11.5 Conclusion

Mo deling amino acids b y the 3 atoms of their bac kb one allo ws to de�ne a complete and unique

asso ciated reference frame, whic h turns out to b e v ery stable. Eac h couple of amino acids has hence

6 in v arian ts for rigid transformations that w e use in a geometric hashing sc heme to disco v er initial

matc hes. These are clustered, v eri�ed and extended. The error inheren t to the problem is in tegrated

in the pro cess, thanks to an error analysis and Extended Kalman Filter. Exp erimen ts con�rm the

v alidit y , e�ciency and robustness of our approac h.

This algorithm is also curren tly w orking for substructure matc hing in v olume images (medical

images) with frames extracted from surfaces (extremal p oin ts). This stresses the analogy b et w een

3D matc hing problems and p oin ts out the fact that frames can, in n umerous cases, adv an tageously

replace p oin ts.

F uture w ork will b e articulated up on three axes. W e plan �rst to use a probabilistic sc heme

for geometric hashing, for instance (Rigoutsos et Hummel, 1993). A second direction w ould b e the

extension of our algorithm for m ultiple alignmen ts researc h and last but not least, w e hop e to

demonstrate the p ossibilit y of automatically disco v ering and extracting the mo del of an unkno wn

motif common to a giv en group of proteins.
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Fig. 11.10 � The motif extr acte d fr om the � chain of human hemo globin (4HHB) displaye d in b al ls

and sticks (left) and its b ackb one (right)
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Fig. 11.11 � The � chain of human hemo globin (4HHB) displaye d in b al ls and sticks (left) and its

b ackb one (right)



256 Problèmes de reconnaissance en biologie moléculaire Chap. 11

Fig. 11.12 � Motif and chain 4HHB � r e gister e d. F or the sake of visibility, we only show the matche d

r esidues. Bal ls and sticks (left) and b ackb one (right)



Chapitre 12

Mo délisation et recalage m ultiple

Ce c hapitre a été publié dans Image F usion and Shap e V ariability T e chniques (P ennec, 1996).

L'idée générale est d'étudier les tec hniques de recalage m ultiple et d'ab order la théorie des formes

sur les p oin ts p our p ouv oir généraliser ensuite ces métho des à des primitiv es quelconques.

Summary

W e presen t in this article a c haracterization of the mean rigid shap e in an y dimension,

and prop ose an algorithm to compute it after a m ultiple registration step. In order

to cop e with the missing p oin t problem ( (( o cclusion ))), w e prop ose another iterativ e

algorithm that alternates the computation of the mean shap e and the registration of

all ob jects to it. Exp erimen ts with syn thetic and real data sho w a go o d con v ergence of

b oth algorithms, the iterativ e one b eing m uc h faster. W e presen t t w o applications in 3D

mo deling with the mean shap e of the heme binding motif (molecular biology) and the

mo del of the head of one patien t based on extremal p oin ts from 24 MRI images (medical

imaging).

12.1 In tro duction

T o study the shap e of an ob ject, it is common to describ e the ob ject b y a �xed n um b er k of

c haracteristic features in order to obtain a k -tuple (x1; : : : xk ) . T w o ob ject are said to ha v e the

same form if there exists a transformation that can sup erimp ose them, and th us iden tify their

�c haracteristic� k -tuples.

General studies fo cuses on k -tuples of p oin ts and their form under rigid transformation with

p ossibly scaling (Kendall, 1989; Go o dall, 1991; Le et Kendall, 1993). There are few er w orks dealing

with more general transformations, apart from (Am bartzumian, 1982) for a�ne shap es, and most

applications concern 2D landmarks (Bo okstein, 1991; Bo okstein, 1986; Small, 1988). In computer vi-

sion and medical imaging, ho w ev er, some more complex features can app ear, lik e lines, frames. . . and

w e need to w ork in full 3D. This t yp e of constrain ts is also shared in structural biology , when it

comes to the tertiary structure of the proteins.

257
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In this framew ork, sev eral problems can b e iden ti�ed. Firstly , the iden ti�cation and measuremen t

of meaningful features, or landmarks, is m uc h more di�cult in 3D than in 2D and can b ecome a

b ottlenec k of the shap e studies if done b y hand. Then, There is a need for an automatic extraction

of c haracteristic features: the C� p osition of an amino acid is usually considered as represen tativ e

for the amino acid in the protein, and extremal p oin ts (Thirion, 1994) can b e go o d candidates

for landmarks. The remaining problem is ho w to discriminate meaningful features from spurious

(or more often unin teresting) ones? In the medical imaging �eld, one can think of a scale-space

approac h to c haracterize features b y their stabilit y , but ev en tually , the saliency of features is their

stabilit y across a wide range of observ ations for a giv en �ob ject�. W e are here confron ted to a m ultiple

matc hing and registration problem in the presence of noise and outliers.

Once meaningful features ha v e b een iden ti�ed and matc hed in di�eren t observ ations, it is in-

teresting to merge their observ ations in order to obtain a mo del that incorp orate all meaningful

information and has a reduced noise. The shap e of this mo del can then b e studied, compared with

others, used to determine if a similar shap e is presen t in an observ ation. . . The set of mo dels in the

w orld w e consider will then constitute an atlas.

Algorithms for recognition and registration of t w o observ ations ha v e already b een dev elop ed for

3D substructure matc hing of proteins (P ennec et A y ac he, 1998) and registration of medical images

based on extremal p oin ts ((Thirion, 1994) and (P ennec et Thirion, 1997) for a v alidation). W e are

in terested in this article in m ultiple registration and ho w to de�ne a mean shap e based on p oin t

features under rigid transformations.

W e presen t in the �rst part a c haracterization of exp ected and mean rigid shap es in the F réc het

sense (F réc het, 1948) whic h is basically the generalization to n D of some 2D result of Ziezold

(Ziezold, 1994; Ziezold, 1989). W e sho w that the mean rigid shap es can b e computed indep enden tly

after a m ultiple registration step of the k -tuples, and w e prop ose an iterativ e metho d to solv e the

m ultiple registration problem. Exp erimen ts on syn thetic data sho w that the algorithm b eha v e w ell

and reasonably fast.

In the real w orld, ho w ev er, there are often o cclusion and th us incomplete k -tuples: some usually

stable features can b e mismatc hed, highly displaced or simply forgotten in the extraction sc heme

in one or a few observ ations. It w ould b e inauspicious to simply dismiss these features since they

can bring useful information in most of the cases. W e extend then in the second part the m ultiple

registration and mean shap e estimation sc heme in order to cop e with incomplete shap es.

In the third part, w e presen t an application in molecular biology: the globin family collects

proteins of man y di�eren t organisms. Their amino acid homology can b e as lo w as 16%. Ho w ev er,

their 3D structure is still related and constitute the globin fold. It is mainly comp osed of � helices

that form a p o c k et for the activ e site whic h in m y oglobins and hemoglobins binds a heme group. The

motif constituted b y the amino acids binding the heme in 9 globins w as extensiv ely studied b y Lesk

et al. (Lesk et Chothia, 1980). In this example, the corresp ondences b et w een amino acids implied

in the heme binding are giv en, and w e w an t to determine the mean shap e of the binding motif.

A collection of mo dels of motifs w ould allo w to routinely scan eac h newly determined structure of

protein or help protein design b y pro viding reliable parts of the structure.

The last part concern medical imaging, and more esp ecially extremal p oin ts. This is more com-

plex since w e ha v e to �nd out automatically the m ultiple corresp ondences b et w een images. W e

register th us eac h pair of images and lo ok for maximal cliques of corresp ondences b et w een the

whole set of images. This pro cess is rather time consuming and can certainly b e impro v ed, but w e

fo cus here on the follo wing step: m ultiple registration and fusion. The exp erimen t is p erformed on

24 3D MRI images of the head of the same patien t, and w e analyze the resulting (rigid) shap e mo del

based on stable extremal p oin t. The next step in suc h an exp erimen t w ould b e to rep eat this op era-
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tion on sev eral patien ts indep enden tly , and then lo ok for the similar or a�ne shap e based on these

mo dels. W e could then c haracterize extremal p oin ts that are anatomically stable and incorp orate

them in to an atlas.

12.2 Rigid shap es in Rm

W e consider here that c haracteristic features are p oin ts in Rm
and in v estigate the shap e of a

k -tuple of suc h landmarks under rigid transformations. In order to simplify the notations, w e note

M = Rm
the manifold of features and G the rigid motion group.

A rigid transformation of Rm
is represen ted b y a translation v ector t 2 Rm

and a rotation matrix

( m � m ) R satisfying R:R T = R T :R = Id and det(R) = +1 in order to exclude re�ections. W e note

f = ( R ; t) suc h a transformation. The t w o basic op erations inside the group are

� the comp osition: f 1 � f 2 = ( R1:R2 ; R1:t2 + t1) ,

� the in v ersion: f (-1) = ( R T ; � R T :t) .

The action of the group on the features is simply

� the application: f ? x = R:x + t .

An ob ject can b e represen ted b y a k -tuple X = ( x(1) ; : : : x(k) ) 2 M k
of features. The action of

the transformation group G on k -tuples is f ? X = ( f ? x (1) ; : : : f ? x (k)) . The rigid shap e of this

ob ject is c haracterized b y the relativ e p osition b et w een features of the k -tuple, i.e. the quotien t

space M k=G: t w o ob jects ha v e the same shap e if they are congruen t mo dulo G (i.e. if there exist a

rigid transformation g 2 G suc h that Y = g ? X ).

12.2.1 Distances on p oin ts, k -tuples and rigid shap es

The Euclidean distance on p oin ts comes from the euclidean scalar pro duct:

d(x(1) ; x(2) )2 = kx(1) � x(2) k2 = < x (1) � x(2) jx(1) � x(2) > with < x jy > = x T :y = T r (x:y T )

W e note that, b y de�nition of rigid transformations, the Euclidean distance is in v arian t under

suc h a transformation: d(x; y) = d(f ? x; f ? y ) , whereas the scalar pro duct (and th us the norm) are

in v arian t under rotation: < R:x jR:y > = < x jy > .

Let no w X = ( x(1) ; : : : x(k) ) and Y = ( y(1) ; : : : y(k)) b e t w o k -tuples of p oin ts ( X and Y are

�p oin ts� in M k = Rm� k
). W e de�ne the distance b et w een these k -tuples as

D(X; Y )2 =
kX

h=1

d(x(h) ; y(h) )2

A normalization factor 1=k can b e used if w e w an t to compare distances b et w een k -tuple indep en-

den tly of their n um b er of p oin ts k . This distance is ob viously in v arian t under rigid transformation:

D(X; Y ) = D(f ? X; f ? Y ) . If w e consider the k -tuples as v ectors ( X T = ( x(1)> ; : : : x(k)> ) ), then

the distance D is the Euclidean distance of Rk� m
.

In order to obtain a distance on the shap e space, w e need to minimize this distance on k -tuples

o v er all p ossible transformations:

dk ( ~X; ~Y ) = inf
f 2G

(D (f ? X; Y ))

Since D is in v arian t b y rigid transformations, w e ha v e D(f ? X; Y ) = D(X; f (-1) ? Y) and th us

inf f (D (f ? X; Y )) = inf g (D (X; g ? Y )) whic h means that dk is symmetric: dk ( ~X; ~Y) = dk ( ~Y ; ~X ) .
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The triangular inequalit y is resp ected b y the in�m um, and th us the only p oin t remaining to pro v e

that dk is a distance on shap es is the de�niteness:

�
dk ( ~X; ~Y) = 0

�
)

�
~X = ~Y

�
.

In fact, a stronger prop ert y that implies the de�niteness can b e sho wn in this case: the ab o v e

in�m um is reac hed for an y k -tuples X and Y (the pro of closely follo ws the one of theorem 12.2).

The de�niteness of dk is then easily deriv ed: dk ( ~X; ~Y ) = 0 means that there exists f 2 G suc h as

D(f ?X; Y ) = 0 , whic h implies (since D is a distance) that Y = f ?X . This is exactly our de�nition

of equalit y for shap es: w e ha v e th us

~X = ~Y , and dk is a distance on rigid shap es.

12.2.2 Mean shap es

Extending the formalism of the F réc het exp ectation (section 4.2.1) to rigid shap es, w e de�ne the

set of mean shap es of the set of shap es f ~X i gn
i =1 as

~M(f ~X i g) = arg inf
~m2M k nG

(
nX

i = i

dk ( ~m; ~X i )2

)

(12.1)

In terms of k -tuples, w e can write this equation:

M(f X i g) = arg inf
m2M k

(

inf
(f 1 ;:::f n )2Gk

(
nX

i =1

D(m; f i ? X i )2

))

(12.2)

W e note that if m 2 M(f X i g) , then an y k -tuple of the form m0 = f ? m also represen ts of the mean

shap e. The problem w e are confron ted with is th us t w o-folded: �nd b oth a k -tuple m represen ting

the mean shap e and a set of transformations f i that register the k -tuple X i with it. In fact, w e can

extend the results of Ziezold (Ziezold, 1994; Ziezold, 1989) and solv e �rst for the m ultiple registration

problem, and then for the mean shap e.

A cen tral notion to decouple the m ultiple registration from the mean shap e problem is the

optimal p osition. The k -tuples X 1; : : : X n are in optimal p osition to eac h other if their p ositions

realize the minim um of their relativ e distances:

X

1� i<j � n

D(X i ; X j )2 = inf
(f 1 ;:::f n )2Gk

8
<

:

X

1� i<j � n

D(f i ? X i ; f j ? X j )2

9
=

;

Théorème 12.1 M 2 M r epr esents a me an shap e if and only if

� ther e exists a set of rigid tr ansformations (f 1; : : : f n) such as the k -tuples f 1 ? X1; : : : f n ? Xn

ar e in optimal p osition and

� c onsidering the k -tuples as ve ctors: M =
1
n

nX

i =1

f i ? X i

In this c ase, the varianc e is s2 =
1
n2

X

1� i<j � n

D(f i ? X i ; f j ? X j )2
.

Pro of: In this part, w e consider the k -tuples as p oin ts of R

mk
, and the distance D on these p oin ts is

induced b y the Euclidean scalar pro duct. Let (f 1 ; : : : f n ) b e a set of transformations, M a k -tuple and

G b e the barycen ter of the transformed k -tuples X i :

G =
1
n

n
X

i =1

f i ? X i

W e ha v e:
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X

1� i<j � n

D (f i ? X i ; f j ? X j )2 =

=
1
2

n
X

i =1

n
X

j =1

D (f i ? X i ; f j ? X j )2

=
1
2

n
X

i =1

n
X

j =1

kf i ? X i � f j ? X j k2

=
1
2

n
X

i =1

n
X

j =1

�

kf i ? X i � M k2 + kf j ? X j � M k2 � 2 < f i ? X i � M jf j ? X j � M >
�

=
1
2

n
X

i =1

 

nkf i ? X i � M k2 +
n

X

j =1

kf j ? X j � M k2 � 2n < f i ? X i � M jG � M >

!

= n
n

X

j =1

kf j ? X j � M k2 � n2kG � M k2

This is summarized in:

n
X

i =1

D (f i ? X i ; M )2 = nD (G; M )2 +
1
n

X

1� i<j � n

D (f i ? X i ; f j ? X j )2

Since the in�ma of the ab o v e expressions is reac hed (see theorem (12.2) b elo w), M represen ts a mean

feature if and only if the k -tuples f i ? X i are in optimal p osition, and M is the barycen ter G of the

k -tuples in this optimal p osition. The empirical v ariance s2
is giv en b y the v alue of the normalized

criterion at this minim um:

s2 =
1
n

n
X

i =1

D (f i ? X i ; M )2 =
1

n2

X

1� i<j � n

D (f i ? X i ; f j ? X j )2

�

12.2.3 Characterization of the optimal p ositions

Let f X i = ( x(1)
i ; : : : x(k)

i )gn
i =1 b e a set of n k -tuples. W e call cen troid of a k -tuple X i the bary-

cen ter of its p oin ts �x i = 1
k

P k
h=1 x(h)

i . The corresp onding cen tered k -tuples is then the set the sets

Yi = ( y(1)
i ; : : : y(k)

i ) with y(h)
i = x(h)

i � �x i .

Théorème 12.2 Optimal p ositions exist and the c entr oids of the k -tuples c orr esp ond in such a

p osition. The r emaining criterion to maximize for r otations is then:

F =
X

i;j

T r

�
Ri :H ij :R T

j

�
with H i;j =

8
><

>:

kX

h=1

y(h)
j :y(h)

i

T

if i 6= j

0 if i = j

(12.3)

Pro of: The criterion to b e minimized for the m ulti-registration problem is written:

C =
X

1� i<j � n

D (f i ? X i ; f j ? X j )2

=
k

X

h =1

X

1� i<j � n

kR i :x
( h )
i + t i � R j :x ( h )

j � t j k2

An optim um of this criterion is c haracterized b y a n ull deriv ativ e. In particular, w e get for the translation

t l :

@C
@tl

T

= 0 =
k

X

h =1

n
X

i =1

2
�

R l :x
( h )
l + t l � R i :x

( h )
i � t i

�

and th us R l :�x l + t l =
1
n

n
X

i =1

(R i :�x i + t i ) .

Since an optimal p osition is de�ned up to a global rigid transformation (see ab o v e) w e can �x for
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instance t1 = � R1 :�x1 , and w e obtain R1 :�x1 + t1 = 0 =
1
n

n
X

i =1

(R i :�x i + t i ) . whic h means that eac h

translation t l is written: t l = � R l :�x l . All the cen troids are th us sup erimp osed.

No w, let y( h )
i = x ( h )

i � �x i b e the barycen tric �co ordinates� of eac h k -tuple. The criterion ma y b e written:

C =
k

X

h =1

X

1� i<j � n

kR i :y
( h )
i � R j :y( h )

j k2

Dev eloping it, w e obtain:

C =
1
2

X

h

X

i

X

j 6= i

�

y( h )
i

T

:y( h )
i + y( h )

j

T

:y( h )
j � 2:y( h )

i

T

:R T

i :R j :y( h )
j

�

The minima of C are th us giv en b y the maxima of the follo wing criterion F :

F =
X

h

X

i

X

j 6= i

y( h )
i

T

:R T

i :R j :y( h )
j = T r

0

@

X

i

X

j 6= i

R i

 

X

h

y( h )
j :y( h )

i

T

!

R T

j

1

A

Let H i;j b e the correlation matrix H i;j =
k

X

h =1

y( h )
j :y( h )

i

T

with the con v en tion that H i;i = 0 (w e note

that H i;j = H T

j;i ). The criterion to maximize can b e written:

F =
X

i;j

T r

�

R i :H i;j R T

j

�

Since the minimization o ccurs on (SO3)n
, whic h a compact set, the minim um of this criterion is reac hed

for at least one set (R1 ; : : : Rn ) 2 (SO3)n
.

�

12.2.4 A closed form solution for the simple registration problem

Since H1;2 = H T

2;1 , the criterion reduces in the case of t w o k -tuples to F = 2 :T r (R1:H1;2:R T

2 ) =
2:T r

�
R T

2 :R1:H T

2;1

�
. As the solution is de�ned up to a rotation (if R1 and R2 are solutions, R0:R1 and

R0:R2 are also), w e are usually lo oking for the transformation R = R T

2 :R1 from the �rst k -tuple to

the second one. A closed form solution is w ell kno wn using the singular v alue decomp osition (Arun

et al., 1987; Umey ama, 1991) and recalled in section (8.1.1.3) (quaternions are only v alid in 3D).

W e just recall here the results.

Théorème 12.3 L et U:D:V T = K b e a singular value de c omp osition of K . Assuming that the

singular values ar e sorte d by de cr e asing value, the maximum of the criterion G = T r (R:K T ) is

r e ache d over al l pr op er r otations for

R = U:S:V T

with S = diag (1; : : : 1; det(U): det(V ))

with the value Gopt = T r (D:S) . The maximum is unique if rank (K ) � m � 1.

12.2.5 An iterativ e sc heme for the m ultiple registration problem

As in the simple registration case, w e observ e �rst that if the set of rotations f R1; : : : Rng

maximize the criterion F =
P

i;j T r

�
Ri :H ij :R T

j

�
, then the set f R0:R1; : : : R0:Rn g also maximize

the criterion with the same v alue. The second step is to isolate in the criterion the in�uence of a

single rotation Rl : w e ha v e indeed

F = 2Fl +
X

i 6= l

X

j 6= l

T r (Ri :H i;j :Rj ) with Fl =
X

i

T r (Rl :H l;i :R
T

i )
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The basic idea is to maximize iterativ ely the criteria Fl according to the rotation Rl only . Since

the second part of the global criterion F do es not dep end up on Rl , its v alue is �xed during the

optimization of Fl , whereas the v alue of Fl is increasing. The v alue of the global criterion F is th us

alw a ys increasing, and since w e optimize on a compact set ( SOn
m ), it con v erges to a lo cal maxim um.

In order to sp eed up the pro cess, w e prop ose to start b y registering indep enden tly eac h k -tuple

Yi (for i > 1) with the �rst one Y1 : w e �x R1 = Id and Ri maximizes the criterion T r (Ri :(H1;i ) T )
(the criterion F1 is th us maxim um with resp ect to R1 ). Then, w e iterativ ely maximize o v er Rl the

criterion Fl = T r (Rl :(
P

i Ri :H i;l ) T ) . W e consider that the maxim um is reac hed when the v alue of

the global criterion increases less than a giv en threshold " in one pass on eac h index.

The globalit y of the maxim um reac hed can b e v eri�ed b y sev eral optimizations with di�eren t

starting p oin t (start to register with Yi instead of Y1 ) and/or a randomization of the order of

maximization. In practice, w e observ ed that a su�cien t n um b er of p oin ts w ell lo calized on a non

symmetric shap e will lead to a single maxim um that can b e reac hed easily .

12.2.6 Extension to incomplete k -tuples

In the real w orld, ho w ev er, there are often missing data and th us incomplete k -tuples: some

usually stable features can b e mismatc hed, highly displaced or simply forgotten in the extraction

sc heme in one or a few observ ations. It w ould b e inauspicious to simply dismiss these features since

they can bring useful information in most of the cases.

W e consider th us that a missing p oin t in a k -tuple X can corresp ond to an y p oin t lo cation in

another k -tuple Y : if there are p missing p oin ts, the k -tuple can b e view ed as a p-plane in M k
. In

order to k eep a standard represen tation, w e asso ciate to the k -tuple X = ( x(1) ; : : : x(h) ) a binary

v ector "X suc h that "X (h) is 1 if the p oin t exists and 0 if the p oin t is missing. The �distance�

b et w een incomplete k -tuples can th us b e written:

D(X; Y )2 =
kX

h=1

"X (h):"Y (h):d(x(h) ; y(h) )2

This is not really a distance since the triangular inequalit y is not v eri�ed and this is n ull if the

asso ciated p-plane and q-plane in tersect. Ho w ev er, this corresp onds to the distance on k -tuples w e

de�ne ab o v e if there is no missing data, and the distance of a full k -tuple (the mean one for instance)

to an incomplete one is the Euclidean distance from a p oin t to a p-plane. W e can th us de�ne the

set of mean k -tuples as ab o v e (equation 12.2).

Unfortunately , if w e could theoretically separate the m ultiple registration from the mean shap e

computation, w e cannot separate the rotation and translation parts in the m ultiple registration

criterion. Since w e no w ha v e to optimize on a non compact set, w e prefer to use another (simpler)

iterativ e sc heme: assuming that w e ha v e an initial m ultiple registration, w e can compute a mean

k -tuple M (with m(h) = f
P n

i =1 "X i (h):(Ri :x
(h)
i + t i )g=f

P n
i =1 "X i (h)g), whic h can no w b e used to

minimize criterion (12.2) for the simple registration of eac h k -tuple with M . W e iterate this pro cess

un til con v ergence or a maxim um n um b er of iterations.

The initial registration can b e obtained b y using the previous algorithm with sub- k -tuples that

are presen t in all observ ation or more easily with a �naiv e� registration of all k -tuples with the �rst

one.
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12.3 Exp erimen ts

Syn thetic exp erimen ts sho w ed that the t w o iterativ e pro cess con v erge (to the n umerical precision

of the mac hine) in ab out 5 iterations. The incomplete sc heme do es not giv e a sensible impro v emen t

of the mean shap e precision if only a few p oin ts are missing, but turns out to b e more and more

in teresting as the n um b er of missing p oin ts increases and/or the n um b er n of k -tuples increases.

Indeed, the �rst metho d is not an y more usable if the n um b er of glob al ly common p oin ts is to o

small (w e need for instance at least 3 p oin ts to register in 3D), and its computational complexit y

increases in n2
whereas it is linear for the second metho d.

12.3.1 Mean shap e of the heme binding motif

W e presen t here an application in molecular biology: the globin family collects proteins of man y

di�eren t organisms. Their amino acid homology can b e as lo w as 16%. Ho w ev er, their 3D structure

is still related and constitutes the globin fold. It is mainly comp osed of � helices that form a p o c k et

for the activ e site whic h in m y oglobins and hemoglobins binds a heme group. The motif constituted

b y the amino acids binding the heme in 9 globins w as extensiv ely studied in (Lesk et Chothia, 1980).

W e used the corresp ondences giv en in this study and the atoms co ordinates from the Protein Data

Bank to determine the mean shap e of the binding motif.

A collection of suc h mo dels of motifs w ould allo w to routinely scan eac h newly determined

structure of protein or help protein design b y pro viding reliable parts of the structure.

Fig. 12.1 � The 16 amino acids fr om 9 globins of the active site ar e r epr esente d by their 4 b ackb one atoms

(bindings ar e lines). The me an shap e of the motif is displaye d in b al ls and sticks. On the b ottom-left of

the �gur e, a c omp act gr oup of atoms r epr esents two alternative (and exclusive) p ositions of an amino-acid:

k -tuples ar e inc omplete.

12.3.2 Mo del of a single patien t based on extremal p oin ts

In 3D medical imaging, the iden ti�cation and measuremen t of meaningful features, or landmarks,

is m uc h more di�cult than in 2D and can b ecome a b ottlenec k of the shap e studies if done b y hand.
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w e b eliev e that extremal p oin ts are go o d landmarks candidates thanks to their automatic extraction.

The remaining problem is to discriminate meaningful features from spurious or unin teresting ones. In

fact, the saliency of features is their stabilit y across a wide range of observ ations for a giv en �ob ject�.

W e are th us confron ted to a m ultiple matc hing and registration problem in the presence of noise and

outliers. Once meaningful features ha v e b een iden ti�ed and matc hed in di�eren t observ ations, it is

in teresting to merge their observ ations in order to obtain a mo del that incorp orate all meaningful

information and has a reduced noise.

W e presen ted in (P ennec et Thirion, 1995) an algorithm for the registration based on 3D frames

whic h also quan ti�es the uncertain t y on b oth the data and the transformation. W e used it to register

medical images and sho w ed that the accuracy of the registration is far b elo w b oth the v o xel size

and the uncertain t y of the individual features. In this metho d, only the most stable features are

used to compute the registration, and a lot of matc hes are discarded due to their large uncertain t y .

The aim of the presen t exp erimen ts is to fuse together sev eral registered images of a single patien t

in order to construct an a v erage mo del based on extremal p oin ts. W e are mainly in terested here

in the top ological stabilit y of the features, i.e. determine whic h features can b e reliably matc hed

in most images, ev en with large geometric deviations. The selectivit y of the features (c hap. 10)

therefore v ery imp ortan t. Suc h a study on sev eral patien ts will ev en tually lead to iden tify the most

stable anatomical features (landmarks), and will allo w us to b etter reduce the complexit y while

increasing the robustness of the registration task.

In 3D medical imaging, the iden ti�cation and measuremen t of meaningful features, or landmarks,

is m uc h more di�cult and can b ecome a b ottlenec k of the shap e studies if done b y hand. w e b eliev e

that extremal p oin ts are go o d landmarks candidates thanks to their automatic extraction. The

remaining problem is to discriminate meaningful features from spurious or unin teresting ones. In

fact, the saliency of features is their stabilit y across a wide range of observ ations for a giv en �ob ject�.

W e are th us confron ted to a m ultiple matc hing and registration problem in the presence of noise and

outliers. Once meaningful features ha v e b een iden ti�ed and matc hed in di�eren t observ ations, it is

in teresting to merge their observ ations in order to obtain a mo del that incorp orate all meaningful

information and has a reduced noise. The shap e of this mo del can then b e studied, compared with

others, used to determine if a similar shap e is presen t in an observ ation (among other ob jects or

outliers for instance), etc.

The exp erimen t is p erformed on 24 3D MRI images of the head of the same patien t (courtesy of

Pr. Ron Kikinis). W e register eac h pair of images and lo ok for maximal cliques of corresp ondences

b et w een the whole set of images. This pro cess is rather time consuming and can certainly b e impro-

v ed, but w e fo cus here on m ultiple registration and fusion. The 24 sets of highly incomplete k -tuples

where registered and merged using the second metho d within a few seconds. In order to ha v e a

more complete mo del, w e add to eac h extremal p oin t the standard deviation of the observ ations,

whic h giv es an idea of the geometrical stabilit y or accuracy of this feature, and its probabilit y of

observ ation (the p ercen tage of images where it w as observ ed).

W e presen t in �gure (12.3) the surface of the brain and the crest lines extracted from the �rst

image and the most stable extremal p oin ts from the computed mo del. W e observ ed that ab out 30

frames are extremely w ell preserv ed, b oth geometrically and top ologically , and 70 to 200 others

are observ ed in more than 80% of the images, dep ending on the error b ound w e consider (see also

�gure 12.2). W e plan to adapt automatically the error b ound for eac h feature in order to b e able

to maximize for eac h mo del feature the n um b er of non am biguous matc hes. This should allo w to

compute more robustly the stable features. An in teresting result is that the most stable extremal

p oin ts are lo cated on the surface of the brain and not on the skin or on the skull. Since the images

comes from the magnetic resonance mo dalit y , the skull is indeed not v ery visible. This p oin ts out
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the fact that the registration is mainly done on the surface of the brain, whic h w as exp ected.

The next step in suc h an exp erimen t w ould b e to rep eat this op eration on sev eral patien ts

indep enden tly , and then lo ok for the similar or a�ne shap e based on these mo dels. W e could then

c haracterize extremal p oin ts that are anatomically stable and incorp orate them in to an atlas, as

describ ed for instance in (Subsol et al., 1995).

12.4 Conclusions

W e observ e in this study that m ultiple registration and mean shap e estimation problems can

b e solv ed e�cien tly in an y dimension with a reasonable computational cost. Sev eral trac ks are left

op en, the �rst b eing the extension of this sc heme to similarities and a�ne transformations. Another

v ery in teresting p oin t w ould b e to generalize the theory to other t yp es of geometric features, suc h as

orien ted p oin ts, lines, frames. . . Last but not least, an automatic analysis of shap es should include a

p o w erful and reliable multiple matching algorithm in order to automatically determine the landmarks

corresp ondences.
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Fig. 12.2 � Extr emal p oints matche d in mor e than 80% of the 24 images with a lar ge err or b ound.
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Fig. 12.3 � The surfac e of the br ain is displaye d along with the cr est lines extr acte d fr om the �rst

image. The most stable fr ames of the mo del ar e r epr esente d by spher es c olor e d fr om de cr e asing

stability or der (and size) in purple, r e d, gr e en and blue. T op line fr om left to right: fr ont and r e ar

views of the he ad. Midd le: top view. Bottom line: left and right views.
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Chapitre 13

Conclusion et p ersp ectiv es

� The imp ortant thing in scienc e is not so much to obtain

new facts as to disc over new ways of thinking ab out them. �

Sir William Bragg

13.1 Conclusion

Nous a v ons c herc hé dans cette thèse à dév elopp er des métho des génériques p our gérer l'incerti-

tude sur les primitiv es géométriques, a�n de p ouv oir résoudre des problèmes appliqués en imagerie

médicale et en biologie moléculaire.

Cette étude est basée sur l'observ ation que, en traitemen t d'image, on p eut souv en t concen trer

la plus grande partie de l'information dans un ensem ble restrein t de caractéristiques lo calisées, don t

la nature est principalemen t géométrique. Ces primitiv es formen t une v ariété di�éren tielle qui n'est

généralemen t pas un espace v ectoriel et sur laquelle agit un group e de transformation qui mo délise

les di�éren tes (( prises de vue )) p ossibles de l'images ainsi que les (( déformations )) admissibles

des ob jets observ és. La seconde observ ation sur laquelle rep ose ce tra v ail est que la mesure de ces

primitiv es est in trinsèquemen t incertaine à cause de l'accum ulation des erreurs de mesure et des

imprécisions au cours de la c haîne de traitemen t.

Le traitemen t rigoureux de ces deux p oin ts est indisp ensable p our obtenir des algorithmes de

reconnaissance et de recalage capables de déterminer eux-mêmes leur �abilité et leur précision. La

donnée sim ultanée des estimations et de leur �abilité est en e�et un pré-requis p our la v alidation

de ces algorithmes.

13.1.1 Le côté théorique

Nous a v ons dév elopp é dans la première partie de ce man uscrit les bases d'une théorie géomé-

trique de l'incertitude sur les v ariétés, en constituan t un ensem ble complet et cohéren t d'op é-

rations p our traiter nos problèmes applicatifs, dév elopp és en second partie. Nous replaçons tout

d'ab ord les v ariétés de primitiv es dans le cadre de la géométrie riemannienne, les transformations

constituan t un group e de Lie. Ceci nous p ermet de dé�nir une mesure in v arian te, puis une métrique

271
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riemannienne in v arian te sur ces espace, en mon tran t au passage les conditions d'existence. L'analyse

des propriétés de ces structures nous mène à une représen tation tout à fait cen trale de ces v ariétés

que nous app elons carte exp onen tielle.

Nous construisons sur ces bases une théorie des probabilités sur les primitiv es géomé-

triques en dé�nissan t de manière in trinsèque la densité de probabilité d'une primitiv e aléatoire,

puis la mo y enne au sens de F réc het et en�n la matrice de co v ariance. Si nous a v ons pu caractériser

de manière exacte la propagation de ces caractéristiques dans certaines op érations de base, nous

nous sommes con ten tés d'appro ximations dans les autres cas et de nom breux résultats théoriques

resten t encore à établir.

Nous a v ons aussi étudié l' asp ect statistique du problème en dé�nissan t les notions de bruit

homogène et isotrop e, puis en construisan t une généralisation de la loi gaussienne aux v ariétés

et en in tro duisan t une distance statistique en tre primitiv es aléatoires : la distance de Mahalanobis.

Cette partie nécessiterait encore de nom breux dév elopp emen ts, en particulier p our analyser d'autres

généralisations p ossibles de la loi gaussienne basées sur d'autres propriétés et p our dév elopp er des

estimateurs et des tests statistiques adaptés aux v ariétés.

En�n, nous résumons les principaux résultats de cette partie en sélectionnan t, dans une optique

orien tée-ob jet, les op érations de base sur lesquelles on p eut dé�nir des algorithmes généraux. Ce

c hapitre constitue en quelque sorte l'articulation en tre la théorie et son implan tation informatique.

13.1.2 Le côté applicatif

P armi les tec hniques d'acquisition d' images médicales , certaines son t relativ emen t anciennes

comme la radiographie, et d'autres b eaucoup plus récen tes comme l'IRM, le scanner X ou l'éc ho-

graphie. A v ec ces dernières, l'imagerie médicale a été rév olutionnée par deux facteurs : l'app ort de

données tridimensionnelles, et l'in tro duction de l'informatique non seulemen t dans le système d'ac-

quisition, mais aussi dans le traitemen t des images. Le traitemen t automatique de données aussi

v olumineuses p ermet en e�et d'une part de mieux cerner les paramètres imp ortan ts et d'autre part

de fournir des mesures quan titativ es et non plus simplemen t qualitativ es. Nous nous in téressons ici

au recalage de structures anatomiques dans les images médicales, problème dans lequel il est parfois

vital de connaître la qualité du résultat obten u, par exemple p our la plani�cation d'une op ération

c hirurgicale ou la mesure de l'év olution d'une tumeur, à partir de laquelle on v a juger de l'e�cacité

d'un nouv eau médicamen t.

Un autre domaine utilise des tec hniques d'acquisition relativ emen t similaires, mais à une autre

éc helle, p our déterminer la structure atomique tridimensionnelle des protéines. Il s'agit de la biolo-

gie moléculaire . P armi les problèmes géométriques liés à l'étude de ces structures, on p eut citer la

rec herc he de structures comm unes, indicativ es de fonctionnalités similaires, et p ermettan t d'iden-

ti�er la con�guration des sites actifs. Cette connaissance p eut ensuite être utilisée p our imaginer

et tester de nouv elles substances susceptibles d'in teragir a v ec les protéines concernées, ou servir

d'amers p our la mo délisation de la structure d'une autre protéine présen tan t ce motif. Là encore,

il est imp ortan t de sa v oir si les structures comm unes détectées son t dues au hasard ou son t si-

gni�cativ es d'une con�guration très bien conserv ée. P our toutes ces raisons, la gestion correcte de

l'incertitude est indisp ensable et justi�e l'utilisation de l'arsenal théorique présen tée en première

partie.

Les primitiv es qui nous in téressen t ici son t principalemen t des rep ères , des rep ères semi-orien tés

et des p oin t 3D, les transformations considérées étan t rigides . Nous étudions donc les principales

propriétés des rotations sous forme de matrices, de quaternions unitaires et de v ecteurs rotation. Cela

nous p ermet d'illustrer sur un exemple utile les notions théoriques de la première partie du man uscrit
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(géo désiques, mesure et métrique in v arian te...) et de déterminer la carte principale, fondamen tale

dans notre théorie. Il ne nous reste plus alors qu'à détailler les op érations de base a v ec lesquelles

nous construisons des algorithmes génériques de plus haut niv eau.

Nous nous in téressons ainsi au problème du recalage , d'ab ord à partir d'appariemen ts de p oin ts,

puis de primitiv es génériques, en insistan t particulièremen t sur l'estimation de l'incertitude sur la

transformation déterminée. Nous in tro duisons p our cela deux algorithmes directemen t issus des pro-

priétés théoriques, basés sur la minimisation de distance riemannienne et de Mahalanobis, le �ltrage

de Kalman p ermettan t une autre appro c he de ce dernier critère. Nous analysons et comparons les

p erformances de ces trois algorithmes p our mieux p ouv oir les com biner dans un seul algorithme

pratique et générique. La précision de cet algorithme est égalemen t un p oin t imp ortan t puisque des

exp ériences de recalage d'images IRM du cerv eau d'un même patien t on t mon tré qu'on atteignait

une précision de l'ordre de 1=10e

de v o xel.

L'étap e suiv an te est la v alidation du recalage, qui se traduit dans notre cas par la v éri�cation

de l'estimation d'incertitude sur la transformation. Nous dév elopp ons une métho de statistique qui

v alide pleinemen t nos algorithmes à la fois sur les données syn thétiques et sur des données réelles

et nous p ermet de détecter le p oin t faible de la c haîne de traitemen t : l'estimation du mo dèle de

bruit sur les primitiv es. Cette métho de p eut égalemen t être utilisée comme un test statistique p our

décider si deux mouv emen ts son t iden tiques, ce que nous illustrons a v ec une ten tativ e d'analyse

du mouv emen t relatifs des os dans le bassin. Le test mon tre ici que, con trairemen t à la première

impression, les primitiv es son t trop incertaines p our que l'on puisse conclure qu'il y a mouv emen t.

La mise en corresp ondance et la reconnaissance son t des problèmes très complexes et la

gestion correcte de l'erreur dans ces algorithmes a été l'une des principales motiv ations de cette

thèse, en particulier à cause des problèmes rencon trés dans l'algorithme de reconnaissance de sous-

structures dans les protéines. Si nous a v ons pu formaliser relativ emen t facilemen t ces algorithmes

dans le cadre générique des primitiv es, de nom breux problèmes resten t à résoudre, autan t en ce

qui concerne la complexité et l'e�cacité, comme p our l'indexation et la rec herc he, qu'au niv eau

théorique, a v ec la détermination et la gestion des espaces d'in v arian ts n -aires. En�n, nous a v ons

ab ordé de problème de la v alidation de la mise en corresp ondance a v ec le calcul du nom bre mo y en

de faux p ositif, calcul qui serait à in tégrer dans les algorithmes eux-mêmes en déterminan t les règles

de propagation de cette probabilité dans les op érations utilisées.

P our �nir, nous a v ons ab ordé le problème de la mo délisation automatique d'ob jets à partir

de donnés m ultiples par le biais du calcul des formes mo y ennes à base de p oin ts. Cette exp érience

a été très pro�table, en particulier p our déterminer parmi les tec hniques existan tes celles qui son t

généralisables, à défaut d'être génériques. Les applications p oten tielles son t imp ortan tes puisqu'il

s'agit de la création d'atlas anatomiques que nous quali�erons de géométriques dans le cas de

l'imagerie médicale, et de la constitution de bases de données géométriques de sites actifs ou de

motifs structuraux en biologie moléculaire.

13.1.3 Au cen tre : l'informatique

Au cours de cette thèse, les asp ects théoriques et pratiques se son t constammen t rejoin ts dans

l'idée qu'une mo délisation théorique rigoureuse était le meilleur mo y en d'arriv er à résoudre des

problèmes pratiques et appliqués. Nous a v ons dès lors mené une rec herc he en partan t à la fois du

problème théorique de base (commen t faire des probabilités et des statistiques sur une v ariété ?)

et des applications que nous v oulions réaliser, les deux appro c hes se rejoignan t au niv eau algorith-

mique dans le concept d'une structure de programmation orien tée ob jet p our gérer l'information

géométrique.
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Ainsi, le dév elopp emen t de la théorie a été guidé par les applications étudiées et par

la v olon té d'obtenir des résultats algorithmiquemen t implan tables. Dans un premier temps, cette

théorie ne concernait que les rep ères et les p oin ts, mais l'utilisation des p oin ts extrémaux, qui

ne son t que des rep ères semi-orien tés, nous a conduit à faire des dév elopp emen ts imp ortan ts. En

e�et, les p oin ts et les rep ères son t iden ti�ables à des group es de transformation, en l'o ccurrence

les translations et les transformations rigides, ce qui amène des simpli�cations considérables qui ne

son t plus v alables dans le cas de primitiv es seulemen t homogènes comme les p oin ts extrémaux.

A l'opp osé, nous a v ons c herc hé à formaliser les applications dans des termes génériques

et les dév elopp emen ts théoriques nous on t p ermis d'iden ti�er les p oin ts clés de cette organisation.

Les algorithmes de descen te de gradien t prop osés p our minimiser les critères de recalage ou de

fusion son t ainsi directemen t issus de l'écriture du c hapitre théorique sur l'esp érance de F réc het, et

n'étaien t pas concev ables sans leur dériv ation théorique.

La structure algorithmique résultan t de cette double appro c he constitue à la fois un outil

de v alidation de la théorie et une plate-forme de dév elopp emen t générique p our de nouv elles ap-

plications, solidemen t ancrés sur les bases théoriques. Au cours des trois années consacrées à la

préparation de cette thèse, cette structure a subi plusieurs fois des m utations ma jeures, et l'écriture

de ce man uscrit devrait p ermettre une év olution pro c haine v ers une implan tation en C++
, com bi-

nan t à la fois les a v an tages d'un calcul matriciel et v ectoriel très rapide en C a v ec les a v an tages

conceptuels de la programmation orien tée ob jet p our le dév elopp emen t d'algorithmes génériques de

haut niv eau.

13.2 P ersp ectiv es

13.2.1 Théorie

Statistiques D'un p oin t de vue théorique, de nom breux p oin ts resten t ouv erts. P ar exemple, nous

n'a v ons pas de form ule exacte p our la propagation des momen ts des primitiv es aléatoires dans un

certain nom bre d'op érations. La généralisation de la loi gaussienne aux v ariétés que nous prop osons

n'est sans doute pas la meilleure : les paramètres son t relativ emen t di�ciles à calculer et cette loi

est de plus de dériv ée discon tin ue sur le lieu de coupure de sa mo y enne.

Le c hoix de cette loi (( normale )) est imp ortan t car il conditionne tous les dév elopp emen ts

statistiques que l'on p eut imaginer ensuite. Une autre manière de dé�nir cette loi p ourrait ainsi être

liée à la loi des grand nom bres. Mais celle-ci existe-t-elle sur une v ariété ?

Il serait égalemen t in téressan t de dév elopp er des estimateurs et des tests adaptés adaptés aux

caractéristiques que nous a v ons in tro duites (mo y enne et co v ariance), mais aussi de concev oir d'autres

caractéristiques et des statistiques robustes... Nous p ensons qu'il y a en fait matière à dév elopp er

une théorie des statistiques sur les v ariétés.

In v arian ts et espaces de formes Un c hamp de rec herc he connexe, que nous a v ons à p eine

e�euré dans la section (10.4.3) et le c hapitre (12), concerne le lien en tre les in v arian ts n -aires et les

espaces de formes dé�nis par Kendall.

Dans cette optique, un premier p oin t di�cile consiste à construire ces espaces, puis à les m unir

d'une métrique riemannienne compatible a v ec les métriques de la v ariété et du group e. Il reste alors

à trouv er un mo y en de gérer algorithmiquemen t ces ob jets. En e�et, il n'y a plus ici de group e

agissan t sur ces v ariétés et nous n'a v ons plus ni fonction de placemen t ni carte principale : les cartes

exp onen tielles p euv en t être di�éren tes et non iden ti�ables en tout p oin t. De plus, ces v ariétés p euv en t

présen ter des singularités (Kendall, 1989) et ne son t pas forcémen t géo désiquemen t complètes.



13.2. P ersp ectiv es 275

Là encore, il y a un tra v ail de rec herc he théorique in téressan t à faire et menan t à une application

directe : des algorithmes de reconnaissance corrects et e�caces. Ce tra v ail a été amorcé par D. Ken-

dall et H. Li p our les espaces de forme basés sur les p oin ts et soumis à l'action des transformations

rigides et des similitudes.

V ariétés (( non rigides )) L'év o cation des similitudes nous amène au troisième p oin t des p ers-

p ectiv es théoriques : un certain nom bre de résultats que nous a v ons dév elopp é dans ce man uscrit ne

tiennen t que si la v ariété de nos primitiv es p ossède une métrique in v arian te par l'action du group e

de transformation.

Cette h yp othèse n'est plus vraie p our les p oin ts dès que l'on considère les similitudes ou les

transformations a�nes. Les p oin ts pro jectifs soumis aux homographies n'on t pas non plus de mé-

trique in v arian te. T outefois, les group es (lo calemen t compacts) on t toujours une métrique in v arian te

à gauc he et seule la v ariété p ose problème. Il faut a v ouer qu'une b onne partie du c hapitre 3 visait

à mieux cerner les élémen ts de géométrie di�éren tielle et riemannienne mis en cause a�n de v oir

commen t lev er cette restriction.

Nous p ensons que le problème p eut être ab ordé en utilisan t la connexion in v arian te qui p ermet

de dé�nir les géo désiques sans faire in terv enir de métrique. La connexion étan t in v arian te, les géo dé-

siques resten t globalemen t inc hangées sous l'action du group e et les cartes exp onen tielles son t donc

simplemen t soumises à des transformations linéaires. En c hoisissan t une métrique riemannienne

compatible a v ec la connexion et en gardan t la trace des mo di�cations app ortées à cette métrique,

nous p ensons qu'il est p ossible de généraliser b on nom bre de nos résultats à ces v ariétés de t yp e

(( non rigide )).

Ces extensions p ermettraien t de traiter un nom bre considérablemen t élargi d'applications, en

particulier touc han t à la vision par ordinateur.

Appro ximations En�n, même si l'on p eut con tourner ce problème, il n'est pas toujours p ossible

de résoudre explicitemen t les équations des géo désiques sur un group e ou une v ariété, et nous ne

connaissons pas dans ce cas-là les cartes exp onen tielles. Ainsi, si nous a v ons pu déterminer les

géo désiques p our les similitudes, nous ne sa v ons déjà plus le faire p our les transformation a�nes.

Nous en trev o y ons deux solutions à ce problème. L'une est d'utiliser une appro ximation des cartes

exp onen tielles corresp ondan t aux géo désiques sur certains axes. Cette solution doit être utilisable

p our les transformations a�nes puisque l'on connaît les géo désiques p our le cas rigide et des si-

militude. P ar con tre, p our des group es de transformation plus généraux, il faut sans doute passer

à une solution basée sur les générateurs in�nitésimaux, qui p ermet encore de gérer une b onne ap-

pro ximation des géo désiques dans un v oisinage faible autour d'un p oin t du group e. Il reste à sa v oir

commen t cela p eut s'appliquer aux v ariétés.

13.2.2 Algorithmes

Reconnaissance D'un p oin t de vue informatique, nous a v ons déjà év o qué dans la section (10.4)

plusieurs p oin ts clés. Il s'agit d'étudier

� les algorithmes de classi�cation (clustering), en particulier ceux p ouv an t inclure une informa-

tion d'incertitude,

� des algorithmes de rec herc he, soit du plus pro c he v oisin, soit des primitiv es compatibles.

P our ce dernier t yp e de problèmes, il nous sem ble di�cile de concev oir des tec hniques de hac hage

de l'espace qui puissen t à la fois gérer correctemen t l'erreur et être algorithmiquemen t e�caces.
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P ar con tre, les tec hniques de sub division adaptativ e de l'espace nous paraissen t in téressan tes et

certains algorithmes doiv en t p ouv oir être généralisés à nos v ariétés homogènes en utilisan t, p our

coup er l'espace, le fait que les géo désiques passan t par un p oin t son t des lignes droites dans la carte

exp onen tielle en ce p oin t.

La résolution de ces problèmes p ermettrait de construire des algorithmes génériques de recon-

naissance don t on p ourrait étudier les p erformances grâce aux calculs de robustesse (nom bre de

faux p ositifs). Un tra v ail imp ortan t consisterait égalemen t à in tégrer ce calcul des faux p ositifs dans

les op érations de base p our la mise en corresp ondance et de regarder les liens a v ec les critères de

matc hing probabilistes, qui présen ten t généralemen t des dégradations de p erformances plus souples

a v ec l'accroissemen t du bruit de mesure ou du nom bre de primitiv es.

D'un p oin t de vue applicatif, cette étude de la reconnaissance est particulièremen t imp ortan te :

nous a v ons vu en e�et le gain de sélectivité énorme que p ouv aien t app orter des primitiv es plus com-

plexes que des p oin ts. Malheureusemen t, à l'heure actuelle, la complexité théorique des algorithmes

est no y ée par la masse de calculs supplémen taires nécessaires p our traiter l'erreur, ne serait-ce qu'ap-

pro ximativ emen t. Rapp elons qu'à l'origine de la plus grande partie de ce tra v ail de thèse, il y a v ait

la v olon té de p ouv oir gérer correctemen t l'erreur sur les rep ères dans l'algorithme de reconnaissance

prop osé p our les protéines.

Mo délisation Un problème encore plus complexe mais excessiv emen t in téressan t concerne la

reconnaissance et le recalage m ultiple, dans un but de mo délisation. Nous a v ons ab ordé le recalage

m ultiple au c hapitre 12 p our les p oin ts et il sem ble p ossible d'utiliser ces tec hniques sur les primitiv es

sans trop de problème.

P ar con tre, la mise en corresp ondance sim ultanée de N images soulèv e b eaucoup de questions.

Commen t faire p our ne pas privilégier une image par rapp ort à une autre ? Dans le cas de deux

images, nous a v ons prop osé d'imp oser une con train te de symétrie sur les appariemen ts. Il sem ble

raisonnable de v ouloir imp oser une con train te similaire sur les appariemen ts dans toutes les images,

mais la symétrie simple n'est pas su�san te : si a est une primitiv e de l'image A appariée symétrique-

men t à b dans l'images B , celle ci étan t elle-même appariée symétriquemen t à c dans C , rien ne nous

imp ose que a ne soit pas apparié symétriquemen t à une autre primitiv e c0
de C . Il s'agirait donc de

trouv er la clique maximale dans ce graphe des d'appariemen ts, algorithme qui est NP-complet.

La résolution de ces problèmes ouvre la v oie à la mo délisation géométrique automatique, qui

p ossède un c hamp d'applications relativ emen t v aste. Citons pas exemple la comparaison de la banque

de donnée des structures de protéines (PDB) a v ec elle même, qui p ermettrait la création d'une

base de données des motifs structuraux et des motifs de liaisons. La mo délisation p ose par con tre

d'autre questions : dans le c hapitre 12, nous a v ons asso cié aux primitiv es des mo dèles une stabilité

géométrique, mais aussi une probabilité d'observ ation. De nom breuses observ ations supplémen taires,

en particulier sur le couplage des observ ations, seraien t ainsi de la plus grande utilité. P ar ailleurs,

la conception même de la structure de ces mo dèles v a in�uencer les algorithmes de reconnaissance

les utilisan t.

Courb es et surfaces En�n, le tra v ail que nous a v ons e�ectué dans ce man uscrit rep ose en tiè-

remen t sur des primitiv es isolées et iden ti�ables. Commen t p eut-on dév elopp er le même t yp e de

résultats, en particulier en ce qui concerne l'incertitude du recalage, si l'on considère main tenan t

des courb es et des surfaces au lieu de p oin ts isolés ? En général, on considère les courb es et les

surfaces comme un ensem ble de p oin ts, év en tuellemen t m unis d'une orien tation, et on calcule la

mise en corresp ondance et le recalage par ICP . On p ourrait donc p enser à utiliser directemen t les
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tec hniques de recalage que nous a v ons dév elopp ées dans ce man uscrit et prédire ainsi l'incertitude

de la transformation estimée.

Le problème principal que nous v o y ons à cette généralisation directe est le suiv an t : l'incertitude

sur le recalage v arie grossièremen t comme 1=
p

n où n est le nom bre de p oin ts utilisés. Si main te-

nan t nous éc han tillonnons notre courb e a v ec quatre fois plus de p oin ts, on divise l'incertitude par

deux : à la limite, a v ec un éc han tillonage in�ni, l'incertitude sur la transformation est n ulle ! En

fait, nous p ensons qu'il faudrait dé�nir une distance en tre courb es (ou surfaces) con tin ues à l'aide

d'une in tégration, puis discrétiser cette in tégrale p our obtenir un critère discret. Dans cette optique,

l'élémen t de longueur ou de surface ds se transforme en une p ondération �s qui prend e�ectiv emen t

en compte la prop ortion de la courb e représen tée par c haque p oin t. A v ec un éc han tillonage in�ni,

l'incertitude sur la transformation tend main tenan t v ers une limite non n ulle.

Il reste quand même quelques problèmes de taille dans cette mo délisation : on supp ose p our le

recalage classique que les p oin ts ou les primitiv es on t des bruits indép endan ts. Ce n'est clairemen t

pas le cas p our des p oin ts v oisins sur une courb e : commen t représen ter et estimer le bruit sur les

p oin ts constituan t le représen tation discrète de la courb e ou de la surface ? Ceci soulèv e égalemen t

le problème de la représen tation à utiliser.

Ce t yp e d'extension serait toutefois très v alable p our de nom breuses applications, y compris

la reconnaissance, où les courb es p euv en t relier des p oin ts particuliers et ainsi dimin uer encore la

complexité du problème.

13.2.3 Applications

Imagerie Médicale Nous n'a v ons p our l'instan t v alidé nos algorithmes de recalage que d'un p oin t

de vue théorique. P our qu'ils soien t vraimen t utiles et crédibles en imagerie médicale, l'étap e suiv an te

consistera à les v alider sur des fan tômes, c'est-à-dire des acquisitions réelles d'ob jets don t on connaît

précisémen t la géométrie, puis à les in tégrer dans les logiciels utilisables par des praticiens en vue

d'une v alidation clinique. Les cadres stéréotaxiques son t des fan tômes du plus haut in térêt, puisqu'ils

son t ensuite utilisés cliniquemen t. On p eut ainsi v éri�er par des acquisitions en tan t que fan tôme la

précision qu'ils app orten t et la v alidité de notre prédiction, puis v éri�er lors de l'utilisation clinique

que les résultats resten t cohéren ts.

Un autre p oin t qui nous sem ble prometteur concerne la détection et la quan ti�cation du mouv e-

men t tridimensionnel. Nous étudions actuellemen t la p ossibilité que mesurer précisémen t le mouv e-

men t des fém urs à partir d'images IRM. Cette étude remet en question les tec hniques d'extraction

de primitiv es géométriques habituellemen t utilisées car l'os est une structure très p eu visible dans

ce t yp e d'images. De plus, elle nécessite des algorithmes de reconnaissance p ermettan t de trouv er

plusieurs structures rigides de faible imp ortance dans des scènes très denses.

Biologie Moléculaire L'algorithme de reconnaissance de sous-structures que nous a v ons présen té

dans ce man uscrit n'a pas suivi p our l'instan t les év olutions de notre cadre algorithmique. Il s'agit

dans un premier temps de mettre à jour certaines pro cédures utilisées p our la reconnaissance a�n

de dimin uer le nom bre de paramètres et d'accroître la �abilité et la rapidité. Ce dernier p oin t est en

e�et fondamen tal p our en visager de comparer, en un temps acceptable, une structure de protéine à

la PDB tout en tière. Rapp elons que cette base de donnée s'accroît très rapidemen t : 3200 structures

en a vril 1995, en viron 5000 en no v em bre 1996 !

L'étap e suiv an te consiste à comparer la PDB a v ec elle-même p our construire une nouv elle base

de donnée con tenan t la mo délisation géométrique des motifs observ és. Cette comparaison nécessite

un algorithme de reconnaissance en tièremen t automatique, rapide et p ermettan t des comparaisons
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incrémen tales p our mettre à jour la base de motifs a v ec l'év olution de la PDB. D'autres applications

son t très prometteuses et fon t in terv enir une large comp osan te géométrique :

� Le do c king : il s'agit de trouv er parmi un ensem ble de structures celles qui p euv en t se lier à

un site actif, c'est-à-dire de trouv er les clefs adaptées à une serrure. P our l'industrie pharma-

ceutique, ce cro c hetage informatique des protéines est d'une imp ortance capitale p our réduire

les exp ériences in vivo .

� La mo délisation : si l'on ne connaît que 5000 structures tridimensionnelles de protéines, on

connaît en viron 52000 séquences. L'enjeu est de construire des mo dèles 3D de leur structure

p our p ouv oir déterminer les fonctionnalités et les mo des de fonctionnemen t. Une base de

donnée de motifs géométriques p eut p ermettre de réduire notammen t la complexité de ce

problème en fournissan t des amers géométriques très précisémen t lo calisés et qui découp en t

littéralemen t le problème du déploiemen t tridimensionnel de la protéine.

V ers d'autres horizons géométriques Nous a v ons c herc hé dans ce man uscrit à construire les

bases d'une (( algèbre d'op érations )) générique p our manipuler informatiquemen t les données géomé-

triques incertaines. Dans cette optique, et même si cette algèbre n'est encore qu'em bry onnaire, nous

p ensons que nos tra v aux p euv en t trouv er une application dans les nom breux domaines (rob otique,

vision...) qui rep osen t sur une mo délisation géométrique de leur monde.

En esp éran t que ce nouv eau-né soit p orteur d'un p eu de �ou dans ces mondes géométriques si

cartésiens...
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Annexe A

Jacobiens des fonctions scalaires et

v ectorielles

Soien t x = [ x1; : : : ; xn ]T

et y = [ y1; : : : ; yn ]T

deux v ecteurs de Rn
, � un scalaire, f (x) une

fonction scalaire du v ecteur x ( f : Rn ! R ) et g(y) = [ g1(y); : : : ; gm (y)] T

une fonction v ectorielle

( g : Rn ! Rm
). Les jacobiens de ces fonctions son t dé�nis par les fonction matricielles :

Jf =
@f
@x

=
�

@f
@x1

; : : : ;
@f
@xn

�

Jg =
@g
@x

=

2

6
4

@g1
@x1

: : : @g1
@xn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

@gm
@x1

: : : @gm
@xn

3

7
5

de telle sorte que l'élémen t (i; j ) de Jg est [Jg]ij =
@gi
@xj

. On a alors

f (x + dx) = f (x) + Jf (x):dx et g(x + dx) = g(x) + Jg(x):dx

où le p oin t ( :) représen te la m ultiplication matricielle

1

. Les fonctions scalaires son t donc un cas

particulier des fonctions v ectorielles (espace de dimension 1). On p ourrait de même remarquer que

les v ecteurs son t un cas particulier des matrices et étendre le formalisme aux fonctions matricielles

mais cela nécessiterait l'in tro duction de tenseurs d'ordre 3 (3 indices) et complique nettemen t les

notations puisque l'on a alors des pro duits tensoriels di�éren ts suiv an t les indices considérés. Nous

nous limiterons donc aux fonctions v ectorielles.

A.1 Comp osition et m ultiplication de fonctions

Soien t f et g deux fonctions v ectorielles de dimensions compatibles p our la comp osition ( f :
Rn ! Rm

et g : Rm ! Rp
) et h(x) = g(f (x)) la fonction comp osée ( h = g � f : Rn ! Rp

). La

1. Les scalaires son t classiquemen t iden ti�és à l'espace v ectoriel unidimensionnel R

1
et a l'espace des matrices

réelles 1 � 1.
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comp osition des jacobiens s'exprime par:

Jh(x) = Jg(f (x)) :Jf (x)

Soit main tenan t f une fonction scalaire et h = f:g la fonction m ultiplicativ e ( h(x) = f (x):g(x) ).

Le jacobien de h est:

Jh(x) = f (x):Jg(x) + g(x):Jf (x)

A.2 F onction de deux v ariables

Soit � (x; x ) une fonction v ectorielle de deux v ariables v ectorielles et J� 1 et J� 2 ses deux jaco-

biens :

J� 1 (x; y) =
@(� (x; y))

@x
J� 2 (x; y) =

@(� (x; y))
@y

Cette fonction p eut, par exemple, représen ter un pro duit v ectoriel ou un pro duit scalaire. Soien t f
et g deux fonctions v ectorielles et h(x) = � (f (x); g(x)) la fonction comp osée. Le jacobien de h est

donné par :

Jh(x) = J� 1 (f (x); g(x)) :Jf (x) + J� 2 (f (x); g(x)) :Jg(x)

A.3 Jacobiens de fonctions standard

Pro duit scalaire : hx j y i = hy j x i =
X

x i :yi = x T :y = T r (x:y T )

Jh: j : i 1
(x; y) =

@hx j y i
@x

= y T

Jh: j : i 2
(x; y) =

@hx j y i
@y

= x T

Norme : kxk =
q X

x2
i =

p
hx j x i

Jk:k(x) =
@(kxk)

@x
=

x T

kxk
= ( Normalisation (x)) T

Normalisation : JN (x) =
@

@x

�
x

kxk

�
=

kxk2:I n � x:x T

kxk3

Carré de la norme :

@kxk2

@x
= 2x T

Multiplication par une matrice M (constan te) :

@M:x
@x

= M
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A.4 F orm ules et op érations particulières à R3

La particularité réside dans le fait que le pro duit extérieur de R3
ne fait in terv enir que deux

v ecteurs. C'est ce que l'on app elle le pro duit v ectoriel :

x � y =

�
�
�
�
�
�

x2:y3 � x3:y2

x3:y1 � x1:y3

x1:y2 � x2:y1

Il est facile de v éri�er que ce pro duit est an ti-comm utatif ( x � y = � y � x ) et s'ann ule si et seulemen t

si les deux v ecteurs son t colinéaires : x � y = 0 , x = �:y .

Matrice an ti-symétrique asso cié au pro duit v ectoriel : C'est la matrice an ti-symétrique

telle que, quel que soit y : Sx :y = x � y . Cette matrice s'écrit :

Sx =

0

@
0 � x3 x2

x3 0 � x1

� x2 x1 0

1

A

Jacobiens du pro duit v ectoriel : x � y = Sx :y

J� 1 (x; y) =
@(x � y)

@x
= � Sy

J� 2 (x; y) =
@(x � y)

@y
= Sx

Iden tité de Lagrange : kx � yk2 = kxk2kyk2 � h x j y i 2

F orm ule de Gibbs : x � (y � z) = hx j z i :y � h x j y i :z

Sx :Sy = y:x T � h x j y i :I 3

Iden tité de Jacobi : x � (y � z) + y � (z � x) + z � (x � y) = 0

S(x � y) = Sx :Sy � Sy :Sx

Propriété métrique : hx � y j z � t i = hx j z i : hy j t i � h x j t i : hy j z i

Pro duit mixte :

(x; y; z) = hx j y � z i = hx � y j z i = det ([x; y; z]) =

�
�
�
�
�
�

x1 y1 z1

x2 y2 z2

x3 y3 z3

�
�
�
�
�
�

det ([x; y; z]) = x T :Sy :z = � x T :Sz:y = � y T :Sx :z = x T :Sy :z

Jacobien de la normalisation : il se simpli�e en

JN (x) =
@

@x

�
x

kxk

�
=

� S2
x

kxk3
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Exemple de dériv ation : (utile p our la dériv ation des rotations)

@(S2
r :x)

@r
=

@(r � (r � x))
@r

= � S(r � x) + r:
@(r � x)

@r
= Sx :Sr � 2Sr :Sx



Annexe B

Dériv ation d'un scalaire par une matrice

Nous a v ons dit précédemmen t que l'extension du formalisme des dériv ées aux matrices nécessitait

l'emploi de tenseurs. Il est cep endan t un cas imp ortan t où ce n'est pas nécessaire : la dériv ation d'une

fonction scalaire � d'une matrice A de dimension (m; n) .

J� (A) =
@�(A)

@A
=

2

6
6
4

@�(A)
@a1;1

: : : @�(A)
@a1;n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

@�(A)
@am; 1

: : : @�(A)
@am;n

3

7
7
5

de telle sorte que l'élémen t (i; j ) du jacobien soit [J� ]ij = @�(A)
@aij

. Notons bien que cette notation ne

ren tre pas dans le cadre précéden t puisque les règles de comp osition ne s'appliquen t plus. Ce n'est

donc qu'une façon agréable et syn thétique de noter cette dériv ée.

B.1 Dériv ation par une matrice générique

La métho de générale p our obtenir le jacobien est la suiv an te.

1/ Écrire la fonction sous la forme d'une somme sur les indices en n'utilisan t pas i et j (par

exemple k; l; : : : ).

2/ Dériv er par rapp ort à aij : si akl apparaît dans l'expression sommée, la dériv ée ne sera non

n ulle que lorsque (k; l ) = ( i; j ) . On enlèv e donc akl et la sommation sur ces deux indices,

que l'on remplace dans le reste de l'expression par les indices i et j . On rép ète bien sûr cette

op ération si d'autres indices son t utilisés.

3/ Réordonner les termes des sommations restan tes de façon à ce que i soit le premier indice et j
le dernier, en utilisan t au b esoin des transp osées. Certains termes, v oire certaines sommations,

doiv en t parfois être factorisées p our former un scalaire qui sera placé dev an t le terme v ariable.

4/ Résumer le résultat sous forme matricielle.

Exemple 1 :

@(cT :A:b)
@A

= c:bT

(B.1)
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On a en e�et : � (A) = cT :A:b =
X

kl

ck :akl :bl soit

@�
@aij

= ci :bj d'où le résultat.

Exemple 2 :

@( T r (B:A:C ))
@A

= B T :C T

(B.2)

La fonction scalaire s'écrit � (A) = T r (B:A:C ) =
X

mkl

bmk :akl :clm

et la dériv ée par rapp ort à un élémen t est donc:

@�
@aij

=
X

m

bmi :cjm =
X

m

[B T ]im :[C T ]mj

Exemple 3 :

@(cT :A T :B:A:d )
@A

= B:A:d:c T + B T :A:c:dT

(B.3)

La fonction scalaire s'écrit � (A) = cT :A T :B:A:d =
X

klmn

ck :alk :blm :amn :dn

et la dériv ée par rapp ort à un élémen t est donc:

@�
@aij

=
X

m;n

cj :bim :amn :dn +
X

k;l

ck :alk :bli :dj =

 
X

m;n

bim :amn :dn

!

:cj +

0

@
X

k;l

bli :alk :ck

1

A :dj

d'où le résultat. Si B est une matrice symétrique (que l'on note Q p our ne pas confondre), on

obtien t :

@(cT :A T :Q:A:d)
@A

= Q:A:(c:dT + d:cT ) (B.4)

B.2 Dériv ation par une matrice symétrique

Ces dériv ations son t utiles p our estimer par exemple des matrices de co v ariance, mais les termes

hors-diagonaux de la matrice son t main tenan t liés : aij = aj i et la dériv ation en est a�ectée : le

terme akl dans une somme a main tenan t une dériv ée non n ulle par rapp ort à aij si (k; l ) = ( i; j ) ou

(k; l ) = ( j; i ) (si i 6= j ). On doit donc doubler les dériv ées précédemmen t obten ues en in v ersan t les

indices i et j , sauf sur la diagonale.

Notons diag (A) le v ecteur des élémen ts diagonaux de la matrice carrée A et DIA G (x) la matrice

diagonale a y an t p our élémen ts les comp osan tes du v ecteur x :

diag (A) =

2

6
4

a11
.

.

.

ann

3

7
5 et DIA G (x) =

2

6
4

x1 : : : 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 : : : xn

3

7
5

Cette notation p eut être étendue aux matrices a v ec la signi�cation suiv an te : DIA G (A) est la matrice

conserv an t les élémen ts diagonaux de la matrice carrée A en ann ulan t tous les autres :

DIA G (A) = DIA G ( diag (A)) =

2

6
4

a1;1 : : : 0
.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 : : : an;n

3

7
5
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A v ec ces notations et à partir de la dériv ée J� (A) = @�=@Adu scalaire � par une matrice

générique A , on obtien t la dériv ée par une matrice symétrique � par la form ule :

@�(�)
@�

= J� (�) + J� (�) T � DIA G (J� (�)) (B.5)

Exemple 1 :

@(cT :� :b)
@�

= c:bT + b:cT � DIA G (c:bT ) (B.6)

Exemple 2 :

@( T r (B:� :C))
@�

= C:B + B T :C T � DIA G (C:B ) (B.7)

Exemple 3 :

@(cT :� :B:� :d)
@�

= B:� :d:cT + B T :� :c:dT + cT :d� :B T + dT :c:� :B

� DIA G (B:� :d:cT ) � DIA G (B T :� :c:dT )

Si B = Q est elle même une matrice symétrique, on obtien t en notan t F = c:dT + d:cT

:

@(cT :� :Q:� :d)
@�

= 2 Q:� :F � DIA G (Q:� :F )

B.3 Quelques dériv ations de matrices

B.3.1 In v ersion

Comme on ne p eut pas calculer @A(-1) =@A(qui serait un tenseur), on se con ten te ici de calculer

J = @a(-1)

kl
aij

où a(-1)

kl = [ A (-1) ]kl est l'élémen t de la matrice in v erse et non pas l'in v erse de l'élémen t.

P ar dé�nition, on a

@A(-1)

@aij
= lim

"  0

�
(A + ":B ) (-1) � A (-1)

"

�
= A (-1) : lim

"  0

�
(Id + ":B:A (-1) ) (-1) � Id

"

�

où B est la matrice où seul l'élémen t (i; j ) est non n ul : [B ]m;n = � m;i :� n;j . P our " su�sammen t

faible, un dév elopp emen t limité donne :

(Id + ":B:A (-1) ) (-1) = Id � ":B:A (-1) + O("2)

et la limite ci dessus est donc :

lim
"  0

�
(Id + ":B:A (-1) ) (-1) � Id

"

�
= � B:A (-1)

d'où

@A(-1)

@aij
= � A (-1) :B:A (-1)

En simpli�an t la v aleur de B , on a :

@a(-1)

kl

aij
= �

�
A (-1) :B:A (-1)

�
k;l = �

X

m;n

a(-1)

k;m :� i;m :� j;n :a(-1)

n;l

soit

@a(-1)

kl

aij
= � a(-1)

k;i :a(-1)

j;l (B.8)
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B.3.2 Distance de Mahalanobis

On p eut main tenan t en visager la dériv ation de

� = x T :A (-1) :y =
X

k;l

xk :a(-1)

k;l :yl

On considère p our l'instan t une matrice A générique : on a alors

@�
@aij

=
X

k;l

xk :yl :
@a(-1)

kl

aij
= �

X

k;l

xk :yl :a
(-1)

k;i :a(-1)

j;l = �
X

k;l

a(-1)

k;i :xk :yl :a
(-1)

j;l

soit

@(x T :A (-1) :y)
A

= � A (-T) :x:y T :A (-T)

(B.9)

Dans le cas d'une distance de Mahalanobis, on a une matrice de co v ariance symétrique, et la

dériv ée est donc :

@(x T :� (-1) :y)
�

= DIA G (� (-T) :x:y T :� (-T) ) � � (-T) :(x:y T + y:x T ):� (-T)

B.3.3 Déterminan t

Dév elopp ons le déterminan t en cofacteurs de la i

e

ligne :

� = det( A) =
X

k

aik :a�
ik

où a�
ik est le cofacteur de aik , qui ne dép end d'aucun élémen t de la i

e

ligne, et en particulier pas de

aik :

@det(A)
@aik

= a�
ik

La dériv ée c herc hée est donc la matrice des cofacteurs, aussi conn ue sous le nom de matrice conjuguée

et sa relation bien conn ue a v ec l'in v erse nous p ermet d'écrire :

@det(A)
@A

= A � = det( A):A (-T)

(B.10)

A partir de cette expression, on obtien t facilemen t la dériv ée du log du déterminan t:

@(log(det(A)))
@A

=
1

det(A)
:
@det(A)

@A
= A (-T)



Annexe C

Filtrage de Kalman

Assume w e ha v e a set of measuremen ts (or data) f � i g and w e searc h state v ariable g suc h that,

for eac h exact data � i , w e ha v e the v ectorial relation

zi (� i ; g) = 0

This is called the measuremen t equation. In our case, the state g is the sough t rigid motion and the

data are couples of matc hed p oin ts or frames, or simple measuremen ts of this rigid motion (section

8.3). Since w e are w orking with noisy data, w e only kno w the measured v alues of data �̂ i = � i + ! i

(the observ ation). The additiv e noises ! i are assumed to b e indep enden t, white and cen tered with

a kno wn co v ariance 
 i :

E(! i ) = 0 E(! i : ! T

i ) = 
 i and E(! i : ! T

j ) = 0 for i 6= j

The measuremen t equations are generally not linear, but assuming w e kno w a go o d estimate ĝ
of the state g, w e can linearize them around the estimates and solv e the problem with standard

linear optimization tec hniques, namely here Kalman Filtering. This is the basis of the Extended

Kalman Filtering tec hnique. Since Kalman Filtering is a recursiv e �lter, w e assume that w e ha v e at

eac h step i an estimate ĝi � 1 of the state v ector. W e can then linearize the measuremen t equation

around (�̂ i ; ĝi � 1) with a �rst order T a ylor series expansion. T aking the follo wing notations:

ẑi = zi (�̂ i ; ĝi � 1) M i =
d@zi
@g

=
@zi
@g

�
�
�
�
( �̂ i ;ĝi � 1)

d@zi
@�

=
@zi
@�

�
�
�
�
( �̂ i ;ĝi � 1)

the T a ylor expansion of the measuremen t equation zi (� i ; g) = 0 giv es

ẑi +
d@zi
@g

:(g � ĝi � 1) +
d@zi
@�

:(� i � �̂ i ) ' 0

This equation can b e re-written in the linear form M i :g = 
 i + � i where 
 i is the linearized measu-

remen t 
 i = M i :ĝi � 1 � ẑi and � i is a cen tered noise

� i =
d@zi
@�

:(�̂ i � � i )
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of co v ariance �
ii

:

�
ii

=

 
d@zi
@�

!

:
 i :

 
d@zi
@�

!
T

Assuming that an initial estimate (ĝ0 ; Ĝ0) of the state is giv en, a reasonable (w eigh ted) least-squares

criterion to minimize can b e constructed on the basis of Mahalanobis distances:

C =
1
2

(ĝ0 � g) T :Ĝ� 1
0 :(ĝ0 � g) +

1
2

X

i

(
 i � M i :g) T :� (-1)

ii

:(
 i � M i :g)

The recursiv e solution for the minimization of this criteria is called the Kalman Filter (Jazwinsky ,

1970; A y ac he, 1991). A t eac h step, the input is an estimate (ĝi � 1; Ĝi � 1) of the state and the linearized

measuremen t (
 i ; �
ii

) , and the output is the up dated estimation of the state (ĝi ; Ĝi ) . W e just recall

here the equations of the �lter:

K i = Ĝi � 1:M T

i :(�
ii

+ M i :Ĝi � 1:M T

i )� 1

ĝi = ĝi � 1 � K i :ẑi

Ĝi = ( Id � K i :M i ):Ĝi � 1

(C.1)

F or linear transformation of Gaussian v ariables, the Kalman Filter pro duces the optimal estimate

of the state (in the sense of minim um error v ariance), whic h turns out to b e also the maxim um

lik eliho o d estimate. Moreo v er, it preserv es the Gaussian nature of the random v ariables and th us

there is no loss of information in k eeping only the mean v alue and co v ariance matrix.

If the Gaussian assumption is remo v ed, the Filter remains the b est line ar estimator, but is no

longer the b est one amongst all non-linear estimators. In the general case of non-linear transforma-

tions with an y t yp e of noise (whic h is our case in this article), the Extended Kalman Filter only

represen t a sub-optimal non linear estimator, but app ears to pro vide accurate estimates in practice.

Ho w ev er, some care has to b e tak en ab out the initial state and the order of the measuremen ts.



Annexe D

Notations utilisées

Espaces

R Ensem ble des nom bres réel.

Rn
Espace v ectoriel euclidien de dimension n .

Q Espace des quaternions.

M V ariété di�éren tielle (manifold).

G Group e de transformation (group e de Lie).

H Sous-group e de transformation.

D ; X Ensem ble de dé�nition ou autre.

1U F onction indicatrice d'un ensem ble U .

Fx Coset de la primitiv e x .

Primitiv es

f ; g; h; x; y; z T ransformations et primitiv e : p oin ts d'une v ariété.

f; g; h; x; y; z V ecteurs : représen tations de ces ob jets.

~f ;~g;~h; ~x;~y;~z représen tations de ces ob jets dans la c arte princip ale .

f ; g; h; x; y ; z T ransformations et primitiv es aléatoires.

f; g; h; x; y; z V ecteurs aléatoires corresp ondan ts.

x; x; x̂ Primitiv e exacte, primitiv e aléatoire mo délisan t la mesure, résultat (observ a-

tion ou réalisation) d'une mesure.

o ; o P oin t c hoisi comme origine de la v ariété et sa représen tation.

Id ; Id Origine du group e de transformation : iden tité.

@v = _x ; v = _x V ecteur tangen t en une primitiv e x (considérée comme une courb e x(t) ) et

v ecteur tangen t corresp ondan t dans la carte lo cale.
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Op érateurs

f � g Comp osition des transformations f et g.

f (-1)

In v ersion de la transformation f .

y = f ? x A ction de la transformation f sur la primitiv e x .

fx F onction de placemen t : fx est un représen tan t de Fx .

x 2 E [ x ] Esp érance au sens de F réc het (ensem ble).

x = E [ x ] Esp érance au sens classique (v ecteur ou réel).

E [ ' (x ) ] = Ex [ ' ] Esp érance d'une fonction réelle.

�
xx

Matrice de co v ariance du v ecteur aléatoire x .

dist (x; y) Distance en tre primitiv es.

Calcul matriciel et v ectoriel

hx j y i Pro duit scalaire euclidien de deux v ecteurs.

M ; J ; R Matrice, matrice jacobienne, matrice de rotation.

M T ; M (-1) ; ; M (-T)

T ransp osée, in v erse et in v erse de la transp osée de la matrice M .

T r (M ) ; det(M ) T race et déterminan t de la matrice carrée M .

mi;j = [ M ]i;j Élémen t (i; j ) de la matrice M .

x = diag (M ) V ecteur des v aleurs diagonales de la matrice carrée M : x i = mi;i .

M = DIA G (x) Matrice diagonale des comp osan tes du v ecteur : mi;j = x i :� i;j .

M:A ; M:x Multiplication matricielle.

I n ; I 3 Matrice iden tité en dimension n et 3.

f (x) ; g(y) ; h(z) F onctions scalaires ou v ectorielles.

J = @f
@x =

h
@fi
@xj

i
Jacobien ou di�éren tielle de la fonction f . La notation mathématique usuelle

corresp ondan te serait plutôt Df .

jJ j = j det(J )j V aleur absolue du déterminan t du jacobien J .

x � y = Sx :y Pro duit v ectoriel dans R3
et la matrice an tisymétrique asso ciée.

q � p = Qq:p Pro duit des quaternions et quaternion matriciel asso cié.

(p � q) T = pT :Pq Pro duit des quaternions et an ti-quaternion asso cié.
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L'incertitude dans les problèmes de reconnaissance et de recalage

Application en imagerie médicale et biologie moléculaire
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Les primitiv es géométriques usuelles en traitemen t d'image tridimensionnel (p oin ts, p oin ts orien tés, re-

p ères...) formen t une v ariété qui n'est généralemen t pas un espace v ectoriel, sur lequel agit un group e de

transformation qui mo délise les di�éren tes (( prises de vue p ossibles )) de l'image. Leur mesure est, de plus,

in trinsèquemen t incertaine à cause de l'accum ulation des erreurs et des imprécisions au cours de la c haîne

de traitemen t. Le but de ce tra v ail est de généraliser à ces primitiv es les notions de statistiques usuelles ainsi

que les algorithmes de reconnaissance et de recalage utilisan t normalemen t les p oin ts.

La première partie de la thèse est consacrée au dév elopp emen t d'outils mathématiques p our ab order ces

problèmes. Nous mon trons tout d'ab ord que l'on ne p eut pas considérer ces primitiv es comme de simples

v ecteurs, puis, sur des bases de géométrie riemannienne, nous dév elopp ons une notion de mo y enne cohéren te,

puis de matrice de co v ariance. Nous généralisons alors d'autres op érations statistiques, telles que la distance

de Mahalanobis et le test du � 2
. En�n, nous mon trons commen t cette théorie p eut être appliquée et implan tée

en mac hine dans une structure orien tée ob jet générique.

Dans la seconde partie de la thèse, nous dév elopp ons les calculs relatifs à ce formalisme p our les rota-

tions et les transformations rigides agissan t sur di�éren ts t yp es de rep ères. Après analyse des algorithmes

classiques sur les p oin ts, nous dév elopp ons des algorithmes de recalage génériques basés sur les primitiv es,

et nous prop osons en particulier des métho des p our estimer l'incertitude sur le recalage obten u. Nous exp o-

sons parallèlemen t une métho de de v alidation statistique p our con�rmer la précision de cette analyse, qui

mon tre qu'un recalage d'une précision bien inférieure à la taille du v o xel p eut être obten ue dans le cas des

images médicales 3D. Un deuxième v olet de l'analyse statistique concerne la robustesse des algorithmes de

reconnaissance.

Le c hamp applicatif que nous considérons v a du recalage d'images médicales tridimensionnelles à la

reconnaissance de sous-structures (3D) dans les protéines et souligne la v alidité de l'appro c he générique

(( orien tée primitiv e )) que nous a v ons c hoisie p our le traitemen t haut niv eau de données géométriques.

Mots clés : gé ométrie, pr ob abilités, statistiques, inc ertitude, variété riemannienne, gr oup e de tr ansforma-

tion, tr aitement d'image, r e c alage, r e c onnaissanc e, imagerie mé dic ale, biolo gie molé culair e.

Uncertain t y in recognition and registration problems

Application in medical imaging and molecular biology

Usual geometric features in 3D image pro cessing (lik e p oin ts, orien ted p oin ts or frames) organize in

a manifold whic h is generally not a v ector space, on to whic h acts a transformation group that mo dels

the p ossible image view p oin ts. Their measure is moreo v er in trinsically corrupted b y noise b ecause of the

com bination of errors and inaccuracies in the pro cessing system. The goal of this w ork is to generalize usual

statistical notions to those features, as w ell as recognition and registration algorithms commonly used on

p oin ts.

The �rst part concerns the dev elopmen t of mathematical to ols to tac kle those problems. W e �rst sho w

that w e cannot simply consider these features as v ectors and, on a Riemannian geometry basis, w e dev elop

a coheren t de�nition of the exp ectation and the co v ariance matrix of random features. W e then generalize

other statistical op erations, suc h as the Mahalanobis distance and the � 2
test. Finally , w e sho w ho w to apply

and implemen t this theory in an ob ject-orien ted structure.

In the second part, w e dev elop the calculus required to apply this framew ork to rotations and rigid

transformations acting on di�eren t t yp es of frames and p oin ts. W e analyze classical algorithms for p oin ts

registration and dev elop some new algorithms based on generic features. W e also prop ose metho ds to estimate

the uncertain t y of the resulting registration. W e then presen t a statistical v alidation metho d that corrob orate

the accuracy of this analysis. This sho ws that a registration accuracy far b elo w the v o xel size can b e ac hiev ed

for 3D medical images. Finally , w e dev elop a statistical analysis related to the robustness of recognition

algorithms.

The application �eld ranges from the registration of 3D medical images to the recognition of common

substructures in proteins. The results emphasize the v alidit y of the generic (( orien ted feature )) approac h w e

c hose for pro cessing high lev el geometric data.

Keyw ords: ge ometry, pr ob abilities, statistics, unc ertainty, R iemannian manifold, tr ansformation gr oup,

image pr o c essing, r e gistr ation, r e c o gnition, me dic al imaging, mole cular biolo gy.


