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Ars poetica

A partir de la deuxi�me moiti�e du XXeme si�cle� la puissance de calcul des

ordinateurs ainsi que le march� des images a�riennes et plus tard satellitaires

n
ont cess� de cro�tre� Le travail que nous avons men� s
inscrit comme un

outil indispensable dans la soci�t� de la communication et de la nouvelle

technologie� adressant un �vantail d
activit�s �conomiques multiples ���

Voil� les premi�res lignes d
une introduction type qui est cens�e motiver

le d�marrage d
une th�se en traitement d
image� Ce sont d
excellentes raisons�

En ce qui me concerne� j
ai commenc� cette th�se parce que j
ai voulu

prolonger ma carte de s�jour temporaire en tant qu
�tudiant et �galement

par curiosit��

Cette curiosit� m
a permis de vivre une aventure pendant laquelle tout a �t�

possible � r	ver� faire des programmes qui �rament� trop pour 	tre rentables�

chercher� douter� croire toujours pouvoir tout recommencer le lendemain� et

surtout rencontrer des gens qui d�pensent leurs id�es comme si c
�tait de

l
argent�

En fait� je n
ai rien fait d
autre que jouer� D
accord� une partie lente� Chers

lecteurs prenez du plaisir et asseyez�vous � la table de jeux� Un Mikado� pour

commencer � Jouons le jeu� alors � Ah� j
�tais en train d
oublier � je vous ai

apport� des bonbons ���
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Introduction

En observation de la Terre� un des probl�mes importants consiste en l
extraction d
in�

formation � des �ns cartographiques � partir de capteurs optiques� Les principales sources

d
information sont issues de l
imagerie a�rienne et de l
imagerie spatiale �images SPOT�

panchromatique et multispectrale� images Landsat� etc���

L
ensemble de ces informations fournit un large �ventail en terme de r�ponse spectrale

pour lequel nous devons trouver des solutions pertinentes et robustes pour l
extraction

d
objets cartographiques tels que � les r�seaux routiers et hydrographiques� les villes� les

b timents�

D
un point de vue applicatif� l
objectif g�n�ral est de pouvoir fournir un outil d
aide �

la d�cision le plus automatis� possible mais prenant en compte l
op�rateur humain � la fois

comme source d
information et comme structure validante�

Dans l
imagerie satellitaire et a�rienne� l
augmentation de la r�solution des capteurs

optiques impose la position du probl�me � partir des objets g�om�triques pr�sents dans

l
image et non plus � partir des pixels�

Un outil th�orique particuli�rement ad�quat pour l
analyse � partir d
objets g�om��

triques� est le cadre o�ert par la th�orie des processus ponctuels marqu�s� Nous n
allons

plus aborder l
image comme une collection de valeurs num�riques� mais plut�t comme un

ensemble d
objets� Le probl�me est alors de localiser ces objets dans l
image et de les me�

surer�

Le but de nos travaux est d
utiliser cette nouvelle approche pour trouver une r�ponse

satisfaisante � un des probl�mes� d�j� classique mais toujours d
actualit�� en traitement

d
images � la d�tection des r�seaux lin��ques �par exemple � r�seau routier� r�seau hydro�

graphique� etc�� dans les images satellitaires et a�riennes�



� Introduction

Le premier chapitre passe en revue les m�thodes utilis�es en extraction d
objets et de

r�seaux lin��ques� en particulier de r�seaux routiers� Plusieurs techniques sont pr�sent�es

bri�vement � de la programmation dynamique jusqu
au contours actifs en passant par la

th�orie de l
information� et les r�seaux de neurones�

Tous les travaux sur l
extraction des r�seaux lin��ques s
appuient sur des observations

faites surtout par la communaut� des cartographes travaillant sur les images satellitaires et

a�riennes� Les r�seaux lin��ques se pr�sentent comme des bandes homog�nes de di��rentes

longueurs� �paisseurs et orientations� en fonction de leur caract�ristiques � route nationale�

autoroute� rivi�re� chemin de fer� etc�

Ces observations sont � la base de l
hypoth�se g�n�rique de notre travail� Nous ap�

prochons les r�seaux lin��ques dans une image satellitaire ou a�rienne� par un r�seau des

�segments de droite� connect�s� de di��rentes longueurs� �paisseurs et orientations� L
em�

placement du r�seau dans l
image est al�atoire� Pour synth�tiser� notre hypoth�se suppose

que les r�seaux lin��ques dans l
image sont la r�alisation d
un processus ponctuel marqu��

C
est pour cette raison que la derni�re partie du premier chapitre est d�di�e aux pre�

mi�res m�thodes� utilis�es en traitement d
images� s
appuyant sur la th�orie des processus

ponctuels�

Nous envisageons donc de construire un processus ponctuel marqu� qui soit capable de

simuler et d
extraire des r�seaux lin��ques dans les images� Les chapitres deux et trois sont

une introduction aux processus ponctuels et aux techniques de simulation par des m�thodes

de type Monte Carlo par cha�nes de Markov� Dans ces deux chapitres� nous donnons des

propri�t�s de stabilit� qui vont imposer certaines contraintes sur la construction du mod�le

et de l
algorithme de simulation� En revanche� ces propri�t�s garantissent la convergence de

la m�thode propos�e�

Le mod�le probabiliste que nous construisons comporte deux composantes� Le pre�

mier terme� l
attache aux donn�es� est relatif � l
emplacement du r�seau dans l
image�

Le deuxi�me terme g�re les interactions entre les segments� Ce terme r�gularise la solution�

jouant le r�le du terme a priori dans une approche bayesienne�

Le quatri�me chapitre de ce m�moire contient la description du terme d
interaction



�

entre les segments qui forment le r�seau� Nous appelons ce mod�le �Candy� mod�le� Les

contraintes prises en compte par le �Candy� mod�le sont � la dimension� la connectivit�

et la courbure moyenne du r�seau� En outre� nous d��nissons des r�gions de r�pulsion et

d
attraction autour d
un segment qui vont conf�rer la propriet� markovienne au mod�le

propos�� C
est � dire qu
un segment ne va interagir qu
avec des segments qui se trouvent

dans son voisinage�

La deuxi�me partie de ce chapitre est consacr�e � la construction d
un algorithme de

simulation adapt� au �Candy� mod�le� La dynamique qui est � la base de cet algorithme

est une dynamique de type Monte Carlo par cha�nes de Markov � sauts r�versibles� Nous

utilisons ce type de dynamique car elle nous donne la possibilit� de simuler des mod�les qui

sont d��nis dans un espace d
�tat continu de dimension variable�

Le chapitre � est une �tude des propri�t�s de la dynamique de simulation du �Candy�

mod�le� Controler la convergence d
un algorithme de type Monte Carlo � sauts rever�

sibles est encore un probl�me ouvert� En s
appuyant sur la bibliographie� les propri�t�s

du �Candy� mod�le et des tests graphiques� nous essayons de caract�riser la cha�ne de

Markov construite� et de tester sa convergence et sa vitesse de m�langeance� Cet �tude

ne sert pas du tout � montrer la sup�riorit� de cette dynamique� Nous essayons de mieux

comprendre son fonctionnement a�n qu
elle soit utilisable pour la d�tection des r�seaux

lin��ques dans les images�

Le terme d
attache aux donn�es qui sert � trouver l
emplacement du r�seau dans l
image

est d�crit dans le sixi�me chapitre� Ce terme s
appuie sur des tests d
hypoth�se� Nous

consid�rons qu
une route a des statistiques localement homog�nes� Ces statistiques sont

di��rentes du fond de la route� Pour construire les tests d
hypoth�se nous utilisons une

hypoth�se gaussienne� En �n de chapitre� nous montrons des r�sultats sur l
extraction des

r�seaux routiers sur plusieurs types d
images � SPOT� ERS� a�riennes�

Estimer les param�tres d
un mod�le utilis� en traitement d
image est un tout premier

pas vers des m�thodes compl�tement non�supervis�es� C
est le sujet abord� par le dernier

chapitre de ce manuscript� Nous traitons ici le cas du mod�le d
interaction entre les seg�

ments� Pour estimer les param�tres du mod�le� nous allons construire un algorithme qui

utilise le maximum de vraisemblance via des m�thodes de type Monte Carlo� Des r�sultats�

ainsi que leur analyse� sont pr�sent�s � la �n du chapitre ��



� Introduction

Les conclusions et les perspectives d�gag�es par ce travail sont pr�sent�es dans la toute

derni�re partie du manuscript�



Chapitre �

Etat de l�art

La forme des objets en vision par ordinateur est repr�sent�e par

deux approches � la d�tection de contours ou la d�tection de

r�gions !Cocquerez et Philipp �eds��� ����"�

Les routes sont des objets d�licats� Elles ont �t� abord�es tr�s

souvent dans le cadre de la d�tection de contour� Avec l
augmen�

tation de la r�solution des capteurs satelitaires et a�riennes� les

routes apparaissent plut�t comme des objets en forme de rubans

homog�nes� dont l
�paisseur varie selon le caract�re de la route �

autoroute� route nationale� sentier� etc ���

C
est pourquoi� dans ce chapitre� nous allons �tudier des m�thodes

d
extraction d
objets orient�s r�gion ou bien contour� tout en

mettant l
accent sur l
extraction de r�seau lin��que�

La premi�re partie de ce chapitre est consacr�e � l
extraction des

objets dans l
image par approches pix�liques� Un paragraphe est d��

di� aux m�thodes qui essayent d
am�liorer les m�thodes pix�liques

par un apport de donn�es externes � cartes g�ographiques� bases des

donn�es� etc� Les m�thodes orient�es objet� notamment celles qui

utilisent comme formalisme la th�orie des processus ponctuels� sont

pr�sent�es dans la derni�re partie du chapitre�
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��� Approches orient�es contour et autres op�rateurs

La d�tection de r�seaux lin�iques a �t� souvent abord�e comme un �sous�probl�me� de

la d�tection des contours� C
est pourquoi nous avons �tudi�� dans un premier temps les

travaux sur la d�tection de contours et sur le cha�nage de contours incomplets�

La d�tection de contours suppose qu
un contour peut 	tre d�tect� par de grandes va�

leurs du gradient de l
intensit� de l
image� Les m�thodes actuelles prennent aussi en compte

l
orientation et la connectivit� du contour� Il est vrai que la pr�sence du bruit fait que ces

m�thodes sont extr	mement sensibles� et que le sch�ma de connectivit� in#uence beaucoup

la justesse de la forme d�termin�e�

Le plus souvent� l
extraction du r�seau lin��que est faite par une approche en deux

�tapes� Premi�rement� un op�rateur bas niveau ��ltre de Canny�Deriche� transform�e de

Hough� op�rateur morphologique�etc� ���� est utilis� pour extraire les composantes princi�

pales du r�seau� Les �l�ments du r�seau ainsi d�tect�s sont connect�s dans une deuxi�me

�tape� Parmi les crit�res utilis�s pour e�ectuer le cha�nage de contours ou de segments

on peut mentionner � la longueur des segments� l
orientation� le contraste� la radiom�trie

moyenne etc�

Ces r�gles sont issues d
exp�riences psycho�visuelles� essayant d
expliquer le groupement

perceptuel� Le groupement perceptuel est le processus qui� associant ou bien ignorant des

informations locales dans l
image� conduit � la perception globale du contour des objets

dans l
image�

!Mangin� ���
" a �tudi� la mise en pratique de ces principes� La complexit� de ces

hypoth�ses l
a men� � faire un compromis entre la complexit� des mod�les et l
implantation

pratique� Malgr� la mani�re originale d
aborder le probl�me� ses r�sultats sont assez peu

convaincants� N�anmoins� son travail ouvre des directions int�ressantes dans ce domaine�

!Urago� ����"� apr�s une d�t�ction bas niveau� induit un champ markovien d��ni d
une

mani�re explicite sur les pixels du contour� Finalement� les contours sont complet�s en

minimisant une fonction d
�nergie� Dans cette approche� on n
estime pas directement les

param�tres� mais on utilise la m�thode des bo�tes qualitatives� pour en faire une approxi�

mation� En outre� il existe la possibilit� de rater des contours ou des routes si dans l
�tape

de bas niveau il y a des �l�ments que l
on ne d�tecte pas du tout�
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����� Mod�lisation probabiliste des routes

La d�tection de r�seaux routiers est une des applications imm�diatees de la d�tection

des �l�ments lin��ques dans une image� Cette mod�lisation g�om�trique des routes est ap�

pliqu�e notamment aux r�seaux �pais�

Les hypoth�ses g�n�riques du mod�le de la route sont �

� la radiom�trie � l
interieur de la route est assez homog�ne�

� l
�paisseur de la route varie lentement�

� la courbure de la route est reguli�re et localement rectiligne�

Les auteurs !Gra�gne et Herlin� ����" ajoutent comme information suppl�mentaire au

mod�le le gradient de l
image dans la r�gion de la route� La d�tection de la route est faite

en combinant une m�thode d�terministe et une m�thode probabiliste� Apr�s un d�tecteur

de type Canny�Deriche et un prolongement d�terministe �selon la direction du gradient��

on e�ectue un prolongement probabiliste� Pour e�ectuer ce prolongement� le mod�le de la

route est mis sous la forme d
un processus de Gibbs� Une fonction d
�nergie est construite�

Elle contient des termes relatifs � la radiom�trie de la route� � son �paisseur� et � la valeur

du gradient� La route est ainsi approxim�e par l
estimateur du maximum de vraisemblance�

����� Banc de �ltres� D�composition multir�solution

Le �ltrage reste toujours une solution attirante� surtout gr ce au faible co$t de calcul

de cette op�ration� qui permet sur les processeurs actuels des traitements en temps r�el�

Les vaisseaux sanguins dans l
imagerie m�dicale constituent des r�seaux lin��ques �gale�

ment !Poli et Vali� ����"� Les auteurs proposent d
utiliser un banc de �ltres gaussiens pour

l
am�lioration et la d�tection des vaisseaux de sanguins en imagerie m�dicale� Les �ltres

sont construits a�n que l
on puisse di��rencier les diverses dimensions et orientations des

vaisseaux� Un test de validit� entre les di�erentes orientations d�tect�es est �galement pro�

pos��

Il est di�cile de s
emp�cher de faire un rapprochement avec l
analyse en ondelettes d��

crite par !Mallat� ����"�
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����� Lignes de cr�te� Vall�es�

Dans une image� les r�seaux lin��ques se pr�sentent tr�s souvent� comme des minima

ou des maxima locaux de l
intensit� le long d
une direction� Le formalisme des lignes de

cr	tes et de vall�es pr�sent� ci�dessous� !Eberly et al�� ���
"� garantit aussi leur invariance

par rotation et translation�

Pour d�terminer les lignes de cr	te et les vall�es dans une image� on peut� par exemple�

interpoler localement la fonction d
intensit� de l
image !Haralick� ����"� et d�tecter les cr	tes

et les vall�es analytiquement� Les r�sultats �naux sont obtenus apr�s avoir subi des op�ra�

tions morphologiques�

!Antoine� ����" met bout���bout plusieurs techniques pour construire un d�tecteur de

routes� Dans une premi�re �tape un d�tecteur de cr	te multi�echelle permet d
extraire l
axe

central des routes de diverses �paisseurs� Le r�sultat est complet� avec une transform�e de

Hough� Finallement� un processus markovien monodimensionel est mis en place pour r�gu�

lariser la solution� Les r�sultats montrent tr�s peu de fausses alarmes� en ce qui concerne

l
emplacement du r�seau routier� Par rapport � la topologie� les r�sultats peuvent 	tre am��

lior�s par des op�rateurs morphologiques� ou en introduisant des contraintes g�ometriques

dans le mod�le�

����� R�seaux de neurones

Des r�seaux de neurones !Bogess� ���
" ont �t� entra�n�s pour d�tecter les routes sur

des images LANDSAT� Pour cela� il utilise comme entr�e du r�seau le pixel � tester et

ses �
 voisins� dans les � bandes spectrales de l
image� Malgr� le fait que l
auteur annonce

que cette technique donne peu de fausses d�tections� de nombreux pixels dans les r�gions

probl�matiques ne sont pas d�tect�s� L
auteur envisage de fournir une �tude compl�men�

taire relative � la connexion de segments apr�s le r�sultat du r�seau neuronal� et aussi de

d�velopper une approche mixte � r�seau de neurones et m�thodes probabilistes�

!Wolfer et al�� ���
" pr�sentent une approche tr�s semblable � la pr�c�dente� en faisant

de plus� une comparaison entre les diverses architectures de r�seaux de neurones�

Malgr� l
originalit� de la d�marche� les r�sultats dans les deux cas sont peu convain�

cants� m	me si les auteurs clament que leurs performances sont comparables aux m�thodes

statistiques� Cependant� les r�seaux de neurones restent une technique � explorer� qui peut
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s
av�rer extr	mement e�cace une fois le r�seau entrain��

����	 Programmation dynamique

Le probl�me de suivi de routes� dans le cadre de la programmation dynamique� revient �

l
optimisation d
une fonction d
�nergie ou de cout� optimisation qui� plac�e dans ce contexte�

est �quivalente � la recherche d
un chemin optimal dans un graphe�

En adoptant le formalisme utilis� dans !Merlet et Zerubia� ����"� la fonction � minimiser

s
�crit comme �

U �

S�X
s�S�

��s� q� �����

avec s �tant un �tat �un pixel�� et q une d�cision � prendre� ��s� q� est le co$t de prendre

la d�cision q en �tant dans l
�tat s� Le successeur d
un �tat est ��s� q�� Les �tats intiaux et

�naux sont S� et �respectivement� S��

Il est possible de montrer que �

�s �� s�� U�s�� min
q�Q

f��s� q� 	 U���s� q��g �����

avec les conditions intiales �

U�s�� � minq�Qf��S�� q�g
�s �� S�� U�s�� 	� �����

Tout le probl�me consiste dans la d��nition des fonctions de potentiel� qui doivent in�

t�grer au mieux les caract�ristiques d
une route� a�n que les �tats trouv�s comme solution

correspondent aux pixels de la route dans l
image�

!Fischler et al�� ����" d�tectent les structures lin��ques en deux �tapes� Premi�rement�

ils appliquent deux op�rateurs pour d�tecter des lignes � un op�rateur qui donne tr�s peu de

fausses alarmes �DRO � Duda Road Operator�� puis ils utilisent un deuxi�me op�rateur te�

nant compte de la di��rence d
intensit� entre les pixels de la route et les pixels du fond� Un

co$t inversement proportionel � la probabilit� de trouver un pixel sur une route est associ�

� chaque point de la r�gion d
int�r	t� La solution �nale est obtenue par programmation

dynamique en trouvant le chemin de co$t minimal entre le point de d�part et d
arriv�e� Ces
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points sont sp�ci��s au d�but de l
algorithme par l
utilisateur� Cette solution s
est r�v�l�e

tr�s �able et reste comme r�f�rence dans ce domaine� mais cela n�cessite des points d
amorce�

!Serendero� ����" utilise dans un premier temps pour l
extraction des r�seaux lin��ques

un d�tecteur de lignes bas�niveau � le �chapeau�haut�de�forme� issu de la morphologie

math�matique� Ensuite� des algorithmes de cha�nage et de prolongement des �l�ments an�

t�rieurement d�tect�s sont mis en place� ils sont fond�s sur la programmation dynamique�

!Merlet et Zerubia� ����" d�veloppent l
algorithme d�crit dans !Fischler et al�� ����"�

en se pla%ant implicitement sous l
hypoth�se de la markovianit�� En suivant cette logique�

la fonction de co$t est construite en fonction de cliques dans le voisinage d
un point� Une

autre nouveaut� consiste en l
ajout de la courbure locale� Cette contrainte aide au suivi

dans la direction globale de la route�

!Barzohar et Cooper� ����" construisent une proc�dure enti�rement automatique pour

la d�tection de routes �paisses� Leur mod�le d�veloppe les id�es pr�sent�es dans !Gra�gne

et Herlin� ����"� Ils n
utilisent pas la courbure ni le gradient� Leur approche vise plut�t �

trouver un mod�le de type AR pour prendre en compte les variations entre les pixels de la

route et ceux du fond� En utilisant ce mod�le de route� et sous l
hypoth�se des champs de

Gibbs� les auteurs calculent le Maximum A Posteriori �MAP� de la route� Le MAP est cal�

cul� d
abord dans des petites imagettes� le r�sultat �nal est obtenu en utilisant les meilleures

imagettes candidates� Il faut noter les bons r�sultats obtenus sur des images de routes de

synth�se� L
inconv�nient de cette m�thode est que le r�sultat �nal est a�ect� par le choix des

petites imagettes suppos�es contenir une route� Il est possible de connecter des imagettes

o& il n
y pas de route� ou bien d
arr	ter l
algorithme avant que la d�tection ne soit compl�te�

����
 Th�orie de l�information

!Jedynak� ����"� !Geman et Jedynak� ����" proposent une approche originale pour le

suivi de routes �paisses� A partir d
un point d
amorce et d
une direction donn�e� l
algo�

rithme propos� e�ectue des tests� notamment sur la radiom�trie des pixels dans la direction

de la route et dans la direction orthogonale � la route� Les pixels s�lectionn�s comme pixels

appartenant � une route seront les pixels qui minimisent une fonction d
entropie� L
origi�

nalit� de ces travaux consiste dans l
approche par la th�orie de l
information� via un jeu

d
enfants� le jeu des vingt questions�
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����� Contours actifs

Les contours actifs sont des contours qui� � partir d
un �tat initial s
adaptent aux

contours souhait�s� en suivant la minimisation d
une fonction d
�nergie ou l
�volution d
une

Equation aux D�riv�es Partielles �EDP��

L
�tude de ces techniques peut s
av�rer utile dans le suivi de routes� ou bien pour l
am��

lioration ou le re�positionnement des structures lin��ques apr�s une d�tection �bas�niveau�

faite au pr�alable�

Pour en savoir plus sur les contours actifs et les EDP� on peut se r�ferer aux travaux de

synth�se !Deriche et Faugeras� ����"�

!Fua et Leclerc� ����" ont utilis� ce type de mod�le pour la d�tection des routes et des

b timents� Les auteurs prouvent que les courbes optimis�es i�e� les solutions pour lesquelles

la coubure est faible ou l
amplitude du gradient est constante� sont de bonnes approxi�

mations des contours� De plus� ils donnent une m�thode adaptative pour d�terminer les

param�tres du mod�le de l
�nergie� Les courbes sont mod�lis�es comme des rubans dont les

bords sont des courbes parall�les� Un terme illustrant cette contrainte est ajout� � l
�nergie

d
attraction�

!Neuenschwander et al�� ����" am�liorent les contours actifs classiques� en introdui�

sant des points d
amorce� Ensuite� ces points sont rapproch�s des contours selon l
intensit�

de l
image et son gradient � les forces �l
�nergie� d
attraction sont propag�es de proche en

proche selon le fonctionnement d
une fermeture �clair 'ziplock(�

!Dh�r�t� et Desachy� ����" utilisent une batterie d
operateurs lin�iques sur plusieurs

bandes spectrales de SPOT� Ensuite� une mise en correspondance entre une base de donn�es

g�ographiques et le r�seau ainsi d�tect� est e�ectu�e en utilisant la programmation dyna�

mique� Le r�sultat �nal est obtenu en mettant en )uvre des contours actifs pour r�gulariser

la solution�

��� Approches orient�es r�gion

Un des inconv�nients majeurs des contours actifs est que l
optimisation de la fonction

d
�nergie est faite selon les principes de l
analyse variationnelle et de l
approximation par
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di��rences �nies ou par �l�ments �nis� La solution trouv�e est g�n�ralement une solution

locale� ce qui n�cessite une tr�s bonne initialisation pour pouvoir converger vers le minimum

global�

Une solution pour pallier cet inconv�nient est d
utiliser des techniques de mod�lisation

stochastiques� ce qui permettra l
utilisation d
algorithmes d
optimisation globale de type

recuit simul�� Un autre avantage de la mod�lisation stochastique est la libert� d
ajouter

d
une fa%on naturelle de nouvelles contraintes et� bien �videmment� la possibilit� d
estimer

les param�tres des mod�les consid�r�s�

!Ronfard� ���
" fait la transition entre les contours actifs variationnels et les mod�les

probabilistes en utilisant une approche par r�gion� L
approche r�gion suppose qu
un objet

est localement homog�ne et teste si un pixel appartient ou non � l
interieur de l
objet en

mesurant la similitude entre son intensit� et ses voisins�

En pla%ant � des intervalles r�guliers un ensemble de cellules de calcul sur le bord du

contour de l
objet� on d�termine des contours possibles dans une direction donn�e et on se

d�place peu � peu vers ces contours� Ces petits d�placements donnent le d�placement global

du contour� Chaque d�placement est contr�l� par la distance de Ward� distance qui prend

en compte le contour et les statistiques des r�gions � l
int�rieur et � l
ext�rieur du contour�

!Figueiredo et al�� ����"� consid�rant un contour ferm� qui divise l
image en une r�gion

int�rieure au contour et une r�gion exterieure � celui�ci� proposent une estimation jointe

des param�tres de la courbe du contour et des param�tres du mod�le de l
image observ�e

dans les deux r�gions� L
estimateur MAP des param�tres de ce mod�le s
�crit comme �

�
��K�� 
�� � argmaxfp���K�� �jI�g � argmaxfp�Ij��K�� ��p���K�� ��g ���
�

I est l
image observ�e� ��K� sont les param�tres du contour �descripteurs de Fourier ou

B�splines� et � sont les param�tres de l
image� Les probabilit�s a priori p���K�� �� sont

construites � partir du mod�le de param�trisation choisi et son ordre K� En supposant que

les pixels sont des variables al�atoires ind�pendantes et qu
 � l
int�rieur �respectivement

l
ext�rieur� de l
objet les pixels suivent la m	me loi �in�respectivement�ext�� on peut �crire

la probabilit� �

p�Ij��K�� �� �

�
� Y

�i�j��Int

p�I�i� j�j�in�
�
A
�
� Y

�i�j��Ext

p�I�i� j�j�ext�
�
A �����
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Ce mod�le est appliquable dans des situations o& le gradient ne caract�rise pas une

r�gion� Le mod�le utilise tous les points dans l
image et pas seulement le voisinage d
un

objet � segmenter� L
ordre du mod�le joue un r�le tr�s important� Le MAP est calcul� de

deux fa%ons � la premi�re avec un ordre K �x�� et la seconde calculant aussi l
ordre optimal�

Le principe utilis� est le 'Minimum Description Length( �MDL� qui a�rme que le meilleur

mod�le est celui qui permet d
avoir la plus courte description des donn�es observ�es et du

mod�le lui�m	me� Pour ce faire� un ordre Kmax est choisi et les param�tres du mod�le sont

calcul�s et stock�s� L
ordre est d�cr�ment� au fur et � mesure� A la �n� la solution optimale

est choisie�

!Germain et R�fr�gier� ����"� !R�fr�gier et al�� ���� �a�"� !R�fr�gier et al�� ���� �b�"

supposent que l
image est divis�e en deux regions � objet et fond� Le niveau de gris d
un

pixel� not� i dans l
image� est caracteris� par �

si � ai�i 	 bi��� �i� �����

o& � est le masque de l
objet� �i � � si i � Intobj et �i � � si i � Extobj � ai est le niveau

de gris du pixel � l
int�rieur de l
objet� et bi est le niveau de gris du pixel � l
ext�rieur de

l
objet� Si H� repr�sente l
hypoth�se d
attribuer une certaine forme � l
objet� le choix de la

forme optimale �MAP� de l
objet est donn�e par le maximum de �

P �H�� �
a� �bjs� � P �sj�H�� �

a� �b�
P �H�� �

a� �b�

P �s�
�����

avec �a et �b les statistiques des pixels respectivement � l
int�rieur et � l
exterieur de l
ob�

jet� Sous certains conditions d
ind�pendance et en fonction des mod�les a priori choisis� le

maximum de cette expression est trouv� en utilisant un algorithme stochastique it�ratif�

!Storvik� ���
" place les contours actifs dans le cadre bayesien� int�grant comme variable

le nombre de points de�nissant le contour � d�t�rminer� En englobant dans une fonction

d
�nergie des crit�res concernant � la fois la fronti�re de l
objet � d�limiter et des informa�

tions concernant sa r�gion� on trouve un contour optimal en minimisant la fonction d
�nergie

par des techniques de recuit simul�� utilisant une dynamique de type Metropolis�Hastings�

��� Apport de donn�es externes

Une cat�gorie professionnelle tr�s interess�e par l
utilisation des programmes de d�tec�

tion de routes est la communaut� des sp�cialistes de Syst�mes d
Information G�ographique
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�SIG��

Pour une bonne compr�hension de la physique du ph�nom�ne et pour une aide � la

mod�lisation� il convient de souligner les principales di�cult�s qui doivent 	tre surmont�es

lors de la d�tection de routes !Bordes� ����" �

� les conditions de prises de vue des images sont variables � en fonction des conditions

m�t�o� de l
heure de la prise de vue� la radiom�trie et le contraste dans l
image varient

d
une mani�re importante �

� les caract�ristiques de la route sont extr�mement variables � les routes 'interagissent(

avec beaucoup d
objets � nuages� arbres� voitures� ombre des objets � proximit� de la

route� Ces interactions produisent des variations de la radiometrie de la route et des

interruptions du r�seau routier �

� l
aspect des routes est tr�s li� � leur contexte d
apparition � en Europe� les routes

sont beaucoup plus sinueuses qu
aux Etats Unis� Il en est de m	me entre les routes

de montagne et celles de plaines� De plus la texture des champs� des b timents� des

forets peut se confondre avec la texture des routes �

� le bruit dans l
image �

� les fausses alarmes g�n�r�es par la pr�sence d
objets qui ont une radiometrie similaire

� celle de la route�

Pour pallier cet inconv�nient� les ing�nieurs sp�cialistes de l
information g�ographique

travaillent en combinant � une image satellitaire d
autres types d
information � plusieurs

images �di��rentes largeurs de bande spectrale� des images prises � des intervalles de

temps di��rents�� base de donn�es cartographiques !Bordes� ����"� cartes numeris�es !Wu�

����"� !Roux� ����"� !Guerin� ����"� etc�

Pourtant� il se trouve que� dans certaines situations� le cumul d
information ne simpli�e

pas le probl�me� Les images� par exemple� peuvent avoir des r�solutions di��rentes� ou bien

subir des transformations pr�alables comme la translation ou la rotation !Wu� ����"� Les

cartes� malgr� leur richesse en information� am�nent des di�cult�s importantes !Guerin�

����" � di��rentes r�solutions� le langage symbolique des cartes� les normes comme l
�cart
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minimal entre objets� qui fait que la taille� la forme� la position des objets varient par rap�

port � leur r�f�rence sur le terrain�

!Rellier et al�� ����" proposent une m�thode de mise en correspondance locale des cartes

avec des images SPOT utilisant un champ markovien sur un graphe� La carte est utilis�e

pour intialiser le graphe� Ensuite� le graphe est modi�� en minimisant une fonction d
�ner�

gie� L
�nergie comporte des termes d
attache aux donn�es relatifs � la carte et � l
image�

et un terme imposant des contraintes topologiques pour bien conditionner le probl�me� La

m�thode donne de tr�s bons r�sultats� mais dans le cas o& une nouvelle route est construite�

elle ne peut pas 	tre utilis�e comme technique de mise���jour des cartes�

��� Approche par processus objet

Jusqu
� pr�sent� les images ont �t� analys�es au niveau pix�lique� C
est � dire qu
ind��

pendamment de l
approche math�matique choisie �variationelle ou bien stochastique� les

mesures e�ectu�es dans l
image se font toujours au niveau du pixel� Malheureusement ces

m�thodes sont tr�s sensibles au bruit et aux minimas locaux�

!Tupin� ����" se concentre pr�cis�ment sur la d�t�ction des routes en imagerie radar

RSO� L
auteur construit un champ markovien sur le graphe des segments d�tect�s dans

l
�tape bas�niveau� Le mod�le markovien donne les probabilit�s que deux segments soient

r�li�s� Les routes sont compl�t�es en minimisant� par recuit simul�� la fonction d
�nergie

induite par ce mod�le� L
inconv�nient de cette m�thode est qu
on ne peut pas relier des

segments qui n
ont pas �t� d�tect�s dans l
�tape de traitement bas�niveau�

Une nouvelle direction pour essayer d
�liminer cet inconv�nient est d
aborder l
image

non plus comme une collection de pixels� mais plut�t comme un ensemble d
objets� Le

probl�me se pose alors de la fa%on suivante � d�terminer le nombre d
objets et leurs caract��

ristiques� Ce probl�me se formule de fa%on rigoureuse dans le cadre des processus ponctuels

marqu�s�

Soit un processus ponctuel dont la con�guration x � fx�� � � � � xng a la densit� �

p�x� 	
Y
xi�xj

	�xi� xj� �����

avec 
 une relation de voisinage et 	��� �� la fonction d
interaction� Bien entendu l
interac�
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tion peut 	tre d
un ordre plus elev� que deux� par exemple 	�xi� xj � xk� � � ���

Ce type de processus peut 	tre simul� en utilisant des algorithmes de naissance et mort�

ou bien des m�thodes Monte Carlo par cha�nes de Markov � sauts reversibles� Les mouve�

ments qui constituent cette dynamique sont les suivants � ajouter un objet � la con�guration�

enlever un objet � la con�guration� modi�er un objet � l
int�rieur d
une con�guration�

Le probl�me de d�tection des objets dans l
image est donc d
estimer la meilleure con��

guration x � fx�� � � � � xng dans un espace continu � partir des donn�es y repr�sent�es par

une image discr�te� En de�nissant un terme d
attache aux donn�es f�yjx�� et un a priori

p�x�� nous obtenons la distribution a posteriori �

p�xjy� 	 f�yjx�p�x� �����

Le maximum de l
�quation ����� �Maximum A Posteriori� est la solution de notre pro�

bl�me�

A� Baddeley et M�N�M van Lieshout sont parmi les premiers � utiliser les processus

ponctuels pour l
extraction des cellules dans les images microscopiques !Baddeley et van

Lieshout� ����"� Une cellule peut 	tre approxim�e par un cercle de rayon al�atoire� Les co�

ordonn�es du centre du segment d�signent un processus ponctuel non marqu�� La marque

est donn�e par le rayon du cercle� Les auteurs d�tectent les objets dans l
images en maximi�

sant une fonction de vraisemblance� La fonction de vraisemblance comporte deux termes �

l
attache aux donn�es et l
a priori� Pour le terme d
attache aux donn�es� plusieurs mod�les

sont utilis�s � l
image est en niveaux de gris et le bruit est additif gaussien ou exponentiel�

Le cas o& l
image est binaire et le bruit est de type poivre et sel est �galement analys��

En ce qui concerne le terme a priori� deux processus ponctuels sont utilis�s � le processus

de Strauss et le processus d
interaction d
aires� La solution est trouv�e en utilisant des

techniques d�terministes �gradient de la plus grande pente� ICM� et stochastiques �recuit

simul���

L
algorithme de type recuit simul� s
appuie sur une dynamique utilisant des techniques

de simulation des processus de naissance et mort� Une preuve pour une sch�ma de descente

de temp�rature qui assure la convergence vers l
optimum global est donn�e dans !Lieshout�

���
"� L
originalit� de ce travail reside dans le fait que l
on est assur� de converger vers

l
optimum global� m	me quand la dimension du sous�espace de con�guration est variable �

donc quand le nombre d
objets dans l
image est une inconnu�
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Une fa%on plus �labor�e d
extraire les cellules en imagerie microscopique est de supposer

qu
un objet a un contour de forme variable !Rue et Husby� ����"� Par exemple� un contour

peut 	tre approxim� par un polygone avec un nombre de points variable sous certaines

contraintes d
orientation entre les c�t�s et de convexit� impos�es comme a priori� Pour

prendre en compte le nombre d
objets� les auteurs !Rue et Syverseen� ����"� !Rue et Hurn�

����" introduisent un processus ponctuel qui impose �galement que les di�erentes cellules

ne se superposent pas�

Considerons le cas o& l
image est constitu�e d
un seul objet entour� par un fond� Le

contour est toujours suppos� 	tre un polygone deformable� avec un nombre de points va�

riable� Alors� la d�tection du contour de l
objet peut se faire en imposant un processus

ponctuel sur le nombre de points qui forment le polygone qui approxime le contour de l
ob�

jet !Pievatolo et Green� ����"� Cette id�e a �t� utilis�e aussi par !Hansen et al�� ����" dans

le cas d
une aide au diagnostic et d
un suivi automatique en imagerie medicale�



Chapitre �

Fondements des Processus Ponctuels

Ce chapitre commence par le rappel des notions fondamentales sur

l
int�gration� Ensuite� les processus ponctuels et les propri�t�s qui

les caract�risent sont introduites� En �n de chapitre� nous donnons

quelques exemples de processus ponctuels�

Nous conseillons les r�f�rences suivantes � !Dacunha et al��

����"� !Lusternik et Sobolev� ����" pour les notions de base sur

l
int�gration et !Stoyan et al�� ����"� !Ripley� ����"� !Ripley et Kelly�

����"� !Lieshout et al� �eds�������" pour la partie concernant les

processus ponctuels�
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��� Rappel sur l�Int�gration

Soit � un ensemble quelconque �espace des r�alisations� et soit A � P���� o& P��� est
une famille de parties de � contenant � �ensemble des �v�nements�� Si A et son compl��

mentaire A v�ri�ent les propriet�s suivantes �

A � A � A � A
Aj � A��j � N � S��

j�� Aj � A

 � A

�����

on dit que A est une tribu ou 
�alg�bre� Une tribu tr�s utilis�e est la famille Bd des bo�

r�liens de Rd � Dans le cas monodimensionel� cette 
�alg�bre est g�n�r�e par les intervalles

���� x�� x � R� les ensembles de Borel� Nous pouvons �tendre cette d��nition � la dimen�

sion d�

Si � est muni d
une 
�alg�bre� ���A� est un espace mesurable� Intuitivement� les �l��

ments de A sont les parties de � dont on peut mesurer la surface�

La fonction f 
 � � R est dite A�mesurable si� pour tout ensemble de Borel B � B��
l
image reciproque de B par cette fonction� f���B� � fx � � 
 f�x� � Bg� est un �l�ment

de la 
�alg�bre A associ�e � �� La fonction indicatrice d
un ensemble mesurable est une

fonction mesurable� Les fonctions coordonn�es d
un point dans l
espace Rd sont des fonc�

tions Borel�mesurables� ainsi que toute fonction continue�

Une fonction � 
 A � R est une mesure si et seulement si �

�A � A � ��A� � �

Aj � A��j � N� Ai �Aj � 
 � ��
S��
j�� Aj� �

P�
j�� ��Aj��

�����

Une mesure � sur l
espace mesurable ���A� d��nit le triplet ���A� ��� dit espace me	

sur�� Une mesure � sur ���A� est 
��nie� s
il existe une r�union denombrable � � �jAj

avec Aj � A telle que ��Aj� ���

Les mesures les plus utilis�es sont la mesure de Dirac �� pour � � � �

���A� �

�
�� � � A

�� sinon
�����

et la mesure de Lebesgue sur �Rd �Bd� �


d�Q� � �b� � a�� � � � �bd � ad� ���
�
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si Q � �a�� b��� � � �� �ad� bd��

La di��rence entre ces deux mesures est que la mesure de Dirac est concentr�e sur des

points isol�s alors que la mesure de Lebesgue correspond � une mesure de volume et donne

z�ro pour les points isol�s� Les mesures � sur �Rd �Bd� qui sont concentr�es sur un nombre

d�nombrable des points x�� x�� � � � sont appel�es mesures atomiques� Elles sont appel�es me	

sures de d�compte 
counting mesures� si� de plus� elles donnent pour chaque point la masse

z�ro ou un� Une mesure di�use est une mesure qui donne z�ro pour chaque point isol��

comme la mesure de Lebesgue�

Une probabilit� P sur un espace mesurable ���A� est une mesure sur ���A� telle que

P ��� � �� L
espace mesur� ���A� P � sera appel� espace de probabilit�s�

Soit � une mesure et g une fonction positive mesurable d��nies respectivement sur A
et �� Alors l
application �


�A� �

Z
A
gd�� �A � A �����

d��nit une nouvelle mesure sur ���A��

Une mesure 
 est absolument continue par rapport � � si� pour A � A tel que ��A� � ��

on a 
�A� � ��

THEOREME DE RADON�NIKODYM� Si 
� � sont des mesures 
��nies de l
espace me	

surable ���A�� alors il existe une fonction unique A�mesurable� telle que �


�A� �

Z
A
gd� �����

si et seulement si 
 est absolument continue par rapport � ��

La fonction g est nomm�e la d�riv�e de Radon	Nikodym � g � d
�d� �

��� Processus Ponctuels

Soit l
espace mesur� �K�B� 
�� avec K un compact de Rd � B la famille des boreliens et


 la mesure de Lebesgue� Soit �galement l
espace mesurable ���F � �� avec � l
ensemble de

con�gurations des points tel que �
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� � ��n���n�
�n � fx� � � � xng � K

�����

F est une 
�alg�bre associ�e� Pour F � F � nous d��nissons �

��F � � exp��
�K��

�
��
 � F � 	

X �

n�

Z Z
�����fx�� ���� xng � F �
�dx�����
�dxn�

�
�

�����

qui est la mesure du processus de Poisson d
intensit� 
� ���� est la fonction indicatrice�

L
ensemble � est la famille de tous les sous�ensembles � � K telle que l
ensemble � soit

simple �xi �� xj si i �� j�� avec F est la plus petite tribu rendant les applications � 
 B � F
mesurables�

Les processus ponctuels peuvent 	tre abord�s comme des ensembles al�atoires de points

discrets ou comme des mesures al�atoires comptant les points dans des r�gions spatiales�

Par cons�quent� nous pouvons �crire x � � ce qui veut dire que x appartient � la s�quence

al�atoire �� ou bien ��B� � n� qui veut dire que l
ensemble B contient n points�

Formellement� un processus ponctuel � dans K est une application mesurable d
un es�

pace de probabilit� dans l
espace mesur� ���F�� Intuitivement� c
est un choix al�atoire de

� dans �� Ceci g�n�re une distribution P sur ���F��

La distribution P d
un processus ponctuel � est d�termin�e par les probabilit�s �

P �F � � P �� � F � � P �f� � K 
 ���� � Fg� �����

pour F � F �

Le processus ponctuel le plus simple est le processus dont les points n
interagissent pas

entre eux� et dont les points sont uniformement distribu�s dans le domaine� Il est connu

�galement sous le nom de processus ponctuel de Poisson� Sa distribution est donn�e par �

P ���B� � n� �
�n
n�B�

n�
exp���
�B�� ������

Le plus souvent les points d
un processus ponctuel interagissent entre eux� Dans ce cas

la distribution du processus ponctuel s
�crit comme une mesure continue par rapport au

processus de Poisson �

P �� � F � �

Z
F
f�����d�� ������
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avec f��� la densit� du processus ponctuel�

Un processus ponctuel est stationnaire si ces statistiques ne changent pas lorsque les

points du processus subissent une translation� i�e� si les distributions des processus � � xn

et �x � xn 	 x sont les m	mes �

P �� � F � � P ��x � F � ������

pour tout F appartenant � F � Si nous avons Fx � f�x � � 
 � � Fg� la condition de

stationnarit� s
�crit �

P �F � � P �Fx� ������

Un processus ponctuel est isotrope si ces statistiques ne changent pas lorsque les points

du processus ponctuel subissent une rotation autour de l
origine �

P �F � � P �rF � ����
�

avec rF � fr� � � 
 � � Fg� La stationarit� et l
isotropie impliquent l
invariance par

rapport au mouvement�

La d��nition de l
intensit� �� de � est �

��B� � E��B� �

Z
��B�P �d��� ������

Si le processus est stationnaire� l
invariance par translation implique �

��B� � �
�B� ������

� �tant le nombre de points par unit� de volume�

Les propri�t�s �������������� elles ne sont valables au sens strict que dans tout l
espace

euclidien�

����� Processus ponctuels marqu�s

Un processus ponctuel est dit marqu� si l
on ajoute une marque �ou �tiquette� � chaque

point du processus� Un processus ponctuel marqu� sur K est une s�quence al�atoire � �

f�xn�m�xn��g dans laquelle les points xn constituent un processus ponctuel non�marqu�

dans K et les m�xn� sont les marques correspondant respectivement � xn� Soit M l
espace
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des marques� et M la 
�alg�bre de Borel associ�e�

Exemple � x est le centre d
un segment� m�x� est le vecteur contenant l
orientation et la

longueur du segment�

Il est possible d
interpr�ter un processus ponctuel marqu�� comme un processus ponctuel

habituel d��ni sur l
espace K �M � Alors� pour les ensembles de Borel B � B et L � M�

le nombre des points situ�s en B avec des �tiquettes dans L est ��B � L��

����� Processus ponctuels de Gibbs

Les processus de Gibbs viennent de la physique statistique� Ces processus sont d�crits

par la distribution de Gibbs qui caract�rise l
�tat d
�quilibre des particules � l
int�rieur de

syst�mes physiques ferm�s�

Soit un processus ponctuel � de distribution P avec exactement n points � l
int�rieur

de l
ensemble born� A et aucun des points du processus � l
ext�rieur de cet ensemble� La

densit� de probabilit� est une fonction f 
 Kn � ����� telle que �

P �� � F � �

Z
��F

f�����d�� ������

avec F � F � L
expression de la densit� de probabilit� d
un processus de Gibbs s
�crit sous

la forme �

f��� � exp��U�����Z � exp��U�x�� � � � � xn���Z ������

o& Z est la fonction de partition et U 
 Kn � R
� est la fonction d
�nergie� Souvent la

fonction U est utilis�e sous la forme d
une somme de potentiels d
interaction �

U��� �
X
���

V ��� ������

avec V �gal � z�ro pour des sous�ensembles � de � de grande taille�

Le potentiel d
interaction le plus utilis�� est le potentiel de paires � Il est d��ni tel que

V ��� � � si le cardinal de � est strictement sup�rieur � �� L
�nergie d
un tel processus

ponctuel peut 	tre �galement mise sous la forme �

U�x�� � � � � xn� �
X
i��

� log � 	
X

��i�j�n

��xi� xj� ������
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le param�tre � contr�le la densit� des points et la fonction � 
 Kn � R d��nit les interac�

tions par paire de points pour un processus ponctuel�

Soit �� le processus de Gibbs avec un potentiel de paires et avec un nombre al�atoire

de points dans B� Une g�n�ralisation du mod�le de Gibbs est donn�e par �

f��� � c���B�exp��
X

��i�j���B�

X
��xi� xj�� ������

c et � �tant des constantes positives� c est la constante de normalisation�

����� Processus ponctuels de Markov

Soit � une relation sym�trique sur K� Deux points �� � � K qui v�ri�ent la relation �
seront dit points voisins� Le voisinage d
un ensemble B � K est donn� par �

V �B� � f� � K 
 � � �� � � B� � �� Bg ������

Un ensemble x � �B � fx� � � � xng est une clique si tous les points de x sont voisins�

Une fonction f 
 �� ����� est une fonction de Markov par rapport � la relation �� si
pour tout x � � �

�a� f�x� � �� f�y� � ���y � x �h�r�dit�� �

�b� si f�x� � � alors� pour � � K �
f�x � ��
f�x�

������

ne d�pend que de � et de V ��� � x�

Un processus ponctuel de Markov sur K est un processus ponctuel �ni� ayant comme

densit� une fonction de Markov f �

Une fonction g 
 �� ����� est appel�e fonction d
interaction si g�x� �� � implique que

x est une clique�

Le r�sultat suivant fait l
analogie avec les champs de Markov� et le lien entre les pro�

cessus de Gibbs et les processus markoviens� Ce th�oreme est l
extension du th�or�me de

Hammersley�Cli�ord !Ripley et Kelly� ����"�
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THEOREME� Une fonction f 
 � � ����� est une fonction de Markov si et seulement si

il existe une fonction d
interaction g telle que �

f�x� �
Y
y�x

g�y� ����
�

pour tous les x � ��

����� Stabilit� des processus ponctuels

Soit � un processus ponctuel dans K� Soit f sa densit� de probabilit� telle que f 
 ��
������

Pour d��nir la stabilit� des processus ponctuels� plusieurs conditions sur l
�nergie d
un

syst�me de particules et sur les potentiels d
interaction sont donn�es dans !Ruelle� ����"�

Geyer !Geyer� ����" donne la d��nition de deux conditions de stabilit� des processus ponc�

tuels�

DEFINITION � � Un processus ponctuel� avec une densit� non	normalis�e par rapport � la

mesure �� est localement stable s
il existe M � R tel que �

f�� � �� �Mf������ � fx����xng � �� � � K ������

DEFINITION � � Un processus ponctuel� avec une densit� non	normalis�e par rapport � la

mesure �� est stable au sens de Ruelle s
il existe M � ����� tel que �

f��� �Mn��� � fx����xng � � ������

Du point de vue physique� la stabilit� locale impose que l
apport en �nergie d
un nou�

veau point dans l
image soit limit�� Ceci est une propriet� plus forte que la stabilit� au

sens de Ruelle� Cette deuxi�me condition impose que l
�nergie totale d
un syst�me avec un

nombre de points �x�s soit born��

Ces conditions sont importantes dans la simulations des cha�nes de Markov ayant comme

distribution d
�quilibre la densit� de probabilit� d
un processus ponctuel� La stabilit� des

processus ponctuels est utilis�e dans l
�tude de l
irr�ductibilit�� de la r�currence et de l
er�

godicit� de la cha�ne que l
on souhaite simuler�
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����	 Exemples et commentaires

Les exemples et les consid�rations qui suivent sont utiles pour comprendre la relation

entre les processus ponctuels� les processus de Gibbs et les processus ponctuels de Markov�

Soit B un ensemble born� de Borel dans K � R
� � pourvu de l
alg�bre B� et de la mesure

de Lebesgue 
��

La densit� de probabilit� d
un processus ponctuel �ni� dont les points interagissent�

�interaction par paires�� est �

f�x� � 	�n
Y
i�j

g�xi � xj� ������

avec x � fx� � � � xng � B� n le nombre de points�	 et � des constantes positives et g��� une
fonction r�elle positive� Pour que ������ soit int�grable� des conditions doivent 	tre impos�es

sur g� 	 est la constante de normalisation�

Soit d �k xi � xj k la norme euclidienne� Le processus de Strauss est d��ni par �

g�d� �

�
�� d � r

�� d � r
������

ou � � � � � et r � �� Soit s�x� le nombre de paires de points dont la distance entre les

points est plus petite que r� La densit� de probabilit� devient �

f�x� � 	�n�s�x� ������

Si � � �� nous obtenons un processus de Poisson sur B avec l
intensit� �
�����

Si � � � le processus va manifester une �r�pulsion� entre les points� Le mod�le avec

� � � a �t� �tudi� pour encourager �l
attraction� entre les points� mais dans ce cas� la

densit� de probabilit� n
est pas integrable !Baddeley et van Lieshout� ����"�

Si � � � alors �

f�x� �

�
	�n� s�x� � �

�� s�x� � �
������

ce processus est connu sur le nom de hard core process� C
est l
�quivalent d
un processus de

Poisson d
intensit� ������ dont les points se trouvent � la distance minimale r�
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Le logarithme de la densit� de probabilit� d
une certaine con�guration x est une somme

de p�nalit�s impos�es par la pr�sence de chaque point xi � x et de l
interaction de chaque

paire de points �xi� xj� � x� Cette somme peut 	tre interpret�e comme une �nergie de po	

tentiel� Ce type d
interaction est tr�s utilis� en physique statistique� Une probabilit� sur �

est une �grande canonique� et log g��� est le potentiel d
interaction�

La relation de voisinage d��nie auparavant� peut 	tre abord�e dans ce contexte comme

suit � deux points �� � � K sont voisins� � ��� si k ��� k� r� Alors la densit� de probabilit�

devient �

f�x� � 	�n
Y
xi�xj

g�k xi � xj k� ������

Il faut remarquer que si � � K� � �� x avec f�x� � �� alors le rapport �

f�x � ��
f�x�

� �
Y
xi��

g�k xi � � k� ������

ne d�pend que de � et des voisins de � dans x� Cette propriet� montre que toutes les in�

teractions sont locales� En physique statistique� log f�x � ��� log f�x� r�pr�sente l
�nergie

n�c�ssaire pour ajouter un nouveau point � � la con�guration x� En langage probabiliste�

le rappport f�x���
f�x� porte le nom d
intensit� conditionelle de Papangelou�



Chapitre �

Cha�nes de Markov� M�thodes

MCMC�

La premi�re partie de ce chapitre est d�di�e � la pr�sentation de notions fondamentales

sur les cha�nes de Markov� Apr�s leur d��nition� nous pr�sentons des propri�t�s qui

garantissent la convergence des cha�nes de Markov vers leur distribution d
�quilibre �

r�versibilit�� ap�riodicit�� irr�ductibilit�� r�currence� a�n que le comportement de

simulation de cha�nes de Markov soit robuste aux conditions initiales� et que l
on

puisse faire de l
inf�rence statistique� C
est pour cela que nous introduisons l
ergodicit�

d
une cha�ne de Markov et le cadre d
application du Th�or�me de la Limite Centrale�

La deuxi�me partie passe en revue des techniques usuelles de simulation de cha�nes

de Markov� les dynamiques de type Metropolis�Hastings� Nous terminons cette partie

avec la pr�sentation d
une m�thode plus r�cente de simulation � la dynamique � sauts

r�versibles de type Metropolis�Hastings�Green� Le dernier paragraphe de ce chapitre

est d�di� � la simulation des processus ponctuels�

Nous n
avons pas donn� de preuve pour les r�sultats pr�sent�s dans ce chapitre� Le but

de ce chapitre est de passer en revue les r�gles principales relatives � la construction

d
une solution� qui s
appuie sur les cha�nes de Markov� Pour plus de d�tails nous

recommandons les r�f�rences que nous avons suivi !Meyn et Tweedie� ����"� !Tierney�

���
"� !Green� ����"� !Green� ����"� !Robert� ����"� !Robert et Casella� ����"� !Geyer

et M*ller� ���
"� !Geyer� ����"� !Lieshout� ����"�
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��� D��nition des Cha	nes de Markov

Soit l
espace de probabilit�s �S�F � ���

Une suite fXng de variables al�atoires forment une cha�ne de Markov si �

P�Xn���X�� � � � �Xn� � P�Xn���Xn�� �����

La cha�ne est dite homog�ne si �

P�Xt� � � � � �Xtn���Xt�� � P�Xt��t� � � � � �Xtn���t��X�� �n � � �����

Un noyau de transition sur �S�F� est une application P 
 S �F � ��� �� telle que �

�i� la fonction P ��� A� est mesurable� pour tout A � F �

�ii� la fonction P �x� �� est une mesure de probabilit� sur �S�F�� pour tout x � S �x��

Une cha�ne de Markov homog�ne dans le temps de distribution invariante �� est une

s�quence de variables al�atoires fXn�n � �g telle que le noyau de transition �

P �Xn� A� � P �Xn�� � A�X�� � � � �Xn� �����

satisfasse �

��A� �

Z
S
��dx�P �x�A� ���
�

pour tous les ensembles mesurables A�

Un noyau de transition P �x�A� est r�versible si l
int�grale �Z Z
�A�x��B�y���dx�P �x� dy� �����

est sym�trique si l
on interchange A et B� Si l
on d�veloppe les int�grales de ����� �Z
B
��dx�P �x�A� �

Z
A
��dx�P �x�B� �����

nous obtenons que la probabilit� de partir de l
�tat B et d
arriver dans l
�tat A est �gale �

la probabilit� de partir de l
�tat A et d
arriver dans l
�tat B�

Si le noyau est stochastique� P �x� S� � � et en consid�rant B � S� nous avons en

int�grant ����� � Z
S
��dx�P �x�A� �

Z
A
��dx� � ��A� �����
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ce qui d�montre l
invariance de la distribution �� La r�versibilit� du noyau implique donc

l
invariance de la distribution ��

La distribution de X� est la distribution initiale de la cha�ne� La probabilit� condition�

nelle de Xn sachant X� s
�crit �

PfXn � A�X�g � P n�X�� A� �����

avec P n la n�i�me application du noyau P �

La distribution invariante �stationnaire� est une distribution d
�quilibre si et seulement

si �

lim
n	�

P n�x�A� � ��A� �����

pour tous les ensembles mesurables A et pour tout x�

��� Propri�t�s des Cha	nes de Markov

Dans ce paragraphe nous allons pr�senter les notions d
irr�ductibilit�� de r�currence et

d
ergodicit� !Meyn et Tweedie� ����"� !Robert� ����"� Ces propri�t�s garantissent la conver�

gence des cha�nes de Markov vers leur distribution d
�quilibre�

Soit �A� le temps d
arr	t en A �

�A � Inffn � � 
 Xn � Ag ������

avec �A �� si Xn �� A�

Nous notons �

L�x�A� � Px��A ��� ������

la probabilit� de retour en A en un nombre �ni d
�tapes� Px��� est la probabilit� condition�

nelle de la cha�ne en partant de x�

����� Irr�ductibilit�

Une premi�re mesure de robustesse d
une cha�ne de Markov par rapport � ses conditions

initiales est l
irr�ductibilit�� Cette propri�t� est une des conditions n�cessaires pour garantir
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la convergence des algorithmes de simulation des cha�nes de Markov�

Une cha�ne de Markov discr�te est irr�ductible si tous les �tats communiquent entre eux �

L�x� y� � ���x� y � S ������

Dans le cas continu� L�x� y� � � presque partout� Pour d��nir proprement cette notion�

nous introduisons une mesure auxiliaire � sur F �

Une cha�ne est ��irr�ductible si la mesure � poss�de la propri�t� suivante pour tout

x � S �

��A� � �� L�x�A� � � ������

La ��irr�ductibilit� nous assure que pour des ensembles �su�samment grands� mesur�s

par �� il est possible de les atteindre � partir de n
importe quel point initial en un temps �ni�

Nous appelons la cha�ne irr�ductible qui a une distribution invariante� cha�ne positive�

����� Atomes et ensembles petits

Une cha�ne de Markov poss�de un atome 	 � F � s
il existe une mesure 
 telle que �

P �x�A� � 
�A� �x � 	��A � F ����
�

Cette notion implique que le noyau de transition est constant sur un ensemble de mesure

non�nulle� C
est une contrainte trop importante pour le cas continu�

Un ensemble C est petit s
il existe m � N
� et une mesure 
m�A� � � tels que �

Pm�x�A� � 
m�A� �x � C �A � F ������

Le r�sultat suivant montre la relation entre l
irr�ductibilit� et les ensembles petits�

THEOREME � Soit �Xn� �	irr�ductible� Pour tout ensemble A � F tel que ��A� � �� il

existe m � N
� et un ensemble petit C � A tels que 
m�C� � �� De plus� S se d�compose en

une partition d�nombrable d
ensembles petits�

Le noyau de transition des cha�nes discr�tes a n�cessairement un caract�re atomique�

En conclusion� nous avons pr�sent� des notions qui nous permettent d
exercer dans le cas

continu un contr�le aussi �pr�cis� que sur les cha�nes discr�tes�
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����� Cycle et ap�riodicit�

Les ensembles A�� � � � � Am de F forment un m�cycle si �

P �x�A�� � �� x � A�

���

P �x�Am� � �� x � Am��

P �x�A�� � �� x � Am

������

et si �

� ���mi��Ai�
c� � � ������

Une cha�ne est ap�riodique si elle est irr�ductible et si elle poss�de un cycle avec m � ��

Si une cha�ne a une distribution invariante � et� de plus si elle est irr�ductible et ap�rio�

dique� alors � est unique et elle est �galement la distribution d
�quilibre de la cha�ne !Tier�

ney� ���
"�

����� R�currence au sens de Harris

La condition d
irr�ductibilit� nous assure que la cha�ne de Markov peut atteindre tout

point de l
espace d
int�r	t� Mais cette propri�t� ne garantit pas un nombre de passages

su�samment grand dans le voisinage de ce point� Par exemple� dans le cas d
une optimi�

sation globale� la convergence de la m�thode n
est garantie que si l
on assure un balayage

syst�matique de l
espace des �tats�

Soient �

�A �

�X
t��

�A�xt� ������

et �

U�x�A� � Ex��A� ������

le nombre de passages de �Xn� en A et le nombre moyen de passages en A�

Nous appelons A un ensemble r�current si pour tout x � S �

U�x�A� �� ������

et nous l
appelons ensemble uniform�ment transient s
il existe M ��� tel que �

U�x�A� �M ������



�� Chapitre �� Cha�nes de Markov� M	thodes MCMC�

Un ensemble transient est une r�union d�nombrable d
ensembles uniform�ment tran�

sients�

DEFINITION � Une cha�ne �Xn� est r�currente s
il existe une mesure � tel que �Xn� soit

�	irr�ductible et si U�x�A� �� pour tout x � S et pour tout A � F tel que ��A� � �� Elle

est transiente si elle est �	irr�ductible et si S est transient�

La stabilit� de la cha�ne �Xn� est renforc�e si le nombre de passages est in�ni pour

presque toute trajectoire� Dans ce cas� la cha�ne est dite r�currente au sens de Harris�

DEFINITION � Un ensemble A est r�current au sens de Harris si

Q�x�A� � Px��A ��� � �� �x � A ������

La cha�ne est r�currente au sens de Harris s
il existe une mesure � telle que �Xn� soit

��irr�ductible et si tout ensemble A tel que ��A� � � est r�current au sens de Harris

Si une cha�ne positive est r�currente� elle est dite cha�ne positive� Les cha�nes r�currentes

au sens de Harris sont dites positives au sens de Harris�

����	 Ergodicit�

Les cha�nes simul�es par les m�thodes de Monte Carlo sont construites avec cette pro�

pri�t� de positivit�� Nous introduisons la propri�t� d
ergodicit� qui nous garantit la conver�

gence de la cha�ne vers sa distribution d
�quilibre ind�pendamment des conditions initiales�

Soit la norme de la variation totale �

k �� � �� kTV� sup
A
j���A�� ���A�j ������

DEFINITION � Pour une cha�ne �Xn� positive au sens de Harris� un atome 	 est ergodique

si

lim
n	�

jP n�	� 	� � ��	�j � � ����
�

Pour une cha�ne positive r�currente et ap�riodique� tout atome est ergodique�
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THEOREME � Si �Xn� est positive au sens de Harris et ap�riodique�

lim
n	�

����
Z
P n�x� ����dx� � �

����
TV

� � ������

pour toute distribution initiale ��

L
�galit� �

k � kTV� sup
jhj��

				
Z
h�x���dx�

				 ������

implique la convergence �

lim
n	�

jE	�h�Xn���E
h�x�j � � ������

pour toute fonction born�e h�

����
 Convergence g�om�trique

Une mesure de la qualit� des algorithmes de type Monte Carlo par cha�nes de Mar�

kov est l
�tude de la vitesse de convergence de P n vers �� Une telle �valuation permet la

construction de crit�res d
arr	t pour ces algorithmes et dans le cas de l
existence de vitesses

su�sament grandes� elle permet l
application du Th�or�me de la Limite Centrale�

La g�n�ralisation de la norme de la variation totale en la norme k � kh est donn�e par �

k � kh� sup
kgk�h

				
Z
g�x���dx�

				 ������

DEFINITION � Une cha�ne �Xn� est dite g�om�triquement h�ergodique� avec h � � sur S�

si �Xn� est Harris positive de loi stationnaire �� v�ri�e E
�h� �� et s
il existe rh � � tel

que
�X
n��

rnhkP n�x� �� � �kh �� ������

pour tout x � S� Le cas h � � correspond � l
ergodicit� g�om�trique�

La h� ergodicit� g�om�trique impose que la convergence de P n vers � se fasse au moins

avec une vitesse g�om�trique car l
�quation ������ implique �

k P n�x� �� � � kh�Mr�nh ������
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avec

M �
�X
n��

rnh k P n�x� �� � � kh ������

DEFINITION � La cha�ne �Xn� est uniform�ment ergodique si

lim
n	�

sup
x�S

k P n�x� ��� � k� � ������

La notion d
ergodicit� uniforme impose un taux de convergence uniforme sur l
espace

entier� Elle compl�te l
ergodicit� g�om�trique et elle sert de base au Th�or�me de la Limite

Centrale�

Soit g�x� une fonction ��int�grable�

s � E
g�X� �

Z
g�x���dx� ������

avec � la distribution d
�quilibre d
une cha�ne Harris r�currente�

Soient �galement �


sn �
�

n

nX
i��

g�Xi� ����
�

les sommes partielles calcul�es � partir d
une r�alisation tronqu�e quelconque X�� � � � �Xn

de la cha�ne�

Si la fonction g satisfait la condition de Lyapunov �Z
kg�x�k�����dx� �� ������

avec � � �� alors le Th�or�me de la Limite Centrale implique �

p
n�sn � s�� N ��� ��� ������

o& �

�� � V ar
�g�X�� 	 �

�X
k��

Cov
�g�Xt�g�Xt�k�� ������

Le Th�or�me de la Limite Centrale permet de contr�ler la convergence des algortihmes

de Monte Carlo par cha�nes de Markov au sens o&� lorsque �� � �� nous pouvons v�ri�er si

les moyennes sn�g� convergent vers la quantit� E
�g�� La di�cult� majeure de ce r�sultat



���� M�thodes du type Monte Carlo par Cha�nes de Markov ��

est l
estimation de la quantit� ��� L
importance de ce th�or�me est que l
on sait� qu
� partir

d
un large nombre d
�chantillons nous pouvons calculer des approximations des quantit�s

d
inter	t� mais aucune indication n
est donn�e concernant le nombre d
�chantillons n�c�s�

saire pour un calcul �able�

��� M�thodes du type Monte Carlo par Cha	nes de Markov

Soit �S�F � �� un espace mesur� et h une fonction mesurable r�elle positive sur S� Si �

� � c �

Z
h�x���dx� �� ������

soit �

f�x� �
�

c
h�x� ������

nous disons que h�x� est la densit� de probabilit� non�normalis�e et que f�x� est la densit�

de probabilit� normalis�e�

Il se trouve que� dans beaucoup de situations� le calcul de la constante de normalisation

c ne peut pas se faire� Dans ce cas� les probl�mes ne peuvent pas 	tre r�solus du point de

vue analytique�

Les m�thodes Monte Carlo par Cha�nes de Markov dites MCMC repr�sentent une solu�

tion � cette di�cult� � par la construction d
un noyau stochastique� il est possible de simuler

une cha�ne de Markov dont la distribution d
�quilibre converge en loi vers h�

!Geyer� ����" consid�re qu
il est plus naturel de parler de �mise���jour� de l
�tat du

syst�me� que de l
�chantillonnage de la loi h� Nous allons adopter ce point de vue dans la

suite de ce manuscript�

����� Combinaison de mises
�
jour

Il y a deux grandes m�thodes pour combiner les m�canismes de mise���jour � composi�

tion et m�lange� La composition correspond � la multiplication des noyaux de transition�

et le m�lange � leur combinaison lin�aire�
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La propri�t� fondamentale d
une m�thode MCMC est qu
elle poss�de une distribution

stationnaire�

Si un noyau de transition P� est suivi au pas d
apr�s par le noyau P�� alors la composition

des deux noyaux s
�crit �

�P�P���x�A� �

Z
P��x� dy�P �y�A� ���
��

Il est facile de prouver que si � est stationnaire pour Pi avec i � � � � � d� alors � est

stationnaire pour le noyau compos� P�P� � � � Pd�

Nous pouvons combiner les mises���jour d
une mani�re statistique� Le m�lange des

noyaux Pi se fait en assignant � chacun d
entre eux une probabilit� pi� Alors� le noyau

de transition sera � P �
P

piPi� Comme dans le cas pr�c�dent� la mesure � est invariante

pour le noyau P �

Une autre fa%on de combiner les mises���jour est le m�lange d�pendant de l
�tat 
state	

dependent mixing� propos� par !Green� ����"�

Supposons que l
on dispose d
un nombre �ni ou in�ni de noyaux de transition Pi�x�A�� i �
I� et de probabilit�s de m�lange pi�x�� Le noyau de transition sera alors �

P �x�A� �
X
i�I

pi�x�Pi�x�A� ���
��

Alors� pour faire un mouvement lorsque l
on se trouve dans l
�tat x� on choisit le noyau

Pi avec la probabilit� pi�x� et on simule l
�tat suivant avec la probabilit� Pi�x� ���

Il se trouve qu
aucune des propri�t�s des Pi n
est transmise au noyau P � c
est � dire que

� ne l
est pas obligatoirement stationnaire pour le noyau P �

Soit les noyaux Ki�x�A� � pi�x�Pi�x�A�� Alors � P �
P

i�I Ki�x�A�� Si les Ki sont

r�versibles alors P est aussi r�versible� et si P est stochastique� alors � est une distribution

stationnaire de P �

Nous avons �

pi�x� � Ki�x� S� ���
��

et �

Pi�x�A� �
Ki�x�A�

Ki�x� S�
���
��
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nous pouvons donc consid�rer la cha�ne d��nie � partir desKi� Comme certains mouvements

ne vont pas pouvoir 	tre faits � partir de l
�tat x� il se peut que Ki�x� S� � � pour certains

i� Alors � X
i

Ki�x� S� � ���x � S ���

�

Soit d la probabilit� de ne pas modi�er l
�tat x �

d�x� � ��
X
i

Ki�x���� x � � ���
��

et le noyau �

K
�

�x�A� � d�x�I�x�A� ���
��

avec I le noyau identit� �

I�x�A� �

�
�� x � A

�� x �� A
���
��

L
int�grale � Z Z
�A�x��B�y���dx�K

�

�x� dy� ���
��

est sym�trique si l
on change A en B� Cela implique que le noyau K
�

�x� �� est r�versible par

rapport � la mesure �� Si nous ajoutons le noyau K
�

� l
ensemble des noyaux Ki� la somme

devient stochastique� Le noyau de transition K
�

	
P

i�I Ki est r�versible par rapport � �

si les Ki sont r�versibles par rapport � ��

Alors� utilisant le noyau K
�

	
P

i�I Ki� nous avons le m�canisme de mise � jour suivant �

�� Choisir i avec la probabilit� pi� Avec la probabilit� ��Pi�I pi n
e�ectuer aucun mouve	

ment et sauter l
�tape suivante�

�� Simuler un nouvel �tat � partir de x avec la distribution Pi�x� ���

����� Metropolis
Hastings

Une mise � jour de type Metropolis�Hastings simule une distribution non�normalis�e h�

par rapport � la mesure �� Cette technique utilise une distribution auxiliaire 
loi instru	

mentale� q�x� ���

La distribution auxiliaire doit 	tre mesurable par rapport � �� q�x � dy� peut 	tre

�valu�e pour tous les �x� y� et pour tout x� il est possible de simuler q�x � �� par rapport
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� ��

ALGORITHME �

�� Simuler y 
 q�x� ��
�� Calculer le rapport �

R �
h�y�q�y � dx�

h�x�q�x� dy�
���
��

�� Accepter le nouvel �tat y avec la probabilit� min��� R��

Si q�x� dy� � q�y � dx�� alors R � h�y�
h�x� � C
est la mise � jour de type Metropolis� Elle

a l
avantage d
�liminer le calcul de la densit� auxiliaire�

����� Metropolis
Hastings une variable � la fois

Supposons que x � �x�� � � � � xd� et que � � �� � � � � � �d� Il existe une variante de

l
algorithme Metropolis�Hastings qui ne change qu
une seule variable � la fois� La densit�

auxiliaire est de la forme qi�xi � ���

ALGORITHME �

�� Simuler y 
 qi�x� ��� O� y � �x�� � � � � xi��� xy� xi��� � � � � xd�

�� Calculer le rapport �

R �
h�y�qy�xy � dxi�

h�x�qi�xi � dxy�
������

�� Accepter le nouvel �tat y avec la probabilit� min��� R��

����� Echantillonneur Gibbs

L
�chantillonneur de Gibbs est une variante de Metropolis�Hastings une variable � la fois�

La densit� non�normalis� h� est aussi la densit� auxiliaire qi�xi � ��� Si c est la constante

de normalisation� le taux d
acceptation devient �

R �
h�y�qy�xy � dxi�

h�x�qi�xi � dxy�
�
h�y�h�x��c

h�x�h�y��c
� � ������
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La di��rence entre l
�chantillonneur de Metropolis et celui de Gibbs est que le m�ca�

nisme de mise � jour de type Gibbs accepte tous les nouveaux �tats� mais les �tats sont

g�n�r�s selon la densit� vers laquelle nous souhaitons converger� L
�chantillonneur de Gibbs

peut 	tre utilis� si la densit� de probabilit� que l
on veut simuler peut 	tre calcul�e locale�

ment�

Cette contrainte ne s
applique pas dans le cas de Metropolis car les nouveaux �tats sont

g�n�r�s selon une densit� auxiliaire uniforme sur l
ensemble des �tats� Le taux d
acceptation

de ces nouvelles con�gurations peut 	tre inf�rieur � �� Cela veut dire que certaines con�gu�

rations propos�es ne sont pas accept�es� En revanche� le calcul de la densit� auxiliaire est

plus rapide que pour l
�chantilloneur de Gibbs�

����	 Metropolis
Hastings
Green

La dynamique de type Metropolis�Hastings�Green !Green� ����" est aussi connue sous

le nom d
algorithme de type Monte Carlo � sauts r�versibles �Reversible Jump Monte Carlo

Markov Chains 	 RJMCMC�� Cette formulation nous permet de g�rer des probl�mes o& la

dimension du sous�espace de con�gurations est � d�terminer et o& le choix de mouvements

se fait en fonction de l
�tat�

Le principe de cette dynamique est similaire � celui de la dynamique de Metropolis�

Hastings� Supposons que la cha�ne de Markov que nous souhaitons simuler se trouve dans

l
�tat x� Nous choisissons d
une fa%on al�atoire un mouvement de type i qui d�place x dans

y avec la probabilit� qi�x� dy��

Le nouvel �tat y� est accept� avec la probabilit� �

	i�x� y� � minf�� Rg ������

o& �

R �
f�y�qi�y � dx�

f�x�qi�x� dy�
������

Quand la dimension de l
espace de con�gurations est variable� une mise en correspon�

dance des dimensions de x et y est n�c�ssaire�

Pour ce faire� un vecteur de variables al�atoires continues u est g�n�r� ind�pendamment

de x� La nouvelle con�guration y est obtenue en utilisant une fonction d�terministe inversible





 Chapitre �� Cha�nes de Markov� M	thodes MCMC�

y
�x� u�� Le taux d
acceptation est modi�� par le Jacobien de la transformation �

R �
f�y�

f�x�q�u�i��

				 �y


��x� u�

				 p�choisir de proposer le saut inverse�

p�choisir de proposer un saut avant�
����
�

avec q�u�i�� la densit� du vecteur u�

Si la dimension des con�gurations x et y est la m	me� nous sommes dans le cas de la

dynamique de Metropolis�Hastings�

Dans une application pratique avec plusieurs sous�espaces de con�guration� nous devons

pouvoir les parcourrir en totalit��

Cette op�ration va 	tre faite en construisant des mouvements entre les di��rents sous�

espaces� Ces mouvements vont 	tre choisis al�atoirement� Les di��rents mouvements doivent

	tre construits de telle fa%on que la cha�ne de Markov que l
on souhaite simuler soit ap�rio�

dique� irr�ductible et r�versible�

Ces conditions nous assurent de la possibilit� de parcourir tout l
espace des �tats et de

la convergence de la distribution de la cha�ne vers sa distribution d
�quilibre�

L
algorithme devient alors �

ALGORITHME �

�� Choisir avec la probabilit� pi�x�� un mouvement de transition� i� Avec la probabilit�

��Pi�I pi�x� ne pas faire ce mouvement� et rester dans l
�tat x �

�� Simuler y 
 qi�x� �� �
�� Calculer le rapport de Green R selon l
�quation 
����� �

�� Accepter le nouvel �tat y� avec la probabilit� min��� R��

��� Simulation des processus ponctuels

Nous allons commencer ce paragraphe par la pr�sentation de la m�thode la plus ancienne

pour la simulation des processus ponctuels� les algorithmes de type naissance et mort !Lie�

shout� ����"�



���� Simulation des processus ponctuels 
�

Ces algorithmes n
autorisent que deux types de mouvements � ajouter un point � la

con�guration �naissance� et enlever un point � la con�guration �mort�� Pour modi�er un

point de la con�guration� nous pouvons toujours nous servir des mouvements de naissance

et mort�

Le processus simul� reste dans l
�tat Xn � x� pendant le temps Tn� Le temps Tn� est

une variable al�atoire avec une distribution exponentielle�

Si nous souhaitons passer dans l
�tat y � x� �� nous avons le taux de naissance global �

B�x� �

Z
K
b�x� ��d���� ������

La forme la plus utilis�e pour le taux de naissance local est donn�e par l
intensit� de

Papangelou �

b�x� �� �
f�x � ��
f�x�

������

Si nous souhaitons enlever un point de la con�guration� c
est � dire passer dans l
�tat

y � x n �� avec � � x� le taux de mort global est donn� par �

D�x� �
X
��x

d�x� �� ������

Le plus souvent le taux de mort local est choisi constant i�e� d�x� �� � ��

ALGORITHME �

�� Tn est distribu� selon une loi exponentielle de moyenne ���B�x� 	D�x��� Tn est choisi

independamment des autres temps de s�jour�

�� Le mouvement de type mort est propos� avec la probabilit� D�x���B�x�	D�x��� Un point

quelconque � de la con�guration est enlev� avec la probabilit� �

d�x� ��

D�x�
������

�� Le mouvement de type naissance est propos� avec la probabilit� B�x���B�x�	D�x��� Un

nouveau point � est ajout� � la con�guration initiale� Le point est g�n�r� par rapport � la

densit� de probabilit� �
b�x� ��

B�x�
������
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et la mesure ��

La simulation des processus ponctuels peut donc se faire � l
aide de deux grandes fa�

milles de m�thodes � les algorithmes de type naissance�mort� et les techniques de simulation

de type Monte Carlo par cha�nes de Markov que nous avons vu pr�c�demment�

Les deux familles de m�thodes utilisent trois types de mouvements � naissance� mort ou

d�placement d
un point � l
interieur de la con�guration�

Les premiers types de mouvements �naissance et mort� impliquent la modi�cation de la

dimension de sous�espace de con�guration� Les dynamiques de Monte Carlo � sauts rever�

sibles RJMCMC !Green� ����" sont particuli�rement bien adapt�es � ce probl�me�

Les deux techniques de simulation� processus naissance�mort et RJMCMC ont �t� com�

par�es !Geyer et M*ller� ���
"� !Geyer� ����"� !M*ller�����"� !Imberty et Descombes� ����"�

Les algorithmes de type naissance�mort convergent en un nombre plus faible d
it�rations�

L
inconv�nient de ces algorithmes est que les probabilit�s pour ajouter ou bien enlever un

point dans la con�guration se calculent d
une fa%on globale !Ripley� ����"� Ce qui est tr�s

couteux en temps de calcul�

Les m�thodes RJMCMC n�cessitent plusieurs it�rations car beaucoup de propositions

de nouvelle con�guration sont refus�es� Par contre� le calcul du taux d
acceptation se fait

localement� ce qui fait que les algorithmes de type Monte Carlo � sauts reversibles sont plus

rapides et beaucoup plus simples � mettre en )uvre�



Chapitre �

�Candy� mod�le

Nous pr�sentons dans ce chapitre un mod�le probabiliste pour

les r�seaux lin��ques !Descombes et al�� ����b"� !Stoica et al��

����c"� Nous consid�rons qu
un reseau lin��que est compos� de

plusieurs segments� Ces segments sont caract�ris�s par leur position�

orientation� �paisseur et longueur� Ces grandeurs sont des variables

al�atoires ind�pendantes� Un r�seau lin��que sera donc la r�alisation

d
un processus ponctuel marqu��

Dans le premier paragraphe nous allons pr�senter le mod�le d
un

segment al�atoire� que nous avons appel� �Candy� mod�le� En

s
appuyant sur ce nouveau mod�le� nous allons ensuite mod�liser un

r�seau lin��que�
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���� Mod�le probabiliste d	un r�seau lin�
que 
�

��� Mod
le probabiliste d�un r�seau lin��que

Soit le r�seau lin��que S compos� par les segments si �

S � fsi� i � �� � � � � ng
n � N

�
���

Un r�seau lin��que est la r�alisation d
un processus ponctuel marqu� dont la densit� de

probabilit� non�normalis�e est �

f�S� 	 �n�S�
Y
si�S

g�si�
Y

si�sj �i�j

h�si� sj� �
���

avec � la densit� de segments� si � sj signi�e que les deux segments interagissent� Les fonc�

tions g et h �p�nalisent� la dimension� l
�tat et les interactions des segments formant le

r�seau�

Les param�tres qui caract�risent un segment si sont des variables al�atoires continues �

�xi� yi� � K � R
� 
�K� ��

wi 
 U��wmin� wmax��

li 
 U��lmin� lmax��

�i 
 U���� ����

�
���

avec U la loi uniforme� �xi� yi� les coordonn�es du centre du segment� wn� ln� �n sont res�

pectivement l
�paisseur� la longueur et l
orientation du segment� Le vecteur de param�tres

mi � �wi li �i� est la marque du processus ponctuel induit par �xn� yn�� 
 est la mesure

de Lebesgue�

Un r�seau est compos� par des segments connect�s� Un segment a deux extr�mit�s qui

peuvent 	tre connect�es� Leur coordonn�es sont ti � T �txi � tyi� et qi � Q�qxi � qyi� �cf� Figure


����

Si une des extremit�s du segment si se trouve dans un petit voisinage � d
une extr�mit�

quelconque du segment sj� telle que 
��� � �� nous consid�rons les deux segments comme

connect�s�

Un segment a des �tats� Il peut 	tre libre� c
est � dire qu
il n
a aucune connexion �s � s���

Si le segment est connect�� il peut avoir une seule extr�mit� connect�e �s � stjjq� ou bien

les deux extr�mit�s connect�es �s � stq�� Le nombre de connexions d
un segment n
est pas
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limit��

La fonction g p�nalise la dimension et la connectivit� du r�seau� Son expression est

donn�e par �

g�si� � g��si�� g��si� �
�
�

Le premier terme �

g��si� � exp



ls�i� � lmax

lmax

�
�
���

p�nalise les segments qui ne sont pas tr�s longs�

Le second terme �

g��si� �

�
�

�

g��� si si � s�i
g��� si si � s

tjjq
i

g�� � �� si si � stqi

�
���

prend en consid�ration l
�tat du segment� Les segments libres sont fortement p�nalis�s�

Les segments qui ont une seule extremit� connect�e sont moins p�nalis�s� La fonction g ne

sanctionne pas les segments avec les deux extremit�s connect�es� En g�n�ral� nous avons �

g�� � g�� � ��

Nous souhaitons que les segments ne se superposent pas et qu
ils soient align�s� C
est

la fonction h qui contr�le ces ph�nom�nes� Nous consid�rons deux types d
interaction entre

deux segments � la r�pulsion et l
attraction�

Pour d��nir l
interaction de r�pulsion� nous devons d��nir une r�gion de r�pulsion au�

tour du segment comme dans la Figure 
��� Rr�s� � Cr�O � �x� y�� rr � l��� o& Cr�O� r�

est le disque de centre O et rayon r�

Les segments si et sj pr�sentent une interaction de type r�pulsion si ��
�xi� yi� � Rr�sj� ou �xj� yj� � Rr�si�

��si� sj� est veri��e
�
���

o& ��si� sj� est une condition qui autorise le croisement entre les segments� Pour la d��nir�

consid�rons � comme suit �

Nous d��nissons � �

� �

�
k�j��ik�

�


 � si k�j � �ik � �
k�j��ik��

�


 � si � � k�j � �ik � ��
�
���



���� Mod�le probabiliste d	un r�seau lin�
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B

Q

O

A

T

C

D

E

F

l/2
δ min

Fig� 
�� + R�gion de r�pulsion autour du segment QT

�i� �j �tant les orientations des segments� La condition ��si� sj� est v�ri��e si et seulement

si �

� � �min �
���

avec �min l
angle minimal entre les segments crois�s�

Nous montrons un exemple d
interaction de r�pulsion sur la Figure 
��� Les segments

TQ et T�Q� pr�sentent une interaction de type r�pulsion� Les segments TQ et T�Q� satis�

font � � �min� ce qui signi�e que leur position relative est consider�e comme un croisement

dans le r�seau� et non pas comme une r�pulsion� Nous avons la m	me situation pour les

segments T�Q� et T�Q� qui ne sont pas en interaction de r�pulsion� mais dans une position

de croisement�

Par cons�quent� si deux segments interagissent d
une fa%on r�pulsive� la fonction h est �

h�si� sj� � hr � � �
����

Deux segments peuvent s
attirer r�ciproquement� Un segment poss�de donc une r�gion

d
attraction Ra comme d�crit dans la Figure 
��� Cette r�gion est d��nie par deux cercle cen�

tr�s sur chacune des extremit�s du segment � Ra�s� � Cat�t�s�� ra � l����Caq�q�s�� ra � l����
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Q

Q T

Q

T

T

1

2

1

2

l/2
δ min

Fig� 
�� + Interaction de type r�pulsion entre les segments

O

C at

Q

C aq

T

l/4

l/4

Fig� 
�� + R�gion d
attraction autour d
un segment



���� Mod�le probabiliste d	un r�seau lin�
que ��

Deux segments pr�sentent une interaction de type attraction si toutes les conditions

suivantes sont accomplies � �
�

�

�xi� yi� �� Rr�sj�

�xj � yj� �� Rr�si�

A�si� sj�

�
����

avec la condition A�si� sj� qui est satisfaite� si une des propositions suivantes est v�ri��e �

ti � Ra�sj� et qi �� Ra�sj�

qi � Ra�sj� et ti �� Ra�sj�

tj � Ra�si� et qj �� Ra�si�

qj � Ra�si� et tj �� Ra�si�

�
����

Nous montrons un exemple sur la Figure 
�
� Les segments TQ et T�Q� se trouvent en

interaction de type attraction� Les segments T�Q� et T�Q� sont �galement en interaction

de type attraction� alors que les segments TQ et T�Q� se trouvent en interaction de type

r�pulsion�

Q T

T

Q

Q

T

1

1

2

2

δmin

Fig� 
�
 + Interaction de type attraction entre les segments

Nous voulons que les segments soient bien align�s� Pour ce faire� nous devons v�ri�er si

les segments ont la m	me orientation ou pas� C
est pour quoi nous d��nissons la courbure �

� �

�
�� �

k�j��ik

 � �j �� �i

�� �
�c

 � �j � �i

�
����

o& �i� �j sont les orientations des segments� Si les deux segments ont la m	me orientation�

nous devons d��nir �c� l
angle entre un des segments et la droite form�e par les centres des

deux segments �cf� Figure 
����
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s1

s3

s2

θ1

θ2

d

θc

r

θ3=θ1

Fig� 
�� + Segments et leur di��rentes orientations

Si deux segments se trouvent dans une interaction de type attraction� la fonction h

p�nalise les segments qui ne sont pas align�s �

h�si� sj� � ho � � si � � �max �
��
�

Le syst�me de voisinage est sym�trique� Cette construction nous garantit que la cha�ne

de Markov qui simule le mod�le aura de bonnes propri�t�s comme l
ap�riodicit�� l
irr�duc�

tibilit� et la r�versibilit��

Le processus ponctuel que nous venons de d��nir porte le nom de �Candy� mod�le�

����� �Candy� mod�le � processus ponctuel de Gibbs

Nous pouvons placer le processus ponctuel �Candy� dans le cadre des processus ponc�

tuels de Gibbs� La densit� de probabilit� d
un processus ponctuel de Gibbs est � une

constante pr�s �

f�S� 	 exp��UI�S�� �
����

avec UI�S� l
�nergie totale du syst�me�

Le �Candy� mod�le se met sous la forme d
un processus ponctuel de Gibbs� en �crivant
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l
�nergie de la mani�re suivante �

UI�S� � � log�
Y
si�S

g�si�
Y

si�sj�i�j

h�si� sj�� �
����

d
o&

UI�S� � �
�
�X

si�S

log g�si� 	
X

si�sj�i�j

log h�si� sj�

�
A �
����

Prenons une forme simpli��e du �Candy� mod�le avec g��s� � �� ce qui est �quivalent

� ne plus p�naliser la longueur des segments� Alors� l
�nergie de Gibbs d
une r�alisation du

�Candy� mod�le peut s
�crire �

UI�S� �

	X
i��

Ni�i �
����

Nous avons dans la con�guration S �

N� � Nc

N� � Nf

N� � No

N
 � Nr

N	 � Nt

�
����

o& Nc est le nombre de segments avec une seule extremit� connect�e� Nf est le nombre de

segments libres� No le nombre de paires de segments qui ne sont pas bien align�s� Nr le

nombre de paires de segments qui se trouvent en interaction de r�pulsion et Nt le nombre

total de segments�

Les interactions correspondantes sont donn�es par �

�� � �c � � log g��

�� � �f � � log g��

�� � �o � � log ho

�
 � �r � � log hr

�	 � �t � � log �

�
����

La densit� du �Candy� mod�le peut s
�crire alors �

f�S� 	 exp��
	X

i��

Ni�i� � exp�� � �N� �� �� �
����

o& � �� � � symbolise le produit scalaire�
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Cette �criture est utile non seulement du point de vue de l
implantation informatique

pour simulation du �Candy� mod�le� mais elle permet �galement le contr�le des statistiques

su�santes dans le mod�le� Nous allons montrer dans les chapitres suivants que l
estimation

des di��rents param�tres d
interaction peut 	tre formalis�e � partir de l
Equation �
�����

����� Stabilit� locale du �Candy� mod�le

Nous avons rappel� que la stabilit� locale des processus ponctuels est une propri�t�

tr�s importante utilis�e pour la simulation du processus� Elle est une condition n�cessaire

pour que la cha�ne� qui a comme distribution d
�quilibre la densit� d
un processus ponctuel

localement stable� soit irr�ductible� Harris r�currente et ergodique�

PROPOSITION � Le processus ponctuel d�crit par la densit� de probabilit� du �Candy�

mod�le a la propri�t� de stabilit� locale�

PREUVE � Soit f�S� la densit� du �Candy� mod�le �crite sous la forme �

f�S� 	 �n�S�
Y
��S

exp�
l� � lmax

lmax
�� �

nf �S�
� �

ns�S�
� �

nr�S�
� �

no�S�

 �
����

avec n�S� le nombre total de segments dans la con�guration S� nf �S� le nombre de segments

libres� ns�S� le nombre de segments avec une seule extremit� connect�e� nr�S� est le nombre

de paires de segments en interaction de type r�pulsion� et no�S� est le nombre de paires de

segments non�align�s� Nous avons aussi �� � g��� �� � g��� �� � hr� �
 � ho � ��� ��

Soit �galement ����S� l
intensit� conditionnelle de Papangelou �

����S� �
f�S � ��
f�S�

�
����

Si nous ajoutons un segment libre ,la con�gurations S� alors �

����S� � ��� �
��
�

Si nous ajoutons un segment avec un seule extremit� connecte�e� alors ce segment peut

	tre connect� � �

�i� un segment libre

����S� � �
�

��
��� �
����



���� Mod�le probabiliste d	un r�seau lin�
que ��

�ii� un segment avec une seule extremit� connect�e �

����S� � � �
����

�iii� un segment avec deux extremit�s connect�es �

����S� � ��� �
����

Si un segment avec deux etremit�s connect�es est ajout�� alors ce segment peut connec�

ter �

�iv� deux segments libres �

����S� � �
�

���
��� �
����

�v� un segment libre et un segment avec une seule extremi-te connect�e �

����S� � �
�

��
�
����

�vi� un segment libre et un segment avec deux extremit� connect�es �

����S� � �
�

��
�� �
����

�vii� deux segments avec une seule extremit� connect� �

����S� � �
�

���
�
����

�viii� deux segments avec deux extremit�s connect�es �

����S� � � �
����

Soit M � � �
��������

� car les r�lations consider�es au paravant peuvent 	tre modi��es par

le nombre maximal de segments que l
on peut connecter ou deconecter par hasard�

Nous obtenons alors� la propri�t� de stabilit� locale �

����S� � M �
����
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��� Simulation du �Candy� model

Nous d��nissons pour chaque segment le nombre de connexions � chaque extremit� ct

et cq�

Pour un segment libre� on a ct � cq � �� Un segment a une connexion singuli�re si une

des conditions suivantes est respect�e ��
ct � � et cq � �

cq � � et ct � �
�
��
�

Un segment a une connexion simple si une des conditions est accomplie ��
ct � � et cq � �

cq � � et ct � �
�
����

Si� pour un segment� nous avons ct � � et cq � �� alors il a une connexion double�

Le r�seau lin��que S contient nt segments� Nous avons nd segments libres et nc segments

connect�s �

nt � nc 	 nd �
����

Les segments connect�s se divisent en segments avec les deux extr�mit�s connect�es nc�

et des segments avec une seule ext�mit� connect�e nc� �

nc � nc� 	 nc� �
����

A leur tour� les segments avec une seule extr�mit� connect�e se divisent en segments

avec une connexion singuli�re nsg et en segments avec une connexion simple nsl �

nc� � nsg 	 nsl �
����

Pour simuler le �Candy� mod�le� nous allons construire les mouvements d
une dyna�

mique de type RJMCMC� Nous avons trois types de mouvements � ajouter ou enlever un

segment � la con�guration initiale� et modi�er un segment � l
int�rieur d
une con�guration�

C
est la combinaison de tous ces mouvements qui assure la r�versibilit�� l
irr�ductibilit��

l
ap�riodicit�� la r�currence et l
ergodicit� de la cha�ne de Markov qui a comme distribution

d
�quilibre la distribution de �Candy� mod�le�

Voici la liste des mouvements que nous utilisons �



���� Simulation du �Candy� model ��

� naissance et mort d
un segment libre

� naissance et mort d
un segment avec une connexion simple

� naissance et mort d
un segment avec une connexion singuli�re

� naissance et mort d
un segment avec une connexion double

� modi�cation de l
orientation d
un segment avec une seule extr�mit� connect�e

� modi�cation de la longueur d
un segment avec une seule extr�mit� connect�e

� modi�cation de la position d
un segment avec une connexion simple

� modi�cation de la position d
un segment avec une connexion singuli�re�

Les mouvements de type modi�cation ne pr�sentent aucune di�cult� en ce qui concerne

le calcul du taux d
acceptation� car la dimension du sous�espace de con�guration reste in�

chang�e� Ils sont �quivalents � une dynamique de type Metropolis�Hastings classique�

Les mouvements de type naissance et mort agissent sur la dimension du sous�espace de

con�guration� Dans le paragraphe qui suit nous allons expliquer comment nous calculons

le taux d
acceptation pour ces mouvements� selon les principes de la dynamique de type

RJMCMC�

Pour optimiser le temps de calcul� nous consid�rons que si l
on ajoute un segment libre

� la con�guration� il ne sera pas connect� par hasard avec d
autres segments� Il en est de

m	me pour la naissance des segments avec une seule extremit� connect�e� c
est � dire le

segment il ne sera pas connect� par hasard aux deux extremit�s�

����� Naissance et mort d�un segment libre

Le mouvement de type naissance permet d
ajouter un segment libre � � la con�guration

courante S� Le nouvel �tat est S
 � S � �� Le mouvement de type mort est le mouvement

inverse � enlever un segment libre � la con�guration�

Soit le vecteur al�atoire u choisi ind�pendamment de la con�guration initiale S �

u � ��xu� yu�� lu� �u� wu� �
����

avec la densit� de probabilit� �

q�u� �
�


�K�
� �

lmax � lmin
� �

wmax � wmin
� �

��
�
�
��
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Les param�tres du vecteur u repr�sentent pr�cis�ment les param�tres du nouveau seg�

ment dans la con�guration �

� � ��u� �

�
�������

x� � xu

y� � yu

l� � lu

�� � �u

w� � wu

�
�������

�
�
��

Par cons�quent� la transformation inversible est la fonction identit� �

s
�S� u� � �s
� � s�� � � � � s


n � sn� � � u� �
�
��

Le Jacobien de la transformation est �

				 �s


��S� u�

				 �

													

� � � � � � �

� � � � � � �
��� �

� � �
� � �

���
���

���
� � �

� � �
���

� � � � � � �

													
� � �
�
��

Soit Pn la probabilit� de choisir la naissance d
un segment libre� Soit Pm la probabilit�

de choisir la mort d
un segment libre� Alors la probabilit� d
enlever un segment libre donn�

de la nouvelle con�guration est Pm � �
nd��

�

Le mouvement de naissance est accept� avec la probabilit� �

	 � minf�� Rg �
�

�

avec le taux d
acceptation donn� par �

R �
f�S � ��
f�S�

� Pm
Pn

� ��
�K��lmax � lmin��wmax � wmin�

nd 	 �
�
�
��

Le taux d
acceptation du mouvement inverse s
obtient par l
inversion de l
Eq� �
�
�� �

�R �
f�S n ��
f�S�

� Pn
Pm

� nd
��
�K��lmax � lmin��wmax � wmin�

�
�
��

����� Naissance et mort d�un segment avec une connexion singuli�re

Ce mouvement ajoute un segment avec une connexion singuli�re � la con�guration ini�

tiale� Un segment de longueur� �paisseur et orientation al�atoires est connect� � l
extr�mit�
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non�libre d
un segment d�j� connect��

Soit le vecteur al�atoire u �

u � ��xu� yu�� lu� �u� wu� �
�
��

avec �xu� yu� uniform�ment choisi dans un ensemble mesurable � de mesure 
��� � ��

lu� �u� wu sont aussi uniform�ment choisis dans l
espace des param�tres du segment�

La densit� de probabilit� du vecteur u est �

q�u� �
�


���
� �

lmax � lmin
� �

wmax � wmin
� �

��
�
�
��

Le nouvel �l�ment dans la con�guration sera le segment caract�ris� par �

� � ��u� �

�
�������

x� � xu 	 xsg

y� � yu 	 ysg

l� � lu

�� � �u

w� � wu

�
�������

�
�
��

avec �xsg� ysg� les coordonn�es de l
extr�mit� d
un segment pour lequel la connexion singu�

li�re est possible�

Le nouveau segment est donc construit en utilisant une nouvelle repr�sentation � les

coordonn�es d
une extr�mit�� la longueur� l
orientation et l
�paisseur� Cette nouvelle r�pre�

sentation permet de choisir pour le vecteur u une densit� facilement calculable�

La transformation inversible s
�S� u� �

s
�S� u� � �s
� � s�� � � � � s


n � sn� ��u�� �
����

a comme Jacobien �

				 �s


��S� u�

				 �

																		

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �
��� �

� � �
� � �

� � �
� � �

���
���

���
� � �

� � �
� � �

���

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

																		

� � �
����
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Soient Png et Pmg les probabilit�s respectives de choisir le mouvement de faire une nais�

sance d
un segment avec une connexion singuli�re et de choisir le mouvement d
enlever un

segment avec un connexion singuli�re�

Nous avons donc Png � �
�nc��nc�

et Pmg � �
n�

sg
� pour les probabilit�s de faire les mou�

vements de naissance et de mort d
un segment avec une connexion singuli�re� n
sg est le

nombre de segments avec une connexion singuli�re de la con�guration S
�

Si on ajoute � la con�guration un segment avec une connexion singuli�re� le taux d
ac�

ceptation est �

R �
f�S � ��
f�S�

� Pmg

Png
� ��nc� 	 nc��� ��
����lmax � lmin��wmax � wmin�

n
sg
�
����

si l
on inverse le rapport �
����� nous obtenons le taux d
acceptation du mouvement inverse �

�R �
f�S n ��
f�S�

� Png
Pmg

� nsg
��n
c� 	 n
c��� ��
����lmax � lmin��wmax � wmin�

�
����

n
c� est le nombre de segments avec une seule extremit� connect� de la con�guration S
� et

n
c� est le nombre de segments avec les deux extremit�s connect�es de la con�guration S
�

����� Naissance et mort d�un segment avec une connexion simple

Nous allons donner directement les taux d
acceptation pour ce mouvement car son prin�

cipe est le m	me que celui du mouvement pr�sent� dans le paragraphe pr�c�dent�

Soient Pnl et Pml les probabilit�s respectives de choisir le mouvement de cr�er un seg�

ment avec une connexion simple et de choisir le mouvement d
enlever un segment donn�

avec un connexion simple�

Alors Pnl � �
�nd�nc�

et Pml � �
n�

sl

sont les probabilit�s de faire les mouvements de nais�

sance et de mort d
un segment avec une connexion simple� n
sl est le nombre de segments

avec une connexion simple de la con�guration S
�

Si on ajoute � la con�guration un segment avec une connexion simple� le taux d
accep�

tation est �

R �
f�S � ��
f�S�

� Pml

Pnl
� ��nd 	 nc��� ��
����lmax � lmin��wmax � wmin�

n
sl
�
��
�
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si l
on inverse le rapport �
��
�� nous obtenons le taux d
acceptation du mouvement inverse �

�R �
f�S n ��
f�S�

� Pnl
Pml

� nsl
��n
d 	 n
c��� ��
����lmax � lmin��wmax � wmin�

�
����

n
d est le nombre de segments libres de la con�guration S
� et n
c� est le nombre de segments

avec une seule extremit� connect�e de la con�guration S
�

����� Naissance et mort d�un segment avec une connexion double

Ce mouvement ajoute ou enl�ve � la con�guration un segment avec une connexion

double� Deux extremit�s de deux segments quelconques sont choisies� La distance entre

les deux extr�mit�s doit 	tre comprise entre lmin et lmax� Le nouveau segment sera donc

connect� aux deux extr�mit�s ainsi choisies�

Soit le vecteur al�atoire u �

u � ��x�u � y�u�� �x�u � y�u�� wu� �
����

avec les coordonn�es des points choisies uniform�ment dans un ensemble mesurable � de

mesure 
��� � ��

La densit� de probabilit� du vecteur u est �

q�u� �
�


����
� �

wmax � wmin
�
����

Le nouveau segment sera donc �

� � ��u� �

�
�������

tx��� � x�u 	 xsl�i�

ty��� � y�u 	 ysl�i�

qx��� � x�u 	 xsl�j�

qy��� � y�u 	 ysl�j�

w� � wu

�
�������

�
����

avec �xsl�i�� ysl�i�� et �xsl�j�� ysl�j�� les coordonn�es des extremit�s o& le nouveau segment

sera connect��

La transformation inversible s
�S� u� est �

s
�S� u� � �s
� � s�� � � � � s


n � sn� ��u�� �
����
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et son Jacobien �

				 �s


��S� u�

				 �

																		

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �
��� �

� � �
� � �

� � �
� � �

���

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

� � � � � � � � �

																		

� � �
����

Soient Pnd et Pmd les probabilit�s respectives de choisir le mouvement naissance et de

choisir le mouvement mort d
un segment avec une connexion double� Les probabilit�s pour

e�ectuer une naissance ou une mort d
un segment avec une connexion double sont Pnd� �
npc

et Pmd � �
nc�

� npc est le nombre de couples d
extremit�s dont la distance prend des valeurs

entre lmin et lmax�

Le taux d
acceptation pour le mouvement de type naissance est �

R �
f�S � ��
f�S�

� Pmd

Pnd
� 
���� � �wmax � wmin�� npc

n
c�
�
����

o& n
c� �tant le nombre de segments avec les deux extremit�s connect�es de la con�guration

S
�

En inversant le rapport 
���� nous obtenons� le taux d
acceptation pour le mouvement

inverse �
�R �

f�S n ��
f�S�

� Pnd
Pmd

� nc�

���� � �wmax � wmin�� n
pc

�
����

n
�
�
pc �tant le nombre de couples d
extremit�s dont la distance prend des valeurs entre lmin

et lmax� de la con�guration S
�

��� Choix des param
tres

Pour �xer les valeurs des param�tres du �Candy� mod�le� nous avons en recours � la

m�thode des bo�tes qualitatives !Azencott� ����"� !Urago� ����"�

Nous avons construit des con�gurations de segments� En imposant que l
�nergie d
une

con�guration soit pr�f�rable � une autre� nous d�duisons des in�galit�s permettant d
enca�

drer les valeurs des param�tres�



���� Choix des param�tres ��

Soit la Figure �
��a� Le segment s� se trouve en interaction de type r�pulsion avec le

segment s�� Dans la Figure �
��b� le segment s� se trouve en position de mauvais alignement

avec le segment s��

La di��rence d
�nergie entre les deux con�gurations est �

�U � U�Sb�� U�Sa� � �o � �r �
����

Donc si �U � �� cela veut dire que nous p�nalisons plus fortement les segments qui se

superposent que ceux qui sont mal align�s�

Nous allons calculer la di��rence d
�nergie des con�gurations Sa et Sb repr�sent�es sur

la Figure �
��� �

�U � U�Sb�� U�Sa� � �c 	 �r 	 �o � �f �
��
�

le segment s
 de la con�guration Sa est libre� mais dans la con�guration Sb il est en posi�

tion de r�pulsion avec le segment s� et de non�alignement avec le segment s�� En imposant

�U � �� nous for%ons les segments � former un r�seau connect��

a� b�

Fig� 
�� + Etude des param�tres �o et �r � a� con�guration Sa� b� con�guration Sb
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a� b�

Fig� 
�� + Etude des param�tres �c et �f � a� con�guration Sa� b� con�guration Sb

��� R�alisations

Dans la Figure �
���� nous montrons quelques r�alisations du �Candy� mod�le� Nous

pouvons observer que selon les param�tres choisis nous pouvons obtenir des structures li�

n��ques avec des topologies di��rentes�

Pour des raisons informatiques� pendant la simulation du mod�le nous avons introduit

une bande de 'securit�( autour des bords de l
image � aucun segment n
est admis dans cette

r�gion� Cette d�cision peut donc introduire un e�et d
�le � le r�seau a plus une tendence de

retourner dans l
espace image que d
y sortir�
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a� b�

�c � ���� �c � ���

c� d�

�f � ���� �f � ����

e� f�

�o � ��� �o � ���

g� h�

�r � ��� �r � ���

i� j�

�t � ��� �t � ���

Fig� 
�� + R�alisations du �Candy� mod�le sur une image de �
� � ��� pixels
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Chapitre �

Etude de la dynamique du �Candy�

mod�le

Nous avons construit un processus ponctuel de Gibbs capable

de simuler et d
extraire les r�seaux lin��ques dans les images�

L
estimateur du r�seau est donn� en minimisant l
�nergie de ce

processus� Les algorithmes de simulation et d
optimisation utilisent

une dynamique de type Monte Carlo par cha�nes de Markov � sauts

reversibles�

Ce chapitre est une analyse des propri�t�s de la cha�ne de Markov

simul�e� Les arguments �nonc�s ci�apr�s n
ont pas un caract�re de

preuve� En s
appuyant sur des experimentations et la litterature

existante� nous essayons de mettre en �vidence les avantages et les

inconv�nients d
une telle approche�
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���� Irreductibilit�� R�currence� Ergodicit�� ��


�� Irreductibilit�� R�currence� Ergodicit��

!Geyer et M*ller� ���
" ont construit un algorithme de type Metropolis�Hastings pour

simuler des processus ponctuels� L
algorithme s
appuie sur uniquement trois mouvement �

naissance et mort d
un point� d�placement d
un point�

Leur algorithme est un cas particulier de la dynamique MCMC � sauts r�versibles

!Green� ����"� Ces algorithmes g�n�rent une cha�ne de Markov r�versible avec comme den�

sit� d
�quilibre la densit� de probabilit� du processus ponctuel que l
on souhaite simuler�

Leur technique produit une cha�ne Harris r�currente� et si la probabilit� d
atteindre la con��

guration vide existe� la cha�ne est aussi ap�riodique et Harris ergodique�

!Geyer� ����" prouve que si l
intensit� conditionnelle de Papangelou d
un processus

ponctuel est born�e� alors la cha�ne simul�e par la technique de Metropolis�Hastings est

irr�ductible� Harris r�currente et ergodique�

Notre dynamique utilise directement la dynamique RJCMC et pas un cas particulier�

Notre choix se fonde sur le fait que le mod�le est plus complexe que ceux pr�sent�s dans

les r�f�rences cit�es� Nous avons �galement plus de mouvements�

Cependant� les algorithmes sont tout � fait �quivalents� Pour les m	mes mouvements�

les taux d
acceptation ont une forme identique� Les mouvements que nous avons de plus

par rapport � !Geyer et M*ller� ���
"� suivent toujours le m	me principe � naissance et mort

de points dans un ensemble mesurable� Le choix des mouvements se fait de la m	me fa%on�

La seule di��rence consiste dans la mani�re de calculer le taux d
acceptation�

Comme le �Candy� mod�le est localement stable� nous a�rmons en nous appuyant sur

les arguments ant�rieurement mentionn�s que la dynamique propos�e simule une cha�ne de

Markov � r�versible� ap�riodique� irr�ductible� r�currente et ergodique�


�� Convergence� Vitesse de m�langeance

Les bonnes propriet�s �nonc�es dans le paragraphe pr�c�dent montrent que la cha�ne

de Markov que l
on simule converge� mais elles ne donnent aucune indication sur la vitesse

de convergence des algorithmes� C
est � dire au bout de combien d
it�rations nous pouvons

	tre surs que l
�chantillon que l
on pr�l�ve repr�sente bien la distribution d
�quilibre�
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!M*ller�����" calcule des vitesses de convergence pour des processus ponctuels assez

simples� La dynamique qui est � la base de ces algorithmes de simulation utilise des pro�

cessus de naissance et mort�

Des m�thodes d
�tude de la convergence des dynamiques de type RJMCMC sont pro�

pos�es dans !Brooks et Giudici� ����"� Le crit�re de convergence d�velopp� par les auteurs�

est utilisable dans le cas o& il est di�cile d
identi�er les statistiques su�santes du mod�le�

De plus� pour mettre en )uvre cette m�thode il faut simuler plusieurs cha�nes en parall�le�

La construction du mod�le et la dynamique que nous avons mise en )uvre nous per�

mettent de tenir compte de l
information fournie par les statistiques su�santes du mod�le�

et donc d
utiliser pour l
�tude de la convergence� les m�thodes graphiques !Robert� ����"�

Ces techniques empiriques ne constituent pas de preuve de convergence� Elles sont plu�

t�t un moyen rapide et simple de d�tection des disfonctionnements de la cha�ne� L
avantage

de ces m�thodes consiste aussi � ne simuler qu
une seule cha�ne�

Dans une premi�re �tape� nous avons suivi l
�volution des moyennes cumul�es �

Ni �
�

K

KX
k��

N
�k�
i �����

Dans les Figures ���� ���� ���� ��
 et ���� nous avons montr� � cot� des r�alisations l
�vo�

lution des di��rentes moyennes des statistiques su�santes du �Candy� mod�le�

Nous avons laiss� tourner la dynamique pendant un temps tr�s long � ��� it�rations�

Nous rappelons que par it�ration nous entendons un seul mouvement� et qu
un mouvement

traite un seul objet � la fois� C
est � dire que le nombre d
it�rations est comparable � celui

de la simulation d
un mod�le de Ising sur une grille ��� � ��� pendant ��� it�rations� ce

qui est plus que raisonable pour les m�thodes de traitement d
image utilisant les champs

de Markov�

Les �chantillons ont �t� prelev�s toutes les ��� it�rations� Nous remarquons que la stabi�

lit� des statistiques apparait au bout de ������	 it�rations� et que la valeur des statistiques

su�santes correspond aux choix des param�tres�
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a� R�alisation du mod�le � �c � ���� b� R�alisation du mod�le � �c� � ���

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

5

10

15

20

25

30
Nombre moyen de segments avec une seule connexion

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
10

15

20

25
Nombre moyen de segments avec une seule connexion

c� Evolution de Nc d� Evolution de Nc�

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
Vitesse de melangeance

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
Vitesse de melangeance

e� Bleu � D
�Nc�
k��k

� Rouge � D
�b�
k��k

� f� Bleu � D
�Nc��
k��k

� Rouge � D
�b�
k��k

�

Fig� ��� + Etude de la dynamique en fonction du param�tre �c



�
 Chapitre 
� Etude de la dynamique du �Candy� mod�le

a� R�alisation du mod�le � �f � ���� b� R�alisation du mod�le � �f� � ����
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a� R�alisation du mod�le � �o � ��� b� R�alisation du mod�le � �o� � ���

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
10

12

14

16

18

20

22

24
Nombre moyen de paires de segments non alignes

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6
Nombre moyen de paires de segments non alignes

c� Evolution de No d� Evolution de No�

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
Vitesse de melangeance

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
Vitesse de melangeance

e� Bleu � D
�No�
k��k

� Rouge � D
�b�
k��k

� f� Bleu � D
�No��
k��k

� Rouge � D
�b�
k��k

�

Fig� ��� + Etude de la dynamique en fonction du param�tre �o



�� Chapitre 
� Etude de la dynamique du �Candy� mod�le

a� R�alisation du mod�le � �r � ��� b� R�alisation du mod�le � �r� � ���
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a� R�alisation du mod�le � �t � ��� b� R�alisation du mod�le � �t� � ���
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La stationarit� des statistiques su�santes du mod�le est une condition n�cessaire pour

la convergence !Robert� ����"� mais cette stationarit� peut correspondre � l
exploration d
un

mode unique de la densit� f�S��

Nous sommes donc interess�s par la capacit� de la cha�ne � passer d
un mode � un

autre su�samment vite� Pour �valuer la vitesse de m�langeance de la cha�ne� nous allons

utiliser une m�thode graphique qui s
appuie sur les sommes cumul�es �CUSUM� !Yu et

Mykland�����"� !Brooks� ����"� !Brooks et Roberts� ����"�

Soient S�� � � � � Sk� les r�alisations de la cha�ne simulant le mod�le� et �


� �
�

k � k�

kX
t�k���

N�St� �����

la moyenne empirique d
une des statistiques su�santes quelconque du mod�le� La m�thode

d
�valuation CUSUM est unidimensionnelle donc� pour chaque statistique su�sante du mo�

d�le� il va falloir r�p�ter l
op�ration�

Soit la somme partielle �



T �

TX
t�k���

�N�St�� 
�� �����

avec T � k� 	 �� � � � � n�

En tra%ant f

T g pour T � k�	�� � � � � n� nous pouvons �tudier la vitesse de m�langeance

et la corr�lation entre les Sk� Si le graphe de f

T g est bruit� et concentr� autour de �� alors

la cha�ne est fortement m�langeante� Si� au contraire le graphe est r�gulier avec de longues

excursions �vitant �� la cha�ne est faiblement m�langeante�

En pratique� faire un diagnostique � partir d
une seule courbe est une m�thode peu ob�

jective� Pour pallier cet inconv�nient� les auteurs !Yu et Mykland�����" proposent de faire

une comparaison de f

T g avec une somme cumul�e test f

bT g�

La somme test est construite de la m	me fa%on que f

T g� � partir de variables al�atoires

ind�pendantes identiquement distribu�es selon la loi normale N �
�� 
v�� avec 
v� la variance

empirique des statistiques su�santes N�S��
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Pour donner une mesure quantitative de la vitesse de m�langeance� un indicateur de

bruitage est construit � partir de la courbe f

T g !Brooks� ����"� Soit alors �

dT �

�
�

�

� si 
T � 
T�� et 
T � 
T��

ou 
T � 
T�� et 
T � 
T��

� sinon

���
�

avec T � k� 	 �� � � � � k � �� Alors �

Dk��k �
�

k � k�

k��X
T�k���

dT �����

prend des valeurs entre � et �� Une courbe 

T tr�s lisse v�ri�era Dk��k � � ce qui signi�e

que la cha�ne a une tr�s faible vitesse de m�langeance� Au contraire� une courbe 

T tr�s

�bruit�e� v�ri�era Dk��k � �� indiquant une cha�ne avec une forte vitesse de m�langeance�

Un calcul simple !Brooks� ����" montre que E �dT � � ���� si les 
T sont des variables

al�atoires ind�pendantes sym�triquement distribu�es autour de leur moyenne� Nous allons

donc tester la vitesse de m�langeance d
une cha�ne simul�e en faisant la comparaison entre

les moyennes empiriques utilisant les courbes fDk��kg et fDb
k��k

g� La courbe fDb
k��k

g utilise

les sommes partielles test 

bT � qui sont construites � partir des variables al�atoires ind�pen�

dantes identiquement distribu�es selon une loi gaussienne�

Les Figures ���� ���� ���� ��
 et ��� montrent �galement� pour chaque param�tre� la com�

paraison entre la courbe fDk��kg construite � partir des statistiques su�santes� et fDb
k��k

g�
Nous pouvons gr ce � cette methode� comparer la vitesse de m�langeance de deux cha�nes

di��rentes�

Nous remarquons le bon comportement de la cha�ne pour les param�tres �f � �o et �r�

Les vitesses de m�langeance relatives aux param�tres �c et �t sont beaucoup plus petites�

Dans ce cas� nous devons faire un compromis � soit nous renfor%ons les param�tres ce qui

va augmenter la vitesse de m�langeance tout en d�truisant la structure de r�seau line�que�

soit nous gardons la structure lin��que en tol�rant une vitesse de m�langeance moins rapide�

N�anmoins� il faut observer que les valeurs vers lesquelles les sommes fDk��kg pour les

param�tres �c et �f convergent sont tr�s proches de celles obtenues dans !Brooks� ����"�

pour simuler un mod�le d
Ising sur une grille de dimensions ��� � ��� avec un �chantillo�

neur de Gibbs� Cela montre donc que la dynamique que nous avons propos�e est tout � fait

comparable� de ce point de vue aux techniques utilisant les champs de Markov� employ�es
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en traitement d
image�


�� Taux d�acceptation� Choix des mouvements�

Un inconv�nient important des dynamiques de type MCMC � sauts r�versibles est le

faible taux d
acceptation� Cela veut dire que beaucoup de propositions de nouvelles con��

gurations sont rejet�es�

Nous rappelons le taux d
acceptation pour un mouvement de la dynamique type RJMCMC �

R �
f�y�

f�x�q�u�i��

				 �y


��x� u�

				 p�choisir de proposer le saut inverse�

p�choisir de proposer un saut avant�
�����

Pour augmenter le taux d
acceptation� il est possible de jouer sur la densit� du vecteur

u !Giudici et Roberts� ����"� En e�et� le vecteur u est tir� de telle fa%on que les nouvelles

con�gurations aient le plus de chance d
	tre acceppt�es�

Une autre fa%on consiste � ne pas rejeter tout de suite une nouvelle con�guration pro�

pos�e !Green et Mira� ����"� Si un mouvement n
est pas accept�� alors le mouvement ne va

pas 	tre rejet� tout de suite� Une autre proposition sera faite avec une autre densit� q��u��

Cette nouvelle densit�� donc implicitement le nouveau taux d
acceptation� d�pendront de

la proposition rejet�e ant�rieurement�

Les mouvements pour la simulation du �Candy� mod�le sont construits � partir d
un

vecteur u qui poss�de une densit� uniforme� L
inter	t d
une telle densit� consiste en la

simplicit� du calcul du taux d
acceptation� Un autre aspect important est que ainsi nous

pouvons proposer des con�gurations qui sont p�nalis�es par le mod�le� Par exemple� la dy�

namique peut proposer d
ajouter � la con�guration des segments qui sont pas correctement

align�s ou bien qui se trouvent en interaction de type r�pulsion�

C
est���dire que si une route prend une direction qui est p�nalis�e par le �Candy� mo�

d�le� il est possible du point de vue probabiliste de proposer un prolongement du r�seau

dans cette direction� donc e�ectuer une d�tection plus compl�te du r�seau�

En revanche� cela veut dire �galement que nous allons aussi proposer beaucoup de mou�

vements qui ne vont pas 	tre accept�s� car le mod�le p�nalise fortement ce type de con�gu�

ration�
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Le choix des mouvements proposant les nouveaux �tats du syst�me est directement

li� au taux d
acceptation de la dynamique� Th�oriquement� il est possible de choisir les

mouvements en fonction de l
�tat !Green� ����"� Nous ne connaissons pas� jusqu
� pr�sent�

d
applications utilisant ce type de combinaison de noyaux de transition�

C
est pourquoi nous avons choisi de combiner les mouvements d
une mani�re pure�

ment stochastique� Cette technique garantit la convergence de la cha�ne vers la distribution

d
�quilibre� car elle est �quivalente � une combinaison lin�aire de noyaux construits avec de

bonnes propri�t�s !Geyer� ����"�

Pour acc�lerer la convergence de la dynamique� nous avons donn� une forte probabilit�

d
occurence aux mouvements qui aident le mod�le� Th�oriquement� nous pouvons converger

vers la distribution d
�quilibre seulement avec des mouvements de type naissance et mort de

segments libres� Pour rendre utilisable la dynamique� nous avons construit les mouvements

de connexion�

Dans la Figure ��� nous �tudions la dynamique selon le poids des mouvements pro�

posant la naissance ou la mort d
un segment avec une connexion simple� c
est � dire les

mouvements r�latifs au prolongement du r�seau�

Nous observons que les structures lin��ques se forment uniquement quand les mouve�

ments de connexion sont pr�dominantes �cf� Figure ���b�� Assigner une probabilit� tr�s forte

aux mouvements de naissance des segments connect�s diminue le taux d
acceptation de ces

mouvements� Mais cette diminution n
est pas signi�cative dans le calcul de l
expression du

taux d
acceptance� car elle est compens�e par le poids du rapport des densit�s du �Candy�

mod�le�

La stationarit� des moyennes cumul�es n
a pas �t� atteinte dans la Figure ���c� donc

la convergence d
une telle dynamique ne peut 	tre atteinte que si une probabilit� consid��

rablement grande est �x�e pour les mouvements aidant le mod�le� Nous remarquons que

les valeurs de vitesse de m�langeance sont tr�s proches �cf� les Figures ���e et ���f�� mais

dans ce cas o& une des r�alisations n
a pas converg�� il est inutile de comparer les vitesses

de m�langeance des cha�nes� Cet exemple montre �galement les limites des m�thodes gra�

phiques � le diagnostic ne peut pas 	tre �able � partir d
une seule courbe� la dynamique

n
est pas �regard�e� dans sa totalit� mais en fonction d
un seul param�tre� ou d
une seule

statistique su�sante�
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Etablir la convergence des m�thodes de simulations de cha�nes de Markov� donc d�ter�

miner des crit	res d
arr	t �ables reste un probl�me ouvert !Robert et Casella� ����"�

Une voie pencore peu explor�e est la simulation de plusieurs cha�nes en parall�le� Intui�

tivement� nous pouvons ainsi r�duire la variabilit�� la d�pendance aux conditions intiales

et� par consequent� obtenir un diagnostic plus �able qu
� partir d
une seule simulation de

la cha�ne� En revanche� une grande attention doit 	tre pr	t�e � ce type d
approche� Une

connaissance a priori de la densit� d
�quilibre f est n�cessaire� Sinon des conditions ini�

tiales trop concentr�es autour d
un mode local de la distribution d
�quilibre f ne vont pas

apporter beaucoup plus qu
une seule simulation de la cha�ne que l
on souhaite analyser�

Une autre direction tr�s prometteuse est la simulation exacte� Dans un espace d
�tat

�ni� !Propp et Wilson� ����" ont montr� qu
il est possible d
obtenir un �chantillon qui suit

exactement la distribution d
�quilibre de la cha�ne� Le principe de la m�thode est de remon�

ter dans le pass� de la cha�ne utilisant une suite unique de variables al�atoires jusqu
� ce

que les chemins ainsi obtenus aboutissent tous au m	me �tat au moment t � �� Le nombre

de cha�nes est considerablement r�duit si des relations d
ordre peuvent 	tre construites�

Le cas des processus ponctuels est plus complexe car l
espace des con�gurations n
est pas

�ni� !Kendall et Thonnes� ����" ont d�ja construit des algorithmes de simulation exacte pour

des processus ponctuels qui sont construits � partir de dynamiques de type naissance�mort�

Pour les processus ponctuels localement stables� !Kendall et M*ller� ����" ont construit des

relations d
ordre en s
appuyant sur l
intensit� de Papangelou et l
inclusion� Des algorithmes

de simulation exacte utilisant une dynamique de type Metropolis�Hastings ont pu 	tre ainsi

construits� La convergence d
autres processus ponctuels a �t� analys�e utilisant la simula�

tion exacte par !H.ggstr/m et al�� ����"�

La stabilit� locale de �Candy� mod�le et les consid�rations mention�s ci�dessous nous

menent � envisager dans un futur proche la possibilit� de l
implantation de la simulation

exacte� Cela peut s
averer utile non seulement dans le cas de l
analyse de la convergence�

mais aussi pour l
estimation des param�tres du mod�le�
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Chapitre �

Extraction de r�seaux routiers en

utilisant le �Candy� mod�le

Nous pr�sentons dans ce chapitre une application du �Candy� mo�

d�le � l
extraction de r�seaux routiers dans des images satellitaires

ou a�riennes !Stoica et al�� ����a"� !Stoica et al�� ����b"�

Nous supposons que les r�seaux routiers dans une image satellitaire

ou a�rienne peuvent 	tre approch�s par un ensemble de segments

connect�s�

Nous construisons un processus ponctuel de Gibbs dont l
�nergie

comporte deux termes� Le premier terme� l
�nergie d
attache aux

donn�es� d�tecte l
emplacement du r�seau� Le deuxi�me terme�

l
�nergie d
interaction entre les segments composant le r�seau� est

donn� par l
�nergie de Gibbs du �Candy� mod�le�

L
estimateur des r�seaux routiers est trouv� en minimisant la fonc�

tion d
�nergie totale du mod�le� Pour ce faire� nous utilisons un

algorithme de type recuit simul� qui s
appuie sur la dynamique

RJMCMC construite pour la simulation du �Candy� mod�le�
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��� Position du probl�me ��

��� Position du probl
me

Soit D l
image observ�e� L
image est discr�te sur une grille �nie� T � telle que dt repr��

sente le niveau de gris d
un pixel de l
image avec la coordonn�e t � T �

Soit S le r�seau lin��que que l
on souhaite d�tecter� Le r�seau est constitu� par des

segments si�

S � fsi� i � �� � � � � ng
n � N

�����

avec si � �pi�mi�� un segment dans la con�guration� Les pi � �xi� yi� sont les coordonn�es

des centres des segments� L
�paisseur� la longueur et l
orientation du segment sont donn�es

par le vecteur des param�tres mi � �wi� hi� �i��

Nous d��nissons l
image d
un segment I�s�� L
image est form�e � partir de la marque

du segment� La silhouette d
un segment est l
intersection entre son image et la grille �nie

T � W �s� � I�s� � T �

Notre probl�me consiste donc � d�tecter le nombre de segments� leur emplacement dans

l
image ainsi que leurs param�tres�

Cette approche orient�e objet se di��rencie des autres travaux en traitement d
image

utilisant des processus ponctuels !Baddeley et van Lieshout� ����"� !Lieshout� ���
"� !Rue

et Husby� ����"� !Rue et Syverseen� ����"� !Rue et Hurn� ����" par le fait que nous ne nous

pla%ons pas dans le cadre bayesien�

Dans le premier chapitre� nous avons �nonc� les hypoth�ses principales qui font de

l
extraction des r�seaux routiers une t che di�cile � variabilit� de la radiom�trie� interrup�

tions dans le r�seau� bruit dans l
image� similarit� avec d
autres objets dans l
image� La

complexit� des r�seaux routiers dans les images nous emp	che de pouvoir �crire une vrai�

semblance pour ce type d
objet� Par cons�quent� nous sommes oblig�s de travailler d
une

fa%on compl�tement non supervis�e�

Pour rem�dier � cette di�cult�� nous nous pla%ons dans le cadre des processus ponc�

tuels de Gibbs� L
estimateur des r�seaux lin��ques dans les images n
est pas donn� par le

Maximum A Posteriori �MAP� mais par le minimum de l
�nergie du mod�le�
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La distribution des segments �grande canonique� est alors �

f�S� 	 exp��U�S�� � exp���UD�S� 	 UI�S�� �����

U�S� est l
�nergie du mod�le� UD�S� est l
�nergie d
attache aux donn�es qui est relative �

l
emplacement du r�seau dans l
image� UI�S� est l
�nergie interne du mod�le� Cette �nergie

est l
�nergie de Gibbs du �Candy� mod�le d��nie dans le chapitre pr�c�dent�

L
estimateur du r�seau est trouv� en minimisant la fonction d
�nergie U�S� �


S � min
S�S

fUD�S� 	 UI�S�g �����

avec S l
espace des con�gurations�

Pour trouver l
optimum global de la fonction d
�nergie nous mettons en place un algo�

rithme de type recuit simul� qui utilise une dynamique de type RJMCMC construite pour

la simulation du �Candy� mod�le�

Cet algorithme simule d
une mani�re it�rative la loi de probabilit� �

f�S�H� � �f�S��
�

H ���
�

tout en faisant d�cro�tre la temp�rature H� Quand H � �� le r�sultat de la simulation

converge en loi vers l
optimum global 
S�

��� Energie d�attache aux donn�es


���� D��nition

L
�nergie d
attache aux donn�es UD�S� doit indiquer l
emplacement du r�seau dans

l
image�

Nous faisons l
hypoth,se que les valeurs des pixels appartenant � la route sont homog�nes

dans la direction de la route� et qu
il existe aussi un contraste important entre la route et

le fond�

Nous consid�rons par cons�quent qu
un segment se trouve sur une route si les statis�

tiques des pixels correspondant � sa silhouette sont di��rentes des statistiques des segments
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Dsd

Ds

Dsg

segment

Fig� ��� + Segment dans une image

� �droite� et � �gauche� par rapport � l
orientation de la route �cf� Fig� �����

L
�nergie d
attache aux donn�es doit aussi permettre d
�viter de placer des segments

sur les contours des autres objets dans l
image ou bien au milieu d
une r�gion homog�ne�

Pour pouvoir incorporer ces consid�rations dans une seule fonction� nous allons construire

l
�nergie d
attache aux donn�es � partir de tests d
hypoth�ses !Germain et R�fr�gier� ����"�

!R�fr�gier et al�� ���� �a�"� !R�fr�gier et al�� ���� �b�"�

Nous d��nissons trois r�gions comme dans la Figure ��� �

�Ds � W �s� est la r�gion de l
image qui contient les pixels appartenant � la silhouette du

segment que l
on souhaite analyser � nDs
�
est le nombre de pixels correspondant �

�Dsd � W �sd� est la r�gion de l
image qui contient les pixels appartenant � la silhouette

du segment qui se trouve � la droite du segment � analyser � nDsd
�

est le nombre de pixels

correspondant �

�Dsg � W �sg� est la r�gion de l
image qui contient les pixels appartenant � la silhouette

du segment qui se trouve � la gauche du segment � analyser � nDsg
�

est le nombre de pixels

correspondant�

Les masques ont donc les dimensions d
un segment� L
�cart 	 entre les segments est

n�cessaire pour �viter les erreurs dues � la discr�tisation� Les pixels qui se trouvent entre

les silhouettes des segments ne sont pas pris en compte�

Soit alors l
hypoth�se H� � nous avons trois r�gions di��rentes� Pour �crire la vraisem�
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Fig� ��� + Hypoth�se H� � trois r�gions di��rentes

blance de cette hypoth�se nous allons supposer que les pixels � l
int�rieur de chaque r�gion

suivent une loi gaussienne� cette hypoth�se �tant largement utilis�e en traitement d
image�

La fonction de vraisemblance pour l
hypoth�se H� est �

L�H�� �

nDs
�Y

i��

�q
��
�Ds

�

exp���x
Ds
�

i � �Ds
�
��

�
�Ds
�

��

�
n
Dsd
�Y

i��

�q
��
�

Dsd
�

exp��
�x

Dsd
�

i � �Dsd
�
��

�
�
Dsd
�

��

�
n
D
sg
�Y

i��

�q
��
�

Dsg
�

exp��
�x

Dsg
�

i � �Dsg
�
��

�
�
Dsg
�

�

�����

avec �Ds
�
� 
�Ds

�
� �Dsd

�
� 
�

Dsd
�

� �Dsg
�
� 
�

Dsg
�

� les estim�es de la moyenne et de la variance pour

chaque r�gion�
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En prenant le logarithme de l
Eq� ������ il vient �

logL�H�� � �nD
s
�

�
log���
�Ds

�
��

nDs
�X

i��

�x
Ds
�

i � �Ds
�
��

�
�Ds
�

�
nDsg

�

�
log���
�Dsg

�

��
n
D
sg
�X

i��

�x
Dsg
�

i � �Dsg
�
��

�
�
Dsg
�

�
nDsd

�

�
log���
�

Dsd
�

��
n
Dsd
�X

i��

�x
Dsd
�

i � �Dsd
�
��

�
�
Dsd
�

�����

et d
o& �

logL�H�� � �
nDs

�
	 nDsg

�
	 nDsd

�

�
� nDs

�

�
log���
�Ds

�
�

�
nDsg

�

�
log���
�Dsg

�

��
nDsd

�

�
log���
�

Dsd
�

� �����

D��nissons maintenant deux r�gions autour d
un segment comme dans la Figure ��� �

�Dcd
� est la r�gion de l
image qui contient les pixels � droite du plus grande axe de sym�trie

du segment � analyser � nDcd
�

est le nombre de pixels correspondant� Cette r�gion est form�e

par les pixels de la r�gion Dsd
� et les pixels de la r�gion Ds

� qui sont plus proche du point

de vue statistique de la r�gion Dsd
� que Dsg

� �

�Dcg
� est la r�gion de l
image qui contient les pixels � gauche du plus grande axe de sym�trie

du segment � analyser � nDcg
�

est le nombre de pixels correspondant� Cette r�gion est form�e

par les pixels de la r�gion Dsg
� et les pixels de la r�gion Ds

� qui sont plus proche du point

de vue statistique de la r�gion Dsg
� que Dsd

� �

Les pixels qui se trouvent dans la r�gion d�sign�e par l
�cart 	 ne sont pas pris en compte�

Soit l
hypoth�se H� � nous avons un contour� En gardant l
hypoth�se gaussienne� la

fonction de vraisemblance s
�crit �

L�H�� �

n
Dcd
�Y

i��

�q
��
�

Dcd
�

exp��
�x

Dcd
�

i � �Dcd
�
��

�
�
Dcd
�

��

�
n
D
cg
�Y

i��

�q
��
�

Dcg
�

exp��
�x

Dcg
�

i � �Dcg
�
��

�
�
Dcg
�

�

�����
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Fig� ��� + Hypoth�se H� � deux r�gions di��rentes

o& �Dcd
�
� 
�

Dcd
�

� �Dcg
�
� 
�

Dcg
�

sont les estim�es de la moyenne et de la variance de chaque r�gion�

La log�vraisemblance est donc �

logL�H�� �
nDcg

�

�
log���
�Dcg

�

��
n
D
cg
�X

i��

�x
Dcg
�

i � �Dcg
�
��

�
�
Dcg
�

�
nDcd

�

�
log���
�

Dcd
�

��
n
Dcd
�X

i��

�x
Dcd
�

i � �Dcd
�
��

�
�
Dcd
�

�����

ce qui donne �

logL�H�� � �
nDcg

�
	 nDcd

�

�
�
nDcg

�

�
log���
�Dcg

�

��
nDcd

�

�
log���
�

Dcd
�

� ������

D��nissons en�n une r�gion homog�ne autour d
un segment comme dans la Figure ��
 �

�Dh
� est la r�gion de l
image qui contient les pixels appartenant � la r�gion homog�ne d��nie

autour du segment � analyser � nDh
�
est le nombre de pixels correspondant� Cette r�gion est

donc form� par la r�union des pixels des trois silhouettes Dsg
� � Dsd

� et Ds
��
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Comme dans les cas pr�c�dents les pixels compris dans l
espace cr�� par l
�cart 	 ne

sont pas pris en compte�

Fig� ��
 + Hypoth�se H� � une r�gion homog�ne

La fonction de vraisemblance pour l
hypoth�se H� � nous avons une r�gion homog�ne�

s
�crit sous le m	me contexte gaussien �

L�H�� �

n
Dh
�Y

i��

�q
��
�

Dh
�

exp��
�x

Dh
�

i � �Dh
�
��

�
�
Dh
�

� ������

avec �D�
h
� 
�

D�
h

les estim�es de la moyenne et de la variance des pixels appartenant � la r�gion

homog�ne�

La log�vraisemblance s
�crit �

logL�H�� �
nDh

�

�
log���
�

Dh
�

��
n
Dh
�X

i��

�x
Dh
�

i � �Dh
�
��

�
�
Dh
�

������

d
o& �

logL�H�� � �
nDh

�

�
�
nDh

�

�
log���
�

Dh
�

� ������

Soit le test statistique �

��s� � �minflogL�H��� logL�H��� logL�H��� logL�H��g ����
�

Bien que la radiom�trie des r�seaux routiers puisse beaucoup varier selon les zones de

l
image� il se trouve que les valeurs des pixels du r�seau pr�sentent souvent une forme de
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vall�e ou de cr	te par rapport au fond de l
image� Nous pouvons ainsi remarquer qu
en

fonction du type d
image observ�e� nous avons des routes �blanches� ou �noires��

Pour renforcer le test statistique ��s� d
attache aux donn�es d
un Segment� nous ajou�

tons un terme d
�nergie correspondant aux routes �blanches� �

Ucrete�s� � �minf��Ds
�
� �Dsg

�
���Ds

�
� �Dsd

�
�g ������

ou bien un terme d
�nergie correspondant aux routes �noires� �

Uvallee�s� � �minf��Dsg
�
� �Ds

�
���Dsd

�
� �Ds

�
�g ������

L
�nergie d
attache aux donn�es pour un segment est d��nie comme suit �

UD�si� �

�
�

�

� si ��si� � m

��si� si ��si� � �m�M �

� si ��si� � M

������

m etM sont des constantes positives� Cette construction est n�cessaire pour que le �Candy�

mod�le compl�t� par l
attache aux donn�s soit localement stable�

L
�nergie d
attache aux donn�es pour toute la con�guration est �

UD�S� �
nX
i��

UD�si� ������

Pour illustrer le r�le de l
�nergie d
attache aux donn�es� nous avons fait l
exp�rience

suivante � nous avons �x� la longueur et l
�paisseur des segments ainsi que le nombre

d
orientations possibles� En chaque point de l
image� nous avons calcul� l
�nergie d
attache

aux donn�es pour toutes les orientations possibles� Le maximum de niveau de gris en un

point de l
image correspond au minimum de l
�nergie� par rapport � l
orientation� du seg�

ment centr� dans ce point�

Dans la Figure ���a�� nous avons un fragment d
une image satellitaire SPOT �r�solu�

tion de ��m par pixel�� Le r�sultat de l
attache aux donn�es est montr� dans la Figure ���b��

L
expression compl�te de l
�nergie du syst�me est alors �

U�S� � UD�S� 	 UI�S� �
X
si�S

UD�si��
�
�log g�si� 	

X
si�sj �i�j

log h�si� sj�

�
A ������
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a�

b�

Fig� ��� + R�sultat de l
attache aux donn�es sur une image SPOT
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Nous appelons ce mod�le �Candy� mod�le complet� Si nous mettons la densit� du

�Candy� mod�le complet sous la forme de densit�s de processus ponctuels marqu�s avec

interaction entre les points� nous obtenons �

f�S� 	 �n�S�
nY
i��

d�si�g�si�
Y

i�j�si�sj

h�si� sj� ������

avec d�si� � exp��UD�si�� pour tout i � �� � � � � n�


���� Stabilit� locale du �Candy� mod�le complet

PROPOSITION �Le processus ponctuel d�crit par la densit� de probabilit� de �Candy� mo	

d�le complet a la propri�t� de stabilit� locale

PREUVE � Soit l
intensit� conditionnelle de Papangelou pour le �Candy� mod�le complet

que nous pouvons �crire en tenant compte de l
Eq� �
����

����S� � d���M ������

avec M la constante de stabilit� locale de 'Candy( mod�le�

Le terme d��� est construit comme suit �

d��� � exp��UD���� � � ������

Donc la condition de stabilit� locale pour le �Candy� mod�le complet �

����S� � M ������

est accomplie�

��� R�sultats

Nous avons choisi d
�tudier le comportement des param�tres sur un fragment d
image

SPOT �cf� Figure ����� Nous avons choisi cette image � cause de sa complexit� � la plupart

des hypoth�ses caract�ristiques des r�seaux routiers y sont pr�sentes�

Nous souhaitons analyser le comportement de la m�thode en faisant varier la temp�ra�

ture H et le param�tre �c qui contr�le le prolongement du r�seau� Les autres param�tres




��� R�sultats ��

Fig� ��� + Image SPOT T�� utilis�e comme �chantillon d
entra�nement
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�f � �o� �r� �t ont �t� gard�s inchang�s�

Nous avons d�cid� d
�tudier l
in#uence de ces param�tres� car la pratique a montr� que

c
est eux qui in#uence le plus la qualit� de la d�tection� Des r�sultats sont montr�s sur les

Figures ����a�b et c� et ����a�b�c��

Nous observons que plus �c il est important� moins nous avons de fausses alarmes� Par

contre� dans ce cas�le r�seau n
est pas complet�

La temp�rature initiale H a une in#uence di��rente� A hautes temp�ratures beaucoup

de segments libres� mal align�s ou en interaction de type r�pulsion sont accept�s� Cela per�

met� de trouver des r�seaux plus complets dans l
image� mais toujours avec l
inconv�nient

de d
avoir des fausse alarmes �cf� Figures ��� et �����

Nous avons utilis� des segments avec une �paisseur �x�e � un pixel� L
�cart entre les

masques a �t� �x� aussi � 	 � �� Cela nous permet de d�tecter des r�seaux dont l
�paisseur

est comprise entre � et � pixels� Les algorithmes ont e�ectu� ��� it�rations pour obtenir

les r�sultats pr�sentes dans ce manuscript� La con�guration initiale est donn�e par l
image

vide� c
est � dire ne contenant aucun segment� Nous sommes donc dans le cadre compl��

tement non�supervis�� une fois les param�tres �x�s� L
extraction des structures principales

du r�seau n�cessite environ ����� minutes sur une station de travail Sun Sparc Ultra ��

���� MHz�� Pour compl�ter le r�seau� beaucoup plus de temps est n�cessaire�

L
�tape suivante a consist� � tester les m	mes param�tres sur des extraits de la m	me

image SPOT� Les r�sultats sont montr�s sur les Figures ��� et �����

Avec les m	mes param�tres nous avons lanc� la d�tection sur un fragment d
image a��

rienne fournie par l
IGN �cf� Figure ������ Comme sur les images SPOT� les routes sont

�blanches�� Par cons�quent� nous avons utilis� dans le terme d
�nergie d
attache aux don�

n�es la condition de cr	te �cf� Eq� ��������

Nous avons souhait� tester nos algorithmes sur des r�seaux routiers beaucoup plus com�

plexes� Sur la Figure ����� nous avons un fragment d
une image SPOT � contenant le r�seau

routier urbain de la ville de Mexico� Nous remarquons que� dans ce cas les routes pr�sentes

dans l
image sont plus �noires�� donc nous devons utiliser le terme vall�e �cf� Eq��������

�image fournie par le CNES �projet ISIS� et par le projet RADAR�PNTS de GDR�ISIS




��� R�sultats ��

a� Extraction des routes � �c � ���

b� Extraction des routes � �c � ���

c� Extraction des routes � �c � ���

Fig� ��� + D�tection des routes sur l
image T� avec comme temp�rature initiale H � �����
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a� Extraction des routes � �c � ���

b� Extraction des routes � �c � ���

c� Extraction des routes � �c � ���

Fig� ��� + D�tection des routes sur l
image T� avec comme temp�rature initiale H � ����
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a�

b�

Fig� ��� + Extraction des routes � a� images SPOT T� � b� r�seau routier d�tect�
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a�

b�

Fig� ���� + Extraction des routes � a� images SPOT T� � b� r�seau routier d�tect�
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a�

b�

Fig� ���� + Extraction des routes sur une image a�rienne � a� image initiale � b� r�seau

routier d�tect�
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dans le terme d
attache aux donn�es� Le r�sultat de l
extraction est montr� sur la Figure

�����

Fig� ���� + Image SPOT de la ville de Mexico

Nous avons �galement test� l
algorithme propos� sur une image radar de type RSO ��

Le fragment d
image �tudi� � cf� Figure ���
a � contient le r�seau urbain de la ville de

Mexico� Nous avons lanc� les programmes en gardant l
hypoth�se gaussienne dans les tests

�image fournie par l�ESA
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Fig� ���� + R�seau routier d�tect�
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utilis�s pour l
attache aux donn�es� Il est bien connu que la distribution gaussienne n
est

pas la plus souhaitable dans le cas des images radar� N�anmoins� le r�sultat de l
extraction

sur la Figure ���
b montre le potentiel de notre m�thode � une grande partie du r�seau est

d�tect�e� avec peu de fausses alarmes�

��� Sch�ma de descente de temp�rature

L
estimateur des r�seaux lin�iques dans les images a �t� calcul� en utilisant un algo�

rithme de type recuit simul� fond� sur la dynamique RJMCMC construite pour simuler le

�Candy� mod�le� Le point clef dans la convergence de l
algorithme est le sch�ma de refroi�

dissement de la temp�rature�

!Lieshout� ���
" prouve l
existence d
un tel sch�ma pour la simulation des processus

ponctuels� mais le sch�ma n
est pas utilis� en pratique� L
optimum global est approch� par

une r�alisation du mod�le � temp�rature constante� La temp�rature est maintenue assez

basse tout au long de la simulation �par exemple H � �����

Nous avons d�cid� d
utiliser un sch�ma mixte� Nous commen%ons � des temp�ratures

assez hautes pour favoriser l
apparition des segments les moins probables dans l
image� Pour

cette premi�re �tape� nous utilisons un des sch�mas de refroidissement les plus lents �

Hniter �
H�

log�� 	 niter�
����
�

avec H� la temp�rature initiale et niter le nombre d
it�rations�

Quand la temp�rature descend au dessous d
un certain Seuil �H0
���� nous appliquons

un sch�ma de descente polynomial �

Hniter�� � c�Hniter ������

avec c � ������

En utilisant ce sch�ma le refroidissement va se produire assez rapidement� Donc les

segments ayant une probabilit� importante vont 	tre ajout�s � la con�guration plus t�t�

Quand la temp�rature est proche de z�ro� par exemple H � ���� nous laissons l
algorithme

tourner avec une temp�rature constante�
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a�

b�

Fig� ���
 + Extraction des routes sur une image radar ERS � a� image initiale � b� r�seau

routier d�tect�
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Ce sch�ma est bien �videmment une heuristique� Mais par rapport � l
heuristique utilis�

dans !Lieshout� ���
" elle a l
avantage de mettre en �vidence le r�le de la temp�rature dans

un algorithme de type recuit simul��

��
 Validation des r�sultats


�	�� G�n�ralit�s

Les r�sultats pr�sent�s sur les images SPOT et sur l
image a�rienne ont �t� obtenus avec

le m	me jeu de param�tres utilis� pour l
apprentissage� Pour l
image radar� nous avons ren�

forc� le �Candy� mod�le pour essayer de compenser le fait que le terme d
attache aux

donn�es n
�tait pas parfaitement adapt� � ce type d
image�

Il est toujours d�licat d
appr�cier la qualit� des r�sultats obtenus� surtout dans le cas o&

l
on est pas en possession des v�rit�s de terrain� L
apprentissage des param�tres est pure�

ment subjectif quand nous ne conaissons pas exactement ce qui est route et ce qui ne l
est

pas dans l
image� Nous avons d$ nous contenter d
une appr�ciation uniquement visuelle des

r�sultats obtenus� Mais dans la plupart des cas� les images sur lesquelles nous avons test�

notre m�thode contenaient des routes qui �taient facilement observables�

Les r�sultats que nous montrons dans ce manuscript sont les meilleurs� dans le sens o&

nous avons d$ faire un compromis entre l
exhaustivit� du r�seau et un nombre important

de fausses alarmes� G�n�ralement� le poids du compromis est d�termin� par le type d
ap�

plication�

Nous pouvons remarquer� par rapport aux consid�rations pr�c�dentes� que le r�seau

d�tect� par la m�thode propos�e est assez complet avec tr�s peu de fausses alarmes� Nous

pouvons notamment �liminer les fausses alarmes caus�es par la pr�sence d
objets ayant une

radiom�trie similaire � celle d
une route �par exemple les petites maisons de la Figure �����

Le prolongement du r�seau se fait toujours dans la bonne direction� Les interruptions dans

le r�seau peuvent 	tre combl�es si elles sont plus petites que la taille maximale d
un segment

�cf� Figure ������


�	�� F�rets galeries

Les f�rets galeries sont des objets g�ographiques repr�sentant des rivi�res couvertes par

les arbres des deux rives qui en forment des galeries� Nous trouvons souvent les f�rets ga�
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leries dans les pays d
Afrique�

Le BRGM a mis � notre disposition une image SPOT � r�presentant des forets galeries

ainsi que la v�rit� terrain correspondante �cf� Figure ������

Pour d�tecter les r�seaux des forets galeries� nous avons d$ modi�er les param�tres du

�Candy� mod�le� par rapport aux param�tres utilis�s pour l
extraction de routes� Nous

avons rel ch� les p�nalisations sur la r�pulsion et l
alignement� car les rivi�res sont beau�

coup plus sinueuses que les routes�

Les r�sultats de l
extraction� obtenus en modi�ant le param�tre du prolongement de r��

seau �c� sont montr�s dans la Figure ����� Nous pouvons observer� que nous avons toujours

le m	me compromis � faire par rapport � la v�rit� terrain � exhaustivit� du r�seau versus

fausses alarmes�

Faute de temps� nous n
avons pas pu approfondir cette �tude� La prochaine �tape serait

de chi�rer ce compromis� Car il est du � plusieurs facteurs� Un de plus importants est le fait

que la v�rit� de terrain est construite pixel par pixel� alors que le r�seau que nous d�tectons

est approxim� par des segments�

Nous avons donc montr� par diverses simulations que le �Candy� mod�le peut 	tre uti�

lis� pour l
extraction de r�seaux lin��ques ayant des topologies di��rentes comme les rivi�res

ou les routes�

�images fournies par le BRGM dans le cadre du projet MAJOR soutenu par la DGA
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a�

b�

Fig� ���� + Extraction des forets galeries � a� image SPOT � b� v�rit� de terrain
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a�

b�

c�

Fig� ���� + R�sultat de l
extraction � a� �c � ��� � b� �c � ��� � c� �c � ���
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Chapitre �

Estimation des param�tres

Estimer les param�tres d
un mod�le utilis� en traitement d
image

veut dire que l
on est capable de construire des m�thodes compl�te�

ment non�supervis�es�

Nous pr�sentons dans ce chapitre une m�thode d
estimation des

param�tres du �Candy� mod�le� utilisant le Maximum de Vraisem�

blance faisant appel � une m�thode de type MCMC�

Le chapitre commence par la pr�sentation du formalisme de

construction du Maximum de Vraisemblance� Ensuite� nous expli�

quons les modi�cations que nous avons apport�s sur le �Candy�

mod�le a�n que l
estimation des param�tres soit possible�

L
estimateur de Maximum de Vraisemblance est obtenu en utilisant

une m�thode d
optimisation locale qui s
appuie sur le principe du

gradient � pas optimal�

Des r�sultats et quelques consid�rations g�n�rales sont pr�sent�s �

la �n de ce chapitre�
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��� Fonction de vraisemblance

Soit f��s� la densit� non�normalis�e d
un processus ponctuel� c��� la constante de nor�

malisation� � � V les param�tres du mod�le et V le sous�espace des param�tres� Sui�

vant !Geyer et Thompson� ����"� !Geyer� ����"� la fonction de log vraisemblance pour une

observation s s
�crit �

l��� � log f��s�� log c��� �����

Comme nous cherchons uniquement � maximiser la log�vraisemblance� nous pouvons la

consid�rer � une constante pr�s et modi�er l�g�rement sa d��nition �

l��� � log
f��s�

f��s�
� log

c���

c���
�����

o& � est un param�tre �x��

Le terme relatif au rapport des constantes de normalisation peut ne pas 	tre calculable

analytiquement� Mais� nous avons �

c���

c���
�

�

c���

Z
S
f��s���ds�

�

Z
S

f��s�

f��s�

f��s�

c���
��ds� �����

�

Z
S

f��s�

f��s�
p��s���ds�

� E�



f��S�

f��S�

�

ce qui montre la possibilit� d
approximer le calcul de la log vraisemblance par des m�thodes

de type Monte Carlo�

Soit S�� S�� � � � � Sn des �chantillons simul�s � partir de f��s�� Alors� la log vraisemblance

qui s
�crit �

l��� � log
f��s�

f��s�
� log



E�

f��S�

f��S�

�
���
�

peut 	tre approxim�e par �

ln��� � log
f��s�

f��s�
� log

�
nX
i��

f��Si�

f��Si�

�
�����
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La valeur 
�n qui maximise l
�quation ����� est une approximation de l
estimateur 
� qui

maximise l
�quation ���
��

Soit le gradient de l
�quation ����� �

rln��� � r log f��s��
Pn

i��
rf��Si�
f��Si�

f��Si�
f��Si�Pn

i��
f��Si�
f��Si�

�����

Nous reconnaissons une situation d
�chantillonnage pond�r�� avec les poids d
�chan�

tillonnage donn�es par �

wn�����s� �

f��s�
f��s�Pn

i��
f��Si�
f��Si�

�����

Le gradient de la fonction de log vraisemblance devient alors �

rln��� � r log f��s�� En����r log f��S� �����

avec �

En����r log f��S� �

nX
i��

r log f��Si�wn�����Si� �����

l
approximation de Monte Carlo de E�r log f��S��

De la m	me fa%on� nous avons le hessien de la fonction de log � vraisemblance �

r�ln��� � r� log f��s�� En����r� log f��S�� Varn����r log f��S� ������

et

Varn����r log f��S� � En����r log f��S�r log f��S�
T

� �En����r log f��S���En����r log f��S��
T

avec Varn����r log f��S� la matrice de covariance�

En utilisant une m�thode it�rative d
optimisation locale� nous estimons les param�tres

du mod�le �

�k�� � �k � �r�ln��k��
��rln��k� ������

Nous avons donc tous les �l�ments pour pouvoir estimer les param�tres d
un processus

ponctuel dont on connait la densit� de probabilit� � une constante pr�s� Deux conditions

sont encore n�cessaires � nous devons �chantillonner su�samment longtemps pour atteindre

la convergence avant la construction des poids d
�chantillonnage� et �� la valeur initiale des

param�tres ne doit pas 	tre trop �loign�e de la solution�
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��� Modi�cation du �Candy� mod
le

Soit f�S� la densit� du �Candy� mod�le mise sous la forme d
un processus ponctuel de

Gibbs �

f�S� 	 exp�

	X
i��

Ni�i� � exp�� �N� �� �� ������

�� est le vecteur des param�tres �

�� � �c � log g��

�� � �f � log g��

�� � �o � log ho

�
 � �r � log hr

�	 � �t � log �

������

�c contr�le le prolongement du r�seau� �f � �o� �r p�nalisent respectivement les segments

libres� les segments mal orient�s et les segments en interaction de type r�pulsion� �t contr�le

la densit� de segments dans la con�guration�

�N est le vecteur des caract�ristiques du mod�le �

N� � Nc

N� � Nf

N� � No

N
 � Nr

N	 � Nt

����
�

Nc est le nombre de segments avec une seule extremit� connect�e� Nf est le nombre de

segments libres� No est le nombre de paires de segments mal orient�s� Nr est le nombre de

paires de segments en r�pulsion� et Nt est le nombre total de segments dans la con�guration

S�

Le terme �t agit sur tous les segments indi��remment de l
�tat des segments et du type

d
interaction � r�pulsion ou attraction� Le terme �c p�nalise tout prolongement du r�seau�

ind�pendamment de la fa%on d
interagir d
un segment avec les autres segments�

La seule con�guration �tat qui est uniquement penalis�e par �t est quand un segment

est connect� aux deux extremit�s et correctement align� par rapport aux autres segments�

Si un segment est libre avec ou sans interaction� ajouter le terme �t � l
�nergie est une
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p�nalisation de plus� Il en est de m	me pour le terme �c�

Dans le cas de l
extraction de routes� cette sur�param�trisation est utile dans le sens

o&� tout en controlant la densit� des segments dans l
image� nous souhaitons prolonger le

r�seau dans la direction o& les donn�es sont les meilleures�

Pour l
estimation des param�tres� il est n�cessaire de r�duire cette redondance entre les

param�tres� Nous souhaitons que chaque param�tre agisse dans des situations qui ne se

superposent pas� a�n que les param�tres soient plus � orthogonaux ��

Un segment a deux �tats � libre ou connect�� Il peut 	tre en interaction de type r�pulsion

ou d
attraction� S
il est dans une interaction de type attraction� il peut 	tre bien ou mal

orient��

Pour mieux pr�ciser l
action de chaque param�tre en fonction de l
�tat d
un segment

et de ses interactions avec le reste de la con�guration� nous avons d�cid� de modi�er le

�Candy� mod�le comme suit �

�� � �f � � log g��

�� � �o � � log ho

�� � �r � � log hr

�
 � �a � � log ha

������

avec ha � ��

Le dernier terme est une p�nalisation appliqu�e aux segments qui se trouvent dans une

interaction de type attraction et qui v�ri�ent les conditions d
alignement� Les interactions

sont d��nies de la m	me fa%on que pour le �Candy� mod�le initial� Les caract�ristiques

d
une con�guration sont �

N� � Nf

N� � No

N� � Nr

N
 � Na

������

avec Na le nombre de paires de segments qui sont en interaction d
attraction et qui sont

bien align�s�

Il est tr�s facile de prouver que le mod�le reste stable malgr� cette modi�cation� Pour

simuler ce mod�le� nous utilisons la m	me m�thode que pour le �Candy� mod�le� Il n
y
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a aucun changement au niveau de la dynamique et des taux d
acceptation� La cha�ne de

Markov qui simule un tel mod�le a les m	me propriet�s d
irr�ductibilit�� de r�currence et

d
ergodicit� que la cha�ne construite pour �chantillonner la loi du �Candy� mod�le initial�

Sur la Figure ���� nous montrons quelques r�alisations du nouveau mod�le pour di���

rents param�tres�

��� Log�vraisemblance du �Candy� mod
le

Soit f��S� la densit� de probabilit� non�normalis�e de �Candy� mod�le modi�� �

f�S� 	 exp�


X
i��

Ni�S��i� 	 exp�� N�S�� � �� ������

avec le vecteur des caract�ristiques de la r�alisation S �

N�S� � �Nf �S�� No�S�� Nr�S�� Na�S�� ������

et le vecteur des param�tres �

��S� � ��f �S�� �o�S�� �r�S�� �a�S�� ������

Soit Sd une r�alisation du mod�le� Le vecteur des caract�ristiques du mod�le est �

N�Sd� � �Nf �Sd�� No�Sd�� Nr�Sd�� Na�Sd�� ������

Nous souhaitons estimer les param�tres du mod�le� 
�� qui maximisent la fonction de

log�vraissemblance�

La forme de la densit� du mod�le nous donne �

log f��s� �� N�s�� � �

r log f��s� � N�s�

r� log f��s� � �

������

et les poids d
�chantillonnage �

wn�����s� �
exp�N�s������Pn
i�� exp

�N�Si������
������
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a� b�

�f � ���� �f � ����

c� d�

�o � ��� �o � ���

e� f�

�r � ��� �r � ���

g� h�

�a � ���� �a � ���

Fig� ��� + R�alisations du �Candy� mod�le modi��
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Nous obtenons pour la fonction de log�vraissemblance �

ln��� �� N�Sd�� � � � � � log

�
�

n

nX
i��

exp�N�Si������

�
������

et le gradient devient �

rln��� � N�Sd�� En����N�S� � N�Sd��
nX
i��

N�Si�wn�����Si� ����
�

ainsi que le Hessien �

r�ln��� � �VarN�S� ������

��� Algorithme d�estimation

L
algorithme d
estimation des param�tres que nous pr�sentons ci�apr�s s
appuie sur le

principe des m�thodes de gradient � pas optimal !Ciarlet� ���
" ��
ln��k 	 ���k�rln��k�� � max��R ln��k 	 �rln��k��
�k�� � �k 	 ���k�rln��k�

������

���k� �tant le pas optimal� Sa valeur est trouv�e en e�ectuant une optimisation unidimen�

sionnelle de la fonction de vraissemblance�

Le fait que nous calculions le gradient de la fonction de vraisemblance et que nous cal�

culions aussi le pas d
optimisation nous d�marque des m�thodes pr�sent�s dans !Younes�

����"� !Moyeed et Baddeley� ����"�

La di��rence principale par rapport � l
algorithme d�crit dans !Descombes et al�� ����a"

r�side dans la non�utilisation du hessien� Dans la plupart des cas nous souhaitons avoir

des con�gurations avec tr�s peu de segments libres� mal orient�s ou en interaction de type

r�pulsion� Ceci peut rendre le hessien mal conditionn��

ALGORITHME �

�� Soit une r�alisation Sd� caracteris�e par Nd

�� Initialiser 
�� et k � �

�� Echantillonner la loi f�k�S�



��� Chapitre �� Estimation des param�tres

�� Calculer le gradient de la fonction de log	vraissemblance

�� Pour chaque direction du gradient �i� calculer les intervalles I
i
k � ��ik���i� �

i
k	��i��

avec � de valeur �x�e

�� Calculer la nouvelle valeur �k�� en maximisant la log	vraissemblance dans chaque inter	

valle� utilisant la m�thode de recherche par section d
or

�� Si k�k�� � �kk � T � alors k � k 	 � et aller � l
�tape �� T est une valeur �x�e a priori�

Pour choisir la valeur � n�c�ssaire pour calculer les intervalles Ii� nous nous sommes

appuy�s sur des h�uristiques issues des simulations� Chaque composante �i du vecteur des

param�tres peut 	tre encadr�e par l
intervalle ��imin� �
i
max��

Par exemple� l
intervalle correspondant � la p�nalisation des segment libres est compris

entre ���� ��� � pour �f � ��� le nombre de segments libres Nf est tr�s important dans une

con�guration� ce qui alourdit les calculs et qui est assez �loign� des con�gurations que l
on

souhaite d�terminer� Pour �f � ��� la valeur moyenne de Nf tend vers z�ro� donc nous ne

pouvons pas estimer avec pr�cision les valeurs des param�tres qui d�passent cette valeur

moyenne� Il est �vident� que ces limites doivent 	tre �x�es par rapport aux topologies du

mod�le que l
on souhaite obtenir�

En conclusion� � est �x� de telle fa%on que Iik � ��imin� �
i
max��

��
 R�sultats

Nous montrons sur la Figure ��� une r�alisation du mod�le � estimer et ses param�tres�

Le tableau montre les valeurs des statistiques su�santes de la r�alisation� les moyennes des

statistiques su�santes et les param�tres avec lesquelles le mod�le a �t� simul��

Le mod�le a �t� simul� pendant ��� it�rations� Les statistiques su�santes ont �t� pr�le�

v�es toutes les ��� it�rations� L
algorithme d
estimation des param�tres contient les m	mes

mouvements que ceux utilis�s dans la construction du mod�le� Les mouvements ont �gale�

ment le m	me poids dans la dynamique� Pour calculer les moyennes des statistiques suf�

�santes� nous avons simul� le mod�le pendant ��� � ��	 it�rations avec une p�riode de



���� R�sultats ���

chau�age de ��� � ��	 it�rations� Ces valeurs ont �t� choisies par rapport aux courbes sur

l
�volution des moyennes des statistiques su�santes present�es dans le chapitre �tudiant la

dynamique RJMCMC�

Statistiques su�santes Moyennes des statistiques Param�tres

Nf � � Nf � ������ �f � ����

No � �� No � ������� �o � ���

Nr � � Nr � ������ �r � ���

Na � �� Na � ������� �a � ����

Fig� ��� + R�alisation du mod�le � estimer

Pour tester l
algorithme� nous avons decid� dans un premier temps� de consid�rer comme

donn�es les moyennes des statistiques su�santes� Le premier test �cf� Figure ���� a �t� r�alis�

� partir d
une initialisation avec la solution� Des r�sultats avec une initialisation di��rente

de la solution sont montr�s sur les Figures ��
 et ���� Dans les tableaux de r�sultats� nous

montrons les donn�es� les conditions initiales� les moyennes des statistiques su�santes et

les param�tres estim�s� Nous pr�sentons �galement une r�alisation du mod�le avec les pa�

ram�tres estim�s�

Utiliser comme donn�es les moyennes des statistiques su�santes n
est pas toujours pos�

sible� Souvent� nous devons pouvoir estimer les param�tres d
un mod�le � partir d
un seul

�chantillon�

Les r�sultats d
une telle estimation sont montr�s dans les Figures ���� ��� et ����
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Donn�es Conditions initiales Moyennes des statistiques Param�tres estim�s

Nf �Sd� � ������ �f � ���� Nf � ������ 
�f � �������

No�Sd� � ������� �o � ��� No � ������� 
�o � ������

Nr�Sd� � ������ �r � ��� Nr � ������ 
�r � ������

Na�Sd� � ������� �a � ���� Na � ������� 
�a � ������

Fig� ��� + Estimation des param�tres � partir des moyennes des statistiques su�santes

Donn�es Conditions initiales Moyennes des statistiques Param�tres estim�s

Nf �Sd� � ������ �f � ���� Nf � ������� 
�f � �������

No�Sd� � ������� �o � ��� No � ������� 
�o � ������

Nr�Sd� � ������ �r � ��� Nr � ������ 
�r � ������

Na�Sd� � ������� �a � ��� Na � ������� 
�a � ������

Fig� ��
 + Estimation des param�tres � partir des moyennes des statistiques su�santes
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Donn�es Conditions initiales Moyennes des statistiques Param�tres estim�s

Nf �Sd� � ������ �f � ���� Nf � ������ 
�f � �������

No�Sd� � ������� �o � ��� No � ������� 
�o � ������

Nr�Sd� � ������ �r � ��� Nr � ������ 
�r � ������

Na�Sd� � ������� �a � ��� Na � ������� 
�a � ������

Fig� ��� + Estimation des param�tres � partir des moyennes des statistiques su�santes

La di��rence entre les r�sultats de ces deux exp�riences s
explique par le fait qu
il existe

un certain �cart entre les statistiques su�santes et les moyennes des statistiques su�santes�

Cet �cart existe aussi dans le cas de l
estimation des param�tres pour les champs de Mar�

kov en traitement d
image� Mais dans ce dernier cas� cet �cart a moins d
in#uence sur les

param�tres !Descombes et al�� ����a"�

La fonction de log�vraisemblance est convexe� Pour 	tre sur d
avoir atteint la convexit��

c
est � dire la convergence de la cha�ne simul�e� nous devons �chantillonner longtemps� La

m�thode est robuste si les conditions initiales ne sont pas tr�s �loign�es de la solution re�

cherch�e !Geyer� ����"� !Descombes et al�� ����a"� Dans le cas o& nous sommes trop �loign�s

des conditions initiales� nous devons r�initialiser l
algorithme et r��echantillonner le mod�le�

ce qui est co$teux en temps de calcul� Nous observons donc l
utilit� pratique de poss�der

des crit�res de convergence �ables pour la r�solution d
un tel probl�me�

Ce travail reste � 	tre complet� en ajoutant un terme d
attache aux donn�es� C
est �

dire passer au cas des donn�es incompl�tes� Cette derni�re �tape permettra le passage � des
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Donn�es Conditions initiales Moyennes des statistiques Param�tres estim�s

Nf �Sd� � � �f � ���� Nf � ������ 
�f � �������

Nr�Sd� � �� �o � ��� No � ������� 
�o � ������

No�Sd� � � �r � ��� Nr � ������ 
�r � ������
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Conclusion et perspectives

Le travail que nous avons men� propose une nouvelle mani�re de r�soudre des probl�mes

classiques en traitement d
image comme l
extraction de r�seaux lin��ques� par l
adoption

d
un cadre th�orique peu utilis� jusqu
� pr�sent dans ce domaine � les processus ponctuels

marqu�s�

Nous avons donc continu� la voie ouverte par des pionniers � !Lieshout� ���
"� !Storvik�

���
"� !Rue et Husby� ����"� !Pievatolo et Green� ����"� L
id�e qui est � la base de ces tra�

vaux donne un point de d�part sur la possibilit� d
interpr�ter l
image comme une collection

d
objets et non plus seulement comme un ensemble de valeurs num�riques�

A partir de cette id�e� nous avons cr�� une solution de toutes pi�ces� par un chemine�

ment classique � �tude bibliographique� prise en main de l
appareil th�orique� mod�lisation

du probl�me� �tude du mod�le propos�� pr�sentation et analyse des r�sultats�

Dans ce qui suit� nous allons essayer de pr�senter un certain nombre d
am�liorations et

de perspectives pratiques et th�oriques qui peuvent 	tre envisag�es�

En ce qui concerne les r�sultats obtenus� une validation quantitative est n�cessaire� Il

existe une di��rence essentielle entre notre solution et celles propos�es par d
autres m��

thodes� dans le sens o& la m�thode �tudi�e dans ce manuscript est compl�tement non�

supervis�e� une fois les param�tres du mod�le �x�s� c
est � dire qu
aucune intervention de

l
utilisateur �d��nition de points de contr�le� d
amorces� ���� n
est n�cessaire� Une autre

di��rence importante est la souplesse de �Candy� mod�le � 	tre adapt� pour l
extraction

des reseaux lin��ques avec des topologies di��rentes� Nous pensons que nous avons montr�

aussi des exemples sur des sc�nes r�alistes o& les m�thodes classiques mentionn�es dans la

litt�rature ne pourraient pas aboutir� Nous faisons ici r�ference aux m�thodes de suivi de

routes ainsi qu
aux m�thodes qui s
appuient sur un ra�nement d
une d�tection utilisant des

op�rateurs bas�niveau� m�thodes qui ont beaucoup des di�cult�s � surmonter les obstacles



��� Conclusion et perspectives

sur les routes et qui sont tr�s sensibles au bruit dans l
image�

N�anmoins� tester di��rentes m�thodes sur les m	mes images� accompagn�es par des

verit�s de terrain� nous permettra dans le futur de chi�rer et d
�valuer la capacit� r�elle

de la m�thode propos�e pour extraire des r�seaux lin��ques� Nous pensons notamment �

comparer notre m�thode avec celle propos�e par !Tupin� ����"� m�thode tr�s performante

qui obtient des r�sultats excellents sur des images radar� donc tr�s bruit�es� La m�thode

pr�cit�e a �t� sp�cialement con%ue pour des images radar� donc pour e�ectuer une com�

paraison r�elle� il faudrait aussi que nous adaptions notre terme d
attache aux donn�es �

ce type d
images� Pour construire une attache aux donn�es qui sera ind�pendante du type

d
image� nous pensons nottament � utiliser pour l
attache aux donn�es un test de type

Kolmogoro��Smirnov� test qui n
e�ectue aucune hypoth�se sur la loi de probabilit� suivie

par les niveaux de gris des pixels dans l
image�

Nous pensons �galement qu
il faut analyser l
apport qui peut 	tre amen� par l
utilisa�

tion de plusieurs bandes spectrales dans la construction du terme d
attache aux donn�es�

Pour �liminer les di�cult�s de d�tection intra�urbaines rencontr�es dans les images haute

r�solution� une segmentation de ces r�gions peut 	tre n�cessaire !Lorette et al� ����"� Une

telle segmentation pourrait �galement 	tre utile � la transformation du �Candy� mod�le en

processus non�homog�ne�

L
�tude de l
estimation des param�tres du �Candy� mod�le nous a men� � modi�er et

� reparam�triser celui�ci� Ceci est d$ � notre fa%on d
appr�hender le probl�me � nous avons

cherch� � obtenir les r�sultats sur des donn�es r�elles� avant de faire une analyse plus mi�

nutieuse de l
ancien mod�le �� Il est donc n�cessaire de construire un d�tecteur de r�seaux

lin��ques utilisant le �Candy� mod�le modi��� en lui ajoutant par exemple le terme d
at�

tache aux donn�es d�velopp� dans ce manuscript� Ensuite� il faudra �tudier la possibilit�

de faire l
estimation des param�tres dans le cas de donn�es incompl�tes� C
est seulement �

ce moment l�� que l
on possedera une m�thode r�ellement non�supervis�e�

L
estimation des param�tres ne peut 	tre e�ectu�e que si la fonction de vraisemblance

a atteint la convexit�� c
est � dire que si la distribution de la cha�ne de Markov qui simule

le mod�le a converg� vers sa distribution d
�quilibre�

Nous avons donc besoin de crit�res �ables qui attestent de la convergence de la cha�ne�

���� et pourtant c�est moi qui ai �crit la premi�re page du m�moire ���
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Nous esp�rons trouver une r�ponse � ce probl�me et am�liorer la convergence de la dyna�

mique en utilisant une simulation exacte !Kendall et M*ller� ����"�

Un facteur d�terminant dans l
acc�l�ration de la convergence de la dynamique est le

choix des mouvements� C
est toujours un probl�me ouvert� mais si la proposition des mou�

vements en fonction de l
�tat de la con�guration reste un probl�me tr�s d�licat � mettre en

)uvre� nous pouvons essayer de construire des mouvements qui ont plus de chance d
	tre

accept�s que d
autres� comme la naissance et mort d
un segment correctement orient��

connexion et d�connexion des extremit�s de segments qui se trouvent � une distance plus

proche que la longueur minimale d
un segment ou bien le d�placement d
une extremit� o&

plusieurs segment sont connect�s� Si nous n
avons pas envisag� ces am�liorations pendant

la th�se� c
est que l
�criture du taux d
acceptation de ces mouvements est loin d
	tre triviale�

Pour acc�l�rer les algorithmes simulant le �Candy� mod�le et am�liorer la convergence�

il faut �tudier la possibilit� de parall�liser ce type d
algorithmes� Nous pensons que ce point

est d
un grand inter	t pour la simulation des processus ponctuels en g�n�ral�

Les r�sultats et les simulations que nous avons present�s ne prennent pas en consi�

d�ration l
�paisseur du segment� Nous pensons qu
il est peut�	tre int�ressant d
enrichir le

�Candy� mod�le avec un terme concernant l
�paisseur � privil�gier la connexion entre les

segments de m	me �paisseur� Cela peut nous aider � classi�er par exemple les �l�ments du

r�seau routier �par exemple � route nationale� autoroute� etc���

Le �Candy� mod�le est un processus ponctuel homog�ne� Une direction interessante

� �tudier peut 	tre le cas des r�seaux lin�iques en tant que processus ponctuels non�

homog�nes !Stoyan et Stoyan� ����" � cela peut permettre de s�parer� par exemple� le r�seau

routier intra�urbain du r�seau routier inter�urbain� ou bien de d�tecter dans les images m��

dicales des r�gions avec une forte vascularisation�

Le d�veloppement de �Candy� mod�le en trois dimensions a un interr	t particulier pour

des applications comme la simulation des processus de �ssures� ou l
extraction des vaisseaux

sanguins�

Nous allons �nir cette th�se en �non%ant une des perspectives les plus utopiques� mais

qui nous est tr�s ch�re � utilisant le cadre de la th�orie des processus ponctuels� mettre en

)uvre des mod�les qui prennent en compte plusieurs objets !Descombes et al�� ����"� Si cela
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est possible� nous pourrons e�ectuer des t ches comme la segmentation des images satelli�

taires en utilisant des contraintes de type � �une route m	ne toujours � une ville�� ou bien

�une route passe au bord des champs� pas en plein millieu�� et ainsi de suite� Nous croyons

que le formalisme des processus ponctuels peut nous amener vers une vraie mod�lisation

de sc�ne�

Voil� quelques points� quelques id�es qui peuvent 	tre prises en compte si l
on souhaite

am�liorer� d�velopper ce mod�le� ou bien en cr�er d
autres� Ce travail est plus que perfectible

et loin d
	tre �ni� mais il montre �galement que la th�orie des processus ponctuels marqu�s

peut 	tre un outil th�orique � prendre en consid�ration pour r�soudre des probl�mes d
une

r�elle importance en traitement d
images�
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R�SUM�

Les r�seaux routiers� ou les r�seaux hydrographiques� les vaisseaux sanguins ou bien les �ssures dans les mat�riaux

sont connus dans la communaut� du traitement d�image sous le nom g�n�rique de r�seaux lin��ques	 La th�orie des

processus ponctuels marqu�s est un cadre math�matique rigoureux qui donne la possibilit� de mod�liser l�image

comme un ensemble d�objets en interaction	

Les deux id�es principales qui ont motiv� ce travail sont 
 ces r�seaux sont approch�s par de segments de droite

connect�s� et les r�seaux lin��ques dans une image sont la r�alisation d�un processus ponctuel de Gibbs	

Le processus ponctuel qui mod�lise les r�seaux comporte deux composantes	 Le premier terme �
Candy
 mod�le�

g�re les �tats et les interactions entre segments 
 densit�� connectivit�� alignement et r�pulsion des segments	 L�empla�

cement du r�seau dans l�image est trouv� gr�ce au second terme� le terme d�attache aux donn�es	 Cette composante

du mod�le est construite � partir de tests d�hypoth�ses	

L�estimateur des r�seaux dans l�image est donn� par le minimum d�une fonction d��nergie de Gibbs	 Pour trouver

l�optimum global de cette fonction� nous mettons en �uvre un algorithme de type recuit simul� qui s�appuie� sur une

dynamique de type Monte Carlo par Cha�nes de Markov �MCMC� � sauts r�versibles	 Des r�sultats sont pr�sentes

sur des images a�riennes� SPOT et RADAR �RSO�	

Nous abordons ensuite deux de probl�mes ouverts li�s au 
Candy
 mod�le� mais d�un inter�t th�orique g�n�ral 


la convergence d�une dynamique de Monte Carlo � sauts reversibles� et l�estimation des param�tres des processus

ponctuels	 Une solution � ces probl�mes pourrait ouvrir une nouvelle direction dans la recherche de m�thodes non�

supervis�se en traitement d�image	

Mots clefs � r�seaux lin��ques� extraction de routes� g�ometrie stochastique� processus ponctuel marqu�� processus

ponctuel de Gibbs� 
Candy
 mod�le� tests d�hypoth�ses� dynamique MCMC � sauts reversibles� estimation de para�

m�tres� images a�riennes et satellitaires

ABSTRACT

Road or hydrographical networks� blood vessels or �ssures in materials are all known by the image processing

community under the general name of line networks	 The theory of point processes is a rigourous mathematical

framework which allows us to model an image as a set of interacting objects	

The two main ideas which are the basis of this work are 
 these networks can be considered as connected segments�

and the line networks in an image are the realization of a Gibbs point process	

The point process used to model the networks has two components	 The �rst one �Candy model� deals with the

states and the interaction of the segments 
 density� connectivity� alignment� attraction and rejection	 The location

of the network is determined by the second component� the data term	 This component is based on hypothesis tests	

The network estimator is given by the minimum of a Gibbs energy	 We build a simulated annealing algorithm in

order to avoid local minima	 This algorithm uses reversible jump Monte Carlo Markov Chain �RJMCMC� dynamics	

Results are shown on aerial� SPOT and RADAR �SAR� images	

Finally� we start a study on two open problems related to the Candy model� but of general theoretical interest 


the convergence of a RJMCMC dynamics� and parameter estimation related to point processes	 A solution to these

problems would give a new direction for the research of unsupervised methods in image processing	

Keywords � line networks� road extraction� stochastic geometry� marked point process� Gibbs point process� Candy

model� hypothesis tests� reversible jump MCMC dynamics� parameter estimation� aerial and satellite images


