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Introduction

Dans cette thèse nous nous intéressons à un problème de Cauchy consistant à retrouver
les données de Neumann et de Dirichlet sur la partie intérieure de la frontière d'un domaine
annulaire, à partir de mesures e�ectuées sur une partie de la frontière externe. Dans le
cadre de ce travail les mesures e�ectuées sont de nature électrostatique et thermique et sont
régies par l'équation de Laplace en dimension deux (2D) dans un anneau. Les données ainsi
complétées peuvent être utiles par elles-mêmes dans certaines applications motivées par
le contrôle non destructif des pièces tubulaires en tomographie par impédance électrique
où la partie intérieure étant inaccessible aux mesures, comme de la science médicale. Des
précisions et des références supplémentaires sur le contexte de l'identi�cation de corrosion
et d'autres applications géométriques sont rassemblées dans le chapitre 1.

On suppose que l'on dispose de la trace, sur une partie de la frontière, d'une solution
(potentiel électrique) u de l'équation de Laplace dans une couronne G, ainsi que la donnée
d'une condition de Neumann (�ux de courant) sur une partie de la frontière de ∂G. La
résolution e�ective de ce problème inverse est essentiellement consacrée à étendre ces
données sur la totalité du domaine, permettant de déterminer des dégâts de la corrosion
sur la partie inaccessible de la structure. L'identi�cation de la corrosion se ramène dans
le cas le plus simple à la reconstruction de l'impédance d'un problème de Robin, qui est
le quotient de ces données étendues.

Le problème de Cauchy ainsi décrit est bien connu pour être très instable du fait
de l'absence de solution si les données ne sont pas compatibles, mais surtout du fait
de son extrême sensibilité aux bruits de mesure. Ce phénomène est bien connu depuis
Hadamard [72]. En fait, l'existence d'une telle solution n'est pas toujours assurée pour un
couple de données quelconque, et même si elle existe, elle ne dépend pas continûment des
données, puisqu'on peut approcher ces dernières � si elles sont bruitées donc incompatibles
� d'aussi près que l'on veut par des données compatibles, à condition d'accepter des
comportements violemment perturbés sur la partie inconnue de la frontière. Il nécessite
alors une régularisation appropriée.

Dans ce contexte bidimensionnel, nous exploitons les liens entre les fonctions harmo-
niques et analytiques pour formuler ce problème en termes de reconstruction d'une fonc-
tion analytique dans la couronne, depuis ses valeurs sur une partie de la frontière. Il est
ainsi possible d'exprimer ces problèmes de Laplacien comme des questions de meilleure
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approximation dans les classes de Hardy H2(G) (ensemble de fonctions analytiques dans
G et bornées en norme L2(∂G)). La stabilisation du processus a recours aux problèmes
extrémaux bornés ou (BEP), introduits par Baratchart et al. dans [20]. Cette stabilisation
est obtenue en imposant une borne sur les données étendues, le problème à résoudre étant
alors bien posé.

La solution u du problème direct associée à ce problème inverse étant harmonique,
grâce aux équations de Cauchy-Riemann il existe une fonction f = u+ iv analytique dont
u est la partie réelle et v est le conjugué harmonique de u. Sous des hypothèses appropriées
de régularités des conditions aux bords, la fonction f est de plus bornée en norme L2,
elle appartient alors aux classes de Hardy H2(G). On est ainsi ramené à l'identi�cation
de cette fonction f depuis sa trace sur la partie accessible de la frontière dans la classe de
Hardy H2(G).

Ainsi, la résolution du problème d'extension de données incomplètes peut se poser
comme une première étape d'algorithme d'identi�cation nécessitant des données fron-
tières complètes. Cette étape fait l'objet de la première partie de ce manuscrit, constituée
des chapitres 2 et 3. Dans le chapitre 2 nous nous sommes intéressés à établir des résultats
d'existence et d'unicité de l'extension, la solution d'un problème (BEP), dans les classes
de Hardy H2 dans un domaine doublement connexe, pouvant être ramené par transforma-
tion conforme à une couronne G (naturellement l'application conforme est connue). Nous
présentons ainsi, des formules explicites lorsque les données sont disponibles sur toute la
frontière externe de la couronne et des formules implicites lorsqu'elles ne sont connues
que sur une partie de la frontière extérieure. Ces formules reposent sur la résolution d'une
équation spectrale pour l'opérateur de Toeplitz. Une fois l'extension est déterminée, nous
avons pensé à la question de robustesse de ce schéma d'approximation. Le résultat de
continuité établi dans le théorème 2.4 montre que le schéma de résolution est à peine suf-
�sant pour assurer la continuité de la solution par rapport aux données, on n'espère pas
plus que la convergence faible sur la partie des données manquantes. En visant à assurer la
convergence forte des données étendues, nous construisons des extensions analytiques pour
lesquels le cadre fonctionnel approprié est celui des espaces de Hardy-Sobolev Hm,2(G)

d'ordre m ∈ N∗ (ensemble de fonctions analytiques et bornées en norme L2 ainsi que ses
dérivées d'ordre m). Cette étude nous donne des extensions lisses ainsi que ses dérivées
d'ordre élevé permettant la convergence forte des données étendues sur la partie inconnue
des données (théorème 3.6).

La deuxième partie de ce manuscrit, constituée des chapitres 4 et 5, est dédiée à l'étude
de la stabilité du problème inverse d'identi�cation du c÷�cient de Robin et à la construc-
tion d'une famille d'algorithmes d'identi�cation robuste dans les espaces de Hardy-Sobolev
Hm,2(G). Dans le chapitre 4, nous exploitons la technique d'approximation harmonique
développée dans la première partie pour établir des résultats de contrôle sur le c÷�cient
de Robin, qui est le quotient des données étendues. La question à laquelle nous sommes
4



intéressés est dans quelle mesure le c÷�cient de Robin soit continue à une perturbation
près. Pour le cas d'un domaine simplement connexe, pouvant se ramener au disque unité
par une transformation conforme connue, Chaabane et al. ont prouvé des résultats de
stabilité globale de type log-log ([34, 33]). En se basant sur des résultats de stabilité éta-
blis pour l'extension, nous établissons des similaires en norme L2 et L∞ pour le cas des
domaines doublement connexes avec une amélioration de type un seul logarithme. Ces
résultats ont fait l'objet du papier [74].

La question de résolution du problème inverse consistant à reconstruire le c÷�cient
de Robin a été l'axe principal du chapitre 5. Ce c÷�cient est déterminé par le quotient
des données étendues qui sont déterminées par la solution du problème extremal borné
et sa dérivée normale. Mais la résolution d'un (BEP) ne règle cependant pas tout, dans
la mesure où la borne imposée sur les données étendues est généralement saturée par la
solution, ce qui rend la contrainte une inconnue du problème. Il est donc utile de donner
une méthode permettant de déterminer cette contrainte. Une méthode de �validation
croisée� avait été proposée et testée avec succès dans le cas des domaines simplement
connexes [35]. Cette méthode nécessite qu'une partie des données disponibles soit dévoluée
au calcul de la borne. Nous proposons ici une méthode alternative qui tient compte de
la totalité des données disponibles. Nous avons ainsi mis au point un algorithme tenant
compte de la plus grande rareté des données disponibles dans le cas multi-connexe (d'ordre
zéro) et de l'appliquer aux dérivées successives des données disponibles, ou bien à l'étendre,
pour des données régulières non analytiques, dans les espaces de Hardy-Sobolev d'ordre
m ≥ 1. Les résultats théoriques ont prouvé que ces algorithmes sont d'autant plus robustes
vis à vis des erreurs de mesure que leur ordre est élevé.

La troisième partie de ce travail est consacrée à illustrer numériquement la technique
d'approximation harmonique pour la reconstruction de défauts géométriques portant sur
le problème de Robin, sur la localisation de �ssures internes ou bien sur la détection
de sources ponctuelles dans des disques superposés depuis des mesures frontières d'une
solution du Laplacien. Dans le chapitre 6, nous présenterons une étude numérique des
algorithmes mis au point au chapitre 5 pour la reconstruction du c÷�cient de Robin en
tenant compte de di�érents arguments intervenant dans la résolution. Nous mettons en
évidence l'in�uence du choix de la contrainte imposée sur la nature de la reconstruction et
sa sensibilité par rapport à la régularité de donnée, à la quantité de données disponibles
et aux bruit attachés aux mesures. D'autres problèmes inverses surviennent quant à eux
dans de multiples applications. Dans le chapitre 7, nous considérerons comme exemples
la détection de �ssures courbes prévenant du bouchage des tubes qui mettrait en contact
le �uide primaire et le �uide secondaire dans le tube. Dans cette application, nous consi-
dérons une section plane du tube et nous supposons que l'on dispose de mesures sur la
totalité de la frontière de la couronne G et les étendres dans tout le domaine pour iden-
ti�er et localiser les �ssures portées par un cercle intérieur de G. Une autre application
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potentielle importante se situe en électro-encéphalographie, où il s'agit de détecter par
exemple des centres d'épilepsie dans le cerveau à partir de mesures e�ectuées sur le scalp,
qu'il convient d'étendre jusqu'à la couche la plus interne avant d'en faire usage dans un
algorithme d'identi�cation. Dans cette application on considère le modèle bidimensionnel
qui permet de ramener le problème dans une famille de disques, où étendre des données
(2D) jusqu'à la couche la plus interne peut surgir comme une étape préliminaire en appli-
quant l'approche d'approximation harmonique, avant le recouvrement des singularités qui
surgit comme la deuxième étape de la résolution par l'outil d'approximation méromorphe
ou rationnelle [15, 75, 19].
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Chapitre 1

Motivation et contexte bibliographique

1.1 Motivation du problème

Dans le monde entier, des millions de miles de pipelines sont utilisés pour transporter
de l'eau, du gaz et du pétrole sous terre ou sous mer (à partir des champs pétroliers situés
en pleine mer) ou même à la surface de la terre, depuis leurs sources émettrices jusqu'aux
usines de traitement ou aux consommateurs (�gure 1.1).

Fig. 1.1 � Pipeline pour acheminer le pétrole.

Les tubes sont susceptibles d'être attaqués par un phénomène de corrosion interne et
externe, de �ssuration ou bien de faille de fabrication. La corrosion interne et externe
est la cause principale de fuites et de ruptures des canalisations, se traduisant parfois par
des dégâts catastrophiques (dégâts humains, pollution du milieu naturel, frais supplémen-
taires de réparation, arrêt prolongé du pompage, etc.). Si un pipeline porteur d'eau est
a�ecté d'un éclatement de fuite, au moins cela ne nuit pas l'environnement. Cependant,
si une fuite de pipeline de pétrole ou chimique, cela peut être un désastre environnemen-
tal (�gure 1.2).

La corrosion interne est provoquée le plus souvent par des attaques chimique de la
surface de la conduite. Ce type de corrosion est principalement favorisé par la présence
de sulfure d'hydrogène (HS2) et de dioxyde de carbone (CO2) dans le gaz et la présence
de bactéries sulfato-réductrices (BSR) dans le cas des oléoducs. La corrosion externe est
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Fig. 1.2 � Pipeline endommagé.

dans la majorité des cas le résultat des phénomènes de type électrochimique provoqués
des défauts dans le revêtement du tube, qui laisse des parties de celui ci en contact avec
l'air.

L'idée de la détection de corrosion à partir des mesures frontière sur-déterminées sur-
git à partir de la technique "Tomographie par impédance électrique (TIE)" (voir Kaup et
al. [67]). Elle est actuellement la réponse la plus économique et la plus adaptée à l'iden-
ti�cation et la localisation des corrosions internes dans les tubes. Le principe consiste à
disposer des électrodes sur la partie accessible du tube, on applique un courant sinusoïdal
entre deux électrodes et on mesure les potentiels engendrés aux autres électrodes. On
répète ce processus pour toutes les combinaisons possibles d'électrodes (�gure 1.3). Pour
plus de détails au sujet de cette technique nous renvoyons le lecteur à Colton et al. [42].

Fig. 1.3 � Inspection par la tomographie par impédance électrique (TIE)

1.2 Le problème inverse de corrosion

Dans le présent travail, nous avons essayé d'exploiter une méthode d'approximation
constructive des fonctions pour identi�er l'endroit de corrosion localisé dans la peau in-
10
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terne d'un tube. Le modèle qu'on a adopté est basé sur les di�érentes études faites sur
le sujet. En e�et, les attaques chimique de la surface de la conduite est modélisé par une
couche mince rapidement oscillante dans la limite est divergente et l'épaisseur de cette
couche est presque nulle. Le potentiel électrostatique u véri�e l'équation suivante :

∆u = 0 dans le tube,
et donc u est harmonique dans le domaine. D'autre part, Vogelius et Xu [87] ont signalés
que l'étude de processus de corrosions peut être basé sur la loi de Faraday qui montre
que la mesure de corrosion est proportionnelle au �ux de courant imposé, modélisé par la
relation

∂νu = λi
(
eαu − e−(1−α)u

)
sur la ou les parties corrodées γi, i = 1, · · · ,m, du domaine. Le paramètre λ représente
le c÷�cient d'échange de la densité de courant qui dépend de la concentration près de
la l'interface de la composition du métal et α ∈ (0, 1) est le paramètre cinétique appelé
c÷�cient de transfert, il dépend des constituants du système électrochimique.
La linéarisation des conditions aux bords étant assurée par le développement limité de
∂νu qui se comporte en λiu au voisinage de zéro sur chaque γi, i = 1, · · · ,m (voir [87]) :

λi

(
u+

2α− 1

2
u2 + · · ·

)
∼ λiu ,

et donc sur la partie γi, infectée par la corrosion, on obtient la condition au limite suivante :
∂νu = λiu .

Le problème inverse que nous considérons alors consiste en la détermination des dégâts
de la corrosion sur une partie du bord inaccessible du tube en identi�ant les paramètres
λi, i = 1, · · · ,m, connaissant quelques mesures électriques sur la partie accessible. Pour
introduire notre problème mathématiquement, on suppose que le tube est in�nie de sorte
que le potentiel électrique ne dépend pas de la coordonnée longitudinale. Le domaine
d'étude typique qu'on va considérer dans ce cas est donc une couronne obtenue par une
section plane du tube contenant une partie de la frontière intérieure corrodée (�gure 1.4).

On considère une couronne G = D \ sD qui va être inspecter, où D représente le disque
unité et sD est le disque de centre l'origine et de rayon s ∈ (0, 1). On dé�nit le cercle
unité T = ∂D tel que ∂G = T ∪ sT. On suppose que la surface sT inaccessible contient
une ou plusieurs parties corrodées γi, i = 1, · · · ,m. Les parties γi sont disjointes et les
c÷�cients d'échanges de la densité de courant associés , sont λi ≥ 0, non identiquement
nuls. On suppose que chaque λi ∈ C0(γi). Soit

q(x) =
m∑
i=1

λiχi(x) , x ∈ J ,

11
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Fluide

Partie endommagée

Γd

Γu

Fig. 1.4 � Section plane d'un tube.

où χi représente la fonction caractéristique sur γi et J est la partie inaccessible du bord
de la couronne ∂G.

Di�érents modèles de corrosion ont été abordés dans la littérature, voir par exemple
les travaux de Kaup et Santosa [66], Vogelius et Xu [99], Banks at al. [14], Inglese [62].
Dans ce travail, nous allons adopté le modèle de Santosa et al. [87]. Le champ potentiel u
généré par le champ ub appliqué à I := ∂G \ J , obtenu en imposant un �ux de courant Φ

sur I, satisfait 
∆u = 0 dans G

−∂ν u+ q u = 0 sur J

u = ub sur I,

où ν est la normale unitaire sortante de G sur T et entrante sur sT. Puisque ub peut
changer de signe, le champ u peut s'annuler sur J et donc, la formule (1.2.1) peut ne pas
avoir un sens ou présente un comportement instable,

q =
∂νu

u
. (1.2.1)

La condition de compatibilité des données de Cauchy décrite dans [97] par Yang, Chouli
et Cheng, justi�e la positivité de ub pour l'équation de la chaleur, qui n'est le cas pour le
modèle électrostatique pour détecter la corrosion. Dans notre travail, nous avons donné
un sens à la formule (1.2.1) en assurant la positivité de ub sur la partie inaccessible J sous
la condition d'imposer un �ux Φ ∈ L2(I) positif non identiquement nul et de supposer q
dans la classe d'admissibilité suivante :

Q0 = {q ∈ C0(J); |q(x)| ≤ c et q(x) ≥ c ∀x ∈ J} ,

pour des constantes c, c > 0 �xées. Sous ces conditions, on prouve aussi que le problème
direct admet une unique solution u appartient à l'espace de Sobolev W 3/2,2(G) et qu'il
existe une constante κ > 0 tel que ‖u‖W 3/2,2(G) ≤ κ. Ces résultats représentent une exten-
sion de ceux établits dans [34] par Chaabane et al. dans le cas d'un domaine simplement
connexe transformé au disque unité via une transformation conforme connue.
12
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Mais la di�culté du problème inverse considèré, qui consiste à localiser la corrosion ou
encore à identi�er le paramètre de Robin q, vient du fait qu'il est mal posé au sens de
Hadamard [72] et fortement non-linéaire. En e�et, il s'agit de résoudre un problème de
Cauchy qui risque de ne pas avoir de solution si les données ne sont pas compatibles, et
surtout du fait de son extrême sensibilité aux bruits de mesure. La plupart des techniques
de détection utilise des méthodes itératives comme l'algorithme des moindres carrés ré-
cursifs ou des schémas itératifs de type Newton. Toutes ces méthodes demandent des
temps de calcul énormes pour obtenir une bonne approximation de la vraie solution et
surtout ne convergent pas à coût sûr. Leur éventuelle convergence nécessite un bon choix
de con�guration initiale, proche de la con�guration à trouver.

Dans la littérature, on trouve beaucoup d'auteurs qui se sont intéressés à résoudre ce
problème. Inglese [62], Fasino et Inglese [50, 51] ont adoptés le modèle linéaire de la cor-
rosion, modélisée par Santosa et al. [87] en terme d'un c÷�cient q de type Robin dans
la condition au limite. Le recouvrement de q a été achevé à partir du �ux imposé et la
trace de la solution u générée sur la partie de la frontière accessible. Ces auteurs ont pro-
posés un schema numérique pour approximer q pour des domaines minces et a été basé
sur le développement en série de Fourier. Ces domaines épais ont causé une instabilité
de l'approche numérique. Inglese [62] a démontré l'unicité du c÷�cient de Robin q, à
partir de la température sur une partie du bord accessible, pour des c÷�cient q positifs
de classe C3

0. Dans le cas thermique et le cas thermo-élastique, ce résultat a été amélioré
par Chaabane et Jaoua [34] en 2-D (dans un domaine simplement connexe) pour des
fonctions q continues et minorées par une certaine constante strictement négative et la
partie du bord accessible soit un ensemble in�ni de point ayant un point d'accumulation
appartenant au bord accessible. Ce résultat d'identi�abilité est conservé dans notre étude
pour des domaines doublement connexe.
Kabanikhin et Karchevsky [64] ont résolu ce problème en minimisant la fonction L2-erreur
de la trace sur la partie accessible du bord utilisant le processus du gradient iteratif. Kli-
banov et Santosa [68] utilisent une méthode quasi-reversible pour résoudre le problème de
Cauchy pour l'équation de Laplace et ils ont estimés la fonction erreur de cette méthode
en utilisant les estimations de Carleman.
Slodička et Van Keer [90] ont prouvés un résultat d'identi�cation basé sur la di�érence
au sens de la norme L2 sur la partie de la frontière inaccessible portant le support du
c÷�cient q, entre la température extérieure et intérieure sur cette partie. Cette technique
a été appliquée pour un problème parabolique non linéaire dans un travail de Slodička et
Van Keer [91]. Dans [92], Slodička et Van Keer sont intéressés aussi à un même type de
problème dans un domaine rectangulaire. Ils ont présentés un algorithme qui superpose
le problème directe et le problème inverse pour prolonger la trace de la solution sur la
partie inaccessible qui est développée en série de Fourier. Cette méthode est sensible à
l'épaisseur du domaine.
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Dans un récent travail, Louati [77] a proposé deux méthodes pour l'identi�cation et la lo-
calisation des corrosions internes dans les pipelines. La première se base sur un algorithme
non�itératif de type MUSIC1, qui est basé sur la décomposition singulière de la matrice
de données. La deuxième procédure d'identi�cation est par l'analyse de vibration. Cette
technique d'imagerie consiste à faire propager des ondes guidées ultrasoniques dans les
parois des canalisations et à observer les ré�exions provenant des défauts.
Chaabane et al. dans [32] ont proposés un algorithme d'identi�cation basée sur la mini-
misation des fonctionnelles d'écart énergétiques, dite de Kohn et Vogelius developpé par
Chaabane et Jaoua [34], qui constitue une méthode de moindres carrés auto-régularisante.
L'algorithme consiste, pour une impédance donnée, à résoudre deux problèmes aux limites
de conditions aux limites Robin-Dirichlet et Robin-Neumann respectivement, dont les so-
lutions coincident pour l'impédance e�ective. Cette méthode lisse les éventuelles oscilla-
tions de l'impédance, qui peuvent renseigner sur les lieux de corrosion, mais pas encore
d'évaluer avec précision son niveau si le c÷�cient est trop oscillant.

D'autres travaux s'intéressent à la détermination du c÷�cient de corrosion q en pas-
sant par une étape préliminaire qui consiste à compléter les données lacunaires dont on
dispose : les mesures sont prises sur une partie seulement (celle qui est accessible) de la
frontière, puisque la reconstruction de q nécessite à retrouver les données de Neumann et
de Dirichlet sur la partie intérieure inaccessible, qui est le quotient de ces données éten-
dues. Mais les données complètes ne dépendent pas continûment des données disponibles,
et on peut approcher ces dernières - si elles sont bruitées donc incompatibles - d'aussi
près que l'on veut par des données compatibles, à condition d'accepter des comporte-
ments complètement erratique sur la partie inconnue des données. Diverses techniques de
complétion de données régularisante ont été développées. On citera notamment la méthode
de régularisation évanescente introduite par Cimetière et al. [41] qui étudie un algorithme
de moindres carrés dans l'ensemble des données compatibles, basée sur la régularisation
de Tikhonov itéré [49, 82], le terme de régularisation est la distance entre deux solutions
itérés successives, qui disparaît lorsque les données sont compatibles (c'est à dire non
bruitées). Cette régularisation prouve une convergence forte de la solution sur la partie de
la frontière accessible aux mesures, tandis que la convergence est faible sur l'autre partie
inconnue. Le cas des données incompatibles reste le plus problématique dans le sens où
la convergence forte n'est pas assurée.
Nous citons aussi, l'algorithme de directions alternées de Kozlov et al. [69] qui a été ex-
ploité par A. Ben Abda et al. [11] pour la résolution de divers problèmes inverses (recons-
truction du champ de température dans la peau interne d'un tube, reconstruction d'un
c÷�cient d'échange dans la loi de Fourier, detection de �ssures d'interfaces obéissant à
des conditions aux limites de type Robin). La méthode est basée sur la minimisation d'une

1Multiple Signal Classi�cation
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fonctionnelle d'erreur en énergie, consiste à introduire deux champs u1 et u2 solutions de
problèmes directs bien posés et à reformuler le problème via un problème de minimisation,
qui à chaque fois que l'on dispose d'une � énergie � dans le problème posé, on construira
une fonctionnelle d'erreur portant sur les champs u1 et u2. C'est une méthode à caractère
auto-régularisant et robuste. La robustesse de la méthode vis à vis du bruit de mesure
constitue le point problématique.
Dans le même contexte et lorsque la frontière où les données sont manquantes est plate,
le problème de complétion de données peut être interprété comme un problème de recons-
truction d'une fonction à partir de ses moments (voir [61]).

On trouve aussi quelques résultats d'identi�cation dans le cas non-linéaire dans les
travaux de Choulli [40] et Alessandrini et Sincich [6, 7].

Dans le présent travail, nous allons donner une méthode d'identi�cation de c÷�cient de
Robin basée sur une technique de complétion de données régularisante non itérative, très
peu coûteuse, et ne demande pas une résolution d'un problème direct. Cette approche
de régularisation est basée sur la construction d'extensions analytiques, pour lesquels
le cadre fonctionnel approprié est celui des espaces de Hardy de la couronne H2(G),
qui est l'ensemble des fonctions analytiques dans G et bornées en norme L2(∂G). Le
principe est d'exploiter des propriétés classiques des fonctions harmoniques et analytiques
(conjugaison harmonique, équation de Cauchy-Riemann) pour reformuler le problème
inverse d'identi�cation de q en termes de reconstruction d'une fonction analytique dans
le domaine, depuis ses valeurs sur une partie de la frontière.

1.3 Le problème extrémal borné (BEP)

Avant de détailler les principales étapes de cette approche, nous signalons que Chaabane
et Jaoua [34], Chaabane et al. [35] et Fellah [54] ont exploités cette technique pour la
reconstruction de q dans le cas d'un domaine simplement connexe Ω, qui est transformé
par une transformation conforme connues au disque unité. Fellah [54], s'est intéressé à ce
problème de point de vu problème inverse géométrique où la partie du bord corrodée est
inconnue et par suite l'application conforme transformant le disque unité D en Ω n'est
pas prédé�nie. Pour résoudre cette di�culté, elle prouve l'existence d'une transformation
conforme, n'est pas prédé�nie sur la partie corrodée, qui transforme le domaine Ω en un
domaine bien dé�ni dont la partie inconnue s'est transformée en un segment d'extrémités
connues. Ce dernier se transforme aussi en disque unité via une deuxième transformation
conforme, et donc le problème inverse géométrique est transformé en un problème de
prolongement d'une fonction, qui est la réciproque de la composé des deux dernières
transformations conformes, connue seulement sur une partie du disque unité.

Rappelons le modèle mathématique adopté dans ce travail, qui consiste à imposer un
�ux Φ positif non identiquement nul et de générer le potentiel électrique sur le bord
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accessible de la couronne pour identi�er le paramètre de corrosion q ∈ Q0 tel que la
solution u du problème 

∆u = 0 dans G

∂ν u = Φ sur J

u = ub sur I,

véri�e
−∂ν u+ q u = 0 sur J .

D'après les équations de Cauchy-Riemann, on dispose sur le bord accessible de mesures
de la fonction

f = ub + i

∫
Φ ,

on obtient alors une extension de f sur G, solution du problème de moindres carrés
suivant :

(A)

 Trouver g ∈ H2(G) tel que
‖g − f‖L2(I) = inf

h∈H2(G)
‖h− f‖L2(I)

et telle que u ' Re g, c'est à dire q ' −∂θ Im g
Re g

. Ici, H2(G) est l'espace de Hardy d'ordre 2
des fonctions analytiques dans G et bornées sur ∂G (voir chapitre 2).

Lorsque la donnée f est la restriction d'une fonction de H2(G), on se réfère alors à
un problème d'interpolation et l'extension dans G réalise l'unique solution du problème
(A). Mais dans le cas pratique, les données sont attachées aux erreurs de mesure, ce qui
nous fait sortir de l'espace H2(G) et donc les données ne sont plus la trace d'une fonction
analytique, dans ce cas le problème (A) n'admet pas de solution, dans le sens où on peut
approcher les données incomplètes sur la partie de la frontière accessible aux mesures au
prix d'un comportement complètement erratique sur la partie inconnue (voir �gure 1.5).
Donc le problème reste toujours instable.

Fig. 1.5 � Comportement erratique sur la partie inconnue de données.

Pour maîtriser les instabilités, il a été proposé par Baratchart et al. dans [20] d'imposer
une borne sur les données à reconstruire, le problème à résoudre, appelé problème extrémal
borné ou (BEP), étant alors bien posé.
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Un problème extrémal borné typique dans une couronne G est le suivant. Soit I un
sous-ensemble du cercle unité T de mesure positive, correspond à l'endroit où les données
peuvent être mesurées et soit J son complémentaire dans ∂G. On note f ∈ L2(I) corres-
pond aux données, f1 ∈ L2(J) représentant un comportement de référence aux endroits
où l'on a rien pu mesurer et M > 0 :{ Trouver g ∈ H2(G), ‖g − f1‖L2(J) ≤M tel que

‖f − g‖L2(I) = inf{ ‖f − h‖L2(I) : h ∈ H2(G), ‖h − f1‖L2(J) ≤M } .

Ce problème est convexe et admet une unique solution [36]. En général, lorsque les (BEP)
sont posés dans le cadre des espaces de Hardy Hp(G) d'ordre p, il n'est pas facile d'expri-
mer la solution parce que l'on ne connaît pas mieux que numériquement la projection de
meilleur approximant de Lp sur Hp qui intervient dans l'équation variationnelle [89, 93].
Pour le cas Hilbertien actuel, p = 2, la solution du problème (BEP) s'obtient en ré-
solvant une équation spectrale pour l'opérateur de Toeplitz de symbole χJ , la fonction
caractéristique de J :

TχJ
: H2(G) → H2(G)

g 7→ PH2(G) (χJg)

où PH2(G) : L2(∂G) → H2(G) est la projection orthogonale. Plus précisément, si f n'est
pas déjà la trace sur I d'une fonction H2(G) satisfaisant les contraintes, l'unique solution
g est donnée par :

(1 + λ TχJ
) g = PH2(G) [f ∨ (1 + λ) f1] ,

où ∨ indique la concaténation et où λ ∈ (−1,+∞) est l'unique nombre réel tel que la
solution sature la contrainte, c'est à dire ‖g − f1‖L2(J) = M . En se référant à [8, 16], M
est une fonction strictement décroissante de λ de sorte que l'ajustement de λ peut se faire
par dichotomie (voir chapitre 5).

Mais, la résolution d'un (BEP) n'achève pas la résolution complète de la reconstruction
de l'approximant, dans la mesure où la borne mise sur les données étendues est généra-
lement - en fait dès lors que les données ne sont pas la trace d'une fonction analytique -
saturée par la solution. Cette borne devient donc a son tour une inconnue du problème
(vu qu'elle dépend de la partie inconnue de données frontières), ce qui oblige à évaluer
avec précision cette borne sur les données étendues de manière précise pour avoir une
chance de les approcher convenablement (�gure 1.6).

Chaabane et al. [35] se sont intéressés à ce type de problème dans le cas d'un domaine
bi-dimensionnel simplement connexe, pouvant être ramenés par transformation conforme
au disque unité (la transformation conforme est connue). Dans ce contexte, ils ont établis
une méthode de �validation croisée� qui nécessite qu'une partie des données disponibles
soit dévolue au calcul de la borne. Nous proposons ici une méthode alternative qui tient
compte de la plus grande rareté des données disponibles dans le cas doublement connexe.
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Fig. 1.6 � In�uence du choix M sur le comportement de la solution sur J .

Pour cela, une famille d'algorithmes est construite permettant d'ajuster la valeur de la
borne actuelle appliquée aux dérivées successives des données disponibles. Ces algorithmes
sont d'autant plus robustes vis à vis des erreurs de mesure que leur ordre est élevé. L'étape
de l'identi�cation de q est maintenant garantie grâce à la relation suivante

q ' −∂θ Im g

Re g
.

Une fois que l'identi�abilité et l'identi�cation sont satisfaites, il convient de s'assurer
de la stabilité de la solution par rapport aux données. Cette étude s'avère très importante
puisqu'elle focalise la repercution de l'incertitude des mesures sur la solution. Beaucoup
d'auteurs se sont intéressé à la question de stabilité pour le c÷�cient de Robin. Chaa-
bane et Jaoua [34], dans le cas d'un domaine 2-D simplement connexe, ont obtenu un
résultat de stabilité locale de type Lipschitzienne basant sur les techniques de dérivation
par rapport à q et ils ont prouvé qu'il y a une dépendance locale Lipschitzienne entre les
paramètres q et les mesures associées. Toujours dans le même contexte, ils ont prouvé
un résultat de stabilité "monotone" basé sur la positivité et la monotonie des solutions
du problème de Robin. La stabilité globale étant une question principale dans beaucoup
d'études de problèmes inverses d'identi�cation de corrosion. Alessandrini [3] a construit un
exemple qui montre que, pour ce type de problème inverse, la stabilité logarithmique est
optimale. Ce résultat a été développé par plusieurs auteurs, dont nous citerons quelques
uns. Alessandrini, Sincich [6, 7] pour la detection de corrosion dans le cas non linéaire,
Aparicio [12] a prouvé un résultat de stabilité locale Lipschitizienne pour un domaine
régulié quelconque, ensuite Chouli [39] a établi un résultat de stabilité logarithmique de
type log-log pour le cas d'un domaine rectangulaire, Chaabane et al [33] ont établi un
résultat de stabilité globale de type log-log en 2-D, utilisant la théorie d'analyse complexe
et les transformations quasiconformes, leurs résultats de stabilité sont basés sur le lemme
de Baratchart-Zerner [24], Fasino et Inglese [50, 51, 52] ont établi une relation entre la
stabilité de la solution et l'épaisseur du domaine et Chaabane et al. [32] se sont attachés à
prouver des résultats de stabilité qui ont été constatés sur le plan numérique pour l'algo-
rithme de Kohn et Vogelius. Dans le présent travail, l'outil d'approximation harmonique
dans une couronne a été exploité en vue d'établir des résultats de stabilité logarithmique
18
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avec un seul log pour l'identi�cation d'un c÷�cient de Robin comme les conséquences des
estimations d'erreurs pour des fonctions analytiques dans les espaces de Hardy pondérés.
Ces résultats ont fait l'objet de la publication [74].

1.4 Application à quelques problèmes inverses

Cette approche fournie un cadre approprié pour aborder à d'autres problèmes inverses
géométriques, de localisation de �ssures courbes dans un tube et de la detection de sources
ponctuelles dans un disque (2-D) depuis des mesures frontières d'une solution du Lapla-
cien.

1.4.1 Identi�cation de �ssures courbe
La détection non-destructive des ruptures par �ssuration sous ses di�érentes formes

présente un sujet d'activité considérable dans la communité des problèmes inverses. Dans
cette application, nous considérons un problème inverse géométrique consistant à détecter
et localiser la présence de �ssures dans un matériau. Ce problème est rencontré dans la
pratique, par exemple, lors de la detection de défauts de revêtement des tubes ou au
niveau de coudage de deux tube transportant de gaz (voir �gure1.7).

Fig. 1.7 � Pipeline �ssuré.

Nous restreindrons notre étude au cas bi-dimensionnel en prenant une section plane de
la tuyauterie, l'opérateur auquel nous allons nous intéresser ici est le Laplacien qui inter-
vient lorsqu'on utilise des données thermique ou électrique. Le principe est d'imposer un
�ux de chaleur Φ dans le cas du contrôle par données thermiques, supposé connu sur tout
le bord de la couronne G := D \ sD, 0 < s < 1, et de mesurer la réponse u du matériau
(température dans ce même cas). On modélisera la �ssure σ à localiser par un arc porté
par le cercle λT de centre l'origine et de rayon λ ∈ (s, 1), qui est aussi, ce dernier, une
inconnue du problème. Le problème inverse consiste alors à trouver σ telle que la solution
u de
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−∆u = 0 dans G \ σ
∂νσu = 0 sur σ ⊂ λT
∂νu = Φ sur ∂G

véri�e u|∂G = ub.
L'idée consiste à supposer en premier temps que le cercle porteur de la �ssure est

connu et exprimer ce problème inverse en termes d'approximation harmonique dans deux
couronnes pour étendre les données sur ce cercle. On décompose alors la couronne G en
deux sous-couronnes Ω1 = D \ λD et Ω2 = λD \ sD (�gure 1.8). L'extension des données

Fig. 1.8 � Couronne divisée.

dans Ω1 et Ω2 à partir de la résolution de deux problèmes extrémaux bornés associés,
permet d'identi�er complètement la �ssure σ par identi�er totalement la discontinuité de
la température u au travers σ.
Maintenant, pour déterminer le rayon λ, on introduit un cercle quelconque rT pour s <
r < 1 et on applique la technique d'approximation harmonique dans les deux couronnes
Gr,+ := D \ rD et Gr,− := rD \ sD ; si r < λ, alors l'erreur dans H2,2(Gr,+) reste assez
importante, puisque σ ⊂ Gr,+ et la fonction g+ n'est pas la trace d'une fonction analytique
la dedans, tandis que l'erreur dansH2,2(Gr,+) depuis g− deviendra petite. Un raisonnement
analogue, si r > λ, les erreurs des deux cotés jouent le rôle inverse, jusqu'elles se tiennent
petites lorsque r = λ. Cette technique a donnée lieu à des procédés d'identi�cation non
itératif (ne nécessitant aucune résolution du problème direct) et très économique.

On trouve beaucoup d'auteurs se sont intéressés à ce problème, mais la littérature
exige la simple connexité du domaine d'étude dans le cas bi-dimensionnel. Peu de ré-
sultats existent en 3D. Les premier travaux concernant l'identi�cation se basent sur le
développement des méthodes itératives consistante à résoudre un problème de minimisa-
tion d'une fonctionnelle d'erreur basée sur un moindre carrée en comparant les résultats
calculés à chaque itération (voir [4, 86]). Kallel [65] a travaillé sur le développement des
procédés quasi-explicites rapides, moins robustes, qui ne nécessitent aucune résolution
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du problème direct correspondant. Bryan et Vogelius [31] ont prouvés un résultat d'uni-
cité, ainsi qu'une étude numérique a été présentée dans le cas de plusieurs �ssures. Pour
des données complètes disponibles sur la frontière et dans le cas bi et tridimensionnelle,
Andrieux et Ben Abda [10] ont introduit le concept de l'écart à la réciprocité et ont
prouvé que des �ssures planes peuvent être complètement déterminées à condition que
les données complètes soient disponibles sur toute la frontière de la structure. Ils ont, par
ailleurs, donné des formules d'inversion qui déterminent explicitement le plan contenant
les �ssures a�n de les identi�er (voir aussi [25, 27]). Dans le cas des �ssures droite, Ben
Abda et al. [27] ont aussi exploités la notion d'écart à la réciprocité pour déterminer de
la droite porteuse et déterminer les extrémités de la �ssure. Toujours dans le cas d'un
domaine bi-dimentionnel simplement connexe, Mondrèa [78] a utilisé deux mode d'ap-
proximation pour l'identi�cation de �ssures : d'une part l'approximation rationnelle pour
la norme L2, et d'autre part l'approximation méromorphe pour la norme L∞, qui mettent
en relation la position des pôles des di�érents approximants obtenus et la position de la
�ssure recherchée.
Dans une situation plus réaliste, où une partie seulement du bord extérieur de la couronne
est accessible aux mesure, nous somme entrain d'achever un travail d'identi�cation de �s-
sures internes par la résolution d'une famille de problèmes extrémaux bornés couplé avec
le concept de l'écart à la réciprocité. Les premiers résultats obtenus montrent la rapidité
et l'e�cacité rigoureuse de la méthode d'identi�cation ainsi que sa robustesse.

1.4.2 Identi�cation de sources dipolaires
Une troisième application potentielle importante considérée dans ce travail, consiste à la

détection et à la localisation de sources ponctuelles dans un disque 2D depuis des mesures
frontière d'une solution du Laplacien. Cette question se situe en électro-encéphalographie
(EEG), où il s'agit de détecter des centres d'épilepsie dans le cerveau à partir de mesures
e�ectuées sur le scalp, qu'il convient d'étendre jusqu'à la couche la plus interne avant d'en
faire usage dans un algorithme d'identi�cation.
En utilisant l'approche d'approximation harmonique dans deux couronnes pour étendre
les données jusqu'à la frontière la plus interne. Une fois les données sont disponibles sur
cette couche, l'approximation rationnelle ou méromorphe prend le relais a�n de localiser
les sources, comme dans [15]. Cette étude a fait l'objet d'un papier soumis [26].
La généralisation 3D du problème d'identi�cation de sources d'épilepsie est en cours de
réalisation au seins du projet APICS2. Nous citons par exemple les travaux de Afteh et
al. [13] et Leblond et al. [76].

2INRIA Sophia Antipolis
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Chapitre 2

Problème extremal borné dans une

couronne

2.1 Espace de Hardy de la couronne

Les espaces de Hardy représentent une classe dans la résolution des problèmes d'ap-
proximations. Il est alors apparu que les espaces de Hardy, par leur capacité étaient un
cadre naturel pour étudier et fonder un calcul spectral des contractions dans les espaces de
Hilbert donnant lieu à la description des solutions de problèmes d'interpolation [79, 80, 81].

Dans ce chapitre, nous dé�nissons les espaces de Hardy d'un domaine circulaire et nous
donnons quelques propriétés utiles à notre étude. Pour plus de détail sur les espaces de
Hardy d'un domaine doublement connexe nous renvoyons le lecteur à la référence [1].

2.1.1 Notations
Soient C l'ensemble des nombres complexes, a ∈ C et 0 < s < 1.
• D = { z ∈ C : |z| < 1 } le disque unité.
• T = { z ∈ C : |z| = 1 } le cercle unité.
• sD = { z ∈ C : |z| ≤ s } le disque fermé de centre l'origine et de rayon s.
• sT = { z =∈ C : |z| = s } le cercle de centre l'origine et de rayon s.
• a+ sD = { z ∈ C : |z − a| < s } le disque ouvert de centre a et de rayon s.
• a+ sT = { z =∈ C : |z − a| = s } le cercle de centre a et de rayon s.
• C(sT) est l'espace des fonctions continues sur le cercle sT.
• Cn(sT), n ∈ N∗, est l'espace des fonctions n�continûment dérivables sur le cercle sT.
• L2(T) l'espace de Hilbert des fonctions complexes, de carrée intégrable sur le cercle

T pour la mesure de Lebesgue, muni du produit scalaire :

< f, g >L2(T)=
1

2π

∫ 2π

0

f(eiθ)g(eiθ) dθ. (2.1.1)
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Si f ∈ L2(T), alors f admet le développement en série de Fourier suivant :
f0(e

iθ) =
∑
n∈Z

ane
inθ pp. sur T et ‖ f ‖L2(T) =

∑
n∈Z

|an|2 .

• L2(sT) l'espace de Hilbert des fonctions complexes, de carrée intégrable sur le cercle
sT pour la mesure de Lebesgue, muni du produit scalaire :

< f, g >L2(sT)=
1

2π

∫ 2π

0

f(seiθ)g(seiθ) dθ. (2.1.2)

Si f ∈ L2(sT), alors
f(seiθ) =

∑
n∈Z

bns
neinθ pp. sur sT et ‖ f1 ‖L2(sT) =

∑
n∈Z

s2n|bn|2 .

• L∞(sT) est l'espace de Banach des fonctions f(z) à valeurs complexes essentiellement
bornées sur le cercle sT avec la norme :

‖f‖W 1,∞ = ess sup
|z|=s

|f(z)| .

2.1.2 Dé�nitions et propriétés
Dans ce travail, on dit qu'un domaine G de R2 est un domaine circulaire s'il est formé

par le disque unité privé d'un disque fermé de centre l'origine et de rayon s, 0 < s < 1, et
on écrit

G = D \ sD = D ∩
(
C \ sD

)
. (2.1.3)

On dé�nit L2(G) l'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur G pour la mesure
de Lebesgue, muni du produit scalaire usuel : pour f, g ∈ L2(G)

< f, g >G=
1

2iπ

∫
G

f(z)g(z)
dz

z
.

Soit ∂G = sT ∪ T. On dé�nit l'espace de Hilbert L2(∂G) des fonctions f mesurables sur
∂G tel que |f(z)|2 est intégrable pour la mesure de Lebesgue, la norme de f dans L2(∂G)

est dé�nie par

‖ f ‖L2(∂G) =

(
1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(eiθ)
∣∣2 dθ +

1

2π

∫ 2π

0

∣∣f(seiθ)
∣∣2 dθ

)1/2

. (2.1.4)

Pour une partie I de T de mesure non nulle, χI désigne la fonction caractéristique de I,
et l'espace L2(I) :=

{
f, χIf ∈ L2(∂G)

}, muni de la norme ‖ f ‖L2(I) = ‖ χIf ‖L2(∂G).
La fonction concaténée valant κ1 sur I et κ2 sur ∂G \ I sera notée κ1 ∨ κ2 := χIκ1 +

χ∂G\Iκ2.
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Avant d'aborder les espaces de Hardy de la couronneG, nous introduisons les dé�nitions
des espaces de Hardy du disque unité D et celui de C \ sD dans lequel un lien fort existe
entre eux.

On note H2(D) l'espace de Hardy des fonctions dans L2(T) dont les c÷�cients de
Fourier d'indices négatifs sont nuls, muni du produit scalaire (2.1.1) [46, 55, 58, 60, 85, 98],
c'est un espace fermé de L2(T) :

H2(D) =

{
g(z) =

∑
n≥0

gnz
n tq ∑

n≥0

|gn|2 <∞

}
. (2.1.5)

On note H2(C \ sD) l'espace de Hardy de C \ sD, l'ensemble des fonctions analytiques
dans C \ sD admettant une trace sur sT qui est dans L2(sT). Ainsi, on peut l'identi�er à
un sous espace de L2(sT) muni du produit scalaire (2.1.2).

Les espaces de Hardy de la couronne, H2(G), sont introduits par Rudin [85] en terme
des fonctions analytiques f tel que |f(z)|2 admet un majorant harmonique sur G, qui est,
une fonction réelle harmonique, u(z), véri�ant |f(z)|2 ≤ u(z) dans G. Cette dé�nition est
équivalente à celle donnée par Sarason [88] :

H2(G) = H2(D)⊕H2
0 (C \ sD), (2.1.6)

où H2
0 (C \ sD) est l'ensemble des fonctions h dans H2(C \ sD) véri�ant lim|z|→∞ h(z) = 0.

Cette somme directe est topologique au sens que les opérateurs projections sur chaque
espace H2(D) et H2

0 (C \ sD) sont bornés.
Finalement, nous dé�nissons l'espace de Hardy de ∂G, noté H2(∂G), la ferméture dans

L2(∂G) de l'ensemble des fonctions rationnelles dont les pôles sont dans le complémentaire
de G, noté R(G). Ainsi, H2(∂G) est un sous espace Hilbertien de L2(∂G) muni du produit
scalaire (2.1.4), admettant la base orthonormée suivante [37, p. 267] :

en(z) :=

(
zn√

1 + s2n

)
n∈Z

. (2.1.7)

De la dé�nition 2.1.6, et du fait qu'une fonction dans H2(D) est presque partout dé�nie
sur T et de même pour une fonction dans H2

0 (C \ sD) est presque partout dé�nie sur sT,
on conclut qu'on peut étendre une fonction f ∈ H2(G) à la frontière ∂G presque partout,
et donc d'après le lemme de Fatou [60], la trace de la fonction f sur ∂G, qui est dé�nie
presque partout, appartient à L2(∂G), et en se référant à [37, Lemme 2.1], l'espace H2(G)

est fermé.
Le lemme suivant :

Lemme 2.1 [88] Soit f ∈ Lp(∂G). on suppose que

f(eiθ) =
∑
n∈Z

cne
inθ et f(seiθ) =

∑
n∈Z

dne
inθ .

Alors f ∈ Hp(∂G) si et seulement si dn = sncn, ∀ n ∈ Z,
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prouve que la trace d'une fonction f sur ∂G, qui est dé�nie presque partout, appartient
à H2(∂G) et inversement. Donc les deux espaces H2(G) et H2(∂G) sont isomorphes :
Proposition 2.1 [37]

H2(G) ≈ H2(∂G). (2.1.8)
Par suite on peut identi�er ces deux espaces et on a, si g ∈ H2(D), pour z ∈ D

g(z) =
∞∑
n=0

anz
n , où

∞∑
n=0

|an|2 <∞ ,

et si h ∈ H2
0 (C \ sD), pour z ∈ C \ sD

h(z) =
−1∑

n=−∞

anz
n , où

−1∑
n=−∞

s2n|an|2 <∞ ,

ainsi, une fonction f ∈ H2(G) admet le développement suivant : pour z ∈ G

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n , où ‖ f ‖H2(∂G) =

∑
n∈Z

(
1 + s2n

)
|an|2. (2.1.9)

Un des dispositifs les plus utiles de l'espace de Hilbert L2(∂G) résulte du fait que
chaque sous-espace fermé de L2(∂G) est complémentable et son complémentaire est un
sous-espace fermé. On déduit alors la décomposition suivante [60, chap. 9 pp 149] :

L2(∂G) = H2(G)⊕H2(G)⊥ = L2(I)⊕ L2(J), (2.1.10)
avec I une partie non vide de T telles que I et J := ∂G \ I sont de mesures non nulles.
En se référant à [73, 37], on déduit le résultat de densité suivant :
Proposition 2.2 [73, 37] Sous la condition (2.1.10), les propriétés suivantes, qui sont

équivalentes, sont vraies :

1. PL2(I)H
2(G) est dense dans L2(I) ;

2. L2(I) ∩H2(G)⊥ = { 0 } ;

3. PH2(G)⊥L
2(J) est dense dans H2(G)⊥.

Preuve
Montrons la première assertion. Toute fonction dans C(I) peut être uniformément approxi-
mée par un polynôme trigonométrique∑N

n=−N an z
n, et donc par une fonction rationnelle

dans R(G). Une telle fonction est aussi dans R(G) restreint à I, et par suite l'espace
PL2(I)H

2(G) est dense dans C(I) qui est lui même dense dans L2(I). Pour montrer l'équi-
valence, on peut se référer à [73, 37].

Nous �nissons maintenant par un résultat d'unicité dans les espaces de Hardy :
Lemme 2.2 [46] Soit I un sous ensemble de ∂G mesurable et de mesure non nulle et

soit g ∈ H2(∂G) veri�ant g|I = 0 ; alors g ≡ 0 dans G.
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2.2 Les Problèmes extrémaux bornés dans H2(G)

Il s'agit des problèmes d'approximation analytique de données frontières incomplètes
dans les classes de Hardy d'un domaine plan doublement connexe consistants à approxi-
mer une fonction donnée sur une partie du bord du domaine par une fonction analytique
dans le domaine dont la norme ne dépasse pas une certaine contrainte sur la frontière
inaccessible aux mesures.
L'étude d'un problème extrémal borné fait intervenir la résolution d'une équation spec-
trale pour l'opérateur de Toeplitz de symbole χJ , la fonction caractéristique de J , où J
est la partie de la frontière où les données sont manquantes. Dans le cas d'un domaine
simplement connexe (disque unité, via une transformation conforme) ce problème a été
étudié dans [16, 17, 21, 22]. Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés au cas d'un
domaine doublement connexe où les opérateurs de Toeplitz ont des propriétés spectrales
très di�érentes. Nous exposerons des résultats originaux dans le cas où I est une partie
stricte de T de mesure strictement positive [63], qui représentent une généralisation des
résultats présentés dans [94, 95, 37] où I est le cercle unité.

2.2.1 Formulation du problème
Soit G = D\sD où D est le disque unité, et on note ∂G = sT∪T, 0 < s < 1. Soit I une

partie non vide de T telles que I et J := ∂G \ I sont de mesures non nulles. Etant donnée
une fonction continue f dé�nie sur un sous arc I du cercle unité T et nous souhaitons à
l'approximer aussi bien que possible par la restriction sur I d'une fonction de H2(G). Il
s'agit alors de résoudre le problème suivant :

(A)

 Trouver g ∈ H2(G) telle que
‖g − f‖L2(I) = inf

ψ∈H2(G)
‖ψ − f‖L2(I) .

Si f est la trace sur I d'une fonction de H2(G), alors le problème (A) admet une solution
unique qui est l'extension de f dans H2(G) et le minimum égal à la valeur 0. En e�et,
soient g, h deux solutions du problème (A) et on considère k = g − h. La fonction k est
dans H2(G) et est nulle sur I, alors d'après le lemme 2.2, la fonction k devrait être nulle
sur tout G, et donc g = h dans G.

Mais, comme on va l'expliquer dans le chapitre 4, les mesures expérimentales sur les-
quelles on construit l'empêcher d'être toujours exactement la trace sur I d'une fonction
de H2(G). Dans ce cas, f ∈ L2(I) \ H2(G)|I . Cependant, la solution du problème (A)
présente un comportement instable sur la partie complémentaire de I où la fonction f est
inconnue. Pour empêcher ce comportement instable, on transforme le problème de com-
plétion de données en un problème extrémal borné, sera appellé (BEP), où on ne demande
pas à la solution trouvée de dépasser une certaine constante sur la partie inconnue des
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données en norme.
Dans la suite de ce chapitre, on va commençer par donner des propriétés de densité des
classes de Hardy a�n de déterminer un procédé constructif permet de calculer la solution
du problème (BEP).

Problème d'instabilité
Dans la suite, on considère la décomposition (2.1.10)

L2(∂G) = H2(G)⊕H2(G)⊥ = L2(I)⊕ L2(J) .

Un résultat de densité analogue à celui exposé dans [73], pour le disque unité, est le
suivant :
Proposition 2.3 Soit f ∈ L2(I) et on suppose que ( gn ) est une suite de H2(G) qui

converge vers f dans L2(I). Si f n'est pas la trace d'une fonction de H2(G), alors

‖ gn ‖L2(J) →∞.

Preuve
Supposons que ‖ gn ‖J ne tend pas vers l'in�nie, alors elle admet une sous-suite bornée, et
de la convergence de ( gn ) sur I on déduit que cette sous-suite est bornée dans H2(G). Il
existe alors une sous suite, qu'on la note aussi ( gn ), qui converge faiblement dans H2(G)

(c'est un espace de Hilbert). On note g ∈ H2(G) sa limite. De la continuité de PL2(I),
on a alors PL2(I)gn converge faiblement vers PL2(I)g sur I. Or PL2(I)gn converge fortement
vers f sur I, donc elle converge faiblement sur I. Avec la convergence des normes sur I
on déduit que PL2(I)gn converge fortement vers f sur I. Ce qui donne PL2(I)g = f . Ce qui
est impossible puisque f n'est pas la trace sur I d'une fonction dans H2(G).

La proposition 2.3 montre que, le fait d'approcher de trop près des données bruitées
conduit à une instabilité de l'approximant aux points où celui�ci n'est pas contraint.
Pour empécher ce comportement d'instabilité, on introduit une contrainte contrôlant le
comportement de l'approximant sur J . Ce qui motive l'étude des problèmes extrémaux
bornés (BEP).

Problème extremal borné dans la couronne
Nous commençons par établir le lemme suivant :

Lemme 2.3 Soit M > 0 et soit f1 ∈ L2(J). Alors l'ensemble

SM :=
{
ψ|I , ψ ∈ H2(G), ‖ψ − f1‖L2(J) ≤M

}
.

est non vide.

Preuve
Si SM = ∅, alors ∀ψ ∈ H2(∂G) on a ‖ψ − f1‖L2(J) > M . De la propriété de densité
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de PL2(J)H
2(G) dans L2(J) on déduit qu'il existe une suite (hn)n dans H2(G) telle que

limn→∞ ‖f1 − hn‖L2(J) = 0, et donc ∀ψ ∈ H2(G) on a limn→∞ ‖ψ − hn‖L2(J) > M . En
particulier, pour ψ = hn on obtient M = 0. Ce qui est absurde.

Un problème extrémal borné (BEP) typique est le suivant : Soit M > 0 et soit f1 ∈
L2(J). Fixons f ∈ L2(I), tel que f /∈ H2(G)|I .

(BEP )

{ Trouver g ∈ H2(G), ‖g − f1‖L2(J) ≤M telle que
‖f − g‖L2(I) = inf

{
‖f − ψ‖L2(I) : ψ ∈ H2(G), ‖ψ − f1‖L2(J) ≤M

}
Plusieurs auteurs sont intéressés à ce type de problème dans des cadres variés. Nous citons
par exemple, pour le cas des espaces de Hilbert quelconques [73, 95], et dans les espaces
de Hardy du disque unité [8, 18], ainsi que dans les espaces de Hardy de la couronne pour
I = T [36, 73, 37, 95], que ce problème admet une unique solution donnée en terme d'un
opérateur de Toeplitz dans lequel la solution peut être exprimé en terme d'un paramètre
réel jouant le rôle d'un multiplicateur de Lagrange.

Plus précisément, si on considère

χIf =

{
f sur I
0 sur J et χJf1 =

{
0 sur I
f1 sur J ,

alors on a :
Théorème 2.1 [36, 73, 37, 95] Si J est de mesure strictement positive, le problème

(BEP) admet une unique solution g véri�ant

‖ g − f1 ‖L2(J) = M. (2.2.1)
De plus, g est donnée par l'équation spectrale suivante :

(1 + λ T ) g = PH2(G) [χIf ∨ (1 + λ)χJf1] (2.2.2)
où T : H2(G) −→ H2(G) est l'opérateur de Toeplitz de symbole χJ dé�ni par H2(G) 3
g 7→ PH2(G) χJ g = PH2(G) PL2(J) g, et λ > −1 est l'unique constante déterminée par

(2.2.1).

Remarques 2.1 • Notons que la formule (2.2.2) est implicite, en ceci que la contrainte
M n'y intervient pas explicitement, mais que le paramètre λ ∈]−1,+∞[, qui joue le
rôle d'un multiplicateur de Lagrange, doit être ajusté de sorte que ‖ g − f1 ‖L2(J) =

M , qu'il semble être un point di�cile pour l'exprimer en fonction de M .
• Par une simple généralisation des résultats établis dans [8, 16], M est une fonc-
tion strictement décroissante de λ de sorte que l'ajustement de λ peut se faire par
dichotomie (voir chapitre 5), et si on pose

e(λ) := ‖f − g(λ)‖L2(I) et M(λ) := ‖g(λ)− f1‖L2(J) ,
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2 Problème extremal borné dans une couronne

alors
lim

M(λ)→+∞
e(λ) = 0 , lim

λ→−1
M(λ) = +∞ et lim

λ→+∞
M(λ) = 0 .

De plus,
de2

dλ
= − (1 + λ)

dM2

dλ
,

e2(λ) → 0 quand λ → −1 ,

et (1 + λ)M2(λ) → 0 quand λ → −1 .

• Un problème relatif à celui (BEP) à été étudié dans [73, section 4, 5] concernant
une question d'interpolation. C'est à dire lorsque f est la trace sur I d'une certaine
fonction de H2(G). Alors la solution est de nouveau donnée en terme d'opérateur de
Toeplitz PH2(G) χJ . Si, sans perte de généralité, on continue à noter par f la fonction
de H2(G) dé�nie sur la frontière ∂G, alors e(λ) décroît strictement vers 0 quand M
croit vers ‖f − f1‖L2(J) et est identiquement nulle lorsque M ≥ ‖f − f1‖L2(J).

2.2.2 Procédure de calcul de la solution
Dans ce cadre Hilbertien, ces problèmes admettent des schémas de résolution e�caces

(au moyen d'opérateurs de Toeplitz), ayant de bonnes propriétés de robustesse et de
continuité. Nous rappelons que l'espace H2(G) est un espace de Hilbert muni de la norme
L2 sur ∂G et que l'ensemble

{
en(z) = zn

√
1+s2n

}
n∈Z

forme une base orthonormée de H2(G).
Considérons la décomposition (2.1.10) :

L2(∂G) = H2(G)⊕H2(G)⊥ = L2(I)⊕ L2(J).

Sans perte de généralité, on suppose que I :=
(
e−iθ0 , eiθ0

) est symétrique, 0 < θ0 < π.
Notons J := ∂G \ I et soit

χIf =

{
f sur I
0 sur J et χJf1 =

{
0 sur I
f1 sur J .

Pour n ∈ Z, soient an et bn les c÷�cients de Fourier de φ = χIf ∨ (1 + λ)χJf1 ∈ L2(∂G)

sur T et sT respectivement, dé�nis par :
an =

1

2π

(∫ θ0

−θ0
f(eiθ)e−inθ dθ + (1 + λ)

∫ 2π−θ0

θ0

f1(e
iθ)e−inθ dθ

)
,

et
bns

n =
1 + λ

2π

∫ 2π

0

f1(se
iθ)e−inθ dθ .

Soit B le vecteur (in�ni) (Bn)n∈Z représenté dans la base { en } par
Bn =

an + bns
2n

√
1 + s2n

.
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On a alors le résultat suivant :
Théorème 2.2 [63] La solution g du problème (BEP), considérée comme un vecteur

in�ni dé�nie par ses c÷�cients de Fourier (gn)n∈Z, résout l'équation matricielle in�nie

suivante :

(1 + λT ) g = B , (2.2.3)
où T est l'opérateur de Toeplitz représenté dans la base { en } par la matrice de Toeplitz

in�nie dé�nie par :

∀n,m ∈ Z , Tn,m =


1

1 + s2n

(
1 + s2n − θ0

π

)
si n = m,

− 1√
(1 + s2n)(1 + s2m)

sin (m− n)θ0

π(m− n)
si n 6= m.

La preuve du théorème 2.2 nécessite les deux lemmes suivants :
Lemme 2.4 [94] Soit h ∈ L2(∂G) donnée par

h(eiθ) =
∑
n∈Z

an e
inθ où

∑
n∈Z

|an|2 <∞ ,

et h(seiθ) =
∑
n∈Z

bn s
neinθ où

∑
n∈Z

s2n |bn|2 <∞ .

Alors PH2(G)h(z) =
∑
n∈Z

an + s2nbn
1 + s2n

zn pour z ∈ G.

Preuve
On peut se référer à [94].
Lemme 2.5 [63] Soit g ∈ H2(G) telle que g(z) =

∑
n∈Z gnen(z) pour z ∈ G et T

l'opérateur de Toeplitz de symbole χJ . Alors

T g(z) =

∑
n∈Z

1√
1 + s2n

[
gn√

1 + s2n

(
1 + s2n − θ0

π

)
−
∑
m6=n

gm√
1 + s2m

sin (m− n)θ0

π(m− n)

]
en(z).

Preuve [63]
D'après le lemme 2.4, on a

T g(z) = PH2(G) χJg(z) =
∑
n∈Z

cn + dns
2n

1 + s2n
zn ,

avec
cn =

1

2π

∫ 2π−θ0

θ0

g(eiθ)e−inθ dθ et dns
n =

1

2π

∫ 2π

0

g(seiθ)e−inθ dθ .
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Prenons g(z) =
∑

n∈Z gnz
n pour z ∈ G, alors on a

cn =
1

2π

∫ 2π−θ0

θ0

∑
m∈Z

gme
imθe−inθ dθ

= gn

(
1− θ0

π

)
−
∑
m6=n

gm
sin (m− n)θ0

π(m− n)
.

et

dns
n =

1

2π

∫ 2π

0

∑
m∈Z

gms
meimθe−inθ dθ

=
1

2π

∑
m∈Z

gms
m

∫ 2π

0

ei(m−n)θ dθ = gns
n.

Il s'ensuit alors,

T g(z) =
∑
n∈Z

1

1 + s2n

[
gn

(
1 + s2n − θ0

π

)
−
∑
m6=n

gm
sin (m− n)θ0

π(m− n)

]
zn .

Preuve du théorème 2.2
Le premier membre de l'equation (2.2.3) se déduit directement du lemme 2.5. Le second
membre à partir du lemme 2.4 appliqué à la fonction φ = χIf ∨ (1 + λ)χJf1 ∈ L2(∂G) :

PH2(G)φ(z) =
∑
n∈Z

an + s2nbn
1 + s2n

zn , z ∈ G,

avec

an =
1

2π

∫ 2π

0

φ(eiθ)e−inθ dθ

=
1

2π

∫ θ0

−θ0
f(eiθ)e−inθ dθ +

1 + λ

2π

∫ 2π−θ0

θ0

f1(e
iθ)e−inθ dθ,

et

bns
n =

1

2π

∫ 2π

0

φ(seiθ)e−inθ dθ =
1 + λ

2π

∫ 2π

0

f1(se
iθ)e−inθ dθ.

Théorème 2.3 Pour λ 6= 0, on pose µ =
−1

λ
. Alors la solution g du (BEP) admet le

développement suivant :

g(z) =
∑
n≥0

1

µn
T nPH2(G) [χIf ∨ (1 + λ)χJf1] . (2.2.4)
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Preuve
On a (Id+ λT ) g = PH2(G) [χIf ∨ (1 + λ)χJf1]. En posant µ = −1

λ
, on obtient

1

µ
(µ Id− T ) g = PH2(G) [χIf ∨ (1 + λ)χJf1] .

Or λ > −1, donc µ > 1, et par suite µ /∈ σ(T ), d'où l'existence de (µ Id − T )−1. Soit
un(x) =

n∑
k=0

xk

µk+1
, pour ε > 0 tel que µ > 1 + ε, l'ensemble V :=] − ε, 1 + ε[ est un

voisinage du spectre de T et tel que ∀n ∈ N, un est analytique dans V . De plus un
converge uniformément vers u(x) := 1

µ−x dans V , en e�et :

|un(x)− u(x) | = |
n∑
k=0

xk

µk+1
− 1

µ− x
) |

= | (x/µ)n+1

µ− x
) |

≤ | ((1 + ε)/µ)n+1

µ− 1− ε
)| ∀x ∈ V,

et par suite limn→∞ |un(x) − u(x) | = 0. D'où la convergence uniforme dans V . En se
référant à [45], la suite {un(T )}n converge uniformément vers u(T ) = (µ Id − T )−1

pour la topologie de l'ensemble des opérateurs bornés. Et on a alors (µ Id− T )−1 =∑
n≥0

1
µn+1T n. Il s'ensuit que la solution du (BEP) s'écrit :

g(z) =
∑
n≥0

1

µn
T nPH2(G)χIf(z), z ∈ G .

Remarque 2.1 Si λ = 0 alors, d'après l'equation (2.2.3),
g(z) =

∑
n∈Z

an + bns
2n

1 + s2n
zn , z ∈ G .

Remarque 2.2 On considère le cas particulier où les données sont connues sur toute
la frontière extérieure de ∂G, c'est à dire I = T, ou encore θ0 = π. Alors, on obtient le
développement de l'opérateur de Toeplitz T g(z) =

∑
n∈Z

s2n

1 + s2n
gnz

n, et donc la solution du

problème (BEP) est donnée par g(z) =
∑
n∈Z

an + (1 + λ)s2nbn
1 + (1 + λ)s2n

zn, où λ > −1 est l'unique

constante telle que ∑
n∈Z

|an − bn|2s2n

(1 + (1 + λ)s2n)2
= M2. Ce cas particulier a été exposé dans

[36, 94], qu'on va l'exploiter dans la suite, et on voit bien que pour tout n ∈ Z, la
fonction z 7→ zn est un vecteur propre pour l'opérateur de Toeplitz T , qui correspond à la
valeur propre s2n

1 + s2n
. Donc l'opérateur T est diagonalisable ce que ; permet d'avoir une

expression explicite de la solution g.
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2 Problème extremal borné dans une couronne

Puisque nous n'avons aucune information sur le comportement des données sur la partie
J de la frontière, ce qui représente une vraie di�culté pour le calcul de l'approximant,
nous choisirons dorénavant f1 = 0 (i.e. bn = 0).

2.3 Continuité de la solution par rapport aux don-
nées

Dans cette section, nous étudions les propriétés de continuité de la solution du problème
(BEP) par rapport aux données f et M . Soit g l'application dé�nie par :

g : L2(I)× R∗
+ → H2(G)

(f, M) 7→ g(f, M) ,

où g(f, M) est la solution du problème associé aux données f et M .
Soit D := { (h,M) ∈ H2(G)|I × R∗

+ tq ‖h ‖L2(J) < M }.
Théorème 2.4 [63] L'application g est continue sur (L2(I)×R∗

+)\D, mais non sur tout

l'ensemble L2(I)× R∗
+. Cependant,

si (fn,Mn)
L2(I)×R∗+−−−−−−→ (f,M) , alors g(fn,Mn) ⇀ g(f,M) dansH2(G) ,

tandis que g(fn, Mn)
L2(I)−−−→ g(f, M). C'est à dire que sur J , on a seulement la convergence

faible.

Preuve [63]
Considérons l'application ef de�ne par

ef : R∗
+ → R+

M 7→ ‖g(f, M)− f‖L2(I) .

L'application ef est convexe et décroissante, ainsi elle est continue sur R∗
+. En e�et, soient

M1 et M2 deux réels strictements positifs, et t ∈ [0, 1],
‖χI ( (1− t)g(f, M1) + tg(f, M2) )− f ‖L2(I) ≤ (1− t)ef (M1) + tef (M2).

D'autre part :
‖χJg (f, (1− t)M1 + tM2)‖L2(J) = (1− t)M1 + tM2

≥ ‖χI ((1− t)g(f,M1) + tg(f, M2) ) ‖L2(J) ,

et donc
‖χJ ((1− t)g(f,M1) + tg(f,M2) )‖L2(I) ≤ (1− t)M1 + tM2 ,
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ce qui implique
‖χI ((1− t)g(f,M1) + tg(f,M2))− f‖L2(I) ≥ ‖χIg (f, (1− t)M1 + tM2)− f‖L2(I) .

Finalement, on obtient
(1− t)ef (M1) + tef (M2) ≥ ef ((1− t)M1 + tM2 ) .

Montrons maintenant que ef est décroissante. Soient M1 et M2 deux réels strictement
positifs, et M1 ≤M2. On a

ef (M1) = ‖χIg (f,M1)− f‖L2(I) ; ‖χJg (f,M1)‖L2(J) = M1 ,

ef (M2) = ‖χIg (f,M2)− f‖L2(I) ; ‖χJg (f,M2) ‖L2(J) = M2 .

Puisque M1 ≤M2 alors ‖χJg (f,M1)‖L2(J) ≤M2, et donc
‖χJg (f,M1)− f‖L2(I) ≥ ‖χIg (f,M2)− f‖L2(I) ,

c'est à dire ef (M1) ≥ ef (M2). On déduit que ef est une fonction continue sur R∗
+.

Soit (fn) une suite de L2(I) telle que ‖fn− f‖L2(I) → 0 et supposons que (Mn) est une
suite de R∗

+ telle que Mn →M . Prouvons que :
lim
n→∞

efn(Mn) = ef (M) . (2.3.1)
En e�et, soit δ > 0 et supposons que ou bien efn(Mn) > ef (M)+δ ou efn(Mn) < ef (M)−δ
au voisinage de l'in�ni. Dans le premier cas, depuis

‖g(f,Mn)− fn‖L2(I) ≤ ‖g(f, Mn)− f‖I + ‖fn − f‖L2(I) ,

et du fait ef est continue, on a au voisinage de l'in�ni
‖g(f, Mn)− fn‖L2(I) < ef (M) + δ < efn(Mn),

ce qui contredit l'optimalité de g(fn,Mn). Dans le second cas,
‖g(fn,Mn)− f‖L2(I) ≤ efn(Mn) + ‖fn − f‖L2(I) ,

qui implique qu'on a au voisinage de l'in�ni

ef (Mn) < ef (M)− δ

2
,

et ceci aussi contredit la propriété de continuité de ef démontré au dessus.
D'autre part on a,
‖g(fn,Mn)‖2

L2(∂G) ≤ ‖g(fn,Mn)− fn‖2
L2(I) + ‖fn‖2

L2(I) +M2
n

≤ e2fn
(Mn) + ‖fn‖2

L2(I) +M2
n −−−→

n→∞
e2f (M) + ‖f‖2

L2(I) +M2.
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2 Problème extremal borné dans une couronne

Donc la suite (g(fn,Mn)) est bornée. Nous montrerons maintenant que toute sous�suite
admet une (sous-)sous�suite qui converge vers g(f,M). En e�et, considérons une sous�
suite qui converge faiblement vers, notée g̃ ∈ H2(G). Nous continuons à la notée (g(fn,Mn)).
Il s'ensuit directement d'après l'hypothèse et de (2.3.1) que

‖g̃ − f‖L2(I) ≤ ef (M) , ‖g̃‖L2(J) ≤M .

Puisque la solution du problème (BEP) est unique , alors nécessairement on a g̃ = g(f,M).
Ceci montre la convergence faible dans H2(G).

D'autre part, il s'ensuit de (2.3.1) que ‖g(fn,Mn)− fn‖L2(I) → ‖g(f,M)− f‖L2(I), ce
qui implique aussi la convergence forte dans L2(I).

Finalement, chaque fois que (f,M) 6∈ D, on a
lim sup
n→∞

‖g(fn,Mn)‖L2(J) ≤ lim sup
n→∞

Mn = M = ‖g(f,M)‖L2(J) ,

et depuis on a aussi g(fn,Mn) converge faiblement vers g(f,M) dans H2(G), on obtient
alors la convergence forte sur J .

2.4 Discussion

Par le biais des étapes de la résolution du problème extremal borné dans les espaces de
Hardy, on peut remarquer que le résultat de convergence établit dans le théorème 2.4 est
à peine su�sant. A�n d'améliorer ce résultat et assurer la convergence forte des données
étendues, nous avons pensé à généraliser notre étude dans des espace plus réguliers, où on
traite les problèmes extremaux bornés pour un ordre supérieur. Elle consiste à chercher
g dans une classe de fonctions qui sont naturellement continues en vue d'obtenir des
régularités complémentaires. Notre choix s'est arrêté sur les espaces de Hardy-Sobolev
qui ont la propriété d'assurer la régularité des dérivées d'ordre supérieur de la solution.
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Chapitre 3

(BEP) dans les espaces de

Hardy�Sobolev

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous avons étudié un problème extrémal borné dans les espace de
Hardy�Sobolev d'ordre m ∈ N∗, dé�nis par

Hm,2(G) := H2(G) ∩Wm,2(∂G) ,

où Wm,2(∂G) est l'espace de Sobolev des fonctions de L2(∂G) dérivables, au sens des
distributions, et dont les dérivées jusqu'à l'ordre m appartiennent à L2(∂G), muni de la
norme

‖h‖Hm,2(G) = ‖h‖Wm,2(∂G) =
∑
n∈Z

|hn|2 lm,n ,

pour des fonctions h ∈ Hm,2(G), h(z) =
∑

n∈Z hn z
n, z ∈ G, et

lm,n = wm,n + µm,ns
2n , où

wm,n = 1 +
m∑
k=1

n2 (n− 1)2 · · · (n− k + 1)2 ,

µm,n = 1 +
m∑
k=1

n2 (n− 1)2 · · · (n− k + 1)2 s−2k .

(3.1.1)

La famille (em,n :=
zn√
lm,n

)n∈Z constitue une base totale de Hm,2(G).
On peut aussi noter H0,2(G) pour H2(G) et W 0,2(∂G) pour L2(∂G). L'espace Hm,2(G)

peut aussi être vu comme l'ensemble des fonctions h(z) ∈ H2(G) dont les dérivées jusqu'à
l'ordre m par rapport à la variable complexe z (qui est dé�nie partout dans G) sont des
fonctions de H2(G).
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De la même manière, on dé�nit l'espaceHm,2(∂G), ensemble des fonctions dansH2(∂G)

admettant des dérivées jusqu'à l'ordre m dans L2(∂G) bornées. On garde la même pro-
priété d'isomorphisme entre les espaces Hm,2(G) et Hm,2(∂G), et on a aussi

Hm,2(G) = Hm,2(D)⊕Hm,2(C \ sD), (3.1.2)
où Hm,2(D) et Hm,2(C \ sD) sont les espaces de Hardy�Sobolev de D et C \ sD respecti-
vement, dé�nis par

Hm,2(D) := H2(D) ∩Wm,2(T) et Hm,2(C \ sD) := H2(C \ sD) ∩Wm,2(sT) .

Nous rappelons que dans le cas du disque unité, une étude des problèmes extrémals bornés
à été développée dans les espace de Hardy-Sobolev (voir [17]).

3.2 Problème extrémal borné dans Hm,2(G)

L'étude des problèmes extrémaux bornés dans le cadre des espaces de Hardy-Sobolev
Hm,2(G) présente une analogie avec celui que nous venons d'exposer dans H2(G). Nous
commençons par prouver le résultat de densité suivant :
Théorème 3.1 Si I est un arc fermé strictement contenu dans ∂G, alors les traces sur

I des fonctions de Hm,2(G) sont denses dans Wm,2(I).

Preuve
En se référant à [17] et pour m = 1, l'espace H1,2

|I (D) est dense dansW 1,2(I). Une démons-
tration analogue prouve qu'on peut généraliser ce résultat de densité pour m ≥ 1. D'après
la somme directe (3.1.2), l'espace Hm,2(D) est inclue dans Hm,2(G), d'où la densité de
Hm,2
|I (G) dans Wm,2(I).
Donc, comme dans le cas de l'espace de Hardy d'ordre 0, l'approximant garde le même

comportement sur J = ∂G \ I :
Proposition 3.1 Soit f ∈ Wm,2(∂G) et soit (gn) une suite de fonctions de Hm,2(G)

convergeant vers f dansWm,2(∂G). Si f n'est pas la trace sur I d'une fonction de Hm,2(G),

alors limn→∞ ‖gn‖Wm,2(J) = ∞.

Preuve
On a la suite (gn) converge vers f dans Wm,2(∂G), donc limn→∞ ‖f (m) − g

(m)
n ‖L2(I) = 0.

Or, si f n'est pas la trace sur I d'une fonction dans Hm,2(G), alors f (m) n'est pas la trace
sur I d'une fonction dans H2(G) et par suite, en appliquant la proposition 2.3 pour la
suite g(m)

n , on a limn→∞ ‖g(m)
n ‖L2(J) = ∞, et donc limn→∞ ‖gn‖Wm,2(J) = ∞.

Comme dans la proposition 2.3, ce résultat suggère donc l'adjonction d'une contrainte
sur la norme Wm,2(J) de l'approximant qui rend le problème (BEP)m suivant bien posé :

Étant données f ∈ Wm,2(I) et M > 0, et soit f1 ∈ Wm,2(J). On dé�nit l'ensemble
suivant :

SmM :=
{
ψI , ψ ∈ Hm,2(G); ‖ψ − f1‖Wm,2(J) ≤M

}
.
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3.3 Existence et unicité de la solution

(BEP )m

 On cherche g ∈ Hm,2(G), g ∈ SmM telle que
‖f − g‖Wm,2(I) = inf

ψ∈Sm
M

‖f − ψ‖Wm,2(I) .

3.3 Existence et unicité de la solution

Nous décrivons ici la procédure de calcul de la solution du problème extrémal borné
dans les espaces de Hardy�Sobolev.
Théorème 3.2 Soit f ∈ Wm,2(I). Pour toute constante positive M , il existe une unique

fonction gm ∈ Hm,2(G) solution du problème (BEP)m. De plus, si f /∈ Hm,2(G)I alors

‖gm − f1‖Wm,2(J) = M .

Preuve
SmM est un sous ensemble convexe de Wm,2(I). Montrons qu'il est fermé. Soit (ψn) une
suite de fonctions de SmM convergente vers une fonction ψ dans Wm,2(I). La suite (ψn) de
Hm,2(G) est bornée dans l'espace de Hilbert Wm,2(∂G), elle admet donc une sous-suite
(ψnk

) qui converge faiblement vers une fonction ψ̃ dans Wm,2(∂G), et donc ψ̃ ∈ Hm,2(G),
puisque Hm,2(G) est un espace fermé de Wm,2(∂G) et (ψnk

) est une suite de Wm,2(∂G).
D'autre part, les suites (ψnk |I) et (ψnk |J) convergent faiblement dans Wm,2(I) et Wm,2(J)

respectivement. Ainsi ψ̃|I = ψ p.p et ‖ψ̃ − f1‖Wm,2(J) ≤ M , puisque les boules étant
faiblement fermés dans Wm,2(J). Ceci implique ψ ∈ SmM . Ainsi SmM est un sous�ensemble
fermé non vide de Wm,2(I). Donc la fonction gm = PWm,2(I)f est l'unique solution du
problème (BEP)m.

Montrons maintenant que la solution sature la contrainte, ‖gm − f1‖Wm,2(J) = M , si f
n'est pas la trace sur I d'une fonction dans Hm,2(G). Considérons l'application suivante :

ξ : Wm,2(I) → R

ψ 7→ ‖f − ψ‖Wm,2(I)

ξ est de classe C1 sur Wm,2(I), et pour tout ψ, u ∈ Wm,2(I), Dψξ(u) = 2Re < f −
ψ, u >m,I . Supposons que ‖gm − f1‖Wm,2(J) < M . Dans ce cas, gm est un point intérieur
de SmM dans Hm,2(G) où ξ atteint son minimum sur SmM , donc gm est un point critique de
ξ sur SmM . On a donc, pour tout u ∈ Hm,2(G), Dgmξ(u) = 2Re < f − gm, u >m,I= 0. De
la continuité du produit scalaire sur Wm,2(I) et de la densité de Hm,2(G)|I dans Wm,2(I),
on en déduit que Re < f − gm, u >m,I= 0 pour tout u ∈ Wm,2(I). En particulier, si on
prend u = f − gm, on obtient gm = f p.p sur I. Ceci contredit le fait que f n'est pas la
trace sur I d'une fonction de Hm,2(G).

3.4 Caractérisation de la solution

Dans cette section, nous allons donner un procédé constructif dans les espaces de
Hardy�Sobolev, où on explicite l'approximant gm dans ce cas Hilbertien.
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy�Sobolev

Notation : pour γ ∈ Wm,2(I) et δ ∈ Wm,2(J), on notera par
γI :=

(
γ ∨ 0|J , · · · , γ(m) ∨ 0|J

) et δJ :=
(
0|I ∨ δ, · · · , 0|I ∨ δ(m)

)
. (3.4.1)

Théorème 3.3 Sous les conditions du théorème 3.2, il existe un opérateur T : L2(∂G)×
· · · × L2(∂G) −→ Hm,2(∂G), telle que la solution du problème (BEP)m est donnée par

l'equation spectrale suivante :

gm = (Id+ λΦ)−1 T
[
f I + (1 + λ)fJ1

]
, (3.4.2)

où Φ est dé�nie par

Φ : Hm,2(G) → Hm,2(G)

h 7→ T
(
0 ∨ h|J , 0 ∨ h′|J , · · · , 0 ∨ h

(m)
|J

)
Preuve
On note ∂SM l'ensemble frontière de SM :

∂SM =
{
h ∈ Hm,2(G); ‖f1 − h‖Wm,2(J) = M

}
,

et on considère les applications suivantes :

ς : Hm,2(G) → R

h 7→ ‖f − h‖Wm,2(I)

et ζ : Hm,2(G) → R

h 7→ ‖f1 − h‖Wm,2(J) .

L'application ζ est de classe C1 et pour h ∈ Hm,2(G), u ∈ Hm,2(G),
Dhζ(u) = 2Re < f1 − h, u >Wm,2(J) .

Pour tout h 6= 0, Dhζ est surjective. En e�et, l'application Dhζ est une forme linéaire
continue surHm,2(G), donc d'après le théorème de représentation de Riesz [30], il existe un
unique élément g ∈ Hm,2(G) tel que, pour tout u ∈ Hm,2(G), Dhζ(u) =< g, u >Wm,2(J).
Soit maintenant, un élément y ∈ R, pour u = y g/‖g‖2

Wm,2(J), on a Dhζ(u) = y, d'où la
surjectivité.

Il s'ensuit alors que ζ est une submersion surHm,2(G)\{0}, et doncKerDgmζ, qui est un
sous espace fermé de Hm,2(G), est un hyperplan et ∂SM = ζ−1(M2) est une sous variété
de classe C1 de Hm,2(G) de codimension 1 ([71, II,2,prop.2]), et TM(gm) = KerDgmζ,
l'espace tangent à ∂SM en gm, est un hyperplan de Hm,2(G).

D'autre part, l'application ς est de classe C1 sur ∂SM admettant un point critique gm
sur ∂SM , solution du problème (BEP)m donnée par le théorème 3.2, et donc

Re < f − gm, u >Wm,2(I)= 0 , ∀u ∈ TM(gm) = KerDgmς ,
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3.4 Caractérisation de la solution

d'où
TM(gm) = KerDgmς ⊂ KerDgmζ .

Or, TM(gm) est un hyperplan et l'application ς n'est pas une submersion sur Hm,2(G)\{0}
(puisqu'elle admet un point critique non nul), donc il existe un réel α tel que

∀u ∈ Hm,2(G) , Dgmς(u) = αDgmζ(u) ,

ou encore
∀u ∈ Hm,2(G) , Re < f − gm, u >Wm,2(I)= αRe < f1 − gm, u >Wm,2(J) . (3.4.3)

En remplaçant u par iu ∈ Hm,2(G) dans l'equation (3.4.3),
∀u ∈ Hm,2(G) , Im < f − gm, u >Wm,2(I)= αIm < f1 − gm, u >Wm,2(J) ,

et par suite,
∀u ∈ Hm,2(G) , < f − gm, u >Wm,2(I)= α < f1 − gm, u >Wm,2(J) .

On déduit alors, ∀u ∈ Hm,2(G)

< gm, u >Wm,2(∂G) +(1 + α) < f1 − gm, u >Wm,2(J)=< f, u >Wm,2(I) + < f1, u >Wm,2(J) .

(3.4.4)
Soit l'application

θ : Hm,2(G) → R

h 7→
m∑
k=0

< f (k) ∨ 0|J , h
(k) >L2(∂G) .

La fonction θ est une forme linéaire continue, donc d'après le théorème de représentation
de Riesz [30], il existe un unique élément g ∈ Hm,2(G) telle que

∀h ∈ Hm,2(G), θ(h) =< g, h >Wm,2(∂G) ,

et donc, l'élément (g, · · · , g(m)) ∈ H2(∂G)× · · · ×H2(∂G) représente la projection ortho-
gonale de f I sur 0 := ϕ(Hm,2(G)), avec ϕ l'isométrie linéaire dé�nie par

ϕ : Hm,2(G) → L2(∂G)× · · · × L2(∂G)

ϑ 7→
(
ϑ, ϑ′, · · · , ϑ(m)

)
.

On pose

T : L2(∂G)× · · · × L2(∂G) → Hm,2(G)

g 7→ ϕ−1P0(g),
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy�Sobolev

et
Φ : Hm,2(G) → Hm,2(G)

g 7→ T
(
gJ
)
.

On a, pour tout h ∈ Hm,2(G),
< T

(
f I
)
, h >Wm,2(∂G) = < ϕ−1P0

(
f I
)
, h >Wm,2(∂G) =< P0

(
f I
)
, ϕ(h) >Wm,2(∂G)

= < f I ,
(
h, · · · , h(m)

)
>Wm,2(∂G) =< f, h >Wm,2(I) .

De même, pour tout h ∈ Hm,2(G)

< T
(
fJ1
)
, h >Wm,2(∂G) =< f1, h >Wm,2(J) .

L'equation (3.4.4) s'écrit alors,
gm + (1 + α)T

(
fJ1 − gJm

)
= T

(
f I
)

+ T
(
fJ1
)
, (3.4.5)

ou encore, pour λ = −1− α,
(Id+ λΦ) gm = T

(
f I + (1 + λ)fJ1

)
. (3.4.6)

Véri�ons maintenant que λ > −1. On a
< (Id+ λΦ)

(
gm − T (fJ)

)
, gm − T (fJ) >Wm,2(∂G)

=
∥∥gm − T (fJ)

∥∥2

Wm,2(∂G)
+ λ < Φ

(
gm − T (fJ)

)
, gm − T (fJ) >Wm,2(∂G)

=
∥∥gm − T (fJ)

∥∥2

Wm,2(∂G)
+ λM2 = ‖gm‖2

Wm,2(I) + (1 + λ)M2.

Or
(Id+ λΦ)

(
gm − T (fJ)

)
= T

(
f I + (1 + λ)fJ1

)
− (Id+ λΦ)

(
T (fJ)

)
,

et donc
< (Id+ λΦ)

(
gm − T (fJ)

)
, gm − T (fJ) >Wm,2(∂G)

= < T
(
f I + (1 + λ)fJ1

)
, gm − T (fJ) >Wm,2(∂G)

− < (Id+ λΦ) T (fJ), gm − T (fJ) >Wm,2(∂G)

= < f, gm >Wm,2(I) .

En déduire alors
‖gm‖2

Wm,2(I) + (1 + λ)M2 =< f, gm >Wm,2(I) ,

c'est à dire
(1 + λ)M2 =< f − gm, gm >Wm,2(I) .

En utilisant la caractérisation de la projection :
< f − gm, w − gm >Wm,2(I)≤ 0
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3.4 Caractérisation de la solution

pour tout w ∈ ∂SmM |I , pour déduire que
< f − gm, gm >Wm,2(I)≥ 0 .

Ainsi λ > 1 puisque les noyaux des applications ζ et ς ne sont pas dégénérés.
D'autre part, l'opérateur Φ est caractérisé par la propriété suivante : pour tout g,

h ∈ Hm,2(G),
< Φ(g), h >Wm,2(∂G)=< g, h >Wm,2(J), (3.4.7)

et donc, < Φ(gm), gm >Wm,2(∂G)= ‖gm‖Wm,2(J) = M2 ≥ 0, et par suite l'opérateur linéaire
autoadjoint Φ est monotone, injectif et ‖Φ‖ ≤ 1. En particulier, son spectre σ(Φ) ⊂ [0, 1].
Ainsi, (Id+ λΦ) est inversible pour tout λ > −1. L'equation (3.4.6) devient alors

gm = (Id+ λΦ)−1 T
[
f I + (1 + λ)fJ1

]
. (3.4.8)

Comme dans le Chapitre 2, on va exploiter la formule (3.4.8) pour déterminer l'ex-
pression des éléments de la matrice in�nie associée à Id + λΦ relativement à la base
orthogonale de Hm,2(G) des {einθ , n ∈ Z}.
Théorème 3.4 Les éléments de la matrice in�nie associée à Φ, dans la base orthogonale

de Hm,2(G) des {einθ, n ∈ Z},

Φn,p =


1− wm,nθ0

π lm,n
si p = n

νm,n,p
lm,n

sin(p− n)θ0

π(p− n)
si p 6= n

avec wm,n et lm,n sont donnés par les formules (3.1.1) et

νm,n,p = 1 +
m∑
k=1

k−1∏
q=0

(p− q)(n− q) .

Preuve
Pour tout h ∈ Hm,2(G) on a

< Φgm, h >Wm,2(∂G)=< gm, h >Wm,2(J) . (3.4.9)
Soit gm(z) =

∑
n∈Z gnz

n pour z ∈ G. On applique la formule (3.4.9) pour des fonction h
éléments de la base {em,n(z), n ∈ Z}, on a

<
∑
p∈Z

cpz
p, em,n(z) >Wm,2(∂G)=<

∑
p∈Z

gpz
p, em,n(z) >Wm,2(J) ,

donc ∑
p∈Z

cp < zp, zn >Wm,2(∂G)=
∑
p∈Z

gp < zp, zn >Wm,2(J) . (3.4.10)
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy�Sobolev

On a
< zp, zn >L2(∂G) =

1 + sp+n

2π

∫ 2π

0

ei(p−n)θ dθ

=

{
1 + s2n si p = n

0 si p 6= n ,

et pour k ≥ 1,

< (zp)(k) , (zn)(k) >L2(∂G) =
1

2π

(
1 + sp+n−2k

)(k−1∏
q=0

(p− q)(n− q

)∫ 2π

0

ei(p−n)θ dθ

=


(
1 + s2n−2k

) k−1∏
q=0

(n− q)2 si p = n

0 si p 6= n.

Donc
< zp, zn >Wm,2(∂G)=

{
lm,n si p = n

0 si p 6= n.

D'autre part
< zp, zn >Wm,2(J)=< zp, zn >Wm,2(∂G) − < zp, zn >Wm,2(I) .

On a
< zp, zn >Wm,2(I) = < χIz

p, χIz
n >L2(T) +

m∑
k=1

< (χIz
p)(k) , (χIz

n)(k) >L2(T)

=
1

2π

(
1 +

m∑
k=1

k−1∏
q=0

(p− q)(n− q)

)∫ θ0

−θ0
ei(p−n)θ dθ

=


wm,n

θ0

π
si p = n

νm,n,p
sin(p− n)θ0

π(p− n)
si p 6= n,

donc

< zp, zn >Wm,2(J) =


wm,n

(
1− θ0

π

)
+ µm,ns

2n si p = n

−νm,n,p
sin(p− n)θ0

π(p− n)
si p 6= n .

De l'equation (3.4.10), on tire alors
cnlm,n = gn

(
wm,n

(
1− θ0

π

)
+ µm,ns

2n

)
−
∑
p6=n

gpνm,n,p
sin(p− n)θ0

π(p− n)
,

et par suite

Φgm(z) =
∑
n∈Z

1

lm,n

[
gn

(
wm,n

(
1− θ0

π

)
+ µm,ns

2n

)
−
∑
p6=n

gpνm,n,p
sin(p− n)θ0

π(p− n)

]
zn

= gm(z)−
∑
n∈Z

1

lm,n

[
wm,n

θ0

π
gn +

∑
p6=n

gpνm,n,p
sin(p− n)θ0

π(p− n)

]
zn.
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3.4 Caractérisation de la solution

On détermine maintenant les expressions des éléments des matrices in�nies associées
à T (f I) et T (fJ). Soit pour une fonction h ∈ Wm,2(G), an(h) le nème c÷�cient de
Fourier de h, n ∈ Z et pour k = 0, · · · ,m, on pose

χI f̃k =

{
f (k) sur I
0 sur J , et χJ f̃1,k =

{
f

(k)
1 sur J

0 sur I .

Proposition 3.2

T
(
f I
)
(z) =

∑
n∈Z

1

lm,n

[
an(χI f̃0) +

m∑
k=1

(
k−1∏
q=0

(n− q)

)
an−k(χI f̃k)

]
zn .

Preuve
On a pour tout h ∈ Hm,2(G),

< T
(
f I
)
, h >Wm,2(∂G)=< f, h >Wm,2(I) .

On pose T (f I) (z) =
∑

p∈Z cpz
p ∈ Hm,2(G), alors pour tout n ∈ Z

< T
(
f I
)
, em,n(z) >Wm,2(∂G)=< f, em,n(z) >Wm,2(I) ,

et donc

<
∑
p∈Z

cpz
p, zn >Wm,2(∂G)=< χI f̃0, z

n >L2(∂G) +
m∑
k=1

< χI f̃k,

(
k−1∏
q=0

(n− q)

)
zn−k >L2(∂G) ,

c'est à dire∑
p∈Z

cp

[
< zp, zn >L2(∂G) +

m∑
k=1

(
k−1∏
q=0

(p− q)(n− q)

)
< zp−k, zn−k >L2(∂G)

]

= < χI f̃0, z
n >L2(∂G) +

m∑
k=1

(
k−1∏
q=0

(n− q)

)
< χI f̃k, z

n−k >L2(∂G),

cnlm,n =< χI f̃0, z
n >L2(∂G) +

m∑
k=1

(
k−1∏
q=0

(n− q)

)
< χI f̃k, z

n−k >L2(∂G) .

D'une part

< χI f̃0, z
n >L2(∂G) =

1

2π

∫ 2π

0

χI f̃0(e
iθ) e−inθ dθ

=
1

2π

∫ θ0

−θ0
f(eiθ) e−inθ dθ := an

(
χI f̃0

)
,

et d'autre part

< χI f̃k, z
n−k >L2(∂G)=

1

2π

∫ 2π

0

χI f̃k(e
iθ) e−i(n−k)θ dθ = an−k

(
χI f̃k

)
.
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy�Sobolev

Donc
cnlm,n = an(χI f̃0) +

m∑
k=1

(
k−1∏
q=0

(n− q)

)
an−k(χI f̃k) ,

et �nalement

T
(
f I
)
(z) =

∑
n∈Z

1

lm,n

[
an(χI f̃0) +

m∑
k=1

(
k−1∏
q=0

(n− q)

)
an−k(χI f̃k)

]
zn .

Proposition 3.3 Soit K := T \ I,

T
(
fJ1
)
(z) =

∑
n∈Z

1

lm,n

[
an(χK f̃1,0) + snan(χsTf̃1,0)

]
zn

+
∑
n∈Z

1

lm,n

[
m∑
k=1

(
k−1∏
q=0

(n− q)

)(
an−k(χK f̃1,k) + sn−kan−k(χsTf̃1,k)

)]
zn .

Preuve
De même, on a

< T
(
fJ1
)
, h >Wm,2(∂G)=< f1, h >Wm,2(J), ∀h ∈ Hm,2(G) .

On pose T (fJ1 ) =
∑

p∈Z cp z
p ∈ Hm,2(G), alors pour tout n ∈ Z,

< T
(
fJ
)
, em,n(z) >m,∂G=< f1, em,n(z) >Wm,2(J) ,

et donc

<
∑
p∈Z

cpz
p, zn >Wm,2(∂G)=< χJ f̃1,0, z

n >L2(∂G) +
m∑
k=1

< χJ f̃1,k,

(
k−1∏
q=0

(n− q)

)
zn−k >L2(∂G) .

On obtient �nalement,
cnlm,n = an(χK f̃1,0) + snan(χsTf̃1,0)

+
m∑
k=1

(
k−1∏
q=0

(n− q)

)[
an−k(χK f̃1,k) + sn−kan−k(χsTf̃1,k)

]
.

D'où le résultat.
Dans le cas particulier où I = T, (θ0 = π), l'opérateur Φ = PHm,2(G)PWm,2(sT) est diago-

nalisable et pour tout n ∈ Z, la fonction z → zn est un vecteur propre pour l'opérateur Φ,
qui correspond à la valeur propre wm,ns

2n

lm,n
. La solution gm peut être déduite directement

à partir du théorème 3.4, et exprimée d'une manière explicite en développement en série
de Fourier relativement à la base orthogonale {zn, n ∈ Z}. D'autre part, la propriété de
diagonalisation de l'opérateur de Φ, dans ce cas, rend plus simple le calcul de la solution
gm.
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3.4 Caractérisation de la solution

Lemme 3.1 Soit h ∈ Wm,2(∂G) donnée par

h(eiθ) =
∑
n∈Z

an e
inθ où

∑
n∈Z

wm,n |an|2 <∞ ,

et h(seiθ) =
∑
n∈Z

bns
neinθ où

∑
n∈Z

µm,ns
2n |bn|2 <∞ .

Alors

PHm,2(G)h(z) =
∑
n∈Z

wm,nan + µm,ns
2nbn

lm,n
zn, z ∈ G. (3.4.11)

Preuve
Soit h ∈ Wm,2(∂G). Puisque PHm,2(G)h(z) ∈ Hm,2(G), alors

PHm,2(G)h(z) =
∑
n∈Z

cn z
n , {cn} ⊂ C .

Or, la famille
{
em,n(z) = zm√

lm,n

}
est une base totale de l'espace de Hilbert Hm,2(G), donc

h− PHm,2(G)h ⊥ em,n pour tout n ∈ Z.
D'autre part

h− PHm,2(G)h(e
iθ) =

∑
n∈Z

(an − cn) e
inθ et h− PHm,2(G)h(se

iθ) =
∑
n∈Z

(bn − cn) s
neinθ .

Donc
0 = < h− PHm,2(G)h, em(z) >Wm,2(∂G)

= < h− PH2(G)h, em,n(z) >Wm,2(T) + < h− PH2(G)h, em,n(z) >Wm,2(T)

=
1√
lm,n

[
wm,n (an − cn) + µm,n (bn − cn) s

2m
]
.

Il s'ensuit que
cn =

wm,nan + µm,ns
2nbn

lm,n
, pour tout n ∈ Z .

Lemme 3.2 Soit h ∈ Hm,2(∂G) donnée par

h(z) =
∑
n∈Z

cn z
n ∀ z ∈ G ,

pour une suite de nombre complexe (cn)n. Alors

Φh(z) =
∑
n∈Z

µm,ns
2ncn

lm,n
zn. (3.4.12)

Preuve
Le résultat se déduit directement du lemme 3.1 pour an = 0 et bn = cn.

La solution dans ce cas est donnée d'une manière explicite par le théorème suivant :
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy�Sobolev

Théorème 3.5 Pour f ∈ Wm,2(T) et f1 ∈ Wm,2(sT), soient

f(eiθ) =
∑
n∈Z

an e
inθ /∈ Hm,2(G)|I et f1(se

iθ) =
∑
n∈Z

bns
neinθ .

Alors

gm(z) =
∑
n∈Z

wm,nan + (1 + λ)µm,ns
2nbn

wm,n + (1 + λ)µm,ns2n
zn, (3.4.13)

où λ > −1 est l'unique constante telle que∑
n∈Z

w2
m,n |an − bn|2 s2n

(wm,n + (1 + λ)µm,ns2n)2 = M2 .

Preuve
D'après la formule (3.4.6), la solution gm est donnée par

(1 + λΦ) g = PHm,2(G)

[
fT ∨ (1 + λ) f sT1

]
,

où fT et f sT1 sont dé�nis comme dans (3.4.1).
Notons h = fT ∨ (1 + λ) f sT1 ∈ Wm,2(∂G). D'après le lemme 3.1, pour tout z ∈ G

PHm,2(G)h(z) =
∑
n∈Z

wm,nan + (1 + λ)µm,ns
2nbn

1 + s2n
zn .

D'autre part, posons gm(z) =
∑

n∈Z cnz
n, z ∈ G, d'après le lemme 3.2, on a

Φg(z) =
∑
n∈Z

µm,ns
2ncn

lm,n
zn .

Nous développons cette expression dans la formule (3.4.14), on obtient
cn +

λµm,ns
2ncn

wm,n + µm,ns2n
=
wm,nan + (1 + λ)µm,ns

2nbn
1 + s2n

,

d'où
cn =

wm,nan + (1 + λ)µm,ns
2nbn

wm,n + (1 + λ)µm,ns2n
.

D'après le théorème 3.2, le paramètre λ > −1 est déterminé par la condition
‖ gm − f1 ‖Wm,2(sT) = M ,

et donc

M2 =

∥∥∥∥∥∑
n∈Z

wm,n (an − bn)

wm,n + (1 + λ)µm,ns2n
zn

∥∥∥∥∥
2

Wm,2(sT)

=
∑
n∈Z

w2
m,n |an − bn|2 s2n

(wm,n + (1 + λ)µm,ns2n)2 .

Nous arrivons maintenant à l'objectif principal de ce chapitre dans lequel on a abordé
les problèmes extrémaux bornés dans les classes de Hardy-Sobolev. Il s'agit d'amélio-
rer le résultat de continuité de la solution par rapport aux données présentées dans le
théorème 2.4 du chapitre 2.
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3.5 Continuité de la solution par rapport aux don-
nées

Comme dans la section 2.3, nous étudions les propriétés de continuité par rapport aux
données f et M des solutions des problème (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev.
Le théorème 2.4 nous a montré que l'extension dans les espaces de Hardy d'ordre 0 ne
fournit pas un cadre approprié pour approcher aussi près les données sur la partie J de la
frontière. L'étude précédente va nous permettre d'établir un résultat de convergence forte
pour l'approximant. En e�et, soit gm l'application dé�nie par :

gm : Wm,2(I)× R∗
+ → Hm,2(G)

(f, M) 7→ gm(f, M) ,

où gm(f, M) est la solution du problème (BEPm) associé aux données f et M . Soit
Dm = { (h,M) ∈ Hm,2(G)|I × R∗

+ tq ‖h ‖Wm,2(J) < M }.
Théorème 3.6 L'application gm est continue sur

(
Wm,2(I)× R∗

+

)
\Dm, mais non sur

tout l'ensemble Wm,2(I)× R∗
+. Cependant,

si (fn,Mn)
Wm,2(I)×R∗+−−−−−−−→ (f,M) alors gm(fn,Mn) ⇀ gm(f, M) dansHm,2(G) ,

tandis que gm(fn, Mn)
Wm,2(I)−−−−−→ gm(f, M). Ainsi, l'application gm est continue sur Hm−1,2(G).

Preuve
Soit gm l'unique solution du problème (BEPm) associé aux données f et M et on note
Mk = ‖g(k)

m ‖L2(J). On montrera que pour tout k = 0, · · · ,m, g(k)
m résout le problème (BEP)

associé aux données f (k) et Mk. En e�et, sinon, il existe un entier k0 telle g(k0)
m ne résout

pas le problème (BEP) associée aux données f (k0) et Mk0 . Soit h la solution du (BEP)
associé aux données f (k0) et Mk0 , et donc∥∥h− f (k0)

∥∥
L2(I)

≤
∥∥g(k0)

m − f (k0)
∥∥
L2(I)

et ‖h‖L2(J) ≤Mk0 .

Ce qui donne que la fonction φ dé�nie par{
φ(k) = g

(k)
m si k 6= k0

φ(k0) = h

véri�e :
φ ∈ Hm,2(∂G), ‖φ‖Wm,2(J) = M et ‖φ− f‖Wm,2(I) ≤ ‖gm − f‖Wm,2(I) .

Ce qui contredit la propriété d'optimalité de gm. Finalement, si gm résout le problème
(BEPm) associé aux données f et M alors pour tout k = 0, · · · ,m, g(k)

m est solution du
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy�Sobolev

problème (BEP) associé aux données f (k) et Mk. En appliquant maintenant le théorème
2.4 du chapitre 2, on déduit les résultats du théorème 3.6.

Nous proposons une autre alternative d'amélioration du résultat de continuité par
rapport aux données consistante à appliquer le même problème d'extension (d'ordre zéro)
aux dérivées successives des données disponibles puis en intégrant. Pour cela, on continue
par noter gm l'application

gm : Wm,2(I)× R∗
+ → Hm,2(G)

dé�nie par :
[gm(f,M)](m) = g(f (m),M), [gm(f,M)](k) = f (k)(z0), 0 ≤ k ≤ m− 1

pour z0 ∈ I �xé. Notons que g est la solution du (BEP) d'ordre 0 et que g0 = g.
Soit Dm = { (h,M) ∈ Hm,2(G)|I × R∗

+ tq (h(m),M) ∈ D } où D est dé�ni dans la
section 2.3 du chapitre 2. Un résultat analogue à celui du théorème 3.6 :
Théorème 3.7 L'application gm est continue sur

(
Wm,2(I)× R∗

+

)
\Dm, mais non sur

tout l'ensemble Wm,2(I)× R∗
+. Cependant, gm est continue sur Hm−1,2(G).

Preuve
On voit bien que la première assertion se déduit directement à partir du théorème 2.4 du
chapitre 2 appliqué pour les m premières dérivées de la fonction gm. Pour la deuxième, on
utilise le fait que si (xn) est une suite dans W 1,2(J) telle que xn(z0) = f(z0), z0 ∈ J , avec
la dérivée x′n converge faiblement vers x′ ∈ L2(J), alors xn → x en tout point de J , d'où,
par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, ‖xn − x‖L2(J) → 0 et on applique
de nouveau le théorème 2.4 aux dérivées itérées de gm.

3.6 Discussion

Après l'étude approfondie des (BEP) dans les espaces de Hardy, nous avons remarqué
un manque de continuité de la solution, ce qui nous conduit à porter notre choix sur les
espaces de Hardy-Sobolev vu leur nature permettant d'assurer un résultat de convergence
forte. Le théorème 3.6 a permis d'obtenir un approximant proche des données non seule-
ment sur I mais aussi sur la partie manquante des données. Cette approche s'impose dans
la suite comme étant un puissant outil dans la construction des algorithmes robustes pour
les appliquer au problème d'identi�cation du c÷�cient de Robin (chapitre 5 et [63]).
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Deuxième partie

Application de la technique au

problème de corrosion : Stabilité et

Robustesse
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Chapitre 4

Stabilité pour un problème inverse de

corrosion

4.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous discuterons une question de stabilité globale de type logarith-
mique pour le problème inverse d'identi�cation du c÷�cient de Robin pour l'équation de
Laplace. Sous des conditions su�santes sur les données disponibles et avec des hypothèses
a priori sur les données manquantes, nous établissons des résultats de stabilité logarith-
mique portant sur la solution du problème (BEP), comme les conséquences des propriétés
des fonctions dans les classes de Hardy pondérées. A�n de les exploiter pour le problème
inverse d'identi�cation du c÷�cient de Robin, lequel est exprimé par le quotient de la dé-
rivée de la partie imaginaire et la partie réelle de l'approximant sur la partie de la frontière
inaccessible aux mesures, en termes d'erreurs sur les données de Dirichlet�Neumann [74].

Nous signalons que, dans le disque unité, Chaabane et al [33] et Fellah [54] ont établi un
résultat de stabilité globale de type log-log en 2-D, utilisant la théorie d'analyse complexe
et les transformations quasiconformes, leurs résultats de stabilité sont basés sur un résultat
de contrôle de normes dans les espaces de Hardy-Sobolev [24].

4.2 Formulation du problème

Nous supposons que la température ou le potentiel électrique ne dépend pas de la
coordonnée longitudinale, de sorte que nous traitions un problème bidimensionnel sur un
domaine circulaire.

Plus généralement, soit G ⊂ R2 un domaine doublement connexe, domaine avec un trou
par exemple, de frontière régulière ∂G = Γi ∪ Γe constitué par deux courbes de Jordan
fermée Γi,Γe telle que Γi ∩ Γe = ∅.

On considère le problème inverse suivant : étant données deux fonctions ub et Φ dé�nies
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4 Stabilité pour un problème inverse de corrosion

sur Γe, ou sur une partie mesurable de mesure non nulle de Γe, avec Φ 6≡ 0, cherchons une
fonction q, telle que la solution u de

∆u = 0 in G
u = ub on Γe

∂ν u = Φ on Γe

(4.2.1)

soumise à la condition
∂ν u+ q u = 0 on Γi , (4.2.2)

sur le bord Γi, où ∂ν représente la dérivée partielle par rapport à la normale sortante de
∂G.

Les résultats de régularité et d'identi�abilité ont été exposés dans [34, 35] dans le cas
du disque unité. Ces résultats peuvent être étendus dans le cas d'un domaine doublement
connexe G, qui assurent que si Φ ∈ L2(Γe) et que q1, q2 sont dans une classe de fonctions
admissibles sur Γi, alors les solutions associées u1, u2 du problème direct (4.2.3)

∆u = 0 in G
∂ν u = Φ on Γe

∂ν u+ q u = 0 on Γi,

(4.2.3)

sont dans l'espace de Sobolev W 1,2(G) ; de plus, il suit que si u1|Γe = u2|Γe , alors q1 = q2

sur Γi.

4.2.1 Résultats classiques pour le problème direct
Nous allons généraliser les résultats de [34, 35], où les exposer sans développer les

démonstrations. Pour cela, nous considérons L2(G), l'espace de Hilbert des fonctions de
carré intégrable sur G, et pour m ∈ N l'espace de Sobolev Wm,2(G), des fonction réelles
ou complexes, dé�nies par ([30, 38]) :

Wm,2(G) = { f ∈ L2(G) , ‖ f ‖2
Wm,2(G) =

∑
0≤|p|≤m

∫
G
|Dp f(ξ) |2 dν(ξ) < ∞} ,

avec
|p| = p1 + p2 , D

p f =
∂p1+p2

∂xp11 ∂xp22

f ,

Toute fois ∂G est régulié, de classe Cm+1,β, pour, 0 < β < 1, la caractérisation suivante
de l'espace de Sobolev Wm+1/2,2(∂G) est également dé�ni, pour m ∈ N :

Wm+1/2,2(∂G) = { f ∈ L2(∂G) s.t. ∃F ∈ Wm+1,2(G) : F|∂G = f },

muni de la norme ‖ f ‖Wm+1/2,2(∂G) = inf{ ‖F ‖Wm+1,2(G) , F|∂G = f }. De plus, ils existent
des constantes km,G et Km,G telles que, pour tout f ∈ Wm+1,2(G) on a :

km,G ‖f|G‖Wm,2(G) ≤ ‖f|∂G‖Wm+1/2,2(∂G) ≤ Km,G ‖f‖Wm+1,2(G) .
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Pour ce qui concerne le problème direct consistant à trouver la solution u et sa trace ub
sur ∂G quand Φ et q sont donnés dans (4.2.3), nous avons le théorème 4.1 d'existence et de
régularité qui exige un certain nombre des hypothèses à priori (voir [5, 33, 35, 39, 50, 62]).
Ils sont de trois sortes.

Soit m ≥ 0. La première hypothèse concerne la régularité de la frontière du domaine
G ; physiquement, ceci signi�e que le domaine initial (non-corrodé) devrait être lisse :
(HG,m) : Supposons que Γi,Γe sont les deux de classe Cm,β, 0 < β < 1, m ≥ 1.

La seconde hypothèse concerne le �ux Φ imposé sur Γe, qui devrait être assez lisse.
A�n de garantir que la solution ne soit pas identiquement nulle dans G, nous exigeons que
Φ garde un signe constant. Notons cependant que ceci pourrait être réaliser si Φ avait le
signe variable, à condition qu'il ne soit pas très oscillant, comme dans [5] pour le cas d'un
domaine simplement connexe. Bien que ce soient des restrictions physiques additionnelles,
ces conditions peuvent être guaranties sur Γe, où Φ est choisi.
(HΦ,m) : Φ ∈ Wm,2(Γe), Φ ≥ 0, Φ 6≡ 0.

La dernière hypothèse concerne le c÷�cient de Robin inconnu q, qui doit être lisse et
borné. La condition de régularité est en fait une condition restrictive, c'est une technique
nécessaire pour prouver le résultat d'identi�abilité du problème inverse (voir le théorème
4.2). La bornétude correspond aux limitations physiques sur le processus d'échange sur
Γi, qui ne peut pas, en particulier, s'avérer parfaitement isolante ou conductante. Soit
cs , Cs > 0 et introduisons la classe d'admissibilité des c÷�cients de Robin sur Γi sui-
vante :

A(m)(Γi,m, cs, Cs) = {q ∈ Cm(Γi) , |q(k)| ≤ Cs, 0 ≤ k ≤ m, et q ≥ cs } .

(Hq,m) : q ∈ A(m), pour des constantes cs , Cs > 0.
Théorème 4.1 [34, 35] Soit m ≥ 0 et on suppose que (HG,m), (HΦ,m), (Hq,m) sont sa-

tisfaits pour G, Φ et q, respectivement. Alors il existe une unique fonction u ∈ W n+1,2(Ḡ),

qui est la solution du problème direct (4.2.3).
De plus, il existe des constantes κ > 0 et κ > 0 (depends seulement de la classe A(m))

telles que, pour tout q ∈ A(m) et Φ ∈ Wm,2(Γe),

u ≥ κ > 0 sur Γi , (4.2.4)
et

‖u‖Wm+1,2(∂G) ≤ κ . (4.2.5)
Pour la preuve de ces résultats, on peut se référer à [34, lemme 2], [35, théorème 2],

en se basant sur les injections de Sobolev, ainsi que le principe de maximum de Hopf
[38, 56, 84].

La propriété d'identi�abilité suivante [34, théorème 1] assure l'unicité de la solution q
du problème inverse, qui représente une propriété nécessaire pour la question de stabilité.
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Théorème 4.2 [34] Supposons que Φ satisfait (HΦ,0) et q1, q2 satisfaits (Hq,0). Soit u1

et u2 les solutions associées. Si u1|K = u2|K sur un sous ensemble ouvert K 6= ∅ de Γe, de

mesure strictement positive (mes(K) > 0, alors q1 = q2.

4.2.2 Adaptation du (BEP) au problème inverse
Nous avons cherché à établir comment l'outil d'approximation harmonique permet de

formuler le problème inverse (4.2.1), (4.2.2) de détection de corrosion pour l'identi�cation
d'un c÷�cient de Robin, en termes de reconstruction d'une fonction analytique dans le
domaine depuis ses valeurs sur une partie de la frontière.

Sans perte de généralité, on va s'intéresser à un domaine annulaire, via une transfor-
mation conforme [59, théorème 17.1a]. Pour cela, Soit G la couronne G = D\ sD où D est
le disque unité, et on note ∂G = sT ∪ T, 0 < s < 1, menu de la mesure de Lebesgue nor-
maliée de sorte qu'on donne à chaque cercle la mesure unité. Le problème inverse (4.2.1),
(4.2.2) est reformulé de la manière suivante :

étant données deux fonctions ub et Φ avec Φ 6≡ 0, cherchons une fonction q, telle que
la solution u de 

∆u = 0 in G
u = ub on T
∂ν u = Φ on T

(4.2.6)

soumise à la condition
∂ν u+ q u = 0 on sT , (4.2.7)

où ∂n représente la dérivée partielle par rapport à la normale sortante de ∂G.
On suppose que Φ ∈ L2(T) et que q ∈ A(0). D'après le Théorème 4.1, u|∂G

∈ W 1,2(∂G).
Donc, localement, et d'après les équations de Cauchy�Riemann, il existe une fonction v
harmonique dans G, localement mono�valuée, telle que ∂θ v = ∂n u sur ∂G, où ∂θ est
la dérivée partielle tangentielle sur ∂G. Dans ce cas, et d'après (4.2.6), la fonction v est
donnée sur T, à une constante près, par

v|T(e
iθ) =

∫ θ

θ0

Φ(eiτ ) dτ ,

pour eiθ0 ∈ T arbitraire. Ainsi, f = u + i v est analytique, multi�valuée dans G ; et elle
est donnée sur T par

f(eiθ) = ub(e
iθ) + i

∫ θ

θ0

Φ(eiτ ) dτ . (4.2.8)
Ainsi, on a sur sT,

q = −∂θ v
u

= −∂θ Im(f)

Re(f)
, (4.2.9)

qu'elle donne lien entre q et f , a�n de récupérer q en appliquant le problème (BEP)
pour la donnée f , ou pour établir des résultats de stabilité en tant que des propriétés de
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continuité de l'application (u ,Φ) → q . Donc recouvrir f|sT à partir de f|T nous permet
de résoudre le problème inverse (4.2.6), (4.2.7).

Cependant, puisque G n'est pas simplement connexe, il est mal de dé�nir f globale-
ment dans G qu'autant une fonction mono�valuée. En e�et, d'après la formule de Green
appliquée à la solution u de (4.2.6), (4.2.7) et pour toute fonction constante dans G, on a∫

∂G

∂n u =

∫
T

Φ−
∫
sT
∂θ v = 0 . (4.2.10)

Ainsi, si ∫T Φ 6= 0, alors v, et donc f , sont multi�valuées dans G (voir [2]), ce qui nous
ramène à une mauvaise reconstruction de q. Pour résoudre cette di�culté, nous nous
disposons du lemme 4.1 suivant :
Lemme 4.1 [74] Soit Φ ∈ L2(T) et on suppose que q ∈ A(0). Alors, il existe une fonction

f ∈ H1,2(∂G) telle que la solution u de (4.2.6), (4.2.7) véri�e u = Re f dans G.

De plus, il existe une fonction F ∈ H1,2(∂G) mono�valuée, telle que f = F + c log z

dans G, pour c dé�ni par

c =

∫ 2π

0

Φ(eiθ) dθ . (4.2.11)
Plus généralement, soit m ≥ 0, Φ ∈ Wm,2(T), q ∈ A(m). Alors u = Re f , pour une

certaine fonction f ∈ Hm+1,2(∂G).

Preuve [74]
La première assertion est déjà développée au début de ce paragraphe, qui est une déduction
direct du Théorème 4.1. D'autre part, puisque dans G, u est localement la partie réelle
d'une fonction analytique f = u + i v. On dé�nit la surface Riemannienne R = {σ ∈ C :

log s < Re σ < 0} et introduisons la fonction h : R → G, h(σ) = eσ. On a bien h est
analytique sur R. Il existe alors une fonction analytique δ : R→ C telle que, localement,
on a f = δ ◦ h−1. La fonction δ(σ + 2πi)− δ(σ) est une analytique dans R dont la partie
réelle est nulle, et donc elle est imaginaire pure, égale à une constante, notée, i c. Ainsi,
δ(σ) − c

2π σ est une fonction 2πi-periodique en σ. On conclut qu'il existe une fonction
analytique mono�valuée F de�ne sur G telle que

F (z) = f(z)− c

2π
log z , (4.2.12)

d'où u(z) = Re F (z) + c
2π log |z|, et (4.2.10) implique

c =

∫ 2π

0

Φ(eiθ) dθ . (4.2.13)

Maintenant, si on écrit la représentation standard de la fonction harmonique u dans
l'anneau G

u(reiθ) =
∑

k∈Z,k 6=0

rk(ak cos kθ + bk sin kθ) + a0 + b0 ln r,
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alors, c = 2πb0 et la fonction v est donnée par
v(reiθ) =

∑
k∈Z,k 6=0

rk(ak sin kθ − bk cos kθ) + b0θ,

et
F (z) =

∑
k∈Z,k 6=0

(ak − ibk)z
k + a0.

Il s'ensuit que si u ∈ Wm,2(∂G) pour un certains m, alors v, f et F sont aussi dans
Wm,2(∂G).
Remarque 4.1 Dans le cas où I & T, par construction la fonction f est mono-valuée
puisque la conjugué harmonique v est mono-valuée sur G.

4.3 Résultats de stabilité globale

Le recouvrement de f|sT à partir de f|T et la relation (6.5.3) vont nous permettre d'éta-
blir des propriétés de stabilité globale de type logarithmique de l'application (ub,Φ) → q

dans un cadre général, dans les espaces de Hardy pondérés. Ces résultats représentent une
extension des résultats établit dans [33] dans le cas du disque unité.

4.3.1 Espaces de Hardy pondérés
Etant données deux suites (wn)n∈Z et (µn)n∈Z de nombres réels positifs, nous introdui-

sons H2
w,µ(∂G) l'espace de Hardy pondéré de la couronne G, muni de la norme

‖g‖2
L2

w,µ(∂G) =
∑
n∈Z

|gn|2 [wn + s2n µn] ,

pour des fonctions g(z) =
∑

n∈Z gn z
n, z ∈ G. Sous la condition

inf
n∈Z

wn + s2nµn
1 + s2n

> 0, (4.3.1)

et le fait que la suite de fonctions (zn/
√

1 + s2n)n∈Z est une base orthogonale de H2(∂G),
l'injection H2

w,µ(∂G) → H2(∂G) est continue. Ainsi, les fonction de H2
w,µ(∂G) admettent

des traces sur T et sT, de la manière suivante. Soit L2
w(T) ⊂ L2(T) et L2

µ(sT) ⊂
L2(sT) respectivement les espaces des fonctions g =

∑
n∈Z gn z

n telles que ‖g‖2
L2

w(T) =∑
n∈Z |gn|2wn < ∞ et ‖g‖2

L2
µ(sT) =

∑
n∈Z |gn|2 s2n µn < ∞ respectivement. Une fonction

dans l'espace H2
w,µ(∂G) admet ainsi une trace sur T et sT appartenant à L2

w(T) et L2
µ(sT),

respectivement.
Plus généralement, l'injection H2

w,µ(∂G) → H2
w′,µ′(∂G) est continue si et seulement si

inf
n∈Z

wn + s2nµn
w′n + s2nµ′n

> 0. (4.3.2)
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On note L2
w,µ(∂G) ⊂ L2(∂G) pour l'espace des fonctions dé�nies sur ∂G telles que leurs

restrictions à T et sT sont dans L2
w(T) et L2

µ(sT), respectivement. La condition (4.3.2)
est une condition necessaire et su�sante pour la continuité de l'injection L2

w,µ(∂G) →
L2
w′,µ′(∂G).
Nous écrivons PL2

w(T) g = χT g pour une fonction dans L2
w,µ(∂G) qui coincide avec g sur

T et nulle sur sT. La dé�nition de PL2
µ(sT) est analogue.

Notons que, pour m ≥ 1, si wn = wm,n et µn = µm,n pour tout n ∈ Z, où wm,n, µm,n
sont dé�nis par les formules (3.1.1) du chapitre 3, les espaces H2

w,µ(∂G), L2
w(T) et L2

µ(sT)

coincident avec Hm,2(∂G), Wm,2(T) et Wm,2(sT) respectivement.

4.3.2 Estimations en norme dans les espaces de Hardy pondérés
Les résultats d'estimation d'erreur qu'on va les presenter dans cette section représentent

une généralisation du lemme de Baratchart-Zerner [24].
On note par Bm,2 la boule unité de Hm,2(∂G), et B2

w,µ celle de H2
w,µ(∂G). Soit (wn),

(µn), et (w′n), (µ′n) des suites de nombres réels positifs : dans l'ordre de garantir l'existence
des traces sur ∂G des fonctions de H2

w′,µ′(G) nous supposerons pour cela que (w′n), (µ′n)

satisfaits à la condition (4.3.1) ; rappellons dans ce cas que H2
w′,µ′(∂G) ⊂ H2(∂G). Nous

supposerons aussi que
s2nµ′n

wn + s2nµn
≤ δ(n) ∀n < 0, où δ(n) décroît vers 0 si n→ −∞, (4.3.3)

en même temps que

sup
n∈Z

µ′n
w′n

≤ % , pour une certaine constante % > 0 . (4.3.4)

Le résultat suivant (théorème 4.3) utilise la condition (4.3.3) dans l'ordre de déduire le
comportement de la solution du (BEP) sur sT à partir de son comportement sur T.
Théorème 4.3 [74] Supposons que les hypothèses (4.3.1), (4.3.3) et (4.3.4) sont satis-

faites pour les suites (wn), (µn) et (w′n), (µ′n) de nombres réels positifs. Soit g ∈ H2
w,µ(∂G)

telles que g ∈ B2
w,µ et ‖g‖L2

w′ (T) ≤ ε pour un certain ε > 0 su�samment petit. Alors

‖g‖L2
µ′ (sT) ≤

(
δ

(
−1−

⌊∣∣∣∣ log ε

2 log s

∣∣∣∣⌋)+ %ε

)1/2

≤
(
δ

(⌊
−
∣∣∣∣ log ε

2 log s

∣∣∣∣⌋)+ %ε

)1/2

.

Preuve [74]
Nous allons estimer la quantité suivante

‖g‖2
L2

µ′ (sT) =
∑
n≤−N

s2nµ′n|gn|2 +
∞∑

n=−N+1

s2nµ′n|gn|2

:= σ1 + σ2.
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4 Stabilité pour un problème inverse de corrosion

Puisque g ∈ B2
w,µ, alors on a ∑

n≤−N

|gn|2 (wn + s2n µn) ≤ 1 .

D'une part,

σ1 =
∑
n≤−N

s2nµ′n|gn|2 =
∑
n≤−N

s2nµ′n
wn + s2nµn

(
wn + s2nµn

)
|gn|2

≤
∑
n≤−N

δ(n)
(
wn + s2nµn

)
|gn|2

≤ ‖g‖H2
w,µ(∂G) sup

n≤−N
δ(n) ≤ sup

n≤−N
δ(n) = δ(−N).

D'autre part,

σ2 =
∞∑

n=−N+1

s2nµ′n|gn|2 =
∞∑

n=−N+1

s2n µ
′
n

w′n
|gn|2w′n

≤ s−2(N−1) sup
p∈Z

µ′p
w′p

∞∑
n=−N+1

|gn|2w′n

≤ s−2(N−1)%ε2.

Choisissons maintenant N = 1 +
⌊∣∣∣ log ε

2 log s

∣∣∣⌋, on obtient alors
‖g‖2

L2
µ(sT) ≤ δ(−N) + %ε.

De plus, on a
⌊
−
∣∣∣ log ε
2 log s

∣∣∣⌋ = −N , et donc

‖g‖L2
µ′ (sT) ≤

(
δ

(⌊
−
∣∣∣∣ log ε

2 log s

∣∣∣∣⌋)+ %ε

)1/2

.

Corollaire 4.1 [74] Sous les hypothèses du théorème 4.3 et s'ils existent deux constantes

c > 0 et α > 0 telles que δ(n) ≤ c|n|−α, alors il existe une constante C > 0 telle que

‖g‖L2
µ′ (sT) ≤

C

| log ε|α/2
.

Preuve [74]
Pour tout x ∈ R∗

−, on a |bxc|−α ≤ |x|−α. Prenons alors n =

⌊
−
∣∣∣∣ log ε

2 log s

∣∣∣∣⌋, on obtient

‖g‖2
L2

µ′ (sT) ≤
c|2 log s|α

|log ε|α
+ %ε .

Or, la fonction x → x(log x)α, si x 6= 0, et 0 si x = 0, est continue sur [0,+∞[, donc
elle est bornée au voisinage de zéro. Ainsi, il existe une constante, notée cte, telle que
ε ≤ cte (log ε)−α. D'où le résultat.
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Corollaire 4.2 [74] Soit m et k deux entiers naturels m > k ≥ 0. Alors il existe une

constante C, depend seulement de m, k et s, telle que dès que g ∈ Bm,2 avec ‖g‖Wk,2(T) ≤ ε

pour un certain ε > 0 su�samment petit, on a

‖g‖Wk,2(sT) ≤
C

| log ε|m−k
.

Preuve [74]
Ce résultat est une conséquence du théorème 4.3, en prenant les poids wn = wm,n,
µn = µm,n et w′n = wk,n, µ′n = µk,n. En e�et, la condition (4.3.1) pour les couples
(wn, µn) et (w′n, µ

′
n) est véri�ée car tous ces poids sont supérieurs ou égals à 1, et donc

infn∈Z
wn+s2nµn

1+s2n ≥ 1 et infn∈Z
w′n+s2nµ′n

1+s2n ≥ 1. La condition (4.3.3) est vraie aussi avec δ(n)

d'ordre |n|−2(m−k) pour n < 0 puisque µn se comporte en |n|2m et µ′n en |n|2k quand
n→ −∞. Finallement, on a aussi la condition (4.3.4) directement à partir de la dé�nition
des poids donnée par (3.1.1), avec % = s−2k, puisque s−2k ≥ s−2n pour tout k ≥ n.
Remarque 4.2 Le résultat du corollaire 4.2 est optimal pour le choix de la fonction
g(z) = δzp, où δ > 0 and p est un entier négatif, choisi assez grand en valeur absolu. Pour
un ε > 0 donné et m > k, on choisit p tel que

‖g‖Wm,2(T)

‖g‖Wk,2(T)

≤ 1

ε
,

et ensuite, choisissons δ tel que ‖g‖Wk,2(T) = ε, et par conséquent g ∈ Bm,2. Donc
‖g‖Wm,2(sT) ' ε sp |p|m ' 1 si p ' − log ε/ log s quand ε→ 0 .

Dans ce cas on obtient
‖g‖Wk,2(sT) ' c1δ|p|ksp ' c2| log ε|k−m quand ε→ 0 ,

où c1 et c2 sont des constantes dépendent seulement de m, k et s, et non de p, δ ou ε.
Cependant, pour le cas où la norme est connue petite seulement sur un sous ensemble I

de T, (I & T), nous pouvons aussi conclure que sa norme sur la frontière complémentaire
J demeure petite. Ce résultat exige une condition plus forte que (4.3.2).
Théorème 4.4 [74] Soit (w′n), (µ′n) des suites poids satisfaites à la condition (4.3.1), et

on suppose de plus que (wn), (µn) sont des autres suites poids telles que

sup
|n|≥N

w′n + s2nµ′n
wn + s2nµn

→ 0

quand N → ∞. Soit I ⊂ ∂G un sous ensemble de mesure strictement positive, et sup-

posons que (gp) est une suite de fonctions dans B2
w,µ ⊂ H2

w,µ(∂G) telle que ‖gp‖0,I → 0.

Alors ‖gp‖H2
w′,µ′ (∂G) → 0.
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4 Stabilité pour un problème inverse de corrosion

Preuve [74]
Nous commençons par prouver que la bouleB2

w,µ est un sous�ensemble fermé deH2
w′,µ′(∂G).

Pour cela, si (gp) est une suite de B2
w,µ qui converge vers un élément g in H2

w′,µ′(∂G), alors
pour tout N > 0 ces c÷�cients de Fourier gp,n véri�es

N∑
n=−N

|gp,n|2(wn + s2nµn) ≤ 1.

D'après la condition (4.3.1), l'injection H2
w′,µ′(∂G) → H2(∂G) est continue, donc il existe

une constante c > 0 tel que

‖gp − g‖L2(∂G) ≤ c‖gp − g‖H2
w′,µ′ (∂G) ,

et donc, pour tout n ∈ Z

|gp,n − gn| ≤ c‖gp − g‖H2
w′,µ′ (∂G) .

D'où, pour tout n ∈ Z on a, limp→∞ |gp,n − gn| = 0, et par passage à la limite quand
p→∞ on obtient,

N∑
n=−N

|gn|2(wn + s2nµn) ≤ 1.

Prenons maintenant la limite quand N →∞, on trouve que g ∈ B2
w,µ, qui est donc fermé.

Prouvons maintenant que B2
w,µ est compact. Soit g ∈ B2

w,µ, pour tout N ∈ N on a
∑
|n|≥N

|gn|2(w′n + s2nµ′n) =
∑
|n|≥N

|gn|2(wn + s2nµn)
w′n + s2nµ′n
wn + s2nµn

≤ ‖g‖H2
w′,µ′ (∂G) sup

|n|≥N

w′n + s2nµ′n
wn + s2nµn

≤ sup
|n|≥N

w′n + s2nµ′n
wn + s2nµn

→ 0.

On déduit alors que B2
w,µ est borné et donc compact de H2

w′,µ′(∂G), (cf. [45, ch. IV, Ex. 13]
pour le critère de compacité dans `2, qui est adapté ici).

Soit maintenant (gp) satisfait à l'hypothèse du théorème 4.4. Ou bien ‖gp‖H2
w′,µ′ (∂G) →

0, où, après avoir extraire une sous�suite, notée aussi (gp), on peut supposer que (gp)

converge au sens de la norme H2
w′,µ′(∂G) vers une certaine fonction g appartient à la

boule compacte B2
w,µ ; cependant, g est nécessairement nulle sur I ⊂ ∂G. Ce qui donne,

d'après le lemme 2.2, g est identiquement nulle sur G. Ce qui est absurde.
Corollaire 4.3 [74] Soit m et k deux entiers m > k ≥ 0, et soit I ⊂ ∂G un sous�

ensemble compact d'intérieur non vide. Soit (gp) une suite de fonctions dans Bm,2 ⊂
Hm,2(∂G) telle que ‖gp‖L2(I) → 0. Alors ‖gp‖Wk,2(∂G) → 0.
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Preuve [74]
Il su�t de véri�er que les poids wn = wm,n, µn = µm,n et w′n = wk,n, µ′n = µk,n satisfaits
aux conditions du théorème 4.4. La condition 4.3.1 est déjà véri�ée pour les poids wk,n et
µk,n dans la preuve du corollaire 4.2. D'autre part, quand |n| ∼ ∞

sup
|n|≥N

wk,n + s2nµk,n
wm,n + s2nµm,n

' 1

|n|2(m−k)
≤ 1

|N |2(m−k) → 0 .

4.3.3 Propriétés de stabilité pour le problème inverse
Nous exposons les principaux résultats de ce chapitre, qui consistent à établir des esti-

mations de stabilité globale de type logarithmique pour le problème inverse d'identi�cation
du c÷�cient de Robin.
Théorème 4.5 [74] Supposons que n ≥ 1, que Φ1 et Φ2 satisfaits (HΦ,n) sur T et q1 et

q2 satisfaits (Hq,n) sur sT. Soit u1, u2 les solutions associées du problème (4.2.6), (4.2.7),
et on suppose que :

‖u1 − u2 ‖L2(T) ≤ ε , ‖Φ1 − Φ2 ‖L2(T) ≤ ε , (4.3.5)
pour un certain ε > 0 su�samment petit. Alors, il existe une constante K = K(s, A(n)) >

0 telle qu'on a l'estimation suivante :

‖ q1 − q2 ‖L2(sT) ≤
K

| log ε|n
. (4.3.6)

Preuve [74]
On dé�nit u = u1 − u2, Φ = Φ1 − Φ2. Introduisons maintenant comme dans (6.5.2)
les fonctions fi analytiques dans G telle que ui = Re fi. Les résultats de régularité du
théorème 4.1 et du lemme 4.1 implique que fj ∈ Hn+1,2(∂G).
Dans ce cas, on peut appliquer l'inégalité d'interpolation de Hardy�Littlewood�Pólya [57]
pour tout u ∈ W n+1,2(T) :

‖D1u ‖n+1
L2(T) = ‖u′ ‖n+1

L2(T) ≤ ‖u ‖Wn+1,2(T) ‖u ‖nL2(T). , (4.3.7)
Cette inégalité est déduite à partir de l'inégalité de Hadamard�Kolmogorov pour un opé-
rateur plus général, qui est donnée dans [29]. (Voir aussi l'inégalité de Gagliano�Nirenberg
donnée dans [30, chapitre VIII].) Par conséquent

‖u ‖2
W 1,2(T) ≤ (κ ‖u‖nL2(T) )2/(n+1) + ‖u‖2

L2(T)

à partir de (4.2.5). Ensuite, si f = f1 − f2, alors
‖ f ‖2

W 1,2(T) = ‖u ‖2
W 1,2(T) + ‖Φ ‖2

W 1,2(T)

≤ ‖u ‖2
W 1,2(T) + ‖Φ ‖2

L2(T)

≤ (κ εn)2/(n+1) + 2ε2 ≤ c ε2n/(n+1)

69



4 Stabilité pour un problème inverse de corrosion

pour c = (κ)2/(n+1) + 2, quand ε < 1 assez petit.
De plus, à partir de (4.2.5) dans le théorème 4.1 et le lemme 4.1, on a

‖ f ‖2
n+1,T = ‖u ‖2

n+1,T + ‖Φ ‖2
n+1,T

≤ κ2 + ‖Φ ‖2
n+1,T,

donc il existe une constante κ′ ≥ κ (depend seulement de s et de la classe A(n)) telle que
f/κ′ ∈ Bn+1,2. Maintenant, soit k = max(

√
c, κ′) ≥ 1. On a f/k ∈ Bn+1,2 et

‖ f/k ‖W 1,2(T) ≤
(c ε2n/(n+1))1/2

k
≤ εn/(n+1) .

En appliquant le corollaire 4.2, on obtient

‖ f/k ‖W 1,2(sT) ≤
C

| log εn/(n+1)|n
≤ eC

| log ε|n
, (4.3.8)

pour une constante C > 0 (depend de s), notons que (n+1
n

)n
< e.

Soit maintenant q = q1− q2. Sur sT, on a que ∂νui + qiui = 0, d'où ∂νu+ qu1 + q2u = 0 et
qu1 = −∂νu− q2u on sT .

En utilisant l'hypothèse sur q, et le résultat (4.2.4) dans le théorème 4.1, avec la relation
(4.3.7) pour la norme L2(sT) et n = 0, on a

‖ q ‖L2(sT) ≤
√

2

m
max(1, Cs) ‖u ‖W 1,2(sT) . (4.3.9)

Finallement, puisque ‖u ‖W 1,2(sT) ≤ ‖ f ‖W 1,2(sT), on conclut à partir de (4.3.8) et (4.3.9)
que :

‖ q ‖L2(sT) ≤
e
√

2C k max(1, Cs)

m | log ε|n
.

Ceci se tient toujours dans des situations plus générales d'un domaine doublement
connexe G ⊂ R2, dé�ni dans la section 4.2, comme dans (4.2.1), (4.2.2).
Corollaire 4.4 [74] Soit n ≥ 1, supposons que Γi,Γe satisfaits (HG,n), que Φ1 et Φ2

satisfaits (HΦ,n) et que q1 et q2 satisfaits (Hq,n). Soit u1, u2 les solutions associées du

problème (4.2.1), (4.2.2), et supposons que :

‖u1 − u2 ‖L2(Γe) ≤ ε , ‖Φ1 − Φ2 ‖L2(Γe) ≤ ε , (4.3.10)
pour un ε > 0. Alors, il existe une constante K = K(s, A(n)) > 0 telle que :

‖ q1 − q2 ‖L2(Γi) ≤
K

| log ε|n
. (4.3.11)
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Preuve [74]
En se référant à [59, téorèhme 17.1a], il existe une transformation conforme CG : G→ G,
associée à la valeur de s, 0 < s < 1. De plus, comme dans le cas d'un domaine simplement
connexe D qui se transforme conformement au disque unité [83], l'hypothèse de régularité
posée sur ∂G permet d'obtenir une extension Cn de CG : ∂G→ ∂G, [23, 83]. Les problèmes
(4.2.6), (4.2.7) et (4.2.1), (4.2.2) sont alors liés chacun à l'autre par la transformation CG,
et donc le résultat du corollaire se déduit directement à partir du théroème 4.5, comme
dans [33]. Notons que la constante K dans (4.3.11) depend du choix de la transformation
CG.

Pour la norme uniforme, on a le résultat suivant :
Corollaire 4.5 [74] Soit n ≥ 2, soit Φ1 et Φ2 satisfaits (HΦ,n) sur T et q1 et q2 satisfaits

(Hq,n) sur sT. Soit u1, u2 les solutions associées du problème (4.2.6), (4.2.7), et supposons
que :

‖u1 − u2 ‖L∞(T) ≤ ε , ‖Φ1 − Φ2 ‖L∞(T) ≤ ε , (4.3.12)
pour ε > 0. Alors, il existe une constante K = K(s, A(n)) > 0 telle que :

‖ q1 − q2 ‖L∞(sT) ≤
K

| log ε|n−1
. (4.3.13)

Preuve [74]
Nous utilisons les notations déjà utilisées dans la preuve du théorème 4.5 en respectant les
mêmes étapes avec quelques modi�cations appropriées. La version générale de l'inégalité
de Hadamard�Kolmogorov [29] implique que pour 0 < k < N on a :

‖u(k) ‖NL2(T) ≤ ‖u(N) ‖kL2(T) ‖u ‖N−kL2(T)

pour tout u ∈ WN,2(T). Appliquons ça pour les cas k = 1 et k = 2 avec N = n + 1, on
arrive à ces inégalités

‖u‖L2(T) ≤ a0ε, ‖u′‖L2(T) ≤ a1ε
n/(n+1), ‖u′′‖L2(T) ≤ a2ε

(n−1)/(n+1)

pour u = u1 − u2, avec des constantes a0, a1, a2 > 0, et de même pour Φ = Φ1 − Φ2,
puisque Φ ∈ WN,2(T). La conclusion est donc, à condition que 0 < ε < 1, on a

‖f‖2,T ≤ cε(n−1)/(n+1)

pour une constante c > 0. Nous sommes maintenant dans les conditions d'appliquer les
mêmes arguments dans la preuve du théorème 4.5, qui, en utilisant le théorème 4.1 et le
lemme 4.1, pour montrer que u = Ref , où f ∈ Hn+1,2(∂G), et donc le corollaire 4.2 pour
aboutir à une inégalité similaire à celle (4.3.8), de la forme suivante :

‖ f/k ‖2,sT ≤
C

| log ε(n−1)/(n+1)|n−1
≤ e2C

| log ε|n−1
(4.3.14)
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pour des constantes C, k > 0. On a par hypothèse et à partir de (4.2.4) q = q1 − q2

satisfait
‖ q ‖L∞(sT) ≤

1

m
max(1, Cs) ‖u ‖W 1,∞(sT) , (4.3.15)

et de plus,
‖u ‖1,∞,sT ≤ ‖u ‖2,sT ≤ ‖ f ‖2,sT .

Ceci mène �nalement à :

‖ q ‖L∞(sT) ≤
e2C k max(1, Cs)

m | log ε|n−1
.

Remarque 4.3 1. Notons que les preuves citées au-dessus contiennent également des
estimations d'erreurs sur les données intérieures de frontière ‖u1 − u2‖W 1,p(sT) et
‖∂nu1−∂nu2‖Lp(sT) pour p = 2,∞, qui peuvent être étendues aux espaces de Sobolev
d'ordre supérieur.

2. La �gure 4.1 montre le comportement de ep = ‖q1 − q2‖Lp(sT) en fonction de ε et
Kp/| log ε| pour Kp = max

ε
| log ε|ep, pour p = 2, ∞.

Fig. 4.1 � ep, Kp/| log ε|, p = 2, ∞.

4.4 Discussion

Nous avons établi des estimations d'erreurs pour le c÷�cient de Robin sur la frontière
intérieure d'un domaine doublement connexe, en termes d'erreurs sur des données de
Dirichlet-Neumann sur la frontière externe. Le corollaire 4.3 nous a permi de déduire une
propriété de stabilité importante constitue une originalité, qui est de sorte que si l'erreur
sur des données de Dirichlet-Neumann est petite sur une partie de la frontière externe,
qu'ainsi être l'erreur pour le coe�cient de Robin sur la partie interne.

Nous observons de plus que les résultats du corollaire 4.4 se tiennent aussi pour des do-
maines quelconques doublement connexes avec seulement la régularité Cn,β par morceaux
de la frontière, puisque la dérivée de la transformation conforme garde un comportement
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régulier jusqu'à la frontière, [23]. Notons que ces transformations conformes peuvent aussi
utiliser pour résoudre des problèmes inverses géométriques bidimensionnel (voir [70]).

Dans la suite (chapitre 5) nous allons construisons une famille d'algorithmes robustes
permettant d'établir des résultats de convergence pour le problème d'identi�cation de
c÷�cient de Robin [63] et quelques autres problèmes inverses géométriques (chapitre 6,
[26]).
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Chapitre 5

Algorithmes robustes d'identi�cation

5.1 Introduction

Dans cette partie de ce travail, nous proposons un algorithme robuste original qui nous
permet de calculer le c÷�cient de Robin, solution du problème inverse (4.2.6)�(4.2.7),
à partir de mesures frontières incomplètes. Toujours dans le cadre électrique, le calcul
du �ux de courrant et du potentiel électrique sur la partie de la frontière inaccessible J ,
permet d'évaluer l'impédance (ou le c÷�cient de Robin) q à partir de la formule (6.5.3)

En fait, les données que nous traitons sont générées à partir des mesures expérimentales
fε, qui sont alors bruitées ce qui nous fait sortir de l'espace d'approximation :

fε := f + ε ,

où f ∈ H2(G)|I . La fonction ε ∈ L2(I) représente le terme bruit attaché aux mesures. Dans
ce cas, d'après le théorème 2.4 du chapitre 2, la résolution d'un (BEP) ne règle cependant
pas tout, dans la mesure où la borne mise sur les données étendues est généralement satu-
rée par la solution,M = ‖ g−f1 ‖L2(J), et donc pour espérer de construire un approximant
qui soit proche non seulement sur la partie accessible I, mais aussi sur la partie complé-
mentaire inaccessible. Donc qu'a�n de fournir des données étendues près de les réelles f ,
le problème (BEP) a besoin d'utiliser une contrainte M proche de M0 := ‖ f − f1 ‖L2(J).
Mais la di�culté c'est que la borne M0 est une inconnue du problème vu qu'elle dépend
de la partie inconnue des données, ce qui oblige à évaluer avec précision cette borne sur les
données étendues de manière précise pour avoir une chance de les approcher convenable-
ment. Dans le disque unité, Chaabane et al. [35] ont proposés une méthode de "validation
croisée", qui consiste à diviser la surface de mesure accessible en deux parties, puis de ré-
soudre le problème (BEP) avec l'une des surfaces et de pro�ter de l'autre pour déterminer
la bonne valeur M0 de M . Nous proposons ici une méthode alternative qui tient compte
de la plus part grande rareté des données disponibles dans le cas doublement connexe.
Nous construisons ainsi une famille d'algorithmes consistant à appliquer le même algo-
rithme d'extension (d'ordre zéro) aux dérivées successives des données disponibles. Nous
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prouvons que ces algorithmes sont d'autant plus robustes vis à vis des erreurs de mesure
que leur ordre est élevé.

Comme on a signalé auparavant, et sans perte de généralité, on suppose que f1 = 0.

5.2 Détermination de la borne réelle

Soit fε := f + ε des données bruitées (f ∈ H2(G)|I , ε ∈ L2(I) mais ε /∈ H2(G)|I), et
M0 := ‖ f ‖L2(J) la borne réelle inconnue.

Étant donné un nombre réel positif M , g(f,M) est la solution du problème (BEP)
associée aux données f etM , et considérons gε := g(fε,M) la solution du même problème
pour la donnée fε et la même contrainte M . Les résultats de la section 2.3 du chapitre 2
indiquent que gε(f,M) est proche de f , qui est égale à g(f,M0), si la contrainte M est
proche de M0, et fε proche de f . Dans cette condition, la fonction fε − gε peut être vue
comme une approximation de f − gε sur I dans lequelle l'erreur efε(M) := ‖ fε− gε ‖L2(I)

reste négligeable. En se pro�tant de cette situation, nous considérons wε la solution du
problème (BEP) associée à la donnée fε − gε et relativement à la contrainte efε(M) :

wε := g ( fε − gε, efε(M) ) .

Donc, gε + wε représente un candidat d'approximation de f meilleur que gε. En fait, soit
nous dé�nissons l'application suivante :

τε : R+ × R+

M 7→
∣∣∣ ‖ gε‖L2(J) − ‖ gε + wε ‖L2(J)

∣∣∣ .
Tant que la contrainte M est proche de M0, mieux être l'approximation, qui conduit
alors à déterminer le zéro de la fonction τε. Donc minimiser τε semble ainsi une manière
raisonnable de chercher une valeur approchée de la borne réelle M0. Ce que nous allons
le prouver dans le théorème 5.1 pour le cas des données analytiques.

Commençons tout d'abord par véri�er l'inégalité suivante :
Lemme 5.1 Pour tout M ∈ R∗

+, on a

τε(M) ≤ efε(M) .

Preuve
On a

τε(M) =
∣∣∣ ‖ gε‖L2(J) − ‖ gε + wε ‖L2(J)

∣∣∣
≤ ‖wε ‖L2(J)

= efε(M).
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Théorème 5.1 [63] Dans le cas des données analytiques (i.e., ε = 0), la borne M0 est le

plus petit réel positif qui minimise la fonctionnelle τ0, et de plus τ0(M0) = 0.

Preuve [63]
Puisque f ∈ H2(G)|I , alors pour toutM ≥M0 on a g(f,M) = f sur I, et donc ef (M) = 0.
D'après le lemme 5.1, on a τ0(M0) = 0.
D'autre part, supposons queM < M0. Puisque g(f,M) est la solution du problème (BEP)
associée au couple (f,M), alors on a

ef (M) = ‖f − g(f,M)‖L2(I) = inf
{
‖f − g‖L2(I) : g ∈ H2(G) , ‖g‖L2(J) ≤M

}
> 0

et, puisque w0(M) résoud le problème (BEP) relativement au couple ( f−g(f,M), ef (M) ),
alors on a

‖f − g(f,M)− w0(M)‖L2(I) =

inf
{
‖f − g(f,M)− w‖L2(I) : w ∈ H2(G) , ‖w‖L2(J) ≤ ef (M)

}
.

Or, la fonction nulle, w = 0, est un élément de H2(G) et ‖w‖L2(J) = 0 < ef (M), donc

‖f − g(f,M)− w0(M)‖L2(I) ≤ ‖f − g(f,M)‖L2(I) . (5.2.1)

S'il existe un réel M < M0 tel que τ0(M) = 0, alors ‖g(f,M) + w0(M)‖L2(J) = M . Donc,
à partir de (5.2.1) et de l'unicité de la solution du problème (BEP), on a g(f,M) +

w0(M) = g(f,M) dans G et par suite w0(M) = 0 dans G. Ceci implique que ef (M) =

‖w0(M)‖L2(J) = 0, ce qui contredit le fait ef (M) > 0.
Pour M > M0, on a wε = 0 et ‖gε(M)‖L2(J) = M0 et donc τ0(M) > 0.

Maintenant, on va s'intéresser aux données non analytiques. Pour ε 6= 0, la fonction τε
admet un minimum qui réalise une valeur approchée de la borne réelle M0.
Théorème 5.2 [63] Soient α et β deux réels positifs tel que 0 < α < β, et M0 ∈ [α, β],

et soit ε ∈ L2(I) une fonction positive.

(i) La fonction τε admet un minimumMε dans [α, β]. De plus, soit δε := infM∈[α,β] τε(M),

on a alors lim‖ε‖L2(I)→0 δε = 0.

(ii) Soit Iε = {Mε ∈ [α, β] : δε = τε(Mε) }. Alors Iε admet un point minimal M ε.

(iii) Tout point d'accumulation M0 de la famille (M ε)ε véri�e M0 ≥M0.

(iv) Quand ‖ε‖L2(I) → 0, alors g(fε,M ε) ⇀ f dans H2(G), par conséquent, aussi dans

L2(J), et g(fε,M ε) → f dans L2(I).

Preuve [63]

(i) Puisque la donnée fε n'est pas analytique, alors d'après le théorème 2.4 :

lim
Mn→M

‖ g(fε,Mn)− g(fε,M) ‖L2(J) = 0 ,
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et aussi :
lim

Mn→M
‖wε(Mn)− wε(M) ‖L2(J) = 0 ,

τε est donc continue sur le compact [α, β], et donc il existe un réel Mε ∈ [α, β] tel
que τε(Mε) = δε.
Soit (εn)n une suite telle que limn→∞ εn = 0. Depuis M0 ∈ [α, β], on a :

0 ≤ δεn ≤ τεn(M0) ≤ efεn
(M0) . (5.2.2)

À partir du résultat (2.3.1) du chapitre 2, on obtient
0 ≤ lim

n→∞
δεn ≤ ef (M0) = 0 . (5.2.3)

(ii) Soit Iε = {Mε ∈ [α, β] : δε = τε(Mε) }. Alors il est un sous ensemble fermé de
[α, β] puisque Iε = δ−1

ε (δε), et par suite c'est un compact. D'où l'existence de M ε.
(iii) Supposons qu'il existe une sous�suite (M εn

)n de (M ε)ε telle que limn→∞M εn
=

M0. Introduisons les notations gε(M) = g(fε,M), g0(M) = g(f,M), et de même
pour les fonction wε et w0. Par le théorème 2.4, on a∥∥ gεn(M εn

)
∥∥
L2(J)

→ ‖ g0(M0) ‖L2(J) ,

et par (2.3.1) du chapitre 2,
0 = lim

n→∞
δεn = τ0(M0) ,

et on conclut que
M0 = ‖ g0(M0) + w0(M0) ‖L2(J) .

Depuis
‖ f − g0(M0)− w0(M0) ‖L2(I) ≤ ‖ f − g0(M0) ‖L2(I) ,

on a g0(M0) + w0(M0) = g0(M0), ce qui implique que w0(M0) = 0, et dans ce cas
on déduit que ef (M0) = 0 ; donc ‖ f − g0(M0) ‖L2(I) = 0, c'est à dire f = g0(M0) sur
I est donc dans G par le lemme 2.2. Ce qui donne M0 = M0, ce qui est absurde.

(iv) C'est une conséquence directe du théorème 2.4 et du point (iii) ci dessus. Notons
que la convergence faible dans H2(G) implique la convergence faible des restrictions
sur L2(J), d'après le résultat de densité des traces sur J des fonctions de H2(G) dans
L2(J) (proposition 2.2 du chapitre 2).

Remarques 5.1 1. Dans le cas où la borne M0 fournie par l'algorithme serait égale
à α (resp. β), on doit recommencer de nouveau, après avoir élargir l'intervalle [α, β]

de l'extrémité gauche (resp. de l'extrémité droite).
2. Le théorème 5.2 ne nous fournit pas la borne réelle M0 pour les données non ana-

lytiques comme le théorème 5.1 pour des données analytiques, et il n'assure pas la
convergence de la borne M ε vers M0, puisque seulement la convergence faible de
l'approximant g(fε,M ε) vers f est possible sur J .
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5.3 Algorithmes d'identification

Dans cette section, nous allons exploiter l'idée décrite ci dessus pour un ordre supérieur,
a�n d'améliorer les résultats du théorème 5.2.

5.3.1 Algorithme d'ordre zéro : (A0)
Nous organisons l'idée décrite dans la section 5.2 par un algorithme, noté (A0), qui

permet de calculer le c÷�cient de Robin q.
algorithme (A0) :

1. Étant donné M > 0, résoudre le problème (BEP) associé à (fε,M) et obtenir
gε(M) := g(fε,M), efε(M) := ‖ fε − gε(M) ‖L2(I) ;

2. Résoudre le problème (BEP) associé à (fε − gε(M)|I , efε(M)) et obtenir wε =

g(fε − gε(M)|I , efε(M)) ;
3. Ajuster M ε := ArgminM>0 τε(M) par dichotomie ;
4. Calculer

qε = −∂θ Im gε(M ε)

Re gε(M ε)
sur J.

Le quatrième point dans le théorème 5.2 peut être vu comme un résultat de robustesse
faible pour l'algorithme (A0). Ce qui nous conduit à une mauvaise reconstruction de l'im-
pédance (c÷�cient de Robin), qui est aussi, en parallèle avec le problème d'approxima-
tion, un sujet objectif dans notre étude. Pour cela, nous étudierons quelques algorithmes
évolués basés sur les mêmes idées.

5.3.2 Algorithme d'ordre m : (Am)
L'idée fondamentale est d'appliquer l'algorithme d'ordre zéro aux dérivées mme des

données, puis en intégrant m fois les dérivées mme de l'approximant obtenue.
Soit fε = f + ε, où ε est une perturbation non analytique, mais qui peut être lisse,

(ε ∈ Wm,2(I) \ Hm,2(∂G)|I), et on suppose que f ∈ Hm,2(∂G). L'algorithme d'ordre m,
(Am), est donné comme suit :
algorithme (Am) :

1. Déterminer la mme derivée f (m)
ε de fε sur I ;

2. Appliquer la méthode d'ordre zéro aux données f (m)
ε , et obtenir g(m)

ε ;
3. Intégrer m fois g(m)

ε et obtenir gm,ε ;
4. Calculer

qm,ε = −∂θ Im gm,ε
Re gm,ε

sur J.
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Grâce à la propriété de continuité obtenue dans la section 3.5 du chapitre 3, cet algorithme
présente une propriété de robustesse bien meilleure que celui d'ordre zéro. Ce qu'on va le
prouver dans le théorème suivant.
Théorème 5.3 [63](Robustesse de la méthode d'ordre m)

Supposons φ ∈ Wm,2(I), q ∈ Qm, m ≥ 1. Soit alors fε = ud + i
∫
φ dθ + ε ∈ Wm,2(I) et

gm,ε comme ci�dessus. Quand ‖ε‖Wm,2(I) → 0 on a :

Re gm,ε → u dans Wm,2(∂G) , ∂θ Im gm,ε → ∂ν u dans Wm−1,2(∂G) .

Aussi

qm,ε → q in Wm−1,2(J) .

Preuve [63]
Du théorème 5.2, on déduit que g(m)

m,ε ⇀ f (m) dans H2(G). En intégrant m�fois, et pour
le même argument, théorème de convergence dominée de Lebesgue, décrit dans la preuve
du théorème 3.7, on conclut la convergence forte des (m − 1) premières dérivées de gm,ε
vers celles correspondantes de f , et on a aussi la convergence en tout point de J . Ce qui
prouve la convergence faible gm,ε ⇀ f dans Hm,2(G) et la convergence forte gm,ε → f

dans Hm−1,2(G). Ce qui prouve les deux premières assertions du théorème.
Pour établir la troisième, on va utiliser la condition (4.2.4) du théorème 4.1, le fait que

Re f ≥ κ > 0 sur J. (5.3.1)
Donc, puisque gm,ε → f en tout point de J , alors d'après (5.3.1), et pour ε assez petit,

Re gm,ε ≥ κ/2 sur J. (5.3.2)
D'autre part, sur J on a

qm,ε − q =
∂θ Im(f)

Re(f)
− ∂θ Im(gm,ε)

Re(gm,ε)

=
∂θ (Im (gm,ε − f))

Re gm,ε
+ ∂θ Im f

Re (f − gm,ε)

Re gm,ε Re f
.

En appliquant maintenant (5.3.1), (5.3.1), et pour α1 = 4/κ, α2 = 4/κ2, on obtient
‖qm,ε − q‖Wm−1,2(J) ≤ α1 ‖gm,ε − f‖Wm,2(J) + α2 ‖f‖Wm,2(J) ‖gm,ε − f‖Wm−1,∞(J) .

Ce qui prouve la convergence faible qm,ε ⇀ q dans Wm−1,2(J), m ≥ 1, et la convergence
forte qm,ε → q dans Wm−2,2(J), m ≥ 2, en tenant compte de l'injection de Sobolev
Wm−1,2(J) ⊂ Wm−2,2(J).

L'approche d'approximation dans les espaces de Hardy Sobolev joue aussi un rôle
essentiel dans la construction des algorithmes robustes d'identi�cation. En se basant sur
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le résultat du théorème 3.6, nous décrivons ici une autre version de l'algorithme d'odre
m, (Am), où on adapte l'algorithme d'ordre 0, (A0), aux données du problème (BEP)m,
m ≥ 1.

Soit fε := f+ε des données bruitées (f ∈ Hm,2(G)|I , ε ∈ Wm,2(I) mais ε /∈ Hm,2(G)|I).
algorithme (Am

bis) :

1. Étant donné M > 0, résoudre le problème (BEP)m associé à (fε,M) et obtenir
g̃m,ε(M) := g(fε,M), efε(M) := ‖ fε − g̃m,ε(M) ‖L2(I) ;

2. Résoudre le problème (BEP)m associé à (fε − g̃m,ε(M)|I , efε(M)) et obtenir w̃m,ε =

g(fε − g̃m,ε(M)|I , efε(M)) ;
3. Ajuster M ε := ArgminM>0 τm,ε(M) par dichotomie ;
4. Calculer

qm,ε = −∂θ Im g̃m,ε(M ε)

Re g̃m,ε(M ε)
sur J.

Avec
τm,ε(M) =

∣∣∣ ‖ g̃m,ε ‖L2(J) − ‖ g̃m,ε + w̃m,ε ‖L2(J)

∣∣∣ .
On a alors les mêmes résultats du théorème 5.3 :
Corollaire 5.1 Supposons φ ∈ Wm,2(I), q ∈ Qm, m ≥ 1. Soit alors fε = ud + i

∫
φ dθ +

ε ∈ Wm,2(I) et gm,ε comme ci�dessus. Quand ‖ε‖Wm,2(I) → 0 on a :

Re g̃m,ε → u dans Wm,2(∂G) , ∂θ Im g̃m,ε → ∂nu dans Wm−1,2(∂G) .

Aussi

qm,ε → q in Wm−1,2(J) .

Preuve
Comme dans la preuve précédente, c'est une conséquence immédiate du théorème 3.6,
et du fait que, si gm résout le problème (BEP)m associé aux données f et M alors pour
tout k = 0, · · · ,m, g(k)

m est solution du problème (BEP) associé aux données f (k) et
Mk := ‖g(k)

m ‖L2(J).
Remarque 5.1 Ce résultat de robustesse est obtenu pour un bruit régulier (lisse, ε ∈
W n,2(I)), qui est un dispositif non attendu. Supposons maintenant que ε ∈ L∞(I) avec
|ε(x)| ≤ ε pour x dans I. On notera par f ε la fonction de classe C3 par morceaux et C2

globalement sur I, l'approximation de fε obtenue par l'approche de l'approximation par
les B-splines cubiques à pas h, [43, 44]. Il a été prouvé dans [48] les estimations suivantes :

‖f̃ ε − f‖L∞(I) ≤ c (ε + h2) , ‖(f̃ ε − f)′‖L∞(I) ≤ c
( ε
h

+ h
)
.

On choisit maintenant h = O(
√
ε), on obtient une erreur d'ordre √ε sur f ′, qui en

moyenne (f̃ ε)′ peut être vu comme des données bruitées de f ′, associées à un bruit d'ordre
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√
ε. Par �bootstrapping� avec l'approximation B-spline approximation, on peut ainsi ob-

tenir une estimation d'ordre ε 1
2p sur la p-th derivée de f .

Ceci signi�e que lisser des données bruitées en employant les B-splines fournit des don-
nées bruitées lisse comme elles sont décrites dans les théorèmes 5.3, 5.1. En fait, c'est la
manière de traiter des données numériquement : on lisse des données avant d'être traité.

5.4 Discussion

La méthode de "validation croisée" qui a été proposée et testée avec succès dans le
cas des domaines simplement connexes [35], nécessite qu'une partie des données soit dé-
volue. Il s'avère qu'elle peut être pénalisant dans notre cas, dans le sens où la résolution
des problèmes (BEP) est sensible à la quantité de données disponibles à cause de la
géométrie doublement connexe du domaine. Ceci nous a conduit à penser à déterminer
une méthode alternative qui tient compte de la totalité des données fournies. Pour cela
nous avons construit une famille d'algorithmes consistant à appliquer l'algorithme d'ex-
tension (d'ordre zéro) aux dérivées successives des données disponibles. Ces algorithmes
sont d'autant plus robustes vis à vis des erreurs de mesure que leur ordre est élévé. Dans
le même contexte, nous avons adapté le même algorithme d'extension dans les espaces de
Hardy-Sobolev, qui donne des résultats de convergences similaire.

Dans le chapitre 6, ces résultats théoriques de robustesse seront corroborés par une
étude numérique exhaustive.
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Chapitre 6

Résolution numériques du BEP et

application au c÷�cient de corrosion

6.1 Introduction

Dans la dernière partie de ce travail ; nous présenterons une étude numérique de la
technique d'approximation harmonique et des algorithmes mises au point aux chapitres 2,
3 et 5, a�n d'illustrer les applications portant sur la reconstruction d'impédances localisant
des zones de corrosion.

Une implementation numérique de la méthode �gure dans la section 6.2 qui tient
compte de di�érents arguments intervenant dans la résolution. Le paramètre λ inter-
venant dans les formules joue le rôle de multiplicateur de Lagrange qui rend implicite la
dépendance en M de la solution et qu'on ajuste par dichotomie.

Dans la section 6.3, nous mettons en évidence l'in�uence du choix de la contrainte
imposée sur la nature de l'extension et donc sur la reconstruction des défauts géomé-
triques par une validation numérique des algorithmes qu'on a établi dans le chapitre 5.
L'algorithme que nous avons adopté tient compte de la plus grande rareté des données
disponibles dans le cas multi-connexe et l'étude numérique montre que ces algorithmes
sont d'autant plus robustes vis à vis des erreurs de mesure que leur ordre est élevé.

Dans notre étude numérique, la donnée f ∈ L2(I) est générée en temps discret à partir
de la fonction f(z) = exp(z) pour des données analytiques et f(z) = constante+2

z − 1

z − polepour des données singulières, où s = 0.6 et "pole" est un point appartient au disque sD
et nous restreindrons au cas f1 = 0.

6.2 Résolution numérique du problème (BEP)

L'implémentation numérique de la résolution des problèmes (BEP) a été e�ectuée à
l'aide du logiciel Matlab [100] (version 7.1). Ce code utilise des outils divers de la bi-
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bliothèque de programmes dans Matlab, comme par exemple, le calcul des c÷�cients de
Fourier par la fonction �t (discrete Fourier transform) et le Fourier inverse i�t (inverse
discrete Fourier transform), le calcul de la matrice de Toeplitz en utilisant la fonction
toeplitz et la dérivation numérique en utilisant la méthode des di�érences �nies donnée
par la fonction di�, · · · .

Pour un choix arbitraire d'une contrainte M , on fournit au programme une valeur
initiale de λ à partir de laquelle s'e�ectue la dichotomie pour résoudre un (BEP) associé
à la donnée f , puisque M(λ) est une fonction décroissante de λ. La �gure 6.1 illustre la
tracée de M(λ) = ‖g‖L2(J), où g est la solution du (BEP) pour la donnée f(z) = exp(z)

dans les cas I = T (à gauche) et I = (e−i3π/4, ei3π/4) (à droite).
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Fig. 6.1 � M en fonction de λ
La solution g est obtenue en résolvant une équation linéaire mais en dimension in�nie.

Pour la résoudre de manière approchée, il faut donc tronquer le développement des quan-
tités de l'équation (2.2.3) dans la base {en(z), n ∈ Z}. D'une façon générale, pour une
fonction h ∈ L2(I), on désignera par hN , l'approximation de la fonction h pour laquelle
seuls les c÷�cients de Fourier d'indice n avec −N ≤ n ≤ N ont été calculés. Peut-on
trouver une borne sur le nombre de c÷�cients de Fourier à calculer, connaissant le nombre
de mesures, le pourcentage de bruit sur les mesures, les diverses erreurs numériques ? En
fait, on pourrait éventuellement déterminer beaucoup de c÷�cients pour (χIf)N . L'er-
reur de troncature de Fourier est dé�nie de la façon suivante : on représente la valeur
de ‖PH2(χIf)‖L2(I)/‖χIf‖L2(I) en fonction de N . Ce nombre doit tendre vers 0 quand N
croît puisque χIf est nulle sur J . L'observation de cette courbe (�gure 6.2) permet de
décider du nombre de c÷�cients de Fourier à prendre en compte. Il s'avère en réalité
qu'une valeur N = 20 (41 fonctions de base) est su�sante pour garantir cette représenta-
tion au-dessous du niveau de bruit, s'il est autour de 15%. En outre, la �gure 6.2 montre
qu'il n'est pas valable de choisir plus de 51 fonctions de base (N = 25), puisque l'erreur
est stabilisée à partir de ce point. Pour �xer les idées, dans tous nos calculs numériques,
on va choisir N = 25 (51 fonctions de base). Ce nombre est un paramètre à fournir au
programme : fourier = 2N + 1.

La version tronquée de l'équation (2.2.3) s'écrit alors :
((Id+ λTJ) gN)N = PH2 (χIf)N ,
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Fig. 6.2 � Détermination de N avec f(z) = exp(z) et I = T

qui s'écrit encore sous la forme
[(TI + (1 + λ)TJ) gN ]N = PH2 (χJf)N , (6.2.1)

où TI := PH2χI représente la matrice de Toeplitz associée à la fonction caractéristique
de I := (e−iθ0 , eiθ0), θ0 ∈ [0, π]. Les opérateurs de Toeplitz TJ et TI = Id − TJ sont
approchés dans la base {en(z), n = −N, · · · , N} en tronquant la matrice Tn,m donnée
dans la formule (2.2) :
pour −N ≤ n,m ≤ N ,

Tn,m =


1

1 + s2n

(
1 + s2n − θ0

π

)
when n = m,

− 1√
(1 + s2n)(1 + s2m)

sin (m− n)θ0

π(m− n)
when n 6= m.

Le paramètre λ associé à la contrainte M fournie au programme varie dans l'intervalle
]−1,+∞[. Pour être rigoureux numériquement, on transforme cet intervalle en l'intervalle
borné [0, 1] en prenant 1 + λ = r

1−r et nous cherchons la valeur appropriée de r ∈ (0, 1)

(λ(r) est une fonction croissante régulière en r (�gure 6.3 à gauche) et donc M(λ(r)) est
une fonction décroissante régulière en r) (�gure 6.3 à droite).
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Fig. 6.3 � À gauche λ en fonction de r et à droite M en fonction de r (f(z) = exp(z),
I = T)

Dans ce cas, l'équation (6.2.1) devient :
[((1− r)TI + rTJ) gN ]N = (1− r)PH2 (χJf)N , (6.2.2)
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6 Résolution numériques du BEP et application au c÷�cient de corrosion

et c'est cette équation linéaire en dimension 2N +1, dont la matrice est symétrique et po-
sitive, que nous résolvons par la méthode de Cholesky et nous décidons alors d'augmenter
ou diminuer r selon la valeur de V (λ) = ‖g‖L2(J) :

si V (λ) > M alors on augmente r ,

si V (λ) < M alors on diminue r .

Alors, l'algorithme partageant en deux intervalles est :
Given M

rmax = 1; rmin = 0;

while rmax - rmin > threshold

r = (rmax+rmin)/2;

A = (1 - r)*TI + r*TJ;

B = (1 - r)*cf;

cg = pinv(A) * B(:);

cgJ = TJ*cg;

V = norm(cgJ(:));

if V > M

rmin = r;

else

rmax = r;

end

end

Compute g: g = fft(cg)

6.3 Etude pour le cas des données analytiques

Nous allons présenter les diverses contraintes intervenant dans la résolution des pro-
blèmes (BEP) et régler les in�uences de ces contraintes sur des données analytiques (non
bruitées) générées à partir de la fonction f(z) = exp(z). Dans la sous-section 6.3.4, nous
tenons compte de la sensibilité de la reconstruction à la présence d'une singularité dans
l'expression de la fonction f : f(z) = constante + 2

z − 1

z − pole .

6.3.1 Sensibilité selon la contrainte M
La question de choisir une contrainte M permettant une bonne reconstruction de l'ex-

tension ou de l'approximant (solution du problème (BEP)) est très importante dans ce
type de problème. Mais ce paramètre utilisé dans la contrainte imposée sur la partie J de
la frontière est une inconnue du problème, vu que les mesures sont e�ectuées seulement sur
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I, alors il in�ue fortement sur l'extension trouvée, qui n'est pas forcement l'approximation
souhaitée.

La �gure 6.4, représentant l'approximant sur T et sur sT respectivement, montrent la
sensibilité des approximants par rapport aux valeurs de M choisies. Cette observation
con�rme le résultat de continuité qu'on a établis dans le théorème 2.4 et qui montre
que la résolution d'un (BEP) ne règle cependant pas tout, dans la mesure où la borne
mise sur les données étendues est généralement - en fait dès lors que les données ne sont
pas analytiques - saturée par la solution, ce qui oblige à évaluer avec précision cette
borne sur les données étendues de manière précise pour avoir une chance de les approcher
convenablement. Cependant, on doit choisir une contrainte M su�samment proche de
M0 = ‖g0‖L2(J) pour avoir un approximant g qui soit proche en norme L2 de l'extension
g0 en vertu du théorème 2.4.

−0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

θ

Approximant sur T

 

 
Exacte
Numérique

−0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

θ

Approximant sur sT

 

 
Exacte
Numérique

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

θ

Approximant sur T

 

 
Exacte
Numérique

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

θ

Approximant sur sT

 

 
Exacte
Numérique

Fig. 6.4 � Approximants sur T et sT pour M
M0

= {0.9, 2} avec I = (e−i3π/4, ei3π/4)

Dans [35], une méthode de �validation croisée� avait été proposée et testée avec succès
dans le cas des domaines simplement connexes. Cette méthode nécessite qu'une partie des
données disponibles soit dévolue au calcul de la borne, elle s'avère pénalisante dans le cas
présent , puisqu'une quantité plus petite de données est disponible, due à la géométrie
multi-connexe. Il est ainsi préférable de consacrer toutes les données à la reconstruction.
Dans le chapitre 5, nous avons proposé une méthode alternative qui tient compte de la
plus grande rareté des données disponibles dans le cas multi-connexe.

Cette méthode a été exploitée et l'algorithme établi montre une bonne e�cacité pour
trouver une valeur approchée M de la vraie contrainte M0. La �gure 6.5 con�rme le
résultat du théorème 5.1 : est que la fonction τ a un minimum, dont l'argument est
proche de la valeur exacte M0.

91



6 Résolution numériques du BEP et application au c÷�cient de corrosion

0 5 10 15 20 25
0

5

10

15

M

τ(
M

)

τ en fonction de M

0 5 10 15 20 25
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

M

τ(
M

)

τ en fonction de M

Fig. 6.5 � Fonction τ pour des données analytiques (à gauche) et des données bruitées (à
droite) avec I = (e−i3π/4, ei3π/4)

6.3.2 Sensibilité à la régularité de la solution

Pour cette valeur approchée de la contrainte M0 obtenue par l'algorithme (A0) et
toujours pour des données analytiques, on trace dans la �gure 6.6 l'extension sur T et sur
sT respectivement et on voit bien que les résultats sont améliorés par rapport aux celles
dans les �gures 6.4, mais le problème pas toute à fait résolu à cause des discontinuités
qui se visualisent sous forme de boucles apparaissant aux bornes de l'intervalle I. Dans la
�gure 6.6, et puisque on a considéré f1 = 0, on observe que la taille des discontinuités est
proportionnelle aux valeurs prises par f aux bornes de I. Une perspective est de considérer
une fonction f1 résultat d'une extrapolation de f|I .
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Fig. 6.6 � Approximants sur T et sur sT pour M 'M0.

Pour pallier à ce défaut, nous avons procédé d'une alternative décrite dans le chapitre 3
qui consiste à chercher une solution dans les classes Hardy Sobolev qui permettent une
reformulation simple du (BEP). La �gure 6.7 montre que la continuité de l'approximant
est maintenant garantie en appliquant les algorithmes d'ordres 1 et 2.

Dans la suite de ce travail, on va s'intéresser à la résolution des problèmes (BEP) dans
les espaces de Hardy-Sobolev d'ordre 2 et de choisir une contrainte M déterminée par
l'algorithme (A2).
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Fig. 6.7 � Approximants sur T et sur sT pour M 'M0 d'ordres 1 et 2.

6.3.3 Sensibilité à la quantité de données et à leur emplacement
Il est important d'étudier l'e�et du taux des données fournies par rapport à la partie

inconnue, sur la reconstruction de l'extension. Cette proportion peut être mesurée par le
paramètre ρ suivant :

ρ :=
|I|
2π

,

où |I| est la longeur de I pour la mesure de Lebesgue.
Il n'est pas étonnant que la �gure 6.8 montre l'amélioration de la reconstruction sur la

partie réelle de l'extension ainsi de sa dérivée normale en augmentant cette proportion.
Dans les dessins à gauche on trace la partie réelle et la dérivée normale de l'extension sur
sT pour ρ =

1

6
et ρ =

3

4
et montrent que la reconstruction est sensible à l'emplacement

des données et donc à la position de I. Dans les dessins à droite, les erreurs sont calculées
sur J entre la solution réelle et son approximant et entre la dérivée normale réelle et
numérique, en normes L2 et uniforme.

D'un autre point de vue numérique, cette proportion des données peut être traitée en
terme du rapport entre le nombre de mesures disponibles sur I par le nombre total des
noeuds sur le cercle sT, dé�nit par :

p :=
nd
n
,

où nd est le nombre de points de mesures sur I et n le nombre totale des noeuds. Cepen-
dant, nous allons étudier la sensibilité de la reconstruction de l'extension par rapport au
paramètre p pour une valeur de ρ donnée et un nombre totale n de noeuds sur sT. Dans
la �gure 6.9, on représente la partie réelle et la dérivée normale de l'extension en jouant
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Fig. 6.8 � Solutions reconstruites et erreurs par rapport à la quantité de données fournies
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Fig. 6.9 � Reconstructions en fonction de la proportion de noeuds
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6.4 Sensibilité au bruit

sur nd et n−nd respectivement. Les deux premiers tests numériques sont faits pour ρ =
2

3et n = 400. Ce qu'on peut déduire est qu'une augmentation du nombre de noeuds sur la
partie inconnue J de la frontière n'améliore pas la qualité de reconstruction pour la partie
réelle de l'extension ainsi que sa dérivée normale, quand à eux, les deux derniers dessins,
où on trace la partie réelle de l'extension comparée avec la solution exacte, prouve une
amélioration de la reconstruction en augmentant le nombre donné de noeuds sur la partie
I de la frontière. Tandis qu'aucune amélioration ne peut être réalisée en ajoutant des
noeuds sur la partie inconnue. Cela signi�e que l'exactitude de la reconstruction dépend
seulement de la quantité de mesures e�ectuées.

6.3.4 Sensibilité à la singularité
Nous passons à l'examen de notre étude pour des données non régulières dans le sens

où les mesures sur I sont générées à partir de la fonction f(z) = constante + 2
z − 1

z − poleprésentant un pôle "pole" localisé dans le disque sD et on va s'intéresser à la sensibilité
de la reconstruction à l'emplacement du pôle par rapport au cercle interne sT. Cette
proportion est paramétrée par le réel δ :

δ :=
1

s
d(pole, sT) ,

où d(pole, sT) représente la distance enclidienne de "pole" à la frontière sT. Nous allons
�xer le rapport des données ρ à 2

3
, c'est à dire I = (e−i2π/3, ei2π/3). Les �gures 6.10�6.11

représentent l'étude suivant la position du réel "pole" par rapport à sT. Les courbes de
la �gure 6.10 montrent la mauvaise reconstruction de l'extension en se rapprochant de la
frontière sT.

Dans la �gure 6.11 les courbes des erreurs sur la partie réelle de l'extension et sur sa
dérivée normale sont décroissantes en s'éloignant de la frontière sT et stables à partir de
δ = 0.4, c'est à dire pole = 0.36 .

6.4 Sensibilité au bruit

On s'est intéressé à la validation numérique de la robustesse des algorithmes mis au
point. Les mesures expérimentales sont attachées d'erreurs de mesure ce qui nous fait
sortir de l'espace H2(G). Soit fε := f + ε des données bruitées (f ∈ H2(G)|I , ε ∈ L2(I)

mais ε /∈ H2(G)|I) et on s'attend à ce que la procédure de complétion de données soit
capable de débruiter la donnée sur I. Toujours nous considérons des données fournies sur
2/3 de la frontière T et pour pole = 0.1.

Le vecteur (χIfε)N est dé�ni aux points θk := k−N
N
θ0, k = 0, · · · , 2N , est approximé par

f̃ε, une fonction de classe C2 sur I qui est un polynôme de degré 3 sur chaque intervalle
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Fig. 6.10 � Reconstruction de l'extension pour pole ∈ {0.55, 0.1}.
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Fig. 6.11 � Erreurs L2 et L∞ en fonction de δ.
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6.4 Sensibilité au bruit

Ii := [τi, τi+1], i = 1, · · · , n avec (τi)1≤i≤n ⊂ (θk)0≤k≤2N , obtenue dans la base des fonctions
B-splines cubiques par

f̃ε(θ) =
l∑

i=1

aiBi(θ) ,

en minimisant la quantité
l∑

i=1

(
f̃ε(τi)− χIfε(τi)

)2. Le choix des noeuds (τi)1≤i≤n est dé-
terminé par un critère d'arrêt :
A = base' * base;

B = base * f(:);

a = pinv(A) * B(:);

tilde_f = sum(diag(a.') * base, 1);

L = length(theta) - length(noeud);

error = 1/L * sum(abs(tilde_f(1:L) - f(1:L)).^2);

if error <= threshold, break, end

Donc, le calcul de PH2(f̃ε)N s'e�ectue en évaluant les intégrales qui dé�nissent les
c÷�cients de Fourier, lesquelles sont données par quadrature puisque f̃ε est donnée par
des splines sur les intervalle I1, · · · , In donc par f̃i,ε sur chaque intervalle Ii, i = 1, · · · , n.
On notera ck le c÷�cient de Fourier d'indice k, on a alors

ck(f̃ε) =
n∑
i=1

ck(f̃i,ε) , k = −N, · · · , N .

Comme f̃i,ε est un polynôme de degré 3 sur Ii, c'est Ai +Biθ + Ciθ
2 +Diθ

3, alors
ck(f̃i,ε) = Aici,k(1) +Bici,k(θ) + Cici,k(θ

2) +Dici,k(θ
3) , k = −N, · · · , N ,

avec ci,k(θp) =
1

mes(I)
∫
Ii

θpe−ikθ dθ. On fait une intégration par parties et on obtient le
développement du second membre de l'équation (6.2.1).

La �gure 6.12 donne l'évolution des di�érentes erreurs en fonction du pourcentage de
bruit a�ectant la donnée f sur I. On observe que l'erreur dans la reconstruction croît
presque linéairement en fonction du bruit lorsque les données sont complètes sur toute la
frontière T, c'est à dire ρ = 1 ou encore θ0 = π, de même nous constatons que pour 20% de
bruit le niveau de l'erreur est moins élevé que celui obtenu pour des données incomplètes
(à droite). En e�et, cette procédure d'approximation harmonique intervient sur toute la
frontière, et donc constitue un débruitage automatique des données. Contrairement au cas
des données complètes où on a besoin de lisser les données, dans une étape préliminaire,
en calculant une spline cubique de ces données.

La �gure 6.13 représente l'extension comparé avec la donnée exacte pour des pourcen-
tages de 1%, 5% et 10% de bruit. On observe que l'approche d'approximation harmonique
retenue dans ce travail reste robuste, même face à un niveau de bruit important, quoique
la procédure de lissage soit moins e�cace pour un pourcentage de bruit élevé.
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6 Résolution numériques du BEP et application au c÷�cient de corrosion
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Fig. 6.12 � Erreurs L2 et L∞ en fonction du bruit.
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Fig. 6.13 � Reconstruction de l'extension pour des données bruitées

6.5 Identification de corrosion à partir de don-
nées incomplètes

Les données ainsi complétées peuvent être utiles par elles-mêmes pour calculer une
impédance électrique, ou coe�cient de Robin, qui est le quotient de ces données étendues.
Un des problèmes motivant cette application est issu du contrôle non destructif dans
des pièces tubulaires. C'est un problème de singularité frontière, relié à des modèles de
corrosion. Il s'agit de déterminer la géométrie inconnue d'une partie de la frontière d'un
tube depuis des mesures e�ectuées sur la partie complémentaire. Dans le cas le plus simple,
et comme il est expliqué dans le chapitre 1, on cherche à déterminer un certain c÷�cient
d'échange, lié à des conditions de Robin portant sur la partie corrodé.

On suppose que la solution ne dépend pas de la coordonnée longitudinale, alors on se
ramène à un problème 2D, qui consiste à déterminer le c÷�cient q tel que la solution de

∆u = 0 dans la couronne G := D \ sD, 0 < s < 1

soumise aux conditions (6.5.1)
∂ν u|I = Φ, u|I = ub (6.5.1)

sur la partie I du bord extérieur T véri�e
∂ν u+ q u = 0

98



6.5 Identification de corrosion à partir de données incomplètes

sur le bord J complémentaire de I.
On suppose que Φ ∈ L2(T) et que q ∈ A(0). Lorsque I ( T, d'après le théorème 4.1,

u|∂G
∈ W 1,2(∂G). Donc d'après les équations de Cauchy�Riemann, il existe une fonction

v harmonique dans G, mono�valuée, telle que ∂θ v = ∂ν u sur ∂G, où ∂θ est la dérivée
partielle tangentielle sur ∂G. Dans ce cas, et d'après (6.5.1), la fonction v est donnée sur
I, à une constante près, par

v|I (e
iθ) =

∫ θ

θ0

Φ(eiτ ) dτ ,

pour eiθ0 ∈ I arbitraire. Ainsi, f = u+ i v est analytique, mono�valuée dans G ; et elle est
donnée sur I par

f(eiθ) = ub(e
iθ) + i

∫ θ

θ0

Φ(eiτ ) dτ , (6.5.2)
ainsi, la résolution d'un problème (BEP) intervient comme une étape préliminaire pour
étendre la donnée f sur toute la frontière ∂G et dans ce cas, on a sur J ,

q = −∂θ v
u

= −∂θ Im(f)

Re(f)
, (6.5.3)

Lorsque I = T, globalement la fonction f est multi�valuée puisque le conjugué harmonique
v l'est aussi, il est localement mono-valué. Dans ce cas et comme il est expliqué dans le
chapitre 4, et d'après le lemme 4.1, il existe une fonction F ∈ H1,2(∂G) mono�valuée,
telle que f = F + c log z dans G, pour c dé�ni par

c =

∫ 2π

0

Φ(eiθ) dθ . (6.5.4)

Donc on remarque bien que la détermination de q nécessite un calcul de ∂θ Im(f), et
comme on dérive des approximations L2 de f , ce calcul ne sera pas précis, comme le
montre la �gure 6.14 suivante, où on travaille avec les 2/3 de la frontière T et pour
f(eiθ) = exp(eiθ), eiθ ∈ I et M 'M0 := ‖f‖L2(J) :
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Fig. 6.14 � Reconstruction de la dérivée normale sur sT.
L'idée est donc d'étendre les données dans les espaces de Hardy-Sobolev d'ordre plus

élevé pour obtenir des approximants dont le gradient est lisse. Dans la �gure 6.15, on
représente la dérivée normale et le c÷�cient de Robin sur sT pour l'ordre 1 et 2. Ces
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6 Résolution numériques du BEP et application au c÷�cient de corrosion

dessins con�rment les résultats de robustesse établis dans le théorème 5.3 au chapitre 5 et
on voit bien que la sensibilité à la régularité du gradient de la solution n'est plus observée
lorsqu'on augmente l'ordre de résolution du problème (BEP) et la qualité du résultat est
maintenant garantie à partir de l'ordre 1.
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Fig. 6.15 � Reconstruction de ∂ν u et q sur sT : ordre 1 et 2.

Comme pour l'extension, on s'intéresse dans la suite de ce paragraphe à la robustesse
des algorithmes mises au point sur la reconstruction du c÷�cient de Robin. Le théorème
5.2 du chapitre 5 a montré que l'algorithme (A0) est à peine su�sant pour assurer une
bonne reconstruction de q. Pour cela nous nous limiterons notre étude numérique à l'ordre
1 et 2 et nous reconstruirons le c÷�cient de Robin q à partir des données régulières
bruitées. Le bruit est produit par une variable aléatoire a�ectée de 1% à 15% de la norme
uniforme de la donnée. La �gure 6.16 montre que l'algorithme (Am),m ≥ 1, reste robuste,
il tient même à un niveau de bruit important, nous constatons que pour 20% de bruit la
reconstruction q est acceptable.

Soit maintenant étudier la sensibilité de la méthode sur la reconstruction de q en
tenant compte de régularité des données. Pour cela, soit les données générées à partir
de la fonction singulière f(z) = constante + 2

z − 1

z − pole et faisant "pole" tout près de la
frontière intérieure sT. Dans le graphique à gauche de la �gure 6.17, on trace l'erreur
sur le c÷�cient de Robin en tenant compte de la quantité de données fournies sur la
frontière extérieure T de la couronne, qui est exprimé par le paramètre ρ = |I|

2π
, et il n'est

pas étonnant qu'on observe la mauvaise reconstruction de q en rapprochant "pole" de sT.
Cependant, le dessin à droite de la même �gure 6.17 indique aussi comment compenser
le manque de régularité en augmentant la quantité de données prescrites. Des fonctions
de forte singularité ont besoin le maximum de données externes fournies pour calculer
l'impedance électrique avec une exactitude acceptable.
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Fig. 6.16 � Reconstruction de la dérivée normale et q sur sT à l'ordre 1 et 2.
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6 Résolution numériques du BEP et application au c÷�cient de corrosion

Le graphique à gauche de la �gure 6.18 montre des e�ets de bruits semblables. Les
erreurs dans la reconstruction de q décroît en fonction de la quantité de données externes
fournies. Le graphe à droite de la �gure 6.18 représente la quantité de donnée en fonction
de bruit pour des di�érents niveaux de bruits. De nouveau, nous observons que dans
une certaine mesure, on peut compenser les e�ets de bruit en augmentant la quantité de
données disponibles.
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Chapitre 7

Autres applications de l'approximation

harmonique

Les données ainsi complétées peuvent être utiles par elles-mêmes dans certaines appli-
cations, ou bien servir à la détection de �ssures courbes prévenant du bouchage des tubes
qui mettrait en contact le �uide primaire et le �uide secondaire dans le tube. Une autre
application potentielle importante se situe en électro-encéphalographie, où il s'agit de dé-
tecter par exemple des centres d'épilepsie dans le cerveau à partir de mesures e�ectuées
sur le scalp, qu'il convient d'étendre jusqu'à la couche la plus interne avant d'en faire
usage dans un algorithme d'identi�cation.

7.1 Identification de fissures courbes à partir des
données complètes

Dans ce paragraphe on présente une deuxième application de la procédure de complé-
tion de données introduite dans les chapitres 2 et 3. On s'intéresse à un problème inverse
géométrique d'identi�cation de �ssures dans une tuyauterie conductrice isotrope à partir
de données frontières. Ce type de problèmes intervient dans nombreuses applications in-
dustrielles relevant du contrôle non destructif (imagerie et tomographie, prospection de
sous-sols, surveillance, par exemple). Les phénomènes physiques mis en jeu et les mesures
e�ectuées peuvent être de nature thermique, électrostatique, acoustique ou élastique. Ce-
pendant, via une section plane, le cadre de cette étude se limite aux phénomènes régis
par l'équation de Laplace en 2-D.

On suppose que l'on dispose de la trace, sur la frontière, d'une solution (température
ou potentiel) u de l'équation de Laplace dans une couronne G := D \ sD privée de l'éven-
tuelle �ssure σ, ainsi que de la donnée d'une condition de Neumann (�ux de chaleur ou
de courant) sur ∂G. L'application visée par cette étude est la détermination du cercle
hôte portant la �ssure et identi�er complètement la �ssure par identi�er totalement la
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7 Autres applications de l'approximation harmonique

discontinuité de la température ou du potentiel au travers la �ssure.
Étant donnés G, Φ, et ub, on souhaite trouver un arc σ ⊂ G, porté par le cercle λT de

centre l'origine et de rayon λ, s < λ < 1, tel que la solution u de
{
−∆u = 0 dans G \ σ
∂νσu = 0 sur σ ⊂ λT

véri�e
∂νu|∂G = Φ, u|∂G = ub (7.1.1)

où ν désigne le vecteur unitaire normal à ∂G sortant et νσ un vecteur unitaire normal à
σ.

Comme indique la relation (7.1.1), le �ux Φ est nul sur la �ssure σ, ce qui signi�e que
celle-ci est parfaitement isolante. Pour que le problème direct admette une solution, il
faut que la circulation du �ux Φ soit nulle, ce qui s'exprime par la condition∫

∂G

Φ ds = 0. (7.1.2)
D'autre part, le problème étant Neumann pur, on peut remarquer que toute solution u
du problème direct restera solution à une constante additive près. On ajoutera donc la
condition de normalisation ∫

∂G

u ds = 0 (7.1.3)
a�n de sélectionner une solution.
Pour simpli�er, On note par (u+,Φ+) les données sur T et par (u−,Φ−) celles sur sT. En
premier temps, on va supposer que le rayon λ du cercle porteur de la (ou les) �ssure(s)
est connu. On peut alors diviser le domaine G \ σ en deux couronnes : G \ σ = Ω1 ∪ Ω2

avec Ω1 = D \ λD et Ω2 = λD \ sD (�gure 7.1). La solution u est maintenant harmonique

Fig. 7.1 � Subdivision de G \ σ.

dans Ω1 et Ω2, elle véri�e donc les deux systèmes suivants :
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7.1 Identification de fissures courbes à partir des données complètes

(P+)


∆u = 0 in Ω1

u = u+ on sT
∂n u = Φ+ on sT

(P−)


∆u = 0 in Ω2

u = u− on T
∂n u = Φ− on T

avec des conditions aux limites sur T et sT respectivement. Les solutions des problèmes
direct étant harmoniques dans Ω1 et Ω2 respectivement, il existe alors deux fonctions f+ et
f− analytiques dans Ω1 et Ω2 respectivement, telles que u = Re f+ dans Ω1 et u = Re f−

dans Ω2. Celles-ci sont respectivement dé�nies (à une constante imaginaire pure près) par
f+ = u+ iv+ et f− = u+ iv− ,

les fonctions v+ et v− étant, respectivement dans Ω1 et Ω2, la conjuguée harmonique de
u (voir [2]). La relation entre u et v± sur le bord est donnée par l'équation de Cauchy-
Riemann :

∂νu = ∂θv± .

Au vu de la condition de �ux nul (�ssure isolante) sur σ, ceci détermine des fonctions
harmoniques mono-valuées v± dans Ω1,2, à une constante près l'on normalise en imposant
la condition v±(z) = 0, en un point z+ ∈ T et z− ∈ sT respectivement. Par conséquent,
pour tout θ ∈ ∂G,

v+(eiθ) =

∫ eiθ

z+

Φ+(eit) dt et v−(seiθ) =

∫ seiθ

z−

Φ−(eit) dt .

On résout maintenant deux problèmes extrémaux bornées pour les données (u+,Φ+) et
(u−,Φ−) dans les couronnes Ω1 et Ω2 respectivement relativement à I = sT et I = T et on
calcule les traces des approximants g+ et g− associés sur le cercle λT. En e�et, cela nous
fournira un moyen d'identi�er complètement la (ou les) �ssure(s) par identi�er totalement
la discontinuité de la température au travers σ. Soit [u] la fonction représentant le saut
de u à travers σ, l'identi�cation de σ est donnée par le lemme suivant
Lemme 7.1 [9] Si

∫
σ

[u] ds 6= 0 alors l'ensemble σ = { (λ, θ) : [u] (λ, θ) 6= 0 } .

On a u± ' Re g±, alors on obtient [u] ' g+ − g− sur λT et on localise σ d'après le
lemme 7.1. Puisque cette identi�cation ne soit exacte, nous employons l'approximation

σ ∼ { (λ, θ) : [u](λ, θ) ≥ εmax([u]) }

pour estimer σ où εmax([u]) est un réel positif, qui représente un seuil au dessous du quel
les faibles valeurs de [u] sont considérées comme négligeables.

La �gure 7.2 représente le saut [u] calculé et la �ssure reconstituée pour ub = Re f et
un �ux Φ corresponds à la fonction f(z) = 2 + z2 et λ = 0.75. Les problèmes extrémaux
bornés sont résolus donc pour la donnée f sur ∂G et une contrainte déterminée par l'al-
gorithme (A2) d'ordre 2 et pour une �ssure exacte σ = (e3iπ/4, eiπ).
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Fig. 7.2 � Reconstruction du saut [u] (à gauche) et de la �ssure (à droite).

Dans un cas plus réaliste où le cercle hôte est inconnu, cette approche peut être aussi
appliquer pour déterminer le rayon λ de ce cercle. L'idée est d'introduire un cercle quel-
conque rT pour s < r < 1 et on applique la technique d'approximation harmonique dans
les deux couronnes Ωr,1 := D\rD et Ωr,2 = rD\sD ; si r < λ, alors l'erreur dans H2,2(Ωr,1)

reste assez importante, puisque σ ⊂ Ωr,1 et la fonction g+ n'est pas la trace d'une fonc-
tion analytique la dedans, tandis que l'erreur dans H2,2(Ωr,1) depuis g− deviendra petite.
Un raisonnement analogue, si r > λ, les erreurs des deux cotés jouent le rôle inverse,
jusqu'elles se tiennent petites lorsque r = λ.

Dans la �gure 7.3 on représente la reconstruction du saut et de la �ssure ainsi que le
rayon du cercle hôte relativement à des données bruitées de 1% à 10%.

Le tableau 7.1 suivant représente la sensibilité de la reconstruction de la �ssure et la
détermination de λ au e�et du bruit. ϕ1 et ϕ2 sont les arguments des points extrémités
de σ.

Bruit λnumérique ϕ1 ϕ2

1% 0.7507 2.4023 3.1508
5% 0.7434 2.4023 3.0863
10% 0.7354 2.5312 3.0568
15% 0.7593 2.3101 3.1877

7.2 Localisation de points sources

Une troisième application potentielle importante se situe en électroencéphalographie
(EEG), où il s'agit de détecter par exemple des centres d'épilepsie dans le cerveau à par-
tir de mesures e�ectuées sur le scalp, qu'il convient d'étendre jusqu'à la couche la plus
interne avant d'en faire usage dans un algorithme d'identi�cation. Ce problème est relié à
un problème inverse dans un domaine 3-D [15, 47], qui donne un modèle simple de la tête
humaine qui est supposée sphérique et composée d'au plus de trois couches concentriques
sphériques homogènes de conductivité (le scalp, le crâne et le cerveau). Les mesures élec-
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Fig. 7.3 � Reconstruction à partir de données bruitées : 1%, 5% et 10%.
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triques surabandantes (le potentiel et le �ux de courant) sont disponibles sur le scalp (la
frontière externe), dont on veut récupérer quelques sources qui représentent des défauts
de conductivité placées dans le cerveau (la couche interne). Dans cette application on va
considérer le modèle bi-dimensionnel qui consiste à prendre des sections planes de la boule.
Ce qui nous permet de ramener le problème dans une famille de disques, où étendre des
données multi-dimensionnelle (2-D) jusqu'à la couche la plus interne peut surgir comme
une étape préliminaire en appliquant l'approche d'approximation harmonique, avant le
recouvrement des singularités qui surgit comme la deuxième étape de la résolution par
l'outil d'approximation méromorphe ou rationnelle [15, 75, 19].

Chaque section plane sera modélisée par un ouvert Ω constitué de trois disques de
centres l'origine, emboîtés, notés rD, sD, D, de rayons r = 1.1494, s = 1.0574 et 1
respectivement : Ω = D0 ∪ sD ∪ rD. On associe respectivement à chaque sous domaine,
rD \ sD, sD \ D et D, les conductivités σr = 1, σs = 0.0125 et σ1 = 1. Ce choix de ces
valeurs est relevé du modèle classique de la tête humaine (voir [53]). La synchronisation
d'un grand nombre de cellules nerveuse dans le cerveau génère des activités électrique
localisées dans des parties du cerveau D et provoquent l'apparition d'épilepsie qui se
modélises par des dipôles. Notre but sera de détecter ces sources parasites.
Soit F la fonction source, grâce à laquelle on peut détecter les points sources inconnus :

F =
m∑
k=1

pk.∇ δck

où ck est un point de source dipolaire dans D auquel on associe le moment pk vecteur de
R2.
La di�érence de potentiel u associée au �ux courant Φ sur le bord ∂Ω et notre distribution
F véri�ent (voir [15])


−∇.(σ∇u) = F dans Ω,

σ∂νu = Φ (= 0) sur ∂Ω

u = u0 sur ∂Ω

Le recouvrement de F , à savoir les termes sources δck et leurs moments associés pk,
nécessite la propagation des données fournies sur la frontière extérieure ∂Ω = rT jusqu'à
la couche la plus interne T comme une étape préliminaire.
En e�et, dans la couronne Gr := rD\sD , on considère le problème d'extension de données
suivant :
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∆u = 0 dans Gr

σr ∂νu = Φ sur rT
u = u0 sur rT

on résout un problème extrémal borné pour la donnée frontière (u0, Φ) disponible sur
∂Ω pour l'étendre dans tout le domaine Gr. On note gr la solution, soit ur = Re gr.
Ensuite, dans la couronne Gs := sD \ D la donnée (ur, ∂νur) véri�e


∆u = 0 dans Gs

σs ∂νu = σr ∂νur sur sT
u = ur sur sT

qui sera aussi étendue dans Gs. On note gs la solution du problème (BEP) associée et soit
us = Re gs.
Une fois les données (u0, Φ) sont propagée jusqu'à la couche T, elle véri�e le système
suivant

(PN)


∆u = 0 dans D
σ1 ∂νu = σs ∂νus sur T
u = us sur T

L'approximation méromorphe ou rationnelle prend le relais pour résoudre le problème
d'identi�cation du terme source à partir des données frontière us et ∂νus. Cette technique a
été introduite au seins du projet APICS 1 et exploitée dans les travaux de Ben Hassen [15,
28] et Syfert [89].

En utilisant l'approche d'approximation harmonique retenue dans ce travail dans les
couronnes RD\rD et rD\sD respectivement, pour étendre les données jusqu'à la couche la
plus interne. Une fois les données sont disponibles sur Γ0, l'approximation méromorphe ou
l'approximation rationnelle prend le relais de l'approximation analytique a�n de localiser
{ck}, comme dans [15].

Nous commençons d'abord par résoudre le problème direct de Neumann (PN). Le
domaine Ω est maillé en utilisant un mailage élément �ni P1. La frontière est discrétisée
avec 512 points. On calcule en ces points le potentiel u associé pour la condition de
frontière Φ = 0. La �gure 7.4 illustre le domaine Ω avec les lignes de niveau de la solution
u du problème directe ainsi que la solution numérique.

1APICS, INRIA Sophia Antipolis
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Fig. 7.4 � Le domaine avec les lignes de niveau pour u (problem direct) ; Solution du problème
direct (PN).

Maintenant, nous allons étendre la fonction f = us(e
iθ)+ i

∫ θ

θ0

σs
σ1

∂νus dτ , pour eiθ0 ∈ T

arbitraire, sur chaque couche du domaine Ω par la technique d'approximation harmonique.
La �gure 7.5 montre la reconstruction des données sur la couche la plus interne T. Notons
que la faible valeur de σs n'in�uence pas beaucoup sur la nature de la reconstruction.

Fig. 7.5 � La partie réelle de l'extension analytique sur la couche T

La deuxième étape consiste à exploiter les données prolongées sur T dans l'algorithme
d'approximation méromorphe pour l'identi�cation des points sources dans D. La �gure 7.6
montre comment l'erreur relative sur les moments, l'erreur absolue sur les sources et
l'erreur relative sur l'extension des données sur T s'évoluent en fonction de la position
de la source par rapport à la couche la plus interne T. La source de moment unitaire est
disposée suivant la direction [1, 1]/

√
2 d'une distance de l'origine égale à 49%, 78%, 88%,

93%, ou 97% du rayon r = 1.
La �gure 7.7 montre l'évolution de l'erreur relative sur les moments et celle l'absolue

sur les sources en tenant compte de la conductivité σs en respectant les deux autres
conductivités.

Dans les autres simulations numérique qui suivent, les sources originales sont représen-
tées par ∗, les sources numériques par ◦ (qui sont souvent superposés sur ∗), tandisque les
lignes sont les moments des sources exactes et numériques dans lequels elles seront sym-
bolisées par un point lorsqu'elles sont nulles ou su�sament petites. La �gure 7.8 illustre
comment le calcul des pôles de l'approximation rationnelle L2 de la fonction dé�nie sur
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7.2 Localisation de points sources

Fig. 7.6 � Erreurs en fonction de la position de la source.

Fig. 7.7 � Erreurs en fonction de la conductivité σs pour une source à 97% du rayon r = 1

T, construite à partir des données prolongées sur T, garantie le recouvrement des dipoles.

Fig. 7.8 � m = 1, 2, 3, 4.

On considère maintenant la robustesse de notre identi�cation pour des données bruitées.
Le bruit est produit par une variable aléatoire a�ecté de 1% à 20% de la norme uniforme
de la donnée. La �gure 7.9 montre l'évolution de l'erreur absolue sur les sources ainsi que
l'erreur relative sur les moments.
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Fig. 7.9 � Les erreurs sur les sources et sur les moments en fonction du bruit.
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons considéré le problème de cauchy consistant à retrouver les
données de Neumann et de Dirichlet sur la partie intérieure de la frontière d'un domaine
annulaire à partir des mesures disponibles sur la partie accessible de la frontière exté-
rieure. Les données ainsi complétées peuvent être utiles par elles-mêmes dans certaines
applications. L'une de ces applications dans lequelle nous nous somme intéressé, est la
detection de corrosion interne dans le cadre bi-dimensionnel, qui est dans le cas le plus
simple modélisé par une impédance électrique, ou c÷�cient de Robin, qui est le quotient
de ces données étendues. L'extension de ces données est basée sur la résolution des pro-
blèmes extremaux bornés, ou en core (BEP), qui permettent de formuler les problèmes
frontières en termes de reconstruction d'une fonction analytique dans la couronne depuis
ses valeurs disponibles sur la partie accessible de la frontière suivant un critère portant sur
la partie de la frontière inaccessible aux mesures, avec une contrainte de régularisation. Le
cadre fonctionnel approprié étant les espaces de Hardy. Dans ce cadre, nous avons établi
des formules explicites pour cette extension au moyen d'opérateurs de Toeplitz, ayant de
bonne propriétés de robustesse et de continuité.

Les résultats de continuité qu'on a établis dans le théorème 2.4 montrent qu'on ne peut
pas espérer mieux que la convergence faible de l'approximant (solution du (BEP)) sur la
partie inaccessible aux mesures, tandis que la convergence forte n'est assurée que sur la
partie accessible. En e�et, les (BEP) fourni des solutions régulières mais leurs gradients
ne le sont pas. Nous avons alors pensé à améliorer notre résolution de façon qu'elle nous
donne des extensions, ou des approximants, dont leurs gradient est lisse. Pour résoudre
cette di�culté, nous avons étendu notre étude dans les espaces de Hardy-Sobolev, où on
traite les problèmes extremaux bornés pour un ordre supérieur. Le théorème 3.6 montre
que cette résolution permet d'obtenir des résultats de convergence forte sur la partie
inaccessible aux mesures pour un ordre élevé.

la résolution d'un (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev ne règle cependant pas
tout, dans la mesure où la borne mise sur les données étendues est généralement - en fait
dès lorsque les données ne sont pas analytiques - saturée par la solution, ce qui oblige à
évaluer avec précision cette borne sur les données étendues de manière précise pour avoir
une chance de les approcher convenablement. Il faut choisir une contrainte su�samment
proche de la norme de l'extension sur la partie inaccessible. Une méthode de �validation
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croisée� avait été proposée dans le cas des domaines simplement connexes. Cette méthode
nécessite qu'une partie des données disponibles soit dévolue au calcul de la borne. Nous
avons proposé ici une méthode alternative qui tient compte de la plus grande rareté des
données disponibles dans le cas multi-connexe. Nous avons construit ainsi une famille
d'algorithmes consistant à appliquer le même algorithme d'extension (d'ordre zéro) aux
dérivées successives des données disponibles. Le théorème 5.3 prouve que ces algorithmes
sont d'autant plus robustes vis à vis des erreurs de mesures que leur ordre est élevé pour
l'approximant et pour la reconstruction du c÷�cient de Robin. Ces résultats théoriques
de robustesse établis dans la partie II, qui sont corroborés par une étude numérique
exhaustive, ont fait l'objet d'un article soumis [63].

D'autre part, l'outil d'approximation harmonique a été exploité en vue d'établir des
estimation d'erreurs pour l'approximant ainsi que des résultats de stabilité logarithmique
globale avec un seul log pour le c÷�cient de Robin. Ces résultats ont fait l'objet de la
publication [74].

En�n et toujours dans le contexte bi-dimensionnel, nous nous somme intéressé aussi à
l'identi�cation de �ssures courbe dans une couronne, obtenue par une section plane d'un
tube, à partir des complètes sur la frontière. On a prouvé, comment la technique d'approxi-
mation harmonique et la théorie des analytiques (conjuguaison harmonique, équations de
Cauchy-Riemann) permettent de formuler la présence d'une �ssure en terme de disconti-
nuité de la fonction saut des solutions de deux (BEP). Les résultats numériques obtenus
sont tout a fait probants. Dans la suite de cette étude, on s'intérsse à étudier ce problème
à partir des données disponibles seulement sur une partie de la frontière extérieure de la
couronne, où on va coupler la technique d'approximation harmonique avec le concept de
l'écart à la réciprocité [9]. Un article décrivant cette étude est en cours de préparation.

Une troisième application potentielle importante considérée dans ce travail, consiste
à la détection et à la localisation de sources ponctuelles dans un disque 2D depuis des
mesures frontière d'une solution du Laplacien. Nous avons utilisé l'approche d'approxi-
mation harmonique dans deux couronnes pour étendre les données jusqu'à la frontière la
plus interne. Une fois les données sont disponibles sur cette couche, l'approximation ra-
tionnelle ou méromorphe prend le relais a�n de localiser les sources. Les résultats obtenus
dans cette étude a fait l'objet d'un article soumis [26].

Concernant les problèmes inverses, cette approche fournit une procédure de résolution
de problèmes de Cauchy relativement stable et robuste par rapport aux perturbations sur
les données, numériques ou expérimentales.
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