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Introduction

Dans cette thése nous nous intéressons a un probléme de Cauchy consistant a retrouver
les données de Neumann et de Dirichlet sur la partie intérieure de la frontiére d’un domaine
annulaire, & partir de mesures effectuées sur une partie de la frontiére externe. Dans le
cadre de ce travail les mesures effectuées sont de nature électrostatique et thermique et sont
régies par ’équation de Laplace en dimension deux (2D) dans un anneau. Les données ainsi
complétées peuvent étre utiles par elless-mémes dans certaines applications motivées par
le contréle non destructif des piéces tubulaires en tomographie par impédance électrique
ou la partie intérieure étant inaccessible aux mesures, comme de la science médicale. Des
précisions et des références supplémentaires sur le contexte de I'identification de corrosion
et d’autres applications géométriques sont rassemblées dans le chapitre 1.

On suppose que 'on dispose de la trace, sur une partie de la frontiére, d’une solution
(potentiel électrique) u de ’équation de Laplace dans une couronne G, ainsi que la donnée
d’une condition de Neumann (flux de courant) sur une partie de la frontiére de G. La
résolution effective de ce probléme inverse est essentiellement consacrée a étendre ces
données sur la totalité du domaine, permettant de déterminer des dégats de la corrosion
sur la partie inaccessible de la structure. L’identification de la corrosion se raméne dans
le cas le plus simple a la reconstruction de I'impédance d’'un probléme de Robin, qui est
le quotient de ces données étendues.

Le probléme de Cauchy ainsi décrit est bien connu pour étre trés instable du fait
de I'absence de solution si les données ne sont pas compatibles, mais surtout du fait
de son extréme sensibilité aux bruits de mesure. Ce phénoméne est bien connu depuis
Hadamard [72]. En fait, 'existence d’une telle solution n’est pas toujours assurée pour un
couple de données quelconque, et méme si elle existe, elle ne dépend pas contintiment des
données, puisqu’on peut approcher ces derniéres — si elles sont bruitées donc incompatibles
— d’aussi prés que l'on veut par des données compatibles, & condition d’accepter des
comportements violemment perturbés sur la partie inconnue de la frontiére. Il nécessite
alors une régularisation appropriée.

Dans ce contexte bidimensionnel, nous exploitons les liens entre les fonctions harmo-
niques et analytiques pour formuler ce probléme en termes de reconstruction d’une fonc-
tion analytique dans la couronne, depuis ses valeurs sur une partie de la frontiére. Il est

ainsi possible d’exprimer ces problémes de Laplacien comme des questions de meilleure



approximation dans les classes de Hardy H?(G) (ensemble de fonctions analytiques dans
G et bornées en norme L?(9G)). La stabilisation du processus a recours aux problémes
extrémaux bornés ou (BEP), introduits par Baratchart et al. dans [20]. Cette stabilisation
est obtenue en imposant une borne sur les données étendues, le probléme a résoudre étant

alors bien posé.

La solution u du probléme direct associée a ce probléme inverse étant harmonique,
grace aux équations de Cauchy-Riemann il existe une fonction f = u+ v analytique dont
u est la partie réelle et v est le conjugué harmonique de u. Sous des hypothéses appropriées
de régularités des conditions aux bords, la fonction f est de plus bornée en norme L2,
elle appartient alors aux classes de Hardy H?(G). On est ainsi ramené a I'identification
de cette fonction f depuis sa trace sur la partie accessible de la frontiére dans la classe de
Hardy H?(G).

Ainsi, la résolution du probléme d’extension de données incomplétes peut se poser
comme une premiére étape d’algorithme d’identification nécessitant des données fron-
tieres complétes. Cette étape fait 'objet de la premiére partie de ce manuscrit, constituée
des chapitres 2 et 3. Dans le chapitre 2 nous nous sommes intéressés a établir des résultats
d’existence et d’unicité de I'extension, la solution d’un probléme (BEP), dans les classes
de Hardy H? dans un domaine doublement connexe, pouvant étre ramené par transforma-
tion conforme & une couronne G (naturellement I’application conforme est connue). Nous
présentons ainsi, des formules explicites lorsque les données sont disponibles sur toute la
frontiére externe de la couronne et des formules implicites lorsqu’elles ne sont connues
que sur une partie de la frontiére extérieure. Ces formules reposent sur la résolution d’une
équation spectrale pour 'opérateur de Toeplitz. Une fois ’extension est déterminée, nous
avons pensé a la question de robustesse de ce schéma d’approximation. Le résultat de
continuité établi dans le théoréme 2.4 montre que le schéma de résolution est a peine suf-
fisant pour assurer la continuité de la solution par rapport aux données, on n’espére pas
plus que la convergence faible sur la partie des données manquantes. En visant & assurer la
convergence forte des données étendues, nous construisons des extensions analytiques pour
lesquels le cadre fonctionnel approprié est celui des espaces de Hardy-Sobolev H™?(G)
d’ordre m € N* (ensemble de fonctions analytiques et bornées en norme L? ainsi que ses
dérivées d’ordre m). Cette étude nous donne des extensions lisses ainsi que ses dérivées
d’ordre élevé permettant la convergence forte des données étendues sur la partie inconnue

des données (théoréme 3.6).

La deuxiéme partie de ce manuscrit, constituée des chapitres 4 et 5, est dédiée a I’étude
de la stabilité du probléme inverse d’identification du ceefficient de Robin et a la construc-
tion d’une famille d’algorithmes d’identification robuste dans les espaces de Hardy-Sobolev
H™2(@). Dans le chapitre 4, nous exploitons la technique d’approximation harmonique
développée dans la premiére partie pour établir des résultats de controle sur le ceefficient

de Robin, qui est le quotient des données étendues. La question a laquelle nous sommes
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intéressés est dans quelle mesure le ccefficient de Robin soit continue a une perturbation
prés. Pour le cas d'un domaine simplement connexe, pouvant se ramener au disque unité
par une transformation conforme connue, Chaabane et al. ont prouvé des résultats de
stabilité globale de type log-log (|34, 33|). En se basant sur des résultats de stabilité éta-
blis pour 'extension, nous établissons des similaires en norme L? et L> pour le cas des
domaines doublement connexes avec une amélioration de type un seul logarithme. Ces

résultats ont fait 'objet du papier |74].

La question de résolution du probléme inverse consistant a reconstruire le coefficient
de Robin a été 'axe principal du chapitre 5. Ce coefficient est déterminé par le quotient
des données étendues qui sont déterminées par la solution du probléme extremal borné
et sa dérivée normale. Mais la résolution d’un (BEP) ne régle cependant pas tout, dans
la mesure ou la borne imposée sur les données étendues est généralement saturée par la
solution, ce qui rend la contrainte une inconnue du probléme. Il est donc utile de donner
une méthode permettant de déterminer cette contrainte. Une méthode de “validation
croisée” avait été proposée et testée avec succés dans le cas des domaines simplement
connexes [35]. Cette méthode nécessite qu'une partie des données disponibles soit dévoluée
au calcul de la borne. Nous proposons ici une méthode alternative qui tient compte de
la totalité des données disponibles. Nous avons ainsi mis au point un algorithme tenant
compte de la plus grande rareté des données disponibles dans le cas multi-connexe (d’ordre
zéro) et de 'appliquer aux dérivées successives des données disponibles, ou bien & 1’étendre,
pour des données réguliéres non analytiques, dans les espaces de Hardy-Sobolev d’ordre
m > 1. Les résultats théoriques ont prouvé que ces algorithmes sont d’autant plus robustes

vis a vis des erreurs de mesure que leur ordre est élevé.

La troisiéme partie de ce travail est consacrée a illustrer numériquement la technique
d’approximation harmonique pour la reconstruction de défauts géométriques portant sur
le probléme de Robin, sur la localisation de fissures internes ou bien sur la détection
de sources ponctuelles dans des disques superposés depuis des mesures frontiéres d’une
solution du Laplacien. Dans le chapitre 6, nous présenterons une étude numeérique des
algorithmes mis au point au chapitre 5 pour la reconstruction du ccefficient de Robin en
tenant compte de différents arguments intervenant dans la résolution. Nous mettons en
évidence l'influence du choix de la contrainte imposée sur la nature de la reconstruction et
sa sensibilité par rapport a la régularité de donnée, a la quantité de données disponibles
et aux bruit attachés aux mesures. D’autres problémes inverses surviennent quant a eux
dans de multiples applications. Dans le chapitre 7, nous considérerons comme exemples
la détection de fissures courbes prévenant du bouchage des tubes qui mettrait en contact
le fluide primaire et le fluide secondaire dans le tube. Dans cette application, nous consi-
dérons une section plane du tube et nous supposons que 1'on dispose de mesures sur la
totalité de la frontiére de la couronne G et les étendres dans tout le domaine pour iden-

tifier et localiser les fissures portées par un cercle intérieur de GG. Une autre application



potentielle importante se situe en électro-encéphalographie, ou il s’agit de détecter par
exemple des centres d’épilepsie dans le cerveau a partir de mesures effectuées sur le scalp,
qu’il convient d’étendre jusqu’a la couche la plus interne avant d’en faire usage dans un
algorithme d’identification. Dans cette application on considére le modéle bidimensionnel
qui permet de ramener le probléme dans une famille de disques, ou étendre des données
(2D) jusqu’a la couche la plus interne peut surgir comme une étape préliminaire en appli-
quant 'approche d’approximation harmonique, avant le recouvrement des singularités qui
surgit comme la deuxiéme étape de la résolution par 1'outil d’approximation méromorphe

ou rationnelle [15, 75, 19].









CHAPITRE 1

Motivation et contexte bibliographique

1.1 MOTIVATION DU PROBLEME

Dans le monde entier, des millions de miles de pipelines sont utilisés pour transporter
de I'eau, du gaz et du pétrole sous terre ou sous mer (& partir des champs pétroliers situés
en pleine mer) ou méme a la surface de la terre, depuis leurs sources émettrices jusqu’aux

usines de traitement ou aux consommateurs (figure 1.1).

I Wy

F1G. 1.1 — Pipeline pour acheminer le pétrole.

Les tubes sont susceptibles d’étre attaqués par un phénoméne de corrosion interne et
externe, de fissuration ou bien de faille de fabrication. La corrosion interne et externe
est la cause principale de fuites et de ruptures des canalisations, se traduisant parfois par
des dégats catastrophiques (dégats humains, pollution du milieu naturel, frais supplémen-
taires de réparation, arrét prolongé du pompage, etc.). Si un pipeline porteur d’eau est
affecté d’un éclatement de fuite, au moins cela ne nuit pas I'environnement. Cependant,
si une fuite de pipeline de pétrole ou chimique, cela peut étre un désastre environnemen-
tal (figure 1.2).

La corrosion interne est provoquée le plus souvent par des attaques chimique de la
surface de la conduite. Ce type de corrosion est principalement favorisé par la présence
de sulfure d’hydrogéne (HS5) et de dioxyde de carbone (CO;) dans le gaz et la présence

de bactéries sulfato-réductrices (BSR) dans le cas des oléoducs. La corrosion externe est
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1 Motivation et contexte bibliographique

F1G. 1.2 — Pipeline endommaggé.

dans la majorité des cas le résultat des phénomeénes de type électrochimique provoqués
des défauts dans le revétement du tube, qui laisse des parties de celui ci en contact avec
’air.

L’idée de la détection de corrosion & partir des mesures frontiére sur-déterminées sur-
git a partir de la technique "Tomographie par impédance électrique (TIE)" (voir Kaup et
al. [67]). Elle est actuellement la réponse la plus économique et la plus adaptée a I'iden-
tification et la localisation des corrosions internes dans les tubes. Le principe consiste a
disposer des électrodes sur la partie accessible du tube, on applique un courant sinusoidal
entre deux électrodes et on mesure les potentiels engendrés aux autres électrodes. On
répéte ce processus pour toutes les combinaisons possibles d’électrodes (figure 1.3). Pour

plus de détails au sujet de cette technique nous renvoyons le lecteur a Colton et al. [42].

Alimentation C.C

fa) v
Mise a terre \

b}
pipafine

(c)

F1G. 1.3 — Inspection par la tomographie par impédance électrique (TIE)

1.2 LE PROBLEME INVERSE DE CORROSION

Dans le présent travail, nous avons essayé d’exploiter une méthode d’approximation

constructive des fonctions pour identifier ’endroit de corrosion localisé dans la peau in-
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1.2 LE PROBLEME INVERSE DE CORROSION

terne d’un tube. Le modéle qu’on a adopté est basé sur les différentes études faites sur
le sujet. En effet, les attaques chimique de la surface de la conduite est modélisé par une
couche mince rapidement oscillante dans la limite est divergente et I'épaisseur de cette

couche est presque nulle. Le potentiel électrostatique u vérifie I’équation suivante :
Au =0 dans le tube,

et donc u est harmonique dans le domaine. D’autre part, Vogelius et Xu [87] ont signalés
que I’étude de processus de corrosions peut étre basé sur la loi de Faraday qui montre
que la mesure de corrosion est proportionnelle au flux de courant imposé, modélisé par la

relation
ayu _ /\i <eo<u . 6—(1—a)u)

sur la ou les parties corrodées 7;, © = 1,--- ,m, du domaine. Le paramétre A\ représente
le coefficient d’échange de la densité de courant qui dépend de la concentration prés de
la Pinterface de la composition du métal et « € (0, 1) est le paramétre cinétique appelé
coefficient de transfert, il dépend des constituants du systéme électrochimique.

La linéarisation des conditions aux bords étant assurée par le développement limité de

J,u qui se comporte en \;u au voisinage de zéro sur chaque 7;, i = 1,--- ,m (voir [87]) :
20 — 1
/\i<u—|— a2 u2+---) ~ \u,

et donc sur la partie v;, infectée par la corrosion, on obtient la condition au limite suivante :

o,u = \u.

Le probléme inverse que nous considérons alors consiste en la détermination des dégats
de la corrosion sur une partie du bord inaccessible du tube en identifiant les paramétres
Ai, © = 1,---,m, connaissant quelques mesures électriques sur la partie accessible. Pour
introduire notre probléme mathématiquement, on suppose que le tube est infinie de sorte
que le potentiel électrique ne dépend pas de la coordonnée longitudinale. Le domaine
d’étude typique qu’on va considérer dans ce cas est donc une couronne obtenue par une

section plane du tube contenant une partie de la frontiére intérieure corrodée (figure 1.4).

On considére une couronne G = D\ s qui va étre inspecter, ot ID représente le disque
unité et sD est le disque de centre l'origine et de rayon s € (0,1). On définit le cercle
unité T = 0D tel que OG = T U sT. On suppose que la surface sT inaccessible contient
une ou plusieurs parties corrodées v;, ¢ = 1,--- ,m. Les parties ~; sont disjointes et les
coefficients d’échanges de la densité de courant associés , sont A; > 0, non identiquement

nuls. On suppose que chaque \; € C°(7;). Soit
q(z) = Z/\iXi<x)7 e,
=1

11
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Fluide Flux impose

Potentiel /

mesure n=un
W

F1G. 1.4 — Section plane d'un tube.

oll y; représente la fonction caractéristique sur v; et J est la partie inaccessible du bord
de la couronne 0G.

Différents modéles de corrosion ont été abordés dans la littérature, voir par exemple
les travaux de Kaup et Santosa [66], Vogelius et Xu [99], Banks at al. [14], Inglese [62].
Dans ce travail, nous allons adopté le modéle de Santosa et al. [87]. Le champ potentiel u
généré par le champ v, appliqué a [ := 0G \ J, obtenu en imposant un flux de courant @

sur I, satisfait

Au =0 dans G
—0,u+qu =0 sur J
U =u, sur I,

ol v est la normale unitaire sortante de G sur T et entrante sur sT. Puisque u, peut
changer de signe, le champ u peut s’annuler sur J et donc, la formule (1.2.1) peut ne pas
avoir un sens ou présente un comportement instable,

o, u

.= (1.2.1)

La condition de compatibilité des données de Cauchy décrite dans [97| par Yang, Chouli
et Cheng, justifie la positivité de u, pour ’équation de la chaleur, qui n’est le cas pour le
modeéle électrostatique pour détecter la corrosion. Dans notre travail, nous avons donné
un sens a la formule (1.2.1) en assurant la positivité de u,, sur la partie inaccessible J sous
la condition d’imposer un flux ® € L*(I) positif non identiquement nul et de supposer g

dans la classe d’admissibilité suivante :
Q" ={qeC’J); lg(x)| <E etqlx) >cVxel},

pour des constantes ¢, ¢ > 0 fixées. Sous ces conditions, on prouve aussi que le probléme
direct admet une unique solution u appartient a I'espace de Sobolev W3/22(G) et qu'il
existe une constante £ > 0 tel que [Ju|yys/22(q) < k. Ces résultats représentent une exten-
sion de ceux établits dans [34] par Chaabane et al. dans le cas d'un domaine simplement

connexe transformé au disque unité via une transformation conforme connue.

12



1.2 LE PROBLEME INVERSE DE CORROSION

Mais la difficulté du probléme inverse considéré, qui consiste a localiser la corrosion ou
encore a identifier le paramétre de Robin ¢, vient du fait qu’il est mal posé au sens de
Hadamard [72] et fortement non-linéaire. En effet, il s’agit de résoudre un probléme de
Cauchy qui risque de ne pas avoir de solution si les données ne sont pas compatibles, et
surtout du fait de son extréme sensibilité aux bruits de mesure. La plupart des techniques
de détection utilise des méthodes itératives comme 1’algorithme des moindres carrés ré-
cursifs ou des schémas itératifs de type Newton. Toutes ces méthodes demandent des
temps de calcul énormes pour obtenir une bonne approximation de la vraie solution et
surtout ne convergent pas a cott sir. Leur éventuelle convergence nécessite un bon choix

de configuration initiale, proche de la configuration a trouver.

Dans la littérature, on trouve beaucoup d’auteurs qui se sont intéressés a résoudre ce
probléme. Inglese [62], Fasino et Inglese [50, 51| ont adoptés le modéle linéaire de la cor-
rosion, modélisée par Santosa et al. [87] en terme d’un ceefficient ¢ de type Robin dans
la condition au limite. Le recouvrement de g a été achevé a partir du flux imposé et la
trace de la solution u générée sur la partie de la frontieére accessible. Ces auteurs ont pro-
posés un schema numérique pour approximer ¢ pour des domaines minces et a été basé
sur le développement en série de Fourier. Ces domaines épais ont causé une instabilité
de Papproche numeérique. Inglese [62] a démontré 'unicité du ceefficient de Robin ¢, a
partir de la température sur une partie du bord accessible, pour des ccefficient ¢ positifs
de classe C3. Dans le cas thermique et le cas thermo-élastique, ce résultat a été amélioré
par Chaabane et Jaoua [34] en 2-D (dans un domaine simplement connexe) pour des
fonctions ¢ continues et minorées par une certaine constante strictement négative et la
partie du bord accessible soit un ensemble infini de point ayant un point d’accumulation
appartenant au bord accessible. Ce résultat d’identifiabilité est conservé dans notre étude
pour des domaines doublement connexe.

Kabanikhin et Karchevsky [64] ont résolu ce probléme en minimisant la fonction L%-erreur
de la trace sur la partie accessible du bord utilisant le processus du gradient iteratif. Kli-
banov et Santosa [68] utilisent une méthode quasi-reversible pour résoudre le probléme de
Cauchy pour I’équation de Laplace et ils ont estimés la fonction erreur de cette méthode
en utilisant les estimations de Carleman.

Slodicka et Van Keer [90] ont prouvés un résultat d’identification basé sur la différence
au sens de la norme L? sur la partie de la frontiére inaccessible portant le support du
ceefficient ¢, entre la température extérieure et intérieure sur cette partie. Cette technique
a été appliquée pour un probléme parabolique non linéaire dans un travail de Slodicka et
Van Keer [91]. Dans [92], Slodicka et Van Keer sont intéressés aussi a un méme type de
probléme dans un domaine rectangulaire. Ils ont présentés un algorithme qui superpose
le probléme directe et le probléme inverse pour prolonger la trace de la solution sur la
partie inaccessible qui est développée en série de Fourier. Cette méthode est sensible &

I’épaisseur du domaine.
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Dans un récent travail, Louati [77] a proposé deux méthodes pour 'identification et la lo-
calisation des corrosions internes dans les pipelines. La premiére se base sur un algorithme
non-itératif de type MUSIC!, qui est basé sur la décomposition singuliére de la matrice
de données. La deuxiéme procédure d’identification est par I’analyse de vibration. Cette
technique d’imagerie consiste a faire propager des ondes guidées ultrasoniques dans les
parois des canalisations et & observer les réflexions provenant des défauts.

Chaabane et al. dans [32| ont proposés un algorithme d’identification basée sur la mini-
misation des fonctionnelles d’écart énergétiques, dite de Kohn et Vogelius developpé par
Chaabane et Jaoua [34], qui constitue une méthode de moindres carrés auto-régularisante.
L’algorithme consiste, pour une impédance donnée, a résoudre deux problémes aux limites
de conditions aux limites Robin-Dirichlet et Robin-Neumann respectivement, dont les so-
lutions coincident pour I'impédance effective. Cette méthode lisse les éventuelles oscilla-
tions de I'impédance, qui peuvent renseigner sur les lieux de corrosion, mais pas encore

d’évaluer avec précision son niveau si le ccefficient est trop oscillant.

D’autres travaux s’intéressent a la détermination du ceefficient de corrosion ¢ en pas-
sant par une étape préliminaire qui consiste a compléter les données lacunaires dont on
dispose : les mesures sont prises sur une partie seulement (celle qui est accessible) de la
frontiére, puisque la reconstruction de ¢ nécessite a retrouver les données de Neumann et
de Dirichlet sur la partie intérieure inaccessible, qui est le quotient de ces données éten-
dues. Mais les données complétes ne dépendent pas continiment des données disponibles,
et on peut approcher ces derniéres - si elles sont bruitées donc incompatibles - d’aussi
prés que l'on veut par des données compatibles, & condition d’accepter des comporte-
ments complétement erratique sur la partie inconnue des données. Diverses techniques de
complétion de données régularisante ont été développées. On citera notamment la méthode
de régularisation évanescente introduite par Cimetiére et al. [41] qui étudie un algorithme
de moindres carrés dans I'ensemble des données compatibles, basée sur la régularisation
de Tikhonov itéré [49, 82], le terme de régularisation est la distance entre deux solutions
itérés successives, qui disparait lorsque les données sont compatibles (c’est a dire non
bruitées). Cette régularisation prouve une convergence forte de la solution sur la partie de
la frontiére accessible aux mesures, tandis que la convergence est faible sur 'autre partie
inconnue. Le cas des données incompatibles reste le plus problématique dans le sens ou
la convergence forte n’est pas assurée.

Nous citons aussi, 'algorithme de directions alternées de Kozlov et al. [69] qui a été ex-
ploité par A. Ben Abda et al. [11] pour la résolution de divers problémes inverses (recons-
truction du champ de température dans la peau interne d’un tube, reconstruction d’un
coefficient d’échange dans la loi de Fourier, detection de fissures d’interfaces obéissant a

des conditions aux limites de type Robin). La méthode est basée sur la minimisation d’une

"Multiple Signal Classification
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fonctionnelle d’erreur en énergie, consiste a introduire deux champs u; et us solutions de
problémes directs bien posés et a reformuler le probléme via un probléme de minimisation,
qui & chaque fois que 1'on dispose d’une « énergie » dans le probléme posé, on construira
une fonctionnelle d’erreur portant sur les champs u; et us. C’est une méthode & caractére
auto-régularisant et robuste. La robustesse de la méthode vis a vis du bruit de mesure
constitue le point problématique.

Dans le méme contexte et lorsque la frontiére ol les données sont manquantes est plate,
le probléme de complétion de données peut étre interprété comme un probléme de recons-
truction d’une fonction a partir de ses moments (voir [61]).

On trouve aussi quelques résultats d’identification dans le cas non-linéaire dans les
travaux de Choulli [40] et Alessandrini et Sincich [6, 7.

Dans le présent travail, nous allons donner une méthode d’identification de ceefficient de
Robin basée sur une technique de complétion de données régularisante non itérative, tres
peu colteuse, et ne demande pas une résolution d’un probléme direct. Cette approche
de régularisation est basée sur la construction d’extensions analytiques, pour lesquels
le cadre fonctionnel approprié est celui des espaces de Hardy de la couronne H?*(G),
qui est I'ensemble des fonctions analytiques dans G et bornées en norme L?(0G). Le
principe est d’exploiter des propriétés classiques des fonctions harmoniques et analytiques
(conjugaison harmonique, équation de Cauchy-Riemann) pour reformuler le probléme
inverse d’identification de ¢ en termes de reconstruction d’une fonction analytique dans

le domaine, depuis ses valeurs sur une partie de la frontiére.

1.3 LE PROBLEME EXTREMAL BORNE (BEP)

Avant de détailler les principales étapes de cette approche, nous signalons que Chaabane
et Jaoua [34], Chaabane et al. [35] et Fellah [54] ont exploités cette technique pour la
reconstruction de ¢ dans le cas d’'un domaine simplement connexe {2, qui est transformé
par une transformation conforme connues au disque unité. Fellah [54], s’est intéressé a ce
probléme de point de vu probléme inverse géométrique ol la partie du bord corrodée est
inconnue et par suite 'application conforme transformant le disque unité D en €2 n’est
pas prédéfinie. Pour résoudre cette difficulté, elle prouve 'existence d’une transformation
conforme, n’est pas prédéfinie sur la partie corrodée, qui transforme le domaine €} en un
domaine bien défini dont la partie inconnue s’est transformée en un segment d’extrémités
connues. Ce dernier se transforme aussi en disque unité via une deuxiéme transformation
conforme, et donc le probléme inverse géométrique est transformé en un probléme de
prolongement d’une fonction, qui est la réciproque de la composé des deux derniéres
transformations conformes, connue seulement sur une partie du disque unité.

Rappelons le modéle mathématique adopté dans ce travail, qui consiste a imposer un

flux ® positif non identiquement nul et de générer le potentiel électrique sur le bord

15



1 Motivation et contexte bibliographique

accessible de la couronne pour identifier le paramétre de corrosion ¢ € Q° tel que la

solution u du probléme

Au =0 dans G
o,u=o sur J
U =, sur I,

vérifie
—,u+qu=>0 sur J .

D’aprés les équations de Cauchy-Riemann, on dispose sur le bord accessible de mesures

f:Ub—f—l/(D,

on obtient alors une extension de f sur &, solution du probléme de moindres carrés

de la fonction

suivant :
Trouver g € H%(G) tel que

lg — fHLQ(I) = heggf@ I — f”L?(I)

(4)

et telle que u ~ Reg, c’est a dire ¢ ~ —QQRLH;Q. Ici, H?(G) est Pespace de Hardy d’ordre 2

des fonctions analytiques dans G et bornées sur OG (voir chapitre 2).

Lorsque la donnée f est la restriction d’une fonction de H?(G), on se référe alors a
un probléme d’interpolation et I'extension dans G réalise I'unique solution du probléme
(A). Mais dans le cas pratique, les données sont attachées aux erreurs de mesure, ce qui
nous fait sortir de 'espace H?(G) et donc les données ne sont plus la trace d’une fonction
analytique, dans ce cas le probléme (A) n’admet pas de solution, dans le sens ot on peut
approcher les données incomplétes sur la partie de la frontiére accessible aux mesures au
prix d’'un comportement complétement erratique sur la partie inconnue (voir figure 1.5).

Donc le probléme reste toujours instable.

F1G. 1.5 — Comportement erratique sur la partie inconnue de données.

Pour maitriser les instabilités, il a été proposé par Baratchart et al. dans [20] d’imposer
une borne sur les données a reconstruire, le probléme a résoudre, appelé probléme extrémal

borné ou (BEP), étant alors bien posé.
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Un probléme extrémal borné typique dans une couronne G est le suivant. Soit I un
sous-ensemble du cercle unité T de mesure positive, correspond & ’endroit ou les données
peuvent étre mesurées et soit J son complémentaire dans OG. On note f € L*(I) corres-
pond aux données, f; € L*(J) représentant un comportement de référence aux endroits

ou ’on a rien pu mesurer et M > 0 :

Trouver g € H*(G), |lg — fillz2() < M tel que
1f = gll oy = f{ I f = Bllzery « b€ HH(G), I = fillzey < M}

Ce probléme est convexe et admet une unique solution [36]. En général, lorsque les (BEP)
sont posés dans le cadre des espaces de Hardy H?(G) d’ordre p, il n’est pas facile d’expri-
mer la solution parce que I’on ne connait pas mieux que numériquement la projection de
meilleur approximant de L? sur HP qui intervient dans I’équation variationnelle [89, 93].
Pour le cas Hilbertien actuel, p = 2, la solution du probléme (BEP) s’obtient en ré-
solvant une équation spectrale pour I'opérateur de Toeplitz de symbole y s, la fonction

caractéristique de J :

T, : H*(G) — H*(G)
9~ P2y (x19)

ol P2y : L*(0G) — H?*(G) est la projection orthogonale. Plus précisément, si f n’est
pas déja la trace sur I d’une fonction H?(G) satisfaisant les contraintes, I'unique solution
g est donnée par :

(L+AT,) 9= P [fV (1 +X) A,

ou V indique la concaténation et ou A € (—1,400) est 'unique nombre réel tel que la
solution sature la contrainte, c’est & dire ||g — fi|[z2(s) = M. En se référant a (8, 16|, M
est une fonction strictement décroissante de \ de sorte que I'ajustement de A peut se faire
par dichotomie (voir chapitre 5).

Mais, la résolution d’un (BEP) n’achéve pas la résolution compléte de la reconstruction
de I'approximant, dans la mesure ou la borne mise sur les données étendues est généra-
lement - en fait dés lors que les données ne sont pas la trace d’une fonction analytique -
saturée par la solution. Cette borne devient donc a son tour une inconnue du probléme
(vu qu’elle dépend de la partie inconnue de données frontiéres), ce qui oblige a évaluer
avec précision cette borne sur les données étendues de maniére précise pour avoir une
chance de les approcher convenablement (figure 1.6).

Chaabane et al. [35] se sont intéressés a ce type de probléme dans le cas d’'un domaine
bi-dimensionnel simplement connexe, pouvant étre ramenés par transformation conforme
au disque unité (la transformation conforme est connue). Dans ce contexte, ils ont établis
une méthode de “validation croisée” qui nécessite qu'une partie des données disponibles
soit dévolue au calcul de la borne. Nous proposons ici une méthode alternative qui tient

compte de la plus grande rareté des données disponibles dans le cas doublement connexe.

17



1 Motivation et contexte bibliographique

F1G. 1.6 — Influence du choix M sur le comportement de la solution sur J.

Pour cela, une famille d’algorithmes est construite permettant d’ajuster la valeur de la
borne actuelle appliquée aux dérivées successives des données disponibles. Ces algorithmes
sont d’autant plus robustes vis a vis des erreurs de mesure que leur ordre est élevé. L’étape
de 'identification de ¢ est maintenant garantie grace a la relation suivante

0Jp Im g
" Reg

Une fois que l'identifiabilité et 'identification sont satisfaites, il convient de s’assurer

q =

de la stabilité de la solution par rapport aux données. Cette étude s’avére trés importante
puisqu’elle focalise la repercution de l'incertitude des mesures sur la solution. Beaucoup
d’auteurs se sont intéressé a la question de stabilité pour le ceefficient de Robin. Chaa-
bane et Jaoua [34], dans le cas d'un domaine 2-D simplement connexe, ont obtenu un
résultat de stabilité locale de type Lipschitzienne basant sur les techniques de dérivation
par rapport a ¢ et ils ont prouvé qu’il y a une dépendance locale Lipschitzienne entre les
paramétres ¢ et les mesures associées. Toujours dans le méme contexte, ils ont prouvé
un résultat de stabilité "monotone" basé sur la positivité et la monotonie des solutions
du probléme de Robin. La stabilité globale étant une question principale dans beaucoup
d’études de problémes inverses d’identification de corrosion. Alessandrini [3] a construit un
exemple qui montre que, pour ce type de probléme inverse, la stabilité logarithmique est
optimale. Ce résultat a été développé par plusieurs auteurs, dont nous citerons quelques
uns. Alessandrini, Sincich [6, 7] pour la detection de corrosion dans le cas non linéaire,
Aparicio [12] a prouvé un résultat de stabilité locale Lipschitizienne pour un domaine
régulié quelconque, ensuite Chouli [39] a établi un résultat de stabilité logarithmique de
type log-log pour le cas d’'un domaine rectangulaire, Chaabane et al [33] ont établi un
résultat de stabilité globale de type log-log en 2-D, utilisant la théorie d’analyse complexe
et les transformations quasiconformes, leurs résultats de stabilité sont basés sur le lemme
de Baratchart-Zerner [24], Fasino et Inglese [50, 51, 52| ont établi une relation entre la
stabilité de la solution et 'épaisseur du domaine et Chaabane et al. [32] se sont attachés a
prouver des résultats de stabilité qui ont été constatés sur le plan numérique pour 'algo-
rithme de Kohn et Vogelius. Dans le présent travail, I'outil d’approximation harmonique

dans une couronne a été exploité en vue d’établir des résultats de stabilité logarithmique
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avec un seul log pour l'identification d’un ceefficient de Robin comme les conséquences des
estimations d’erreurs pour des fonctions analytiques dans les espaces de Hardy pondérés.

Ces résultats ont fait I'objet de la publication [74].

1.4 APPLICATION A QUELQUES PROBLEMES INVERSES

Cette approche fournie un cadre approprié pour aborder & d’autres problémes inverses
géométriques, de localisation de fissures courbes dans un tube et de la detection de sources
ponctuelles dans un disque (2-D) depuis des mesures frontiéres d’une solution du Lapla-

clen.

1.4.1 Identification de fissures courbe

La détection non-destructive des ruptures par fissuration sous ses différentes formes
présente un sujet d’activité considérable dans la communité des problémes inverses. Dans
cette application, nous considérons un probléme inverse géométrique consistant a détecter
et localiser la présence de fissures dans un matériau. Ce probléme est rencontré dans la
pratique, par exemple, lors de la detection de défauts de revétement des tubes ou au

niveau de coudage de deux tube transportant de gaz (voir figurel.7).

FiG. 1.7 — Pipeline fissureé.

Nous restreindrons notre étude au cas bi-dimensionnel en prenant une section plane de
la tuyauterie, 'opérateur auquel nous allons nous intéresser ici est le Laplacien qui inter-
vient lorsqu’on utilise des données thermique ou électrique. Le principe est d’imposer un
flux de chaleur ® dans le cas du controle par données thermiques, supposé connu sur tout
le bord de la couronne G := D\ sD, 0 < s < 1, et de mesurer la réponse u du matériau
(température dans ce méme cas). On modélisera la fissure o & localiser par un arc porté
par le cercle AT de centre lorigine et de rayon A € (s,1), qui est aussi, ce dernier, une
inconnue du probléme. Le probléme inverse consiste alors a trouver o telle que la solution

u de
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[e——1

—Au =0 dans G\o B
Op,u =0 sur o CAT i 14
du =& sur oG

vérifie ujpg = uy.

L’idée consiste a supposer en premier temps que le cercle porteur de la fissure est
connu et exprimer ce probléme inverse en termes d’approximation harmonique dans deux
couronnes pour étendre les données sur ce cercle. On décompose alors la couronne G en
deux sous-couronnes ; = D\ AD et Qy, = AD \ sD (figure 1.8). L’extension des données

FiG. 1.8 — Couronne divisée.

dans 0 et 2y a partir de la résolution de deux problémes extrémaux bornés associés,
permet d’identifier complétement la fissure o par identifier totalement la discontinuité de
la température u au travers o.

Maintenant, pour déterminer le rayon A, on introduit un cercle quelconque rT pour s <
r < 1 et on applique la technique d’approximation harmonique dans les deux couronnes
Gy =D\ rDet G,_ :=7rD\sD;sir < A alors I'erreur dans H*%(G, ;) reste assez
importante, puisque o C G, 4 et la fonction g; n’est pas la trace d’une fonction analytique
la dedans, tandis que Uerreur dans H*?(G, 1) depuis g_ deviendra petite. Un raisonnement
analogue, si r > A, les erreurs des deux cotés jouent le role inverse, jusqu’elles se tiennent
petites lorsque r = \. Cette technique a donnée lieu a des procédés d’identification non
itératif (ne nécessitant aucune résolution du probléme direct) et trés économique.

On trouve beaucoup d’auteurs se sont intéressés a ce probléme, mais la littérature
exige la simple connexité du domaine d’étude dans le cas bi-dimensionnel. Peu de ré-
sultats existent en 3D. Les premier travaux concernant l'identification se basent sur le
développement des méthodes itératives consistante a résoudre un probléme de minimisa-
tion d’une fonctionnelle d’erreur basée sur un moindre carrée en comparant les résultats
calculés a chaque itération (voir [4, 86]). Kallel [65] a travaillé sur le développement des

procédés quasi-explicites rapides, moins robustes, qui ne nécessitent aucune résolution
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1.4 APPLICATION A QUELQUES PROBLEMES INVERSES

du probléme direct correspondant. Bryan et Vogelius [31] ont prouvés un résultat d’uni-
cité, ainsi qu’une étude numérique a été présentée dans le cas de plusieurs fissures. Pour
des données complétes disponibles sur la frontiére et dans le cas bi et tridimensionnelle,
Andrieux et Ben Abda [10]| ont introduit le concept de I'écart a la réciprocité et ont
prouvé que des fissures planes peuvent étre complétement déterminées a condition que
les données complétes soient disponibles sur toute la frontiére de la structure. Ils ont, par
ailleurs, donné des formules d’inversion qui déterminent explicitement le plan contenant
les fissures afin de les identifier (voir aussi [25, 27]). Dans le cas des fissures droite, Ben
Abda et al. [27] ont aussi exploités la notion d’écart a la réciprocité pour déterminer de
la droite porteuse et déterminer les extrémités de la fissure. Toujours dans le cas d’un
domaine bi-dimentionnel simplement connexe, Mondréa [78]| a utilisé deux mode d’ap-
proximation pour 'identification de fissures : d’une part 'approximation rationnelle pour
la norme L2, et d’autre part approximation méromorphe pour la norme L*°, qui mettent
en relation la position des poles des différents approximants obtenus et la position de la
fissure recherchée.

Dans une situation plus réaliste, ol une partie seulement du bord extérieur de la couronne
est accessible aux mesure, nous somme entrain d’achever un travail d’identification de fis-
sures internes par la résolution d’une famille de problémes extrémaux bornés couplé avec
le concept de ’écart a la réciprocité. Les premiers résultats obtenus montrent la rapidité

et lefficacité rigoureuse de la méthode d’identification ainsi que sa robustesse.

1.4.2 Identification de sources dipolaires

Une troisiéme application potentielle importante considérée dans ce travail, consiste a la
détection et a la localisation de sources ponctuelles dans un disque 2D depuis des mesures
frontiére d’une solution du Laplacien. Cette question se situe en électro-encéphalographie
(EEG), ou il s’agit de détecter des centres d’épilepsie dans le cerveau a partir de mesures
effectuées sur le scalp, qu’il convient d’étendre jusqu’a la couche la plus interne avant d’en
faire usage dans un algorithme d’identification.

En utilisant 'approche d’approximation harmonique dans deux couronnes pour étendre
les données jusqu’a la frontiére la plus interne. Une fois les données sont disponibles sur
cette couche, 'approximation rationnelle ou méromorphe prend le relais afin de localiser
les sources, comme dans [15]. Cette étude a fait 'objet d’un papier soumis [26].

La généralisation 3D du probléme d’identification de sources d’épilepsie est en cours de
réalisation au seins du projet APICS?. Nous citons par exemple les travaux de Afteh et
al. [13] et Leblond et al. [76].

2INRIA Sophia Antipolis
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CHAPITRE 2

Probléeme extremal borné dans une

couronne

2.1 ESPACE DE HARDY DE LA COURONNE

Les espaces de Hardy représentent une classe dans la résolution des problémes d’ap-
proximations. Il est alors apparu que les espaces de Hardy, par leur capacité étaient un
cadre naturel pour étudier et fonder un calcul spectral des contractions dans les espaces de
Hilbert donnant lieu a la description des solutions de problémes d’interpolation |79, 80, 81].

Dans ce chapitre, nous définissons les espaces de Hardy d’un domaine circulaire et nous
donnons quelques propriétés utiles a notre étude. Pour plus de détail sur les espaces de

Hardy d’un domaine doublement connexe nous renvoyons le lecteur a la référence [1].

2.1.1 Notations

Soient C I’ensemble des nombres complexes, a € C et 0 < s < 1.
D={z€eC:|z] <1} ledisque unité.
T={z€C:|z| =1} le cercle unité.

sD={z¢cC:|z| <s} ledisque fermé de centre l'origine et de rayon s.

sT ={z=€C:|z| = s} le cercle de centre l'origine et de rayon s.

a+sD={zeC:|z—a| <s} ledisque ouvert de centre a et de rayon s.

a+ sT={z=€C:|z—a|=s}lecercle de centre a et de rayon s.

C(sT) est I'espace des fonctions continues sur le cercle sT.

C™(sT), n € N*, est I'espace des fonctions n—continiment dérivables sur le cercle sT.

L*(T) Iespace de Hilbert des fonctions complexes, de carrée intégrable sur le cercle

T pour la mesure de Lebesgue, muni du produit scalaire :

1 2 o
< fgzrm=o- [ FE)gle?) db. (2.1.1)
0
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2 Probléme extremal borné dans une couronne

Si f € L*(T), alors f admet le développement en série de Fourier suivant :

fol) = ane™ pposur T et |l = 3l

nez nez

o [*(sT) I'espace de Hilbert des fonctions complexes, de carrée intégrable sur le cercle

sT pour la mesure de Lebesgue, muni du produit scalaire :

1 2w L
< fg>pun= g [ Hsegl) b (2.1.2)
0
Si f € L*(sT), alors

f(se?) = ans”eme pp. sur ST et || fi || 2(em) = ngnlan.

nez neL

e [>°(sT) est I'espace de Banach des fonctions f(z) a valeurs complexes essentiellement

bornées sur le cercle sT avec la norme :

[fllwre = ess sup |f(2)].

|z|=s

2.1.2 Définitions et propriétés

Dans ce travail, on dit quun domaine G de R? est un domaine circulaire s’il est formé
par le disque unité privé d’'un disque fermé de centre 'origine et de rayon s, 0 < s < 1, et

on écrit
G=D\sD=DnN(C\sD). (2.1.3)
On définit L?(G) D'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur G pour la mesure
de Lebesgue, muni du produit scalaire usuel : pour f, g € L*(G)
1 —— dz
< f,9>¢=— —
Fo>o= 5= [ 1630

Soit G = sT U T. On définit I'espace de Hilbert L?(0G) des fonctions f mesurables sur
JG tel que |f(z)]? est intégrable pour la mesure de Lebesgue, la norme de f dans L?*(0G)

est définie par

2 2 1/2
1 Nl 2200y = (%/0 | £(e)]” d9+%/0 | f(se)” de) . (2.1.4)

Pour une partie I de T de mesure non nulle, y; désigne la fonction caractéristique de I,
et Vespace L*(I) := { f, x1f € L*(G) }, muni de la norme || f || 2y = 1| X2/ | 12000
La fonction concaténée valant ky sur I et ko sur OG \ I sera notée Ky V Ky := XK1 +

XoG\I 2.
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2.1 EsSPACE DE HARDY DE LA COURONNE

Avant d’aborder les espaces de Hardy de la couronne GG, nous introduisons les définitions
des espaces de Hardy du disque unité D et celui de C \ sD dans lequel un lien fort existe
entre eux.

On note H?*(D) I'espace de Hardy des fonctions dans L*(T) dont les ceefficients de
Fourier d’indices négatifs sont nuls, muni du produit scalaire (2.1.1) [46, 55, 58, 60, 85, 98],

¢’est un espace fermé de L*(T) :

H*(D) = {g(z) = Zgnzn tq Z lgn]? < oo} : (2.1.5)
n>0 n>0
On note H?(C \ sD) I'espace de Hardy de C \ sD, I'ensemble des fonctions analytiques
dans C \ sD admettant une trace sur sT qui est dans L?(sT). Ainsi, on peut 'identifier &
un sous espace de L?(sT) muni du produit scalaire (2.1.2).

Les espaces de Hardy de la couronne, H?(G), sont introduits par Rudin [85] en terme
des fonctions analytiques f tel que |f(2)|*> admet un majorant harmonique sur G, qui est,
une fonction réelle harmonique, u(z), vérifiant | f(2)|? < u(z) dans G. Cette définition est

équivalente & celle donnée par Sarason [8§] :
H*(G) = H*(D) @ H3(C \ sD), (2.1.6)

ot HZ(C\ sD) est 'ensemble des fonctions h dans H*(C\ sD) vérifiant lim,|_ h(z) = 0.
Cette somme directe est topologique au sens que les opérateurs projections sur chaque
espace H?(D) et HZ(C \ sD) sont bornés.

Finalement, nous définissons I'espace de Hardy de 0G, noté H?(0G), la ferméture dans
L*(0@G) de 'ensemble des fonctions rationnelles dont les poles sont dans le complémentaire
de G, noté R(G). Ainsi, H?(0G) est un sous espace Hilbertien de L?(0G) muni du produit

scalaire (2.1.4), admettant la base orthonormée suivante [37, p. 267] :

n
en(z) = (W)nez. (2.1.7)
De la définition 2.1.6, et du fait qu'une fonction dans H?(ID) est presque partout définie
sur T et de méme pour une fonction dans HZ(C \ sD) est presque partout définie sur sT,
on conclut qu’on peut étendre une fonction f € H?*(G) a la frontiére OG presque partout,
et donc d’aprés le lemme de Fatou [60], la trace de la fonction f sur 0G, qui est définie
presque partout, appartient & L?(9G), et en se référant a [37, Lemme 2.1], 'espace H?*(G)
est fermé.

Le lemme suivant :

Lemme 2.1 [88] Soit f € LP(0G). on suppose que

f(e?) = chem@ et f(se) = Z d,e™ .

neL ne”L

Alors f € HP(OG) si et seulement si d,, = s"c,,, ¥ n € Z,
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2 Probléme extremal borné dans une couronne

prouve que la trace d’une fonction f sur 0G, qui est définie presque partout, appartient
a H?(0Q) et inversement. Donc les deux espaces H?(G) et H*(JG) sont isomorphes :

Proposition 2.1 [37]
H*(G) =~ H*(0G). (2.1.8)

Par suite on peut identifier ces deux espaces et on a, si g € H*(D), pour z € D

oo o0
g(z) = Zanz", ol Z |la,|* < oo,
n=0 n=0

et si h € H(C )\ sD), pour z € C\ sD

-1

-1
h(z) = Z a,z", ou Z §%"a,|? < o0,

n=—0oo n=—oo

ainsi, une fonction f € H?*(G) admet le développement suivant : pour z € G

)= "an", o | Flluzpe =3 (1+ ) |agl> (2.1.9)

n=0 neZ

Un des dispositifs les plus utiles de I'espace de Hilbert L?(0G) résulte du fait que
chaque sous-espace fermé de L?(0G) est complémentable et son complémentaire est un

sous-espace fermé. On déduit alors la décomposition suivante [60, chap. 9 pp 149] :
L*(0G) = H*(G) @ H*(G)* = L*(I) @ L*(J), (2.1.10)

avec I une partie non vide de T telles que [ et J := OG \ I sont de mesures non nulles.

En se référant a |73, 37|, on déduit le résultat de densité suivant :

Proposition 2.2 [73, 87| Sous la condition (2.1.10), les propriétés suivantes, qui sont

équivalentes, sont vraies :

1. P2 yH*(G) est dense dans L*(I) ;

2. ()N H*(G)r ={0};

3. Py L*(J) est dense dans H*(G)*.
Preuve
Montrons la premiére assertion. Toute fonction dans C(I) peut étre uniformément approxi-
mée par un polyndéme trigonométrique Ziv:, N Gn 2", et donc par une fonction rationnelle
dans R(G). Une telle fonction est aussi dans R(G) restreint a I, et par suite I’espace
Pr2(yH?(G) est dense dans C'(I) qui est lui méme dense dans L*(I). Pour montrer 'équi-
valence, on peut se référer a [73, 37]. [ |

Nous finissons maintenant par un résultat d’unicité dans les espaces de Hardy :

Lemme 2.2 [/6] Soit I un sous ensemble de OG mesurable et de mesure non nulle et
soit g € H*(0G) verifiant g;; = 0; alors g =0 dans G.
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2.2 LES PROBLEMES EXTREMAUX BORNES DANS H?(G)

2.2 LES PROBLEMES EXTREMAUX BORNES DANS H?(G)

Il s’agit des problémes d’approximation analytique de données frontiéres incomplétes
dans les classes de Hardy d’un domaine plan doublement connexe consistants a approxi-
mer une fonction donnée sur une partie du bord du domaine par une fonction analytique
dans le domaine dont la norme ne dépasse pas une certaine contrainte sur la frontiére
inaccessible aux mesures.

L’étude d’un probléme extrémal borné fait intervenir la résolution d’une équation spec-
trale pour 'opérateur de Toeplitz de symbole x;, la fonction caractéristique de .J, ou J
est la partie de la frontiére ou les données sont manquantes. Dans le cas d’'un domaine
simplement connexe (disque unité, via une transformation conforme) ce probléme a été
étudié dans [16, 17, 21, 22|. Dans ce chapitre nous nous sommes intéressés au cas d’'un
domaine doublement connexe ou les opérateurs de Toeplitz ont des propriétés spectrales
trés différentes. Nous exposerons des résultats originaux dans le cas ol I est une partie
stricte de T de mesure strictement positive [63|, qui représentent une généralisation des

résultats présentés dans [94, 95, 37| ou [ est le cercle unité.

2.2.1 Formulation du probléme

Soit G = D\ sD ou D est le disque unité, et on note G = sTUT, 0 < s < 1. Soit I une
partie non vide de T telles que I et J := JG \ I sont de mesures non nulles. Etant donnée
une fonction continue f définie sur un sous arc I du cercle unité T et nous souhaitons a
'approximer aussi bien que possible par la restriction sur I d’une fonction de H?*(G). Tl

s’agit alors de résoudre le probléme suivant :

Trouver ¢ € H*(G) telle que

lg — f”LQ(I) = weiI?Qf(G) I — f“L2(I) :

(4)

Si f est la trace sur I d’une fonction de H?(G), alors le probléme (A) admet une solution
unique qui est l'extension de f dans H*(G) et le minimum égal a la valeur 0. En effet,
soient g, h deux solutions du probléme (A) et on considére k = g — h. La fonction k est
dans H?(G) et est nulle sur I, alors d’aprés le lemme 2.2, la fonction k devrait étre nulle
sur tout GG, et donc g = h dans G.

Mais, comme on va l'expliquer dans le chapitre 4, les mesures expérimentales sur les-
quelles on construit 'empécher d’étre toujours exactement la trace sur I d’une fonction
de H*(G). Dans ce cas, f € L*(I)\ H*(G)|;. Cependant, la solution du probléme (A)
présente un comportement instable sur la partie complémentaire de I ou la fonction f est
inconnue. Pour empécher ce comportement instable, on transforme le probléme de com-
plétion de données en un probléme extrémal borné, sera appellé (BEP), ot on ne demande

pas a la solution trouvée de dépasser une certaine constante sur la partie inconnue des
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2 Probléme extremal borné dans une couronne

données en norme.

Dans la suite de ce chapitre, on va commencer par donner des propriétés de densité des
classes de Hardy afin de déterminer un procédé constructif permet de calculer la solution
du probléeme (BEP).

Probléme d’instabilité

Dans la suite, on considére la décomposition (2.1.10)
L*(0G) = H*(G) @ H*(G)* = L*(I) @ L*(J).

Un résultat de densité analogue a celui exposé dans [73]|, pour le disque unité, est le

suivant :

Proposition 2.3 Soit f € L*(I) et on suppose que (g,) est une suite de H*(G) qui
converge vers [ dans L*(I). Si f n'est pas la trace d’une fonction de H?*(G), alors
| n HLz(J) — 0.
Preuve
Supposons que || g, || ; ne tend pas vers l'infinie, alors elle admet une sous-suite bornée, et
de la convergence de ( g, ) sur I on déduit que cette sous-suite est bornée dans H?(G). 1l
existe alors une sous suite, qu’on la note aussi ( g, ), qui converge faiblement dans H?(G)
(c’est un espace de Hilbert). On note g € H?*(G) sa limite. De la continuité de Ppz(p),
on a alors Pr2p)g, converge faiblement vers Pr2nyg sur I. Or Pr2(pg, converge fortement
vers f sur I, donc elle converge faiblement sur /. Avec la convergence des normes sur [
on déduit que Pr2(ng, converge fortement vers f sur I. Ce qui donne Pr2pg = f. Ce qui
est impossible puisque f n’est pas la trace sur I d’une fonction dans H?(G). [ |
La proposition 2.3 montre que, le fait d’approcher de trop prés des données bruitées
conduit & une instabilité de 'approximant aux points ou celui-ci n’est pas contraint.
Pour empécher ce comportement d’instabilité, on introduit une contrainte controlant le

comportement de 'approximant sur J. Ce qui motive I’étude des problémes extrémaux
bornés (BEP).

Probléme extremal borné dans la couronne

Nous commencons par établir le lemme suivant :

Lemme 2.3 Soit M > 0 et soit f; € L*(J). Alors I’ensemble

Sy = {1/1\I7¢ = HQ(G>> [ leLQ(J) <M } :

est non vide.

Preuve
Si Sy = 0, alors V¢ € H?(OG) on a | — fill2(sy > M. De la propriété de densité
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2.2 LES PROBLEMES EXTREMAUX BORNES DANS H?(G)

de Pr2(;H?*(G) dans L*(J) on déduit qu’il existe une suite (h,,), dans H*(G) telle que
iy, oo || fi = hnll 2y = 0, et done Vip € H*(G) on a limy, o ¢ = hnll 25y > M. En
particulier, pour ¢ = h,, on obtient M = 0. Ce qui est absurde. [ ]

Un probléme extrémal borné (BEP) typique est le suivant : Soit M > 0 et soit f; €
L?(J). Fixons f € L*(I), tel que f ¢ H*(G),;.

Trouver g € H*(G), |lg — fillr2y < M telle que

BEP
( ) { I f _gHL2(I) = inf{ 1f =Yl - ¥ € H(G), | — fillzen < M}

Plusieurs auteurs sont intéressés a ce type de probléme dans des cadres variés. Nous citons
par exemple, pour le cas des espaces de Hilbert quelconques |73, 95|, et dans les espaces
de Hardy du disque unité [8, 18], ainsi que dans les espaces de Hardy de la couronne pour
I =T |36, 73, 37, 95|, que ce probléme admet une unique solution donnée en terme d’un
opérateur de Toeplitz dans lequel la solution peut étre exprimé en terme d’un paramétre
réel jouant le role d’un multiplicateur de Lagrange.

Plus précisément, si on considére

f surl 0 sur/
pu— t =
uf { 0 surJ ¢ xsh fi sur J,

alors on a :

Théoréme 2.1 [36, 753, 37, 95] Si J est de mesure strictement positive, le probléme

(BEP) admet une unique solution g vérifiant

lg—fi HL2(J) =M. (2.2.1)

De plus, g est donnée par [’équation spectrale suivante :

(1+AT) g= Pur) Ixef V(1 +X) xsfi (2.2.2)

ou T : H*(G) — H?*(G) est lopérateur de Toeplitz de symbole x; défini par H*(G) >
g = Pmayxs9 = Puz) Preyg, et X > —1 est lunique constante déterminée par
(2.2.1).

Remarques 2.1 e Notons que la formule (2.2.2) est implicite, en ceci que la contrainte
M 1’y intervient pas explicitement, mais que le paramétre A\ €] — 1, +o0[, qui joue le
role d'un multiplicateur de Lagrange, doit étre ajusté de sorte que || g — fi[|2(;) =

M, qu’il semble étre un point difficile pour 'exprimer en fonction de M.

e Par une simple généralisation des résultats établis dans [8, 16], M est une fonc-
tion strictement décroissante de A de sorte que l'ajustement de A\ peut se faire par

dichotomie (voir chapitre 5), et si on pose
e(A) = If —gWMllezay et M(A) = [lg(A) = fill 2y
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2 Probléme extremal borné dans une couronne

alors
lim e(A) =0, lim M(A\)=+4o00 et lim M(\) =0.
M(\)—+oo A——1 A——+00
De plus,
de? dM?
(1))
o - N

e?(\) - 0 quand N\ — —1,
et (1+A)M?*(\) — 0 quand A\ — —1.

e Un probléme relatif a celui (BEP) a été étudié dans |73, section 4, 5] concernant
une question d’interpolation. C’est a dire lorsque f est la trace sur I d’une certaine
fonction de H?(G). Alors la solution est de nouveau donnée en terme d’opérateur de
Toeplitz Py2(q) xs- Si, sans perte de généralité, on continue a noter par f la fonction
de H?*(G) définie sur la frontiére OG, alors e()\) décroit strictement vers 0 quand M

croit vers || f — fi|lr2(s) et est identiquement nulle lorsque M > || f — fil|2()

2.2.2 Procédure de calcul de la solution

Dans ce cadre Hilbertien, ces problémes admettent des schémas de résolution efficaces
(au moyen d’opérateurs de Toeplitz), ayant de bonnes propriétés de robustesse et de
continuité. Nous rappelons que espace H?(G) est un espace de Hilbert muni de la norme

L? sur 9G et que 'ensemble {en(z) = ﬁ} forme une base orthonormée de H%(G).
s nez

Considérons la décomposition (2.1.10) :

L*(0G) = H*(G) @ H*(G)* = L*(I) @ L*(J).

Sans perte de généralité, on suppose que [ := (e_ieo,eiao) est symétrique, 0 < 6y < 7.
Notons J := 0G \ [ et soit
f surl 0 sur/
uf { 0 surJ xsh fi sur J.

Pour n € Z, soient a,, et b, les ceefficients de Fourier de ¢ = x;f V (1 + ) xsf1 € L*(0G)

sur T et sT respectivement, définis par :

0o
o = ( F(E®)e ™ do + (1 + )\)/

27T —6, 6o

27 —0g

fl(ew)efinH d@) 7

et
1+>\

’I’L

se =m0 g .

Soit B le vecteur (infini) (B, )nez represente dans la base { e, } par

a, + b,s*"

" V1+ 82
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2.2 LES PROBLEMES EXTREMAUX BORNES DANS H?(G)

On a alors le résultat suivant :

Théoréme 2.2 [63] La solution g du probléme (BEP), considérée comme un vecteur
infini définie par ses ceefficients de Fourier (gn)nez, résout 'équation matricielle infinie
suivante :

(1+AT)g=28, (2.2.3)

ou T est lopérateur de Toeplitz représenté dans la base { e, } par la matrice de Toeplitz

infinie définie par :

1 0
T (1+32”——0> sin=m,
§n T

VnmeZ, T, = - 1 sin (m — n)6g sinm
\/(1+S2n)<1+82m) W(m—n) .

La preuve du théoréme 2.2 nécessite les deux lemmes suivants :

Lemme 2.4 [9/] Soit h € L*(0G) donnée par

h(e"?) = Zan e od Z la,|” < o0,

nez nez
et h(se) = an s"e™  on 252" b, |* < 0.
nez nez
an
Alors PHQ(G)h(Z) = Z % 2" pour z € G.
nez

Preuve
On peut se référer a [94]. u

Lemme 2.5 [63] Soit ¢ € H*(G) telle que g(z) = >, .7 gnen(2) pour z € G et T
Popérateur de Toeplitz de symbole x ;. Alors

Ty(z) =
1 ) p om0
Z g (1+32n__0>_z g sin (m — n)6y e.(2).
o VI | Vs m) A VItsn w(m—n)
Preuve [63]
D’aprés le lemme 2.4, on a
Cp + d, 5™ N
Tg(2) = Pz xs9(2) = ) T1gsm T
nez
avec
1 2w —0g ‘ ‘ 1 or | |
Cp = — 9(619>6—'Ln9 dfd et dnsn - 9(8619)6—1719 do .
27 Jo, o J,
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2 Probléme extremal borné dans une couronne

Prenons g(z) = >, .5 gn2™ pour z € G, alors on a

1 2w —0g - -
Cn = Py A nge e do
meZ
B sin (m — n)f
— 0 (1-%) - T s

m#n
et

dnsn _ / Z gmsm zm9 —ind do

meZ

= [ = g

mGZ

Il s’ensuit alors,

sin (m — n)f
1 — "
A S e E

m#n

1

neL

Preuve du théoréme 2.2
Le premier membre de 'equation (2.2.3) se déduit directement du lemme 2.5. Le second

membre & partir du lemme 2.4 appliqué a la fonction ¢ = xf V (1 + A\) xsf1 € L*(9G) :

a, + s*'b,, "
PH2(G)¢(Z):§ T z €@,
nez
avec
a, = / ¢ 19 —zne do
1+)\ 2w —0g ' '
10\ —inf 0\ —inf
= — do do
5w [, S s 2 [ e
et
1 [ . L+ A
b, s" = ], o(se)e ™ df = + (se)e™™ dp.
s

—1
Théoréme 2.3 Pour A # 0, on pose p = - Alors la solution g du (BEP) admet le

développement suivant :

- Z inTnPW(G) Xrf V(1 +A) xsf]- (2.2.4)

n>0
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2.2 LES PROBLEMES EXTREMAUX BORNES DANS H?(G)

Preuve

Ona (Id+ AT)g = Puz)[xif V (1 + X)x,fi]. En posant = 5=, on obtient
1
" (wld—=T)g = P2 [xif V(1 +Xxufi] -

Or \ > —1 donc p > 1, et par suite u ¢ o(7), d’ou lexistence de (uId — 7)7'. Soit
o

up (z Z k+1,pour€>0telque,u>1+£ I'ensemble V' :=] — &,1 + ¢[ est un

voisinage du spectre de 7 et tel que Vn € N, u, est analytique dans V. De plus u,

converge uniformément vers u(x) := uTx dans V, en effet :

) —u(e)| = |30 !
up(z) —u(z)| = — =
k:()lukJrl M

(g;/u)”“)’
—x

(L+e)/mm
u—1—c¢

et par suite lim, . |u,(x) — u(z)| = 0. D’ou la convergence uniforme dans V. En se

)| VeV,

référant a [45], la suite {u,(7)}, converge uniformément vers u(7) = (uld — T)!
pour la topologie de I'ensemble des opérateurs bornés. Et on a alors (uld— T)_l =
> >0 un+1Tn Il s’ensuit que la solution du (BEP) s’écrit :

1
= Z ETTLPH%G)XIJC(Z), 2e@.

n>0
n
Remarque 2.1 Si A = 0 alors, d’aprés 'equation (2.2.3),
an + b, 8™
g(Z)Zsz, z€eG.
neEZ
[

Remarque 2.2 On considére le cas particulier ou les données sont connues sur toute

la frontiére extérieure de 0G, c’est & dire I = T, ou encore 6y = mw. Alors, on obtient le
2n

développement de 'opérateur de Toeplitz 7 g(z) = Z 1i—2 gn2", et donc la solution du
S n
nez
n+ (14 X)s?b, .
probléme (BEP) est donnée par g(z) = Z ¢ 11%: )\);Qn 2", ou A > —1 est 'unique

neL
_b |2 2n

(1+ (1 + A)s?n)?
[36, 94], qu’'on va 1exp101ter dans la suite, et on voit bien que pour tout n € Z, la

constante telle que Z M?. Ce cas particulier a été exposé dans

fonction z — 2" est un vecteur propre pour 'opérateur de Toeplitz 7, qui correspond a la

2n

valeur propre T Donc l'opérateur 7 est diagonalisable ce que; permet d’avoir une
S

expression explicite de la solution g. [ ]
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2 Probléme extremal borné dans une couronne

Puisque nous n’avons aucune information sur le comportement des données sur la partie
J de la frontiére, ce qui représente une vraie difficulté pour le calcul de I'approximant,

nous choisirons dorénavant f; =0 (i.e. b, = 0).

2.3 (CONTINUITE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AUX DON-
NEES

Dans cette section, nous étudions les propriétés de continuité de la solution du probléme

(BEP) par rapport aux données f et M. Soit g 'application définie par :

g : L*(I)xR: — H*G)
(f, M) — g(f, M),
ou g(f, M) est la solution du probléme associé aux données f et M.
Soit D :={ (h, M) € H*(G);r xR%  tq || A2y < M}

Théoréme 2.4 [63] L’application g est continue sur ( L*(1) x R%)\D, mais non sur tout
Uensemble L*(I) x R*.. Cependant,

L2(I)xR%,

i (fn, M) —— (f,M), alors g(fn, M,) — g(f, M)dans H*(G),
2
tandis que g(f, My,) RGN g(f, M). C’est a dire que sur J, on a seulement la convergence

faible.
Preuve [63]

Considérons I'application ey define par

e R, — Ry
M |g(f, M) — f||L2(1)-

L’application ey est convexe et décroissante, ainsi elle est continue sur R . En effet, soient
M, et M, deux réels strictements positifs, et t € [0, 1],

I xr ((L—t)g(f, My) +tg(f, M2)) — f HL2(1) < (1 —t)ep (M) + tey(Mo).
D’autre part :

g (f, (L =) My +tMa) oy = (1 —8) My + My
> b (X =8)g(f, My) + tg(f, Ma)) [l 125y »

V

et donc
Ixs (1= )g(f, Mr) + tg(f, M2) M oy < (1 — )My + tMa,
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2.3 CONTINUITE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AUX DONNEES

ce qui implique

Ixr (1 =)g(f, M) +tg(f, Ma)) = fll oy = lIxrg (f, (L= )My +tMo) = fll 2y -

Finalement, on obtient
(1 — t)€f<M1) + t@f(MQ) Z Eif ((1 - t)Ml + tMg) .

Montrons maintenant que ey est décroissante. Soient M; et M, deux réels strictement
positifs, et M; < Ms. On a

er(My) = lIxzg (f, My) = fllzy 5 MIxog O, M)l L2y = M,

er(Ms) = |[xrg (f, Ma) — fHL2(1) o lIxasg (f, Ma) HLz(J) =M,.
Puisque M; < M, alors [|xsg (f, M)l 20y < M2, et donc

X9 (f, M) — f“L2(I) > |Ixrg (f, M2) — fHLQ(I) )

c’est a dire ey(M;) > ep(Ms). On déduit que ey est une fonction continue sur RY.
Soit (f,) une suite de L*(I) telle que || f, — f|lz2(r) — O et supposons que (M,,) est une

suite de R7 telle que M, — M. Prouvons que :

lim ey, (M,) =ef(M). (2.3.1)

n—oo

En effet, soit 0 > 0 et supposons que ou bien ey, (M,) > ef(M)+3d ou ey, (M,) < ef(M)—6
au voisinage de l'infini. Dans le premier cas, depuis

Hg(fv Mn) - fn||L2(I) < ||g(f> Mn) - f“l + ”fn - f||L2(I) )

et du fait e est continue, on a au voisinage de l'infini

lg(f, M) = fallLzay < ep(M) + 6 < ep, (My),

ce qui contredit I'optimalité de ¢(f,, M,,). Dans le second cas,

lg(fr, M) = fllzey < eg, (My) + | fo = fllzzy

qui implique qu’on a au voisinage de l'infini

)
er(My) < e(M) = 5.
et ceci aussi contredit la propriété de continuité de ey démontré au dessus.

D’autre part on a,

2 2 2
Hg(fna Mn)HLQ(aG) Hg(men) - anLQ(I) + anHLQ(I) + Mn2

<
2 2
< & (M) + I allzeqry + My = €5 (M) + [ fllz2ry + M.
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2 Probléme extremal borné dans une couronne

Donc la suite (g(f,, M,)) est bornée. Nous montrerons maintenant que toute sous—suite
admet une (sous-)sous—suite qui converge vers g(f, M). En effet, considérons une sous—
suite qui converge faiblement vers, notée g € H?(G). Nous continuons a la notée (g(f,, M,)).

Il s’ensuit directement d’aprés I'hypothése et de (2.3.1) que

17— fllzay < ep(M), |gll2) < M.

Puisque la solution du probléme (BEP) est unique , alors nécessairement on a g = g(f, M).
Ceci montre la convergence faible dans H?(G).

D’autre part, il s’ensuit de (2.3.1) que ||g(fn, Myn) — falle2ay = l9(f, M) — fllz2(r), ce
qui implique aussi la convergence forte dans L?(T).

Finalement, chaque fois que (f, M) & D, on a

hmsup Hg<fn7 Mn)HLQ(J) < limsup M, =M = Hg(f7 M)”LQ(J) )
et depuis on a aussi g(f,, M,) converge faiblement vers g(f, M) dans H?(G), on obtient

alors la convergence forte sur J. [ ]

2.4 DISCUSSION

Par le biais des étapes de la résolution du probléme extremal borné dans les espaces de
Hardy, on peut remarquer que le résultat de convergence établit dans le théoréme 2.4 est
a peine suffisant. Afin d’améliorer ce résultat et assurer la convergence forte des données
étendues, nous avons pensé & généraliser notre étude dans des espace plus réguliers, ot on
traite les problémes extremaux bornés pour un ordre supérieur. Elle consiste & chercher
g dans une classe de fonctions qui sont naturellement continues en vue d’obtenir des
régularités complémentaires. Notre choix s’est arrété sur les espaces de Hardy-Sobolev

qui ont la propriété d’assurer la régularité des dérivées d’ordre supérieur de la solution.
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CHAPITRE 3

(BEP) dans les espaces de
Hardy—Sobolev

3.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous avons étudié un probléme extrémal borné dans les espace de
Hardy—Sobolev d’ordre m € N*, définis par

H™(G) = H*(G) N W™*(0G) ,

ot W™2(9G) est I'espace de Sobolev des fonctions de L?*(OG) dérivables, au sens des

distributions, et dont les dérivées jusqu’'a l'ordre m appartiennent a L*(9G), muni de la

norme
1hllamaey = [hllwme@a) = Y 1rnl* log s
nez
pour des fonctions h € H™*(G), h(z) = >,z hn 2", z € G, et
( lm,n = Wpp + ,um,nSQn , ou

W =1+ n*(n—12 - (n—k+1)%,
kz_; (3.1.1)

um,n:1—1—2712(71—1)2---(n—k+1)25’2k.
k=1

Zn

vV lm,n

On peut aussi noter H*?(G) pour H*(G) et W%2(0G) pour L*(0G). L’espace H™*(Q)

peut aussi étre vu comme I'ensemble des fonctions h(z) € H?(G) dont les dérivées jusqu’a

La famille (e, := Jnez constitue une base totale de H™?(G).

l'ordre m par rapport a la variable complexe z (qui est définie partout dans G) sont des
fonctions de H?*(G).
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev

De la méme maniére, on définit Uespace H™?(9G), ensemble des fonctions dans H2(9G)
admettant des dérivées jusqu’a 'ordre m dans L*(0G) bornées. On garde la méme pro-

priété d’isomorphisme entre les espaces H™?(G) et H™?*(0G), et on a aussi
H™*(G) = H™*(D) ® H™*(C \ sD), (3.1.2)

ott H™2(D) et H™?(C \ sD) sont les espaces de Hardy—Sobolev de D et C \ sD respecti-

vement, définis par
H™*(D) := H*D)NW™*(T) et H™(C\ sD):= H?*(C)\ sD)NW™(sT).

Nous rappelons que dans le cas du disque unité, une étude des problémes extrémals bornés
a été développée dans les espace de Hardy-Sobolev (voir [17]).

3.2 PROBLEME EXTREMAL BORNE DANS H™?(G)

L’étude des problémes extrémaux bornés dans le cadre des espaces de Hardy-Sobolev
H™?2(@G) présente une analogie avec celui que nous venons d’exposer dans H?(G). Nous

commencons par prouver le résultat de densité suivant :

Théoréme 3.1 Si [ est un arc fermé strictement contenu dans 0G, alors les traces sur
I des fonctions de H™*(G) sont denses dans W™?(I).

Preuve

En se référant a [17] et pour m = 1, 'espace Hlll’Q(]D)) est dense dans W2(I). Une démons-

tration analogue prouve qu’on peut généraliser ce résultat de densité pour m > 1. D’aprés

la somme directe (3.1.2), Pespace H™?(D) est inclue dans H™?(G), d’out la densité de

H[7*(G) dans W™2(1). n
Donc, comme dans le cas de I'espace de Hardy d’ordre 0, 'approximant garde le méme

comportement sur J = 0G \ I :

Proposition 3.1 Soit f € W™2(0G) et soil (g,) une suite de fonctions de H™?*(G)
convergeant vers f dans W™2(9Q). Si f n’est pas la trace sur I d’une fonction de H™*(G),

alors lim,,_, HgnHW"L>2(J) = 0.

Preuve

On a la suite (g,) converge vers f dans W™?2(9G), donc lim,, . || f™ — gq(lm)||L2(I) = 0.

Or, si f n’est pas la trace sur J d’une fonction dans H™?2(Q), alors f™ n’est pas la trace

sur I d’une fonction dans H?(G) et par suite, en appliquant la proposition 2.3 pour la

suite g™, on a lim, o |90 120y = 00, €t donc limy, s, [[gnlwm2(s) = 00 ]
Comme dans la proposition 2.3, ce résultat suggere donc l'adjonction d’une contrainte

sur la norme W™2(J) de Papproximant qui rend le probléme (BEP), = suivant bien posé :
Etant données f € W™2(I) et M > 0, et soit f; € W™2(.J). On définit 'ensemble

suivant :

Sit = {1, v € H"(G); || — fillwmey < M} .

42



3.3 EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

On cherche ¢ € H™*(G), g € ST*  telle que

BEP),, .
BEPI N = alhwmany = Jnf 1 = lhwmacn.

3.3 EXISTENCE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Nous décrivons ici la procédure de calcul de la solution du probléme extrémal borné

dans les espaces de Hardy—Sobolev.

Théoréme 3.2 Soit f € W™2(I). Pour toute constante positive M, il existe une unique
fonction g, € H™*(G) solution du probléme (BEP) . De plus, si f ¢ H™*(G); alors
|gm — fillwmey = M.
Preuve
S est un sous ensemble convexe de W™2(I). Montrons qu’il est fermé. Soit (¢,) une
suite de fonctions de ST, convergente vers une fonction ¢ dans W™2(I). La suite (1,,) de
H™2(@) est bornée dans Pespace de Hilbert W™?(9G), elle admet donc une sous-suite
(1, ) qui converge faiblement vers une fonction ¢ dans W"2(dG), et donc ¢ € H™*(G),
puisque H™?(G) est un espace fermé de W™2(9G) et (1,,) est une suite de W™?(9G).
D’autre part, les suites (¢, ;) et (¢n, ;) convergent faiblement dans Wm2(I) et W™2(J)
respectivement. Ainsi ¢; = ¥ p.p et ||t — fillwm2y < M, puisque les boules étant
faiblement fermés dans W™2(J). Ceci implique ¢ € S7:. Ainsi S} est un sous-ensemble
fermé non vide de W™?(I). Donc la fonction g,, = Pym2(pyf est I'unique solution du
probléme (BEP), .

Montrons maintenant que la solution sature la contrainte, ||gm, — fillwm2(y = M, si f

n’est pas la trace sur I d’une fonction dans H™?(G). Considérons I'application suivante :
EWm™(I) — R
V= || f = Pllwmeq
¢ est de classe C* sur W™2(I), et pour tout ¢, u € W™(I), Dyé(u) = 2Re < f —
Y, u >y, 1. Supposons que || gy, — fillwm2) < M. Dans ce cas, g, est un point intérieur
de ST dans H™?(G) ou £ atteint son minimum sur S7, donc g, est un point critique de
¢ sur S7;. On a donc, pour tout uw € H™*(G), D, &(u) = 2Re < f — gm,u >p 1= 0. De
la continuité du produit scalaire sur W2(I) et de la densité de H™*(G); dans W™*(1),
on en déduit que Re < f — gy, u >, = 0 pour tout u € W™2(I). En particulier, si on
prend u = f — g,,, on obtient g,, = f p.p sur I. Ceci contredit le fait que f n’est pas la

trace sur I d’une fonction de H™?*(G). n

3.4 CARACTERISATION DE LA SOLUTION

Dans cette section, nous allons donner un procédé constructif dans les espaces de

Hardy—Sobolev, ol on explicite I'approximant g,, dans ce cas Hilbertien.
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev

Notation : pour v € W™2(I) et 6 € W™2(J), on notera par

y= (VO AV O) et 6= (0 V0 V™). (3.4.1)

Théoréme 3.3 Sous les conditions du théoréme 3.2, il existe un opérateur T : L*(0G) x
- x L*(0G) — H™*(9Q), telle que la solution du probléme (BEP), est donnée par

l’equation spectrale suivante :
gm = Td+20) T [+ (1+Nf], (3.4.2)
ou ® est définie par

®: H™*(G) — H™*(G)
h»—>’]'(0\/h|J,0\/h1J,~-- ,oml(f,”))

Preuve

On note 0S,s 'ensemble frontiére de S :
8SM: {hEHm’2(G)7 Hfl_hHWm,Q(J) :M} 5

et on considére les applications suivantes :

s: H™(G) - R ¢:H™*G) — R

h — ”f - hHWmﬂ?(I) h +— Hf1 — h”wm,z(J) .

L’application ¢ est de classe C! et pour h € H™?(G), u € H™?(G),
DhC(u) = 2Re < fl —h,u >Wwm2(J) -

Pour tout h # 0, Dy( est surjective. En effet, application Dj( est une forme linéaire
continue sur H™?(G), donc d’apres le théoréme de représentation de Riesz [30], il existe un
unique élément g € H™?*(G) tel que, pour tout u € H™?*(G), Dp((u) =< g, u >wm2(y).
Soit maintenant, un élément y € R, pour u = yg/HgH%Vm,Q(J), on a Dp((u) =y, d’ou la
surjectivité.

Il s’ensuit alors que ¢ est une submersion sur H™*(G)\{0}, et donc KerD,, ¢, qui est un
sous espace fermé de H™?((@), est un hyperplan et Sy, = (~1(M?) est une sous variété
de classe C* de H™?*(G) de codimension 1 (|71, IL,2,prop.2]), et Th(gm) = KerD,, ¢,
I'espace tangent a Sy, en g, est un hyperplan de H™?(G).

D’autre part, application ¢ est de classe C! sur 9S); admettant un point critique g,,

sur 0S5y, solution du probléme (BEP), =~ donnée par le théoréme 3.2, et donc
Re < f —Jm,U >Wm,2(1): 0’ \V/u - TM(gm) — K@T’ng§7
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d’oun
Tvi(gm) = KerD,, ¢ C KerD,, (.

Or, Tw(gm) est un hyperplan et 'application ¢ n’est pas une submersion sur H™?(G)\ {0}

(puisqu’elle admet un point critique non nul), donc il existe un réel « tel que
Vu e H™*(G), D,,s(u)=aD, ((u),
ou encore
Yu e H™*(G), Re< f— gmu Symey= aRe < fi — gm,u >wma(y) - (3.4.3)
En remplagant u par iu € H™?(G) dans Pequation (3.4.3),
Yue H™(G), Im< f— gm,u Symen= alm < fi = gm, u >wma(gy,

et par suite,

Yu e H™(G), < f—gmu Swmen= @ < f1 = Gm, U >wma(g)
On déduit alors, Yu € H™?(G)

< Gm; U >wm2(0G) —|—(1 + a) < fi—gm,u Swm2( =< fru >wmz() + < fi,u >wm2(gy -
(3.4.4)
Soit I'application

0: H™*(G) — R

h — Z < f(k) V0,7, Rk >12(0Q) -
k=0

La fonction # est une forme linéaire continue, donc d’aprés le théoréme de représentation
de Riesz [30], il existe un unique élément g € H™?(G) telle que

Vh € Hm’2<G), Q(h) =<y, h >Wm’2(8G) ,

et donc, I'élément (g, --- ,g™) € H?(0G) x --- x H?(0G) représente la projection ortho-

gonale de f1 sur U := o(H™?*(@G)), avec ¢ I'isométrie linéaire définie par

¢ : H™*(G) — L*(0G) x --- x L*(0G)
9 (9,9, 9.

On pose

T : L*0G) x --- x L*(0G) — H™*(G)
g ¢ 'Ps(g),
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev

et

®: H™*(G) — H™*(G)
g=T(g7).
On a, pour tout h € H™*(G),

<T (f1),h >wmepey = <o "Ps(f7),h >wmneee =< Ps (f"),¢(h) >wn2oe)
< f17 (h7 e ’h(m)) >Wm’2(8G) =< fa h >Wm,2([) .

De méme, pour tout h € H™?*(G)
<T (fi]) 7h >Wm72(8G) =< fl, h >Wm,2(J) .

L’equation (3.4.4) s’écrit alors,

g+ L+)T (ff —g2) =T (f)+T(f), (3.4.5)
ou encore, pour A = —1 —
(Id+A) g =T (f' + (L+N)f]). (3.4.6)

Vérifions maintenant que A > —1. On a

< (Id+ A\®) (gm — T(fj)) s 9m — T(f7) >Wwm2(9a)
2
- Hgm - T(fJ)HWm,2(aG) +A< P (gm - T(fj)) y Gm — T(fJ) >W"”’2(8G)
2
= Hgm - T(fJ)HWm,2(6G) + )‘MQ = ”gmH%/VmQ(I) + (1 + )‘)M2

Or
Id+AP) (g —T(f) =T (ff+ AL+ Nf]) = (Id+ X®) (T(f7)),

et donc

< (Id+ M) (gu — T(f)) . g — T(f7) >wm2(ac)
= <T(f'+ @A+NH), g = T()) >wmagoe
— < (]d—l— /\@) T(fJ)’ Gm — T(f‘]) >wm(06)
= <[, gm >wm2q) -

En déduire alors
HgmH%/V"h?([) + (L +NM? =< [, gm >wma)
c’est a dire
(14+NM? =< f — g, Gm >pym(r) -

En utilisant la caractérisation de la projection :
<[ = Gm, W= gm Swm2)< 0
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3.4 CARACTERISATION DE LA SOLUTION

pour tout w € 85}@”, pour déduire que

< [ = Gms Gm >wm2> 0.

Ainsi A > 1 puisque les noyaux des applications ( et ¢ ne sont pas dégénérés.
D’autre part, 'opérateur ® est caractérisé par la propriété suivante : pour tout g,
h € H™*(@Q),
< ®(g),h >wm2pa)=< g,h >wma), (3.4.7)

et donc, < ®(gm), gm >wm206)= ||gmHWm,2(J) = M? > 0, et par suite Popérateur linéaire
autoadjoint ® est monotone, injectif et [|®| < 1. En particulier, son spectre o(®) C [0, 1].
Ainsi, (Id + A®) est inversible pour tout A > —1. L’equation (3.4.6) devient alors

= (Td+20) ' T [+ (1+Nf]. (3.4.8)

[ |

Comme dans le Chapitre 2, on va exploiter la formule (3.4.8) pour déterminer 1’ex-

pression des éléments de la matrice infinie associée & Id + AP relativement a la base
orthogonale de H™?(G) des {e™  n € Z}.

Théoréme 3.4 Les éléments de la matrice infinie associée o ®, dans la base orthogonale
de H™2(G) des {e™ n € Z},

Wiy 0 ,
y—E sip=n
o T lnm
P Uy SID(p — n)b

sip#n

m k-1
Vnmp =14+ > _[[(0—a)(n—1q).
k=1 q=0
Preuve
Pour tout h € H™*(G) on a
< @gm, h >wm206)=< Gm, h >wm2(J) - (349)

Soit gm(2) = Y,z gn2™ POUr z € G. On applique la formule (3.4.9) pour des fonction h

¢léments de la base {e;n(2), n € Z}, on a

< Zcp emn >Wm2(8G =< ng em,n(z) SWwma2(J)

pEZL PEZL
donc
Zcp < 2P, 2" Swmepe= ng < 2P 2" Symayy (3.4.10)
pEZL PEZL
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev

On a .
1 p+n T
< Zp, P >L2(8G) — +—8/ 62(17—71)6 do
2m 0
B 1+ 52" sip=n
0 sip#n,
et pour k > 1,
1 k—1 2m
<@ Y s = 5 (1) <H<p o q) e
q=0
k-1
(1+ s 2k)l_[(n—q) sip=n
= 7=0
0 sip#n
Donc
L sip=n
< 2P 2" Syym, = ’
wm*oe) { 0 si p # n.

D’autre part

<zZP 2" >wm2()=< 2P 2" >wm20G) — < 2P 2" >Wwm2(]) -

On a
< Zp7 z" >wm2() = < X[Zp [Z >L2(T) +Z < [Zp (X[Z )( ) > L2(T)
k=
m k—1 ! o
— _ _ eip—n)f
= 27T<1—|—ZH q)(n q)/ de
k=1 ¢=0
0 .
Wn— sip=n
_ .
= sin(p — n)by ,
Vmnnp—————— si p#n,
m(p —n)
donc p
(1 — —O) + ummsz” sip=n
p _ 7
<Z5, 20 Dwmaeg) = Sln(p 7 TL)QO
Vg sip#n.
m(p —n)

De l'equation (3.4.10), on tire alors

0o smp—n)@o
nlmn: n m,n 1—— m,n n m,n
RRVAAS TS RS

p#n p

et par suite

1 0 sin(p — n)6
q)gm<z) = Zl [gn (wm,n (1 - ?0) + ,umns ) ngymn,p p — n)) 0] 2"

nez " p#n m(p
1 o sin(p —n)6y | ,
= gm(Z)—;lmm [wmn gn+§gp mar =y | 2
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3.4 CARACTERISATION DE LA SOLUTION

On détermine maintenant les expressions des éléments des matrices infinies associées

a T (f") et T(f”). Soit pour une fonction h € W™2(G), a,(h) le nfme coofficient de

Fourier de h, n € Z et pour k =0,--- ,m, on pose
~ f® sur I ~ P sur g
= et =
xifi { 0 sur J, Xsf1k 0 sur [ .

Proposition 3.2

T (fI) (z) = Z I [an XIfo + Z <H n—gq ) an—k(XIﬁ)] Z"

neL k=1

Preuve
On a pour tout h € H™?*(G),

< T (fI) ’h >Wm,2(aG):< f7 h >Wm72(I) .
On pose T (fl) (2) = Zpez cp2P € H™?(G), alors pour tout n € Z
< T (fl) 7em,n(z> >Wm’2(BG):< f7 em,n(Z) >Wm,2([) y

et donc

m k—1
< Z 2, 2" >wm2aa)=< X1fo, 2" >12000) + Z < X1 S (H(” — Q)) 2 > 10000

pEZ k=1 q:O

c’est a dire

Ms

k—1
DG [< 22" >12006) + <H(p —q)(n — Q)> <ZFE >L2<ac>]
q=0

pEZ k=1
k-1 B
= < Xffo,Z >L2(9G) +Z ( (n— Q)> <Xt fr, 2" >12(8G)
k=1 q=0

m k—1
Calmn =< X1f0, 2" >12006) + Y (H(” - C])) < X1fr, 2" > 12000) -

k=1 \g=0

D’une part
. 2w
< x1Jo, 2" >12000) = —/ Xrfo(e®) e~ df
1 0\ —inf ra
- % n df = n( >7
o f( )e an | XrJfo

et d’autre part
e k ]_ 2 ~ 0 . Ay ~
< Xrfr, 2" >r2e0)= %/ xrfr(e?) e R0 q9 = a,, 4 (XIfk) -
0
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev

Donc
m k—1 .
Cnlm,n = XIfO + Z <H n—q ) an—k(XIfk)>
k=1 q=0
et finalement

k—1

T(fl) () = Z ! [an leo +Z (H n—gq > Gn—k(XIﬁ:)] z

[
nez "

Proposition 3.3 Soit K :=T\ I,
1 ~ ~
T(f])(z) = Z — [an(XKf1,0> + Snan(XsTfl,o)] 2"

Zmn

Zl . [Zm: (1:[ n—gq ) (anfk(XKJ?l,k) + snkank(xsqrﬂk))] o

nel

+

Preuve

De méme, on a
<T (f]), h>wm2pec=< fi, h >wmeiy, YheH™(G).
On pose T (f{) = > pez & 27 € H™?(G), alors pour tout n € Z,

<T (fJ) semm(2) >moc=< f1,emn(2) ZWm2(J) 5

et donc

m k—1
< 2, 2" Swmeeey=< XsJ10, 2" >r200) + Y < Xafik; (H(” - Q)> 2> p0a) -

pEZ k=1 q:O

On obtient finalement,

Cnlm,n = an(XK}V.l,O)—i_Snan(XsTfl,O)

k=1 \g=0

D’ou le résultat. [ ]
Dans le cas particulier ou I = T, (6y = 7), Uopérateur ® = Pym.2(q)Pym2 () est diago-

nalisable et pour tout n € Z, la fonction z — 2" est un vecteur propre pour 'opérateur P,
2n

. N Wm,nS . A 4 . .
qui correspond a la valeur propre ———. La solution g,, peut étre déduite directement
m,n
a partir du théoréme 3.4, et exprimée d’une maniére explicite en développement en série

de Fourier relativement a la base orthogonale {2", n € Z}. D’autre part, la propriété de

diagonalisation de l'opérateur de @, dans ce cas, rend plus simple le calcul de la solution

9m.
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3.4 CARACTERISATION DE LA SOLUTION

Lemme 3.1 Soit h € W™2(0G) donnée par

h(e') = Zan ™ on Zwm,n lan|* < 00,

nez nez
et h(se?) = ansneme 0t Zﬂm,n82n [bn]* < 00
nez nez
Alors
Wi Oy + i8> byy
Pymaz2nh(z) = : ’ " e G. 3.4.11
Hm2(c)h(?) Z . < < ( )
neZ ’
Preuve

Soit h € W™?(9G). Puisque Pym2h(z) € H™*(G), alors

Pymacyh(z) = ch 2", e} CC.

nel

Or, la famille {em,n(z) = = } est une base totale de 'espace de Hilbert H™?(G), donc

\ lm,n
h — Pym2@h L e, pour tout n € Z.
D’autre part
h — Pymagyh(e”) = Z (an —cn) €™ et h— Pyme@h(se”) = Z (b — ) s"e™.

neL nel

Donc

0 = <h-— pHm,Q(G)h, em(z) >Wm2(9G)
= <h-— PHQ(G)h, €m7n(2) >wm2(T) + < h — PHQ(G)ha emm(z) >Wm.2(T)

Qm} .

1
- \/l_ [wm,n (an - Cn) + Hm,n (b" - Cn) s

Il s’ensuit que
2
wm,nan + Mm,ns nbn

Cn = , pour tout neZ.

lm,n
|
Lemme 3.2 Soit h € H™?(0G) donnée par
h(z) = ch 2" Vzed,
nez
pour une suite de nombre compleze (cy),. Alors
2n
LS Cr
Dh(z) = S 3.4.12
(5) = Y e 1)
neL
Preuve
Le résultat se déduit directement du lemme 3.1 pour a,, =0 et b, = ¢,. [

La solution dans ce cas est donnée d’'une maniére explicite par le théoréme suivant :
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev

Théoréme 3.5 Pour f € W™2(T) et f; € W™2(sT), soient
69) = Zan Y ¢ Hm’Q(G)U et fi( se Zb s"em

nez neL

Alors

Win Gy + (1 4+ ) 57"y
() = : , n 3.4.13
mE) = ) T A (3:413)

)

ne”l

ou A > —1 est 'unique constante telle que

Z w?n,n |y — bn|2 52"
nez (W + (1 + )‘)Um,n52n)2

Preuve

D’aprés la formule (3.4.6), la solution g,, est donnée par
(L4+A®) g= Pymo [fTV I+ £,

ot fT et f{T sont définis comme dans (3.4.1).
Notons h = fTV (1 +\) fiT € Wm™2(9G). D’aprés le lemme 3.1, pour tout z € G

Wy + (1 + Xt n8*"by
PHm,2(G)h(Z’) = Z 11 g2n Z.
ne”z

D’autre part, posons gm(2) = >, .7 cn2", 2 € G, d’aprés le lemme 3.2, on a

Z,UmnS ey, o

neL

Nous développons cette expression dans la formule (3.4.14), on obtient

A 8™ Cn Wi + (14 N n5°" b,
Cn = )
wm,n +Mm,n32n 1 + SQn

d’oul
Wi + (14 ) pn n5°" by
Wi+ (14 A) fn,n 8"

D’apres le théoréme 3.2, le paramétre A > —1 est déterminé par la condition

Cp =

| gm — f1 me,2(s']1*) =M,

et donc

2
2 o lan = by[* s

(Wi + (L 4+ ) fon, HSQ”)Z

=2

Wm:2(sT) nez

Z wm n \Qn — bn) Zn
~ Win,n + ( 1 + A) 8%

]

Nous arrivons maintenant a ['objectif principal de ce chapitre dans lequel on a abordé

les problémes extrémaux bornés dans les classes de Hardy-Sobolev. Il s’agit d’amélio-

rer le résultat de continuité de la solution par rapport aux données présentées dans le

théoréme 2.4 du chapitre 2.
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3.5 CONTINUITE DE LA SOLUTION PAR RAPPORT AUX DON-
NEES

Comme dans la section 2.3, nous étudions les propriétés de continuité par rapport aux
données f et M des solutions des probléme (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev.
Le théoréme 2.4 nous a montré que l'extension dans les espaces de Hardy d’ordre 0 ne
fournit pas un cadre approprié pour approcher aussi prés les données sur la partie J de la
frontiére. L’étude précédente va nous permettre d’établir un résultat de convergence forte

pour 'approximant. En effet, soit g,, 'application définie par :
Gm : W™(I) x RE. — H™*(G)
(f, M) = gu(f, M),
ou gm(f, M) est la solution du probléme (BEP,,) associé aux données f et M. Soit
sz{(h,M) EHm’Q(G)U XRi tq ”hHWm,2(J) <M}
Théoréme 3.6 L application g, est continue sur (W™*(I) x R ) \D,y,, mais non sur
tout l'ensemble W™2(I) x R* . Cependant,

W™2(I)xR*

st (fn, M) S(f, M) alors  gu(fr, Myp) — gm(f, M) dans H™*(G),

WnL,Q (I)

tandis que gm(fn, My,) gm(f, M). Ainsi, Uapplication g,, est continue sur H™%2(G).

Preuve
Soit g,, 'unique solution du probléme (BEP,,) associé aux données f et M et on note

M, = Hg,(f)HLz(J). On montrera que pour tout & =0,--- ,m, g,gf) résout le probléme (BEP)

)

., , . . . . k 4
associé aux données f*) et M. En effet, sinon, il existe un entier kq telle g£n° ne résout

pas le probléme (BEP) associée aux données f*0) et My, . Soit h la solution du (BEP)

associé aux données o) et M, , et donc
i ki k
Hh — f( O)HL2(I) < Hg7(no) _ f( O)HLQ(I) et HhHLg(J) < My, .
Ce qui donne que la fonction ¢ définie par
oM = g\ sik # ko
¢(ko) —h
vérifie :
6 € H™(0G), [dlymapy =M et (6= Fllymagy < lgm — Flimaqs -

Ce qui contredit la propriété d’optimalité de g,,. Finalement, si g,, résout le probléme

(BEP,,) associé aux données f et M alors pour tout k = 0,--- ,m, gr(r’f) est solution du
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3 (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev

probléme (BEP) associé¢ aux données f*) et M;. En appliquant maintenant le théoréme
2.4 du chapitre 2, on déduit les résultats du théoréme 3.6. [ ]

Nous proposons une autre alternative d’amélioration du résultat de continuité par
rapport aux données consistante a appliquer le méme probléme d’extension (d’ordre zéro)
aux dérivées successives des données disponibles puis en intégrant. Pour cela, on continue

par noter g,, I'application
Gm © W™ () x R* — H™*(G)
définie par :
g (£ 2D) = g(5 M), (g £, M) = f P (), 0 <k <m — 1

pour zq € I fixé. Notons que g est la solution du (BEP) d’ordre 0 et que gy = g.
Soit D, = { (h, M) € H™2(G); x RL tq (h™,M) € D} ott D est défini dans la

section 2.3 du chapitre 2. Un résultat analogue & celui du théoréme 3.6 :

Théoréme 3.7 L’application g, est continue sur (W™*(I) x R ) \D,,, mais non sur
tout 'ensemble W™2(I) x R*.. Cependant, g, est continue sur H™ 42(G).

Preuve

On voit bien que la premiére assertion se déduit directement a partir du théoréme 2.4 du
chapitre 2 appliqué pour les m premiéres dérivées de la fonction g,,. Pour la deuxiéme, on
utilise le fait que si (z,,) est une suite dans W12(J) telle que z,,(29) = f(20), 20 € J, avec
la dérivée !, converge faiblement vers 2/ € L*(J), alors x,, — x en tout point de J, d’ot,
par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, ||z, — x|/12(sy — 0 et on applique

de nouveau le théoréme 2.4 aux dérivées itérées de g,,. [ ]

3.6 DISCUSSION

Aprés 1'étude approfondie des (BEP) dans les espaces de Hardy, nous avons remarqué
un manque de continuité de la solution, ce qui nous conduit a porter notre choix sur les
espaces de Hardy-Sobolev vu leur nature permettant d’assurer un résultat de convergence
forte. Le théoréme 3.6 a permis d’obtenir un approximant proche des données non seule-
ment sur / mais aussi sur la partie manquante des données. Cette approche s’impose dans
la suite comme étant un puissant outil dans la construction des algorithmes robustes pour

les appliquer au probléme d’identification du ceefficient de Robin (chapitre 5 et [63]).
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CHAPITRE 4

Stabilité pour un probléme inverse de

COTTOS1OMN

4.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous discuterons une question de stabilité globale de type logarith-
mique pour le probléme inverse d’identification du ccefficient de Robin pour I’équation de
Laplace. Sous des conditions suffisantes sur les données disponibles et avec des hypothéses
a priori sur les données manquantes, nous établissons des résultats de stabilité logarith-
mique portant sur la solution du probléme (BEP), comme les conséquences des propriétés
des fonctions dans les classes de Hardy pondérées. Afin de les exploiter pour le probléme
inverse d’identification du ccefficient de Robin, lequel est exprimé par le quotient de la dé-
rivée de la partie imaginaire et la partie réelle de 'approximant sur la partie de la frontiére
inaccessible aux mesures, en termes d’erreurs sur les données de Dirichlet—Neumann [74].

Nous signalons que, dans le disque unité, Chaabane et al [33] et Fellah [54] ont établi un
résultat de stabilité globale de type log-log en 2-D, utilisant la théorie d’analyse complexe
et les transformations quasiconformes, leurs résultats de stabilité sont basés sur un résultat

de controle de normes dans les espaces de Hardy-Sobolev [24].

4.2 FORMULATION DU PROBLEME

Nous supposons que la température ou le potentiel électrique ne dépend pas de la
coordonnée longitudinale, de sorte que nous traitions un probléme bidimensionnel sur un
domaine circulaire.

Plus généralement, soit G C R? un domaine doublement, connexe, domaine avec un trou
par exemple, de frontiére réguliére 0G = I'; U T, constitué par deux courbes de Jordan
fermée I;, T, telle que I; N T, = 0.

On considére le probléme inverse suivant : étant données deux fonctions u, et ® définies
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4 Stabilité pour un probléme inverse de corrosion

sur [',, ou sur une partie mesurable de mesure non nulle de I'., avec ® # 0, cherchons une

fonction g, telle que la solution u de

Au =0 ing
u =u, onl, (4.2.1)
d,u = onl,

soumise & la condition
Oyu+qu=0only, (4.2.2)

sur le bord I';, ou 0, représente la dérivée partielle par rapport a la normale sortante de
0g.

Les résultats de régularité et d’identifiabilité ont été exposés dans 34, 35| dans le cas
du disque unité. Ces résultats peuvent étre étendus dans le cas d’un domaine doublement
connexe G, qui assurent que si ® € L?(T,) et que ¢y, g2 sont dans une classe de fonctions

admissibles sur I';, alors les solutions associées u, us du probléme direct (4.2.3)

Au =0 inG
0y u =® onl, (4.2.3)
o,u+qu =0 only,

sont dans I'espace de Sobolev W2(G); de plus, il suit que si uyr, = Ugr,, alors q; = ¢z

sur I';.

4.2.1 Résultats classiques pour le probléme direct

Nous allons généraliser les résultats de [34, 35|, ou les exposer sans développer les
démonstrations. Pour cela, nous considérons L?(G), 'espace de Hilbert des fonctions de
carré intégrable sur G, et pour m € N l'espace de Sobolev W™?%(G), des fonction réelles

ou complexes, définies par ([30, 38]) :

Wn2(G) = {f € 12(G), || f Bmagy = 3 / D F(E) P du(€) < o}

0<p|<m VY

avec
apl +p2

Ozt Oxh?
Toute fois G est régulié, de classe C™ 18, pour, 0 < 3 < 1, la caractérisation suivante
de 'espace de Sobolev W™*1/22(9G) est également défini, pour m € N :

lpl =p1+p2, DV f = I,

WmH22(0G) = { f € L*(9G) s.t. IF € W™H2(G) © Flog = f },

muni de la norme || f [|yym+1/22(9g) = Inf{ || F'[[wm+1.2(), Flag = f }. De plus, ils existent
des constantes k,, g et K,, g telles que, pour tout f € W™ 2(G) on a :

kmg | figllwma@g) <l fagllwmerrzzog) < Kmg || fllwmiizg) -
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Pour ce qui concerne le probléme direct consistant a trouver la solution u et sa trace wuy
sur G quand @ et ¢ sont donnés dans (4.2.3), nous avons le théoréme 4.1 d’existence et de
régularité qui exige un certain nombre des hypothéses a priori (voir |5, 33, 35, 39, 50, 62|).
Ils sont de trois sortes.

Soit m > 0. La premiére hypothése concerne la régularité de la frontiére du domaine
G ; physiquement, ceci signifie que le domaine initial (non-corrodé) devrait étre lisse :
(Hg.m) : Supposons que I';, T, sont les deux de classe C"™# 0 < <1, m > 1.

La seconde hypothése concerne le flux ® imposé sur I'., qui devrait étre assez lisse.
Afin de garantir que la solution ne soit pas identiquement nulle dans G, nous exigeons que
® garde un signe constant. Notons cependant que ceci pourrait étre réaliser si & avait le
signe variable, a condition qu’il ne soit pas trés oscillant, comme dans [5] pour le cas d’un
domaine simplement connexe. Bien que ce soient des restrictions physiques additionnelles,
ces conditions peuvent étre guaranties sur I'., ot @ est choisi.

(Hopm) : ® € W™2(T,), ® >0, ® £0.

La derniére hypothése concerne le ccefficient de Robin inconnu ¢, qui doit étre lisse et
borné. La condition de régularité est en fait une condition restrictive, c’est une technique
nécessaire pour prouver le résultat d’identifiabilité du probléme inverse (voir le théoréme
4.2). La bornétude correspond aux limitations physiques sur le processus d’échange sur
I';, qui ne peut pas, en particulier, s’avérer parfaitement isolante ou conductante. Soit
cs, Cy > 0 et introduisons la classe d’admissibilité des ccefficients de Robin sur I'; sui-

vante :
A(m)(ri7macsa CS) = {C] € Cm(rz) ) |q(k)| S Csy 0 S k S m, et q Z Cs } .

(Hym) : ¢ € A™ pour des constantes c,, Cy > 0.
Théoréme 4.1 [34, 35/ Soit m > 0 et on suppose que (Hg ), (Hom), (Hym) sont sa-

tisfaits pour G, ® et q, respectivement. Alors il existe une unique fonction u € Wn12(G),
qui est la solution du probléme direct (4.2.3).

De plus, il existe des constantes k > 0 et & > 0 (depends seulement de la classe A™)
telles que, pour tout ¢ € A™ et & € W™2(T,),

u>r>0surly, (4.2.4)
et
HuHWm+1,2(ag) S K. (425)

Pour la preuve de ces résultats, on peut se référer a [34, lemme 2|, [35, théoréme 2|,
en se basant sur les injections de Sobolev, ainsi que le principe de maximum de Hopf
[38, 56, 84].

La propriété d’identifiabilité suivante |34, théoréme 1| assure 'unicité de la solution ¢

du probléme inverse, qui représente une propriété nécessaire pour la question de stabilité.
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4 Stabilité pour un probléme inverse de corrosion

Théoréme 4.2 [3/] Supposons que © satisfait (Hop) et qi,qe satisfaits (Hyo). Soit uy
et uy les solutions associées. Si uy|,. = Uy, sur un sous ensemble ouvert K # 0 deT., de

mesure strictement positive (mes(K) > 0, alors q; = ¢o.

4.2.2 Adaptation du (BEP) au probléme inverse

Nous avons cherché a établir comment 'outil d’approximation harmonique permet de
formuler le probléme inverse (4.2.1), (4.2.2) de détection de corrosion pour 'identification
d’un coefficient de Robin, en termes de reconstruction d’une fonction analytique dans le
domaine depuis ses valeurs sur une partie de la frontiére.

Sans perte de généralité, on va s’intéresser & un domaine annulaire, via une transfor-
mation conforme [59, théoréme 17.1a]. Pour cela, Soit G la couronne G = D\ sDD ou D est
le disque unité, et on note 0G = sTUT, 0 < s < 1, menu de la mesure de Lebesgue nor-
maliée de sorte qu’on donne a chaque cercle la mesure unité. Le probléme inverse (4.2.1),
(4.2.2) est reformulé de la maniére suivante :

étant données deux fonctions u, et ® avec ® # 0, cherchons une fonction ¢, telle que

la solution u de
Au =0 inG

u =u, onT (4.2.6)
ou =& onT

soumise & la condition
O,u+qu=0on sT, (4.2.7)

ou 0, représente la dérivée partielle par rapport & la normale sortante de 0G.

On suppose que ® € L*(T) et que ¢ € A®). D’apres le Théoréme 4.1, u,, € W?(9G).
Donc, localement, et d’apreés les équations de Cauchy—Riemann, il existe une fonction v
harmonique dans G, localement mono—valuée, telle que dyv = 0, u sur 0G, ou Oy est
la dérivée partielle tangentielle sur OG. Dans ce cas, et d’aprés (4.2.6), la fonction v est

donnée sur T, a une constante preés, par
0
0N\ T
v, (€7) —/ O dr,
0o

pour €% € T arbitraire. Ainsi, f = u + i v est analytique, multi-valuée dans G; et elle
est donnée sur T par
0
F(e®) = up(e®) + i / (™) dr . (4.2.8)
)
Ainsi, on a sur sT,

_Ov _ 0o Im(f) (4.2.9)

W  Re(f)
qu’elle donne lien entre ¢ et f, afin de récupérer ¢ en appliquant le probléme (BEP)

q:

pour la donnée f, ou pour établir des résultats de stabilité en tant que des propriétés de
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4.2 FORMULATION DU PROBLEME

continuité de 'application (u,®) — ¢ . Donc recouvrir fisr a partir de fir nous permet
de résoudre le probléme inverse (4.2.6), (4.2.7).

Cependant, puisque G n’est pas simplement connexe, il est mal de définir f globale-
ment dans G qu’autant une fonction mono—valuée. En effet, d’aprés la formule de Green

appliquée a la solution u de (4.2.6), (4.2.7) et pour toute fonction constante dans G, on a

8nu:/<1>—/ Jgv=0. (4.2.10)
oG T sT

Ainsi, si [, ® # 0, alors v, et donc f, sont multi-valuées dans G (voir [2]), ce qui nous
raméne & une mauvaise reconstruction de ¢. Pour résoudre cette difficulté, nous nous

disposons du lemme 4.1 suivant :

Lemme 4.1 [74] Soit ® € L*(T) et on suppose que ¢ € AY). Alors, il existe une fonction
f € HY2(OG) telle que la solution u de (4.2.6), (4.2.7) vérifie u = Re f dans G.

De plus, il existe une fonction F € HY*(0G) mono-valuée, telle que f = F + clog z
dans G, pour ¢ défini par

c:/%®w%w. (4.2.11)

Plus généralement, soit m > 0, ® € W™(T), ¢ € A™. Alors u = Re f, pour une
certaine fonction f € H™2(9Q).

Preuve [74]

La premiére assertion est déja développée au début de ce paragraphe, qui est une déduction
direct du Théoréme 4.1. D’autre part, puisque dans G, u est localement la partie réelle
d’une fonction analytique f = u + iv. On définit la surface Riemannienne R = {0 € C:
logs < Re 0 < 0} et introduisons la fonction h : R — G, h(o) = €°. On a bien h est
analytique sur R. Il existe alors une fonction analytique 6 : R — C telle que, localement,
on a f=4doh . La fonction §(c + 27i) — 6(o) est une analytique dans R dont la partie
réelle est nulle, et donc elle est imaginaire pure, égale a une constante, notée, ¢ c. Ainsi,
d(o) — % o est une fonction 2mi-periodique en o. On conclut qu’il existe une fonction
analytique mono—valuée I’ define sur G telle que

ﬂ@:ﬂ@—%by, (4.2.12)

d’ott u(z) = Re F(z) + % log |z|, et (4.2.10) implique

c:/%®w%w. (4.2.13)

Maintenant, si on écrit la représentation standard de la fonction harmonique v dans
Ianneau G

u(re?) = Z ¥ (ay, cos kO 4 by, sin k6) + ag + by Inr,
kEZ,k£0
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4 Stabilité pour un probléme inverse de corrosion

alors, ¢ = 2wby et la fonction v est donnée par

v(re'?) = Z ¥ (ay, sin kO — by, cos k6) + byf,
kEZ,k£0

et

F(z) = Z (ar, — iby) 2" + ag.

kEZ,k#0
Il s’ensuit que si v € W™2?(9G) pour un certains m, alors v, f et I sont aussi dans
Wm’Q(aG) [}

Remarque 4.1 Dans le cas ou I & T, par construction la fonction f est mono-valuée

puisque la conjugué harmonique v est mono-valuée sur G. [ ]

4.3 RESULTATS DE STABILITE GLOBALE

Le recouvrement de fisr & partir de fir et la relation (6.5.3) vont nous permettre d’éta-
blir des propriétés de stabilité globale de type logarithmique de I'application (up, ) — ¢
dans un cadre général, dans les espaces de Hardy pondérés. Ces résultats représentent une

extension des résultats établit dans [33] dans le cas du disque unité.

4.3.1 Espaces de Hardy pondérés

Etant données deux suites (wy,)nez €t (fn)nez de nombres réels positifs, nous introdui-

sons wa(@G) I'espace de Hardy pondéré de la couronne G, muni de la norme

9122 0va) = Z |Gnl? W + 82" 1],

w,p
nel

pour des fonctions g(z) = >, ., gn 2", z € G. Sous la condition

Wy + 57,
mf s ————

inf — =27 > 0, (4.3.1)

et le fait que la suite de fonctions (2"/v/1 4 52"),¢z est une base orthogonale de H?(9G),
Pinjection H ,(0G) — H?*(0G) est continue. Ainsi, les fonction de H7, ,(0G) admettent
des traces sur T et sT, de la mani¢re suivante. Soit L3 (T) C L*(T) et L2(sT) C
L?(sT) respectivement les espaces des fonctions g = >, g, 2" telles que HgHia(T) =
> ez [gn]? wn < 00 et Hg”%ﬁ(ﬂr) = > ez |gnl? s*" pn < o0 respectivement. Une fonction
dans 'espace H?, ,(0G) admet ainsi une trace sur T et sT appartenant a L7, (T) et L?(sT),
respectivement.

Plus généralement, Vinjection H7, ,(0G) — H7, ,(0G) est continue si et seulement si

Wy 4 57
inf —————=
nezZ w,, + s*"u,,

> 0. (4.3.2)
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4.3 RESULTATS DE STABILITE GLOBALE

On note L, ,(0G) C L*(9G) pour l'espace des fonctions définies sur 9G telles que leurs
restrictions & T et sT sont dans L2 (T) et L2 (sT), respectivement. La condition (4.3.2)
est une condition necessaire et suffisante pour la continuité de l'injection wa(aG) —
2 . (0G).

Nous écrivons P2 (1) g = xr g pour une fonction dans wa(aG) qui coincide avec g sur
T et nulle sur sT. La définition de PLﬁ(ST) est analogue.

Notons que, pour m > 1, si w, = Wy, €t by, = [, POUT tout 1 € Z, OU Wiy p, finn
sont définis par les formules (3.1.1) du chapitre 3, les espaces H;, ,(0G), L; (T) et L2 (sT)
coincident avec H™?(9G), W™2(T) et W™?(sT) respectivement.

4.3.2 Estimations en norme dans les espaces de Hardy pondérés

Les résultats d’estimation d’erreur qu’on va les presenter dans cette section représentent
une généralisation du lemme de Baratchart-Zerner [24].

On note par B™ la boule unité de H™*(0G), et By, , celle de H? (0G). Soit (wy),
(tn), et (wl,), (ul,) des suites de nombres réels positifs : dans l'ordre de garantir 'existence
des traces sur OG des fonctions de H?, ,(G) nous supposerons pour cela que (wy,), (4,)

satisfaits & la condition (4.3.1); rappellons dans ce cas que H, ,(0G) C H?*(0G). Nous
supposerons aussi que
2n /1

S <d(n) Vn<0, oud(n)décroit vers 0si n — —oo, (4.3.3)
wy, +S2nﬂn

en méme temps que

!/

sup M— < p, pour une certaine constante o > 0. (4.3.4)
nez w

Le résultat suivant (théoréme 4.3) utilise la condition (4.3.3) dans l'ordre de déduire le
comportement de la solution du (BEP) sur sT a partir de son comportement sur T.

Théoréme 4.3 [74] Supposons que les hypothéses (4.3.1), (4.3.3) et (4.3.4) sont satis-
faites pour les suites (wy), (pn) et (w),), (1) de nombres réels positifs. Soit g € H, ,(0G)

telles que g € B, , et H9HL2 y < € pour un certain € > 0 suffisamment petit. Alors

= (o (-2l o) = (sl o)

Preuve |74]

Nous allons estimer la quantité suivante

log e

2log s

o0
lgllZz, ey = Y s hlonl* + Z " 11| gl
. n<—N =—N+1

= 01+ 09.
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4 Stabilité pour un probléme inverse de corrosion

Puisque g € B2 > alors on a

D gal® (wn + 7" pn) < 1.

n<—N
D’une part,
n " iy, on 2
o1 = Z S gl = Z T (wn—i—s ,un) |gn|
n<—N n<—N " n
< Z 5(n) (wy + 7" 1) |gnl?
n<—N
< llglluz 00 sup d(n) < S<uPN<5(n) = §(—N).
D’autre part,
_ S 00 12 - Py 12,
o o= Y Swmlal = Y g,
n=—N+1 n=—N+1 n
ILL/ o0
< s Wsup b Y galu
pez Wy TN+l

< S—Q(N—l)ngQ.

loge
2log s

Choisissons maintenant N =1 + { J7 on obtient alors

HQH%;(ST) < (=N) + ee.

log e
2log s

ol < (5 (|~ |2 |[) o)™

Corollaire 4.1 [7}] Sous les hypothéses du théoréeme 4.3 et s’ils existent deux constantes

De plus, on a L— J = —N, et donc

log e

2log s

c>0 et a> 0 telles que 6(n) < c|n|~?, alors il existe une constante C' > 0 telle que

lollem < e

g L2 s'Jl‘) = |10g€|a/2

Preuve [74]

o a log e )
Pour tout x € R*, on a ||z]|™® < |z|™®. Prenons alors n = | — , on obtient
2log s
9 c|2log s|“
Hg“Li,(sT) = |10g€|o¢ + o€

Or, la fonction x — x(logz)®, si x # 0, et 0 si © = 0, est continue sur [0, +oo[, donc
elle est bornée au voisinage de zéro. Ainsi, il existe une constante, notée cte, telle que

e < cte (loge)~®. D’ou le résultat. u
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4.3 RESULTATS DE STABILITE GLOBALE

Corollaire 4.2 [7/] Soit m et k deuz entiers naturels m > k > 0. Alors il existe une
constante C, depend seulement de m, k et s, telle que deés que g € B™? avec lgllwezm < e

pour un certain € > 0 suffisamment petit, on a

C
lgllwe.2 sty < Tog | %
Preuve |74]
Ce résultat est une conséquence du théoréeme 4.3, en prenant les poids w, = Wyn,
Wn = fmn €6 W, = Wgy, M, = frn. En effet; la condition (4.3.1) pour les couples

(W, pn) et (wh, ) est vérifiée car tous ces poids sont supérieurs ou égals & 1, et donc

. 2n . ! 2n 1 .. . .

infpez P22t > 1 et infpey —wnlii%“" > 1. La condition (4.3.3) est vraie aussi avec d(n)
‘Qk

d’ordre |n|~2™=%) pour n < 0 puisque p, se comporte en |n|*™

et u en |n|** quand
n — —oo. Finallement, on a aussi la condition (4.3.4) directement a partir de la définition

des poids donnée par (3.1.1), avec o = s~ 2, puisque s~2* > 572" pour tout k > n. n

Remarque 4.2 Le résultat du corollaire 4.2 est optimal pour le choix de la fonction
g(z) = 2P, ou 6 > 0 and p est un entier négatif, choisi assez grand en valeur absolu. Pour

un € > 0 donné et m > k, on choisit p tel que

gllwm.2(T)

<
”g”W’%Q(T)

™ | =

Y

et ensuite, choisissons d tel que ||g|lyr2(r) = ¢, et par conséquent g € B™2. Donc
lgllwmer ~es?|p|™ ~1 si p~ —loge/logs quand &—0.

Dans ce cas on obtient

lgllwe2(smy =~ c10|p|*s? ~ cyllogel*™ quand e — 0,

oll ¢ et ¢y sont des constantes dépendent seulement de m, k et s, et non de p,  oue. m

Cependant, pour le cas oll la norme est connue petite seulement sur un sous ensemble [
de T, (I & T), nous pouvons aussi conclure que sa norme sur la frontiére complémentaire

J demeure petite. Ce résultat exige une condition plus forte que (4.3.2).

Théoréme 4.4 [7/] Soit (w),), (1) des suites poids satisfaites & la condition (4.3.1), et

on suppose de plus que (wy,), (i) sont des autres suites poids telles que

w!, + sl
sup ———— — 0
|n|>N Wn + 5Ty
quand N — oo. Soit I C OG un sous ensemble de mesure strictement positive, et sup-
posons que (g,) est une suite de fonctions dans By, , C H7, ,(0G) telle que ||gyllor — O.

Alors ||9:DHH120/7 (0G) — 0.

w
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4 Stabilité pour un probléme inverse de corrosion

Preuve [74]

Nous commengons par prouver que la boule B, , est un sous—ensemble fermé de 7, ,(9G).
Pour cela, si (g,) est une suite de Bfu,u qui converge vers un ¢élément g in Hi,#,(ae), alors
pour tout N > 0 ces ceefficients de Fourier g, ,, vérifies

N
S | gpanP(wn + 57 ,) < 1.
n=—N

D’aprés la condition (4.3.1), Iinjection H7, ,,(0G) — H?*(9G) est continue, donc il existe
une constante ¢ > 0 tel que

lgp — gHL2(8G) <cllg, — QHHZ,#,(c‘)G) )

et donc, pour tout n € Z

|Gpn — gnl < cllgp — gHHi,#L,((‘)G) :

D’otu, pour tout n € Z on a, lim, .« |gpn — gn| = 0, et par passage a la limite quand
p — 0o on obtient,

N
D gnl?(wn + 5™ ) < 1.
n=—N

Prenons maintenant la limite quand N — oo, on trouve que g € Bi’w qui est donc fermé.

Prouvons maintenant que B, , est compact. Soit g € By, ,, pour tout N € N on a

/ 2n .,/
wy, + 82",

Z |90 [* (w], + 5*"113,) = Z |9 (wn + 87" 1)

2n
w, + S
[l >N >N n TS
/ 2n ,,/
w, + 87l
< lgllwz, o) sup ————
w! In|>N Wn + 5" iy
/ 2n ,,/
w, + 8
< sup o8 Hn g

2
In|>N Wn + 87" [

On déduit alors que By, , est borné et donc compact de H., ,(0G), (cf. [45, ch. IV, Ex. 13]
pour le critére de compacité dans £, qui est adapté ici).

Soit maintenant (g,) satisfait a ’hypothése du théoréme 4.4. Ou bien ||g, | m2, (0c) —

w!
0, ou, aprés avoir extraire une sous-suite, notée aussi (g,), on peut supposer que (g,)

converge au sens de la norme H?Z, . (0G) vers une certaine fonction g appartient a la

2 .
W,

d’aprés le lemme 2.2, g est identiquement nulle sur GG. Ce qui est absurde. [ ]

boule compacte B cependant, g est nécessairement nulle sur I C 0G. Ce qui donne,

Corollaire 4.3 [7/] Soit m et k deuz entiers m > k > 0, et soit I C 0G un sous-
ensemble compact d’intérieur non vide. Soit (g,) une suite de fonctions dans B™? C

H™2(0G) telle que ||gp|l2ry — 0. Alors ||gpllwr2ac) — 0.
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4.3 RESULTATS DE STABILITE GLOBALE

Preuve [74]
Il suffit de vérifier que les poids w, = Wy n, fn = fimn €6 W), = Wi, 1, = fg ., satisfaits
aux conditions du théoréme 4.4. La condition 4.3.1 est déja vérifiée pour les poids wy,,, et

U dans la preuve du corollaire 4.2. D’autre part, quand |n| ~ oo

— 0.

Wk,n + SQn,U/k,n 1 1
su ~
|”‘ZI])V Wm,n + Szn,um,n \nP(m—k) - ’N’Q(m—k)

4.3.3 Propriétés de stabilité pour le probléme inverse

Nous exposons les principaux résultats de ce chapitre, qui consistent a établir des esti-
mations de stabilité globale de type logarithmique pour le probléme inverse d’identification
du coefficient de Robin.

Théoréme 4.5 [7}] Supposons que n > 1, que @y et Oy satisfaits (He.,,) sur T et g et
q2 satisfaits (H, ) sur sT. Soit uy,us les solutions associées du probleme (4.2.6), (4.2.7),

et on suppose que :
H Uy — U2 HLQ(T) < g, H (I)l — @2 HLQ(T) < g, (435)

pour un certain & > 0 suffisamment petit. Alors, il existe une constante K = K (s, A™) >
0 telle qu’on a ’estimation suivante :

K

o < 1.3.6
T = | log g|™ ( )

|| q1 — 42 ||L2(

Preuve [74]

On définit v = uy — ug, & = ®; — ®y. Introduisons maintenant comme dans (6.5.2)
les fonctions f; analytiques dans G telle que u; = Re f;. Les résultats de régularité du
théoreme 4.1 et du lemme 4.1 implique que f; € H"™2(9G).

Dans ce cas, on peut appliquer I'inégalité d’interpolation de Hardy-Littlewood-Pdlya [57]
pour tout u € W"+H2(T) :

”Dl'u,”n+1 — Hu HTL+1 < H’LLHWn+12 (T) HUHQQ(T)? (437)

Cette inégalité est déduite a partir de I'inégalité de Hadamard-Kolmogorov pour un opé-
rateur plus général, qui est donnée dans [29]. (Voir aussi 'inégalité de Gagliano—Nirenberg

donnée dans [30, chapitre VIII|.) Par conséquent
| u ”%/Vw(qr) <(r Hqu2(’H‘) )Mnﬂ) + ||U||%2(1r)

a partir de (4.2.5). Ensuite, si f = f; — fs, alors

Il gy + 1 @ 1)
Il zgmy + @ 117
(Iig )2/(n+1) +2€2 < c627“L/(71+1)

1f 2y

IAIA
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4 Stabilité pour un probléme inverse de corrosion

pour ¢ = (k)%™ 4+ 2 quand e < 1 assez petit.

De plus, a partir de (4.2.5) dans le théoréme 4.1 et le lemme 4.1, on a

I Rar = Nulfar+ 1@l

< FA R

donc il existe une constante ' > x (depend seulement de s et de la classe A™) telle que
f/r € B""2 Maintenant, soit k¥ = max(y/c,x’) > 1. On a f/k € B"™? et

(C 82n/(n+1))1/2 .
| £/K lwragry <~ < /0.

En appliquant le corollaire 4.2, on obtient

C eC
[ logen/(mH)[n = |log e|"

H f/k HW1,2(5T) < , (4.3.8)

pour une constante C' > 0 (depend de s), notons que (”TH)n <e.

Soit maintenant ¢ = q; — ¢o. Sur sT, on a que d,u; + q;u; = 0, d’ott d,u+ quqi + gou = 0 et
qui = —0,u —gau  on ST.

En utilisant I'hypothése sur g, et le résultat (4.2.4) dans le théoréme 4.1, avec la relation

(4.3.7) pour la norme L?(sT) et n =0, on a

V2
|| q ||L2(311‘) S E max(l, Cs) || u ||W1»2(s’]1‘) . (439)

Finallement, puisque || v |lw12m) < || f|lwi2esm), on conclut & partir de (4.3.8) et (4.3.9)

que :
ev/2C'k max(1,Cy)

m |loge|®

g2y <

]
Ceci se tient toujours dans des situations plus générales d’'un domaine doublement
connexe G C R? défini dans la section 4.2, comme dans (4.2.1), (4.2.2).

Corollaire 4.4 [7/] Soit n > 1, supposons que I';,T. satisfaits (Hg,), que @1 et Pq
satisfaits (Hep,,) et que q et qo satisfaits (H,,). Soit uy,uy les solutions associées du

probléme (4.2.1), (4.2.2), et supposons que :
H U1 — U2 HL2(F6) S g, H (I)l — q)g HLQ(Fe) S €, (4310)

pour un & > 0. Alors, il existe une constante K = K (s, A™) > 0 telle que :

la1 — a2 lr2ry) < (4.3.11)

|loge[*
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Preuve [74]
En se référant a [59, téoréhme 17.1a), il existe une transformation conforme Cg : G — G,
associée a la valeur de s, 0 < s < 1. De plus, comme dans le cas d’'un domaine simplement
connexe D qui se transforme conformement au disque unité [83], 'hypothése de régularité
posée sur dG permet d’obtenir une extension C" de Cg : G — 0G, [23, 83]. Les problémes
(4.2.6), (4.2.7) et (4.2.1), (4.2.2) sont alors liés chacun a autre par la transformation Cg,
et donc le résultat du corollaire se déduit directement a partir du théroéme 4.5, comme
dans [33]. Notons que la constante K dans (4.3.11) depend du choix de la transformation
Cg. [
Pour la norme uniforme, on a le résultat suivant :

Corollaire 4.5 [7/] Soit n > 2, soit ®1 et Oy satisfaits (Ho,n) sur T et qi et qo satisfaits
(Hyn) sur sT. Soit uy, us les solutions associées du probléeme (4.2.6), (4.2.7), et supposons
que :

[ur —us[|peery < &, [[ @1 = Po[rem) < ¢, (4.3.12)

pour ¢ > 0. Alors, il existe une constante K = K (s, A™) > 0 telle que :

K

< 4.3.13
) = |loge|n—t ( )

H 1 — 42 ||Loo(51r

Preuve |74]

Nous utilisons les notations déja utilisées dans la preuve du théoréme 4.5 en respectant les
mémes étapes avec quelques modifications appropriées. La version générale de 'inégalité
de Hadamard—Kolmogorov [29] implique que pour 0 < k < N on a :

I u® H]LV2(11‘) < u®™ ||122(11‘) | u H]LV;(TIF)

pour tout u € WN2(T). Appliquons ¢a pour les cas k = 1 et k = 2 avec N = n + 1, on

arrive & ces inégalités

1 -1 1
ullL2emy < aoe, ' || 2(my < a;e™/ (), ||| 2emy < age D/ (HD)
pour u = u; — us, avec des constantes ag,a,as > 0, et de méme pour & = &; — Py,

puisque ® € W2(T). La conclusion est donc, & condition que 0 < ¢ < 1, on a
| fllor < cemD/(+1)

pour une constante ¢ > 0. Nous sommes maintenant dans les conditions d’appliquer les
mémes arguments dans la preuve du théoréme 4.5, qui, en utilisant le théoréme 4.1 et le
lemme 4.1, pour montrer que u = Ref, ou f € H"™2(dG), et donc le corollaire 4.2 pour
aboutir & une inégalité similaire & celle (4.3.8), de la forme suivante :

C e2C

|| f/k ||275']T S | IOgE(n_l)/(n+l)|n_l S |10g€|n_1 (4314)
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4 Stabilité pour un probléme inverse de corrosion

pour des constantes C,k > 0. On a par hypothése et a partir de (4.24) ¢ = ¢1 — ¢o
satisfait

max(1, Cs) || w |lw.eo(s1) (4.3.15)

1
o (s < —
lgllz=eem < —

et de plus,
[ 100,51 < (|2 fl2,or < || f 2,57 -
Ceci méne finalement a :

e? C'k max(1,Cy)
m|loge["~t

1 [lzoo(sm) <
[ ]

Remarque 4.3 1. Notons que les preuves citées au-dessus contiennent également des
estimations d’erreurs sur les données intérieures de frontiére ||u; — ua||wip(or) €t
||Onu1 — Onuia|| Lo (smy POUT p = 2, 00, qui peuvent étre étendues aux espaces de Sobolev

d’ordre supérieur.

2. La figure 4.1 montre le comportement de e, = ||¢g1 — ¢2||zr(s7) en fonction de ¢ et

Kp/|loge| pour K, = max|logele,, pour p = 2, co.

N

Fi1G. 4.1 — e,, Kp/|logel, p =2, oo.

4.4 DISCUSSION

Nous avons établi des estimations d’erreurs pour le coefficient de Robin sur la frontiére
intérieure d’'un domaine doublement connexe, en termes d’erreurs sur des données de
Dirichlet-Neumann sur la frontiére externe. Le corollaire 4.3 nous a permi de déduire une
propriété de stabilité importante constitue une originalité, qui est de sorte que si 'erreur
sur des données de Dirichlet-Neumann est petite sur une partie de la frontiére externe,
qu’ainsi étre 'erreur pour le coefficient de Robin sur la partie interne.

Nous observons de plus que les résultats du corollaire 4.4 se tiennent aussi pour des do-
maines quelconques doublement connexes avec seulement la régularité C™? par morceaux

de la frontiére, puisque la dérivée de la transformation conforme garde un comportement
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4.4 DISCUSSION

régulier jusqu’a la frontiére, [23|. Notons que ces transformations conformes peuvent aussi
utiliser pour résoudre des problémes inverses géométriques bidimensionnel (voir [70]).

Dans la suite (chapitre 5) nous allons construisons une famille d’algorithmes robustes
permettant d’établir des résultats de convergence pour le probléme d’identification de
ceefficient de Robin [63] et quelques autres problémes inverses géométriques (chapitre 6,
[26]).
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CHAPITRE 5

Algorithmes robustes d’identification

5.1 INTRODUCTION

Dans cette partie de ce travail, nous proposons un algorithme robuste original qui nous
permet de calculer le ceefficient de Robin, solution du probléme inverse (4.2.6)—(4.2.7),
a partir de mesures frontiéres incomplétes. Toujours dans le cadre électrique, le calcul
du flux de courrant et du potentiel électrique sur la partie de la frontiére inaccessible J,
permet d’évaluer 'impédance (ou le coefficient de Robin) ¢ & partir de la formule (6.5.3)

En fait, les données que nous traitons sont générées a partir des mesures expérimentales

f=, qui sont alors bruitées ce qui nous fait sortir de ’espace d’approximation :

fs::f+€a

ou f € H*(G);. Lafonction e € L?(I) représente le terme bruit attaché aux mesures. Dans
ce cas, d’aprés le théoréme 2.4 du chapitre 2, la résolution d’'un (BEP) ne régle cependant
pas tout, dans la mesure ot la borne mise sur les données étendues est généralement satu-
rée par la solution, M = || g— fi || L2(s), et donc pour espérer de construire un approximant
qui soit proche non seulement sur la partie accessible I, mais aussi sur la partie complé-
mentaire inaccessible. Donc qu’afin de fournir des données étendues prés de les réelles f,
le probléme (BEP) a besoin d’utiliser une contrainte M proche de My := || f — fi || r2¢s)-
Mais la difficulté c’est que la borne M, est une inconnue du probléme vu qu’elle dépend
de la partie inconnue des données, ce qui oblige a évaluer avec précision cette borne sur les
données étendues de maniére précise pour avoir une chance de les approcher convenable-
ment. Dans le disque unité, Chaabane et al. [35] ont proposés une méthode de "validation
croisée", qui consiste & diviser la surface de mesure accessible en deux parties, puis de ré-
soudre le probléme (BEP) avec 1'une des surfaces et de profiter de 'autre pour déterminer
la bonne valeur M, de M. Nous proposons ici une méthode alternative qui tient compte
de la plus part grande rareté des données disponibles dans le cas doublement connexe.
Nous construisons ainsi une famille d’algorithmes consistant a appliquer le méme algo-

rithme d’extension (d’ordre zéro) aux dérivées successives des données disponibles. Nous
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5 Algorithmes robustes d’identification

prouvons que ces algorithmes sont d’autant plus robustes vis & vis des erreurs de mesure
que leur ordre est élevé.

Comme on a signalé auparavant, et sans perte de généralité, on suppose que f; = 0.

5.2 DETERMINATION DE LA BORNE REELLE

Soit f. := f + ¢ des données bruitées (f € H*(Q)|;, ¢ € L*(I) mais ¢ ¢ H*(G)|1), et
My := || f||2(s) la borne réelle inconnue.

Etant donné un nombre réel positif M, g(f, M) est la solution du probléme (BEP)
associée aux données f et M, et considérons g. := g(fe, M) la solution du méme probléme
pour la donnée f. et la méme contrainte M. Les résultats de la section 2.3 du chapitre 2
indiquent que g.(f, M) est proche de f, qui est égale a g(f, My), si la contrainte M est
proche de My, et f. proche de f. Dans cette condition, la fonction f. — g. peut étre vue
comme une approximation de f — g. sur I dans lequelle I'erreur ey, (M) := || fo — g ||L2(n)
reste négligeable. En se profitant de cette situation, nous considérons w. la solution du

probléme (BEP) associée a la donnée f. — g. et relativement & la contrainte ey (M) :

We ::g(fe_gsa efs(M)> .

Donc, g. + w. représente un candidat d’approximation de f meilleur que g.. En fait, soit

nous définissons ’application suivante :
7. Ry xRy
M = | 1 gell 2y = 192 + we [l 2
Tant que la contrainte M est proche de M,, mieux étre 'approximation, qui conduit
alors & déterminer le zéro de la fonction 7.. Donc minimiser 7. semble ainsi une maniére
raisonnable de chercher une valeur approchée de la borne réelle M,. Ce que nous allons

le prouver dans le théoréme 5.1 pour le cas des données analytiques.

Commencons tout d’abord par vérifier I'inégalité suivante :

Lemme 5.1 Pour tout M € R, on a

(M) < ep(M).

Preuve
On a
(M) = | g:llpacsy = I 9 +we | L2(J)
< w2
= en(M).
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5.2 DETERMINATION DE LA BORNE REELLE

Théoréme 5.1 [63] Dans le cas des données analytiques (i.e., ¢ =0), la borne My est le

plus petit réel positif qui minimise la fonctionnelle Ty, et de plus T0(My) = 0.

Preuve [63]

Puisque f € H?(G)|;, alors pour tout M > My on a g(f, M) = f sur I, et donc e;(M) = 0.
D’aprés le lemme 5.1, on a 7(Mp) = 0.

D’autre part, supposons que M < My. Puisque g(f, M) est la solution du probléme (BEP)

associée au couple (f, M), alors on a

es(M) = |1f = a0, M) oy = inf {11 = gllary = 9 € HA(G), Ny < M} > 0

et, puisque wy(M ) résoud le probléeme (BEP) relativement au couple ( f—g(f, M), ef(M)),

alors on a

1f = g(f, M) — wo(M)|| 12 (1) =
inf {I1f = g(f, M) = wllagry w0 € HA(G), ] pagyy < (M)}

Or, la fonction nulle, w = 0, est un élément de H?*(G) et ||w||L*(J) =0 < ep(M), donc

1F = g(f, M) = wo(M)|| oy < (1 = g(fs M)l 2y - (5.2.1)

57il existe un réel M < My tel que 7o(M) = 0, alors [|g(f, M) + wo(M)| 2,y = M. Donc,

a partir de (5.2.1) et de l'unicité de la solution du probléeme (BEP), on a g(f, M) +

wo(M) = g(f, M) dans G et par suite wo(M) = 0 dans G. Ceci implique que ef(M) =

|wo(M)||L*(J) = 0, ce qui contredit le fait e;(M) > 0.

Pour M > My, on a w. = 0 et ||g.(M)||2(sy = My et donc 7(M) > 0. u
Maintenant, on va s’intéresser aux données non analytiques. Pour ¢ # 0, la fonction 7.

admet un minimum qui réalise une valeur approchée de la borne réelle M.

Théoréme 5.2 [63] Soient « et B deux réels positifs tel que 0 < o < 3, et My € [, ],
et soit € € L*(I) une fonction positive.
(i) La fonction 7. admet un minimum M, dans [o, 5]. De plus, soit d. := infyrepa, g 7-(M),
on a alors limHE“LQU)HO 0. = 0.
(i1) Soit T. = { M. € [a, 3] : 6. = 7.(M.) }. Alors Z. admet un point minimal M.
(11i) Tout point d’accumulation M, de la famille (M), vérifie M, > M.
(i) Quand ||e|| 2y — 0, alors g(f-, M.) — f dans H*(G), par conséquent, aussi dans
L*(J), et g(fo, M) — [ dans L*(I).

Preuve [63]
(i) Puisque la donnée f. n’est pas analytique, alors d’aprés le théoréme 2.4 :
g0 M) = g M) sy = O,
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5 Algorithmes robustes d’identification

et aussi :

i lwe(M) = we(M) [l = 0,

7. est donc continue sur le compact [a, 3], et donc il existe un réel M. € [«, 5] tel
que T-(M.) = 0.

Soit (&,), une suite telle que lim,, ., €, = 0. Depuis M, € [«, 5], on a :
0<0., <7, (M) <ey (My). (5.2.2)
A partir du résultat (2.3.1) du chapitre 2, on obtient
0< Tim b, < es(Mp) = 0. (5.2.3)

(i) Soit Z. = { M. € [a, f] : d. = 7(M,) }. Alors il est un sous ensemble fermé de
[, 8] puisque Z. = 6-1(4.), et par suite c’est un compact. Dot 'existence de M.
(iii) Supposons qu’il existe une sous-suite (M. ), de (M,). telle que lim, .o M, =

M,. Introduisons les notations g.(M) = g(fe, M), go(M) = g(f, M), et de méme
pour les fonction w, et wy. Par le théoréme 2.4, on a

H gan(Man) HLQ(]) - ” gO(MO) HLQ(J) )
et par (2.3.1) du chapitre 2,

0= lim 0., = 79(M,),

n—o0

et on conclut que
My = [ go(My) + wo(d,) ||L2(J) :
Depuis
| f = go(My) — wo(M,) HL?(I) <[ f = g0(M,) ||L2(1) )

on a go(M,) + wo(My) = go(M,), ce qui implique que wo(M,) = 0, et dans ce cas

on déduit que ef(My) = 0; donc || f — go(My) ||2(r) = 0, c’est & dire f = go(M,) sur

I est donc dans GG par le lemme 2.2. Ce qui donne My = M, ce qui est absurde.
(iv) C’est une conséquence directe du théoréme 2.4 et du point (zii) ci dessus. Notons

que la convergence faible dans H?(G) implique la convergence faible des restrictions

sur L?(J), d’apreés le résultat de densité des traces sur J des fonctions de H*(G) dans

L*(J) (proposition 2.2 du chapitre 2).

u

Remarques 5.1 1. Dans le cas ou la borne M fournie par l'algorithme serait égale
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a a (resp. (3), on doit recommencer de nouveau, aprés avoir élargir 'intervalle [« (]

de lextrémité gauche (resp. de 'extrémité droite).

2. Le théoréme 5.2 ne nous fournit pas la borne réelle My pour les données non ana-

lytiques comme le théoréme 5.1 pour des données analytiques, et il n’assure pas la
convergence de la borne M_ vers M,, puisque seulement la convergence faible de
I'approximant g(f., M_) vers f est possible sur J.
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5.3 ALGORITHMES D’IDENTIFICATION

Dans cette section, nous allons exploiter 'idée décrite ci dessus pour un ordre supérieur,

afin d’améliorer les résultats du théoréme 5.2.

5.3.1 Algorithme d’ordre zéro : (A)

Nous organisons I'idée décrite dans la section 5.2 par un algorithme, noté (Ay), qui

permet de calculer le ccefficient de Robin q.

algorithme (Ay) :

1. Etant donné M > 0, résoudre le probléme (BEP) associé a (f., M) et obtenir
ge(M) = g(fe, M), ef.(M) = || fo = ge(M) || 21y 5

2. Résoudre le probléme (BEP) associé¢ a (f. — g-(M);, €5 (M)) et obtenir w. =
9(fe = 9.(M) e5.(M));

3. Ajuster M, := Argmin,, , 7.(M) par dichotomie;

4. Calculer
9y Im g.(M.)

R J.
q Re gE(ME) sur

Le quatriéme point dans le théoréme 5.2 peut étre vu comme un résultat de robustesse
faible pour 'algorithme (Ag). Ce qui nous conduit & une mauvaise reconstruction de 'im-
pédance (ccefficient de Robin), qui est aussi, en paralléle avec le probléme d’approxima-
tion, un sujet objectif dans notre étude. Pour cela, nous étudierons quelques algorithmes

évolués basés sur les mémes idées.

5.3.2 Algorithme d’ordre m : (A,,)

L’idée fondamentale est d’appliquer Palgorithme d’ordre zéro aux dérivées m™¢€ des
données, puis en intégrant m fois les dérivées m™€ de 'approximant obtenue.

Soit f. = f + &, ol € est une perturbation non analytique, mais qui peut étre lisse,
(e € W™*(I)\ H™*(0G)|1), et on suppose que f € H™?(9G). L’algorithme d’ordre m,

(A,,), est donné comme suit :

algorithme (A,,) :

. Déterminer la m™° derivée fg(m) de f. sur [;

. Appliquer la méthode d’ordre zéro aux données fa(m), et obtenir gém) ;

£

1
2
3. Intégrer m fois g™ et obtenir Ome
4

. Calculer
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5 Algorithmes robustes d’identification

Grace a la propriété de continuité obtenue dans la section 3.5 du chapitre 3, cet algorithme
présente une propriété de robustesse bien meilleure que celui d’ordre zéro. Ce qu’on va le

prouver dans le théoréme suivant.
Théoréme 5.3 [63](Robustesse de la méthode d’ordre m)
Supposons ¢ € W™(I), g € Q™, m > 1. Soit alors f. =uq+i [ ¢ dd +ec € W™(I) et

Gm,e comme ci-dessus. Quand ||g|lwmz2y — 0 on a :
Re Gme — U dans Wm’2(aG) ’ 89 Im Ime — a}/u dans Wm_1’2<aG> .

Aussi
Qme — ¢ in Wm_l’Z(J) )

Preuve [63]

Du théoréme 5.2, on déduit que gm — fm) dans H?(G). En intégrant m—fois, et pour
le méme argument, théoréme de convergence dominée de Lebesgue, décrit dans la preuve
du théoréme 3.7, on conclut la convergence forte des (m — 1) premiéres dérivées de g,
vers celles correspondantes de f, et on a aussi la convergence en tout point de J. Ce qui
prouve la convergence faible g,,. — f dans H™?(G) et la convergence forte g, . — f
dans H™ 12(G). Ce qui prouve les deux premiéres assertions du théoréme.

Pour établir la troisiéme, on va utiliser la condition (4.2.4) du théoréme 4.1, le fait que
Ref >k > 0sur J (5.3.1)

Donc, puisque ¢, — f en tout point de .J, alors d’aprés (5.3.1), et pour € assez petit,
Re g > Kk/2 sur J. (5.3.2)

D’autre part, sur J on a

Oy Tm(f) Oy Im( gy, )

I Z B
o (7 m gm,& - € — gm7€
N Re Gm.e +0pIm f Re gmeRe f

En appliquant maintenant (5.3.1), (5.3.1), et pour oy = 4/k, ay = 4/Kk?, on obtient

||Qm,e - QHWm—1,2(J) S (631 Hgm,s - fHWm,2(J) + (8% HfHWmQ(J) Hgm,s - fHWmfl,oo(J) .

Ce qui prouve la convergence faible g, . — ¢ dans W™ 12(.J), m > 1, et la convergence
forte ¢ne. — ¢ dans W™ 22(J), m > 2, en tenant compte de Uinjection de Sobolev
Wm=b2(J) c Wm=22(]). ]

L’approche d’approximation dans les espaces de Hardy Sobolev joue aussi un role

essentiel dans la construction des algorithmes robustes d’identification. En se basant sur
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le résultat du théoréme 3.6, nous décrivons ici une autre version de ’algorithme d’odre
m, (A,,), ot on adapte l'algorithme d’ordre 0, (Ag), aux données du probléme (BEP),,,
m > 1.

Soit f. := f+e des données bruitées (f € H™*(G);, e € W™*(I) mais e ¢ H™*(G)r).

algorithme (A,,"") :

1. Etant donné M > 0, résoudre le probléme (BEP),, associé¢ & (f., M) et obtenir
Gm,e(M) = g(fe, M), €5 (M) = || fo = Gm,e(M) [|L2(1) ;
2. Résoudre le probléme (BEP),, associé & (f. = gm,(M),}, €. (M)) et obtenir wy, . =

g(fs - gmﬁ(M)\[a €f. (M)) )
3. Ajuster M, := Argmin,,;- 7m(M) par dichotomie;

4. Calculer B
q _ _89 Im gm,e(Mg) sur J
e Re gm,s(Ma)
Avec
Tme(M) = | || Gm,e HL2(J) — || Gme + Wine HLQ(J) :

On a alors les mémes résultats du théoréme 5.3 :

Corollaire 5.1 Supposons ¢ € W™(I), g € Q™, m > 1. Soit alors f- =ug+1i [ ¢ db +

e € W™2(I) et gm,. comme ci-dessus. Quand |||lymz2y — 0 on a :
Re G- — u dans W™?(9G), 0pIm gin e — Opu dans W™ H*(9G).

Aussi
Gme — ¢ in Wmfl’z(J) :

Preuve

Comme dans la preuve précédente, c’est une conséquence immédiate du théoréme 3.6,
et du fait que, si g, résout le probléme (BEP),, associé aux données f et M alors pour
tout k = 0,---,m, gﬁ,{f) est solution du probléme (BEP) associé aux données f*) et
My = ||97(r]f)||L2(J)- m

Remarque 5.1 Ce résultat de robustesse est obtenu pour un bruit régulier (lisse, ¢ €
W™2(I)), qui est un dispositif non attendu. Supposons maintenant que € € L*>(I) avec
le(x)] < € pour z dans I. On notera par f¢ la fonction de classe C* par morceaux et C*
globalement sur I, 'approximation de f. obtenue par I'approche de 'approximation par

les B-splines cubiques & pas h, [43, 44]. Il a été prouvé dans [48] les estimations suivantes :
F s €
175 = Fllomay < cle+ 2, I = FYllomin < e (5 + 1)

On choisit maintenant h = O(y/€), on obtient une erreur d’ordre /e sur f', qui en

moyenne (f¢)" peut étre vu comme des données bruitées de f’, associées a un bruit d’ordre
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Ve. Par “bootstrapping” avec I’approximation B-spline approximation, on peut ainsi ob-
tenir une estimation d’ordre ¢% sur la p-th derivée de f.

Ceci signifie que lisser des données bruitées en employant les B-splines fournit des don-
nées bruitées lisse comme elles sont décrites dans les théorémes 5.3, 5.1. En fait, c’est la
maniére de traiter des données numériquement : on lisse des données avant d’étre traité.

5.4 DISCUSSION

La méthode de "validation croisée" qui a été proposée et testée avec succes dans le
cas des domaines simplement connexes [35], nécessite qu'une partie des données soit dé-
volue. Il s’avére qu’elle peut étre pénalisant dans notre cas, dans le sens ot la résolution
des problémes (BEP) est sensible & la quantité de données disponibles a cause de la
géométrie doublement connexe du domaine. Ceci nous a conduit a penser a déterminer
une méthode alternative qui tient compte de la totalité des données fournies. Pour cela
nous avons construit une famille d’algorithmes consistant a appliquer 'algorithme d’ex-
tension (d’ordre zéro) aux dérivées successives des données disponibles. Ces algorithmes
sont d’autant plus robustes vis a vis des erreurs de mesure que leur ordre est élévé. Dans
le méme contexte, nous avons adapté le méme algorithme d’extension dans les espaces de
Hardy-Sobolev, qui donne des résultats de convergences similaire.

Dans le chapitre 6, ces résultats théoriques de robustesse seront corroborés par une

étude numérique exhaustive.
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Troisiéme partie

Validation numérique. Résolution
numérique de quelques problemes

Inverses géométriques
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CHAPITRE 6

Résolution numériques du BEP et

application au cefficitent de corrosion

6.1 INTRODUCTION

Dans la derniére partie de ce travail; nous présenterons une étude numérique de la
technique d’approximation harmonique et des algorithmes mises au point aux chapitres 2,
3 et b, afin d’illustrer les applications portant sur la reconstruction d’impédances localisant
des zones de corrosion.

Une implementation numérique de la méthode figure dans la section 6.2 qui tient
compte de différents arguments intervenant dans la résolution. Le paramétre )\ inter-
venant dans les formules joue le réle de multiplicateur de Lagrange qui rend implicite la
dépendance en M de la solution et qu’on ajuste par dichotomie.

Dans la section 6.3, nous mettons en évidence 'influence du choix de la contrainte
imposée sur la nature de ’extension et donc sur la reconstruction des défauts géomé-
triques par une validation numérique des algorithmes qu’on a établi dans le chapitre 5.
L’algorithme que nous avons adopté tient compte de la plus grande rareté des données
disponibles dans le cas multi-connexe et I'étude numérique montre que ces algorithmes
sont d’autant plus robustes vis a vis des erreurs de mesure que leur ordre est élevé.

Dans notre étude numérique, la donnée f € L*(I) est générée en temps discret a partir
z—1
z — pole
pour des données singuliéres, ou s = 0.6 et "pole" est un point appartient au disque s

de la fonction f(z) = exp(z) pour des données analytiques et f(z) = constante+2

et nous restreindrons au cas f; = 0.

6.2 RESOLUTION NUMERIQUE DU PROBLEME (BEP)

L’implémentation numérique de la résolution des problémes (BEP) a été effectuée a
'aide du logiciel Matlab [100] (version 7.1). Ce code utilise des outils divers de la bi-
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bliothéque de programmes dans Matlab, comme par exemple, le calcul des coefficients de
Fourier par la fonction fft (discrete Fourier transform) et le Fourier inverse ifft (inverse
discrete Fourier transform), le calcul de la matrice de Toeplitz en utilisant la fonction
toeplitz et la dérivation numérique en utilisant la méthode des différences finies donnée
par la fonction diff, - - -

Pour un choix arbitraire d’une contrainte M, on fournit au programme une valeur
initiale de A & partir de laquelle s’effectue la dichotomie pour résoudre un (BEP) associé
a la donnée f, puisque M (A) est une fonction décroissante de A. La figure 6.1 illustre la
tracée de M(A) = ||g||z2(s), ot g est la solution du (BEP) pour la donnée f(z) = exp(z)

dans les cas I = T (& gauche) et [ = (e73™/4 ¢¥37/4) (4 droite).

M en fonction de & M en fonction de &

Fi1G. 6.1 — M en fonction de \

La solution g est obtenue en résolvant une équation linéaire mais en dimension infinie.
Pour la résoudre de maniére approchée, il faut donc tronquer le développement des quan-
tités de I'équation (2.2.3) dans la base {e,(z), n € Z}. D’une facon générale, pour une
fonction h € L?(I), on désignera par hy, 'approximation de la fonction h pour laquelle
seuls les ceefficients de Fourier d’indice n avec — N < n < N ont été calculés. Peut-on
trouver une borne sur le nombre de ceefficients de Fourier & calculer, connaissant le nombre
de mesures, le pourcentage de bruit sur les mesures, les diverses erreurs numériques 7 En
fait, on pourrait éventuellement déterminer beaucoup de ccefficients pour (x;f),. L'er-
reur de troncature de Fourier est définie de la facon suivante : on représente la valeur
de || P2 (x1.f) | c2cry/lIx1f || £2¢r) en fonction de N. Ce nombre doit tendre vers 0 quand N
croit puisque x;f est nulle sur J. L’observation de cette courbe (figure 6.2) permet de
décider du nombre de ceefficients de Fourier & prendre en compte. Il s’avére en réalité
qu’'une valeur N = 20 (41 fonctions de base) est suffisante pour garantir cette représenta-
tion au-dessous du niveau de bruit, s’il est autour de 15%. En outre, la figure 6.2 montre
qu’il n’est pas valable de choisir plus de 51 fonctions de base (N = 25), puisque l'erreur
est stabilisée & partir de ce point. Pour fixer les idées, dans tous nos calculs numériques,
on va choisir N = 25 (51 fonctions de base). Ce nombre est un paramétre a fournir au
programme : fourier = 2N + 1.

La version tronquée de ’équation (2.2.3) s’écrit alors :

((Id+ MT7) gn) y = Pz (X1f)y
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F1G. 6.2 — Détermination de N avec f(z) =exp(z) et [ =T

qui s’écrit encore sous la forme

(Tr + (1 +N)7;) QN]N = Pp2 (XJf)N ) (6.2.1)
ou 7; := Pp2x; représente la matrice de Toeplitz associée a la fonction caractéristique
de I := (e7% ¢%) @, € [0,7]. Les opérateurs de Toeplitz 7; et 7; = Id — T; sont
approchés dans la base {e,(z),n = —N,--- N} en tronquant la matrice 7,,, donnée
dans la formule (2.2) :
pour —N <n,m < N,

1 0
5 <1+S2n——0> when n = m,
T 1+ s2m T
nym = 1 sin (m — n)f

— when n # m.
V(1 +s2)(1+ s2m) m(m—n)
Le paramétre A associé a la contrainte M fournie au programme varie dans 'intervalle
| —1, 400]. Pour étre rigoureux numériquement, on transforme cet intervalle en 'intervalle
borné [0, 1] en prenant 1 4+ A = 1= et nous cherchons la valeur appropri¢e de r € (0, 1)
(A(r) est une fonction croissante réguliére en r (figure 6.3 a gauche) et donc M (A(r)) est

une fonction décroissante réguliére en r) (figure 6.3 a droite).

A en fonction de r M en fonction de r

FIG. 6.3 — A gauche )\ en fonction de r et & droite M en fonction de r (f(z) = exp(2),
[=T)

Dans ce cas, I’équation (6.2.1) devient :
(1= )T + T gwly = (1= 1) P (x )y (62.2)
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6 Résolution numériques du BEP et application au ceefficient de corrosion

et c’est cette équation linéaire en dimension 2N + 1, dont la matrice est symétrique et po-
sitive, que nous résolvons par la méthode de Cholesky et nous décidons alors d’augmenter

ou diminuer r selon la valeur de V(\) = ||g||L*(J) :
si. V(A\) > M alors on augmente 7,

si V(A\) <M alors on diminue 7.

Alors, I'algorithme partageant en deux intervalles est :
Given M
rmax = 1; rmin = 0;

while rmax - rmin > threshold

r = (rmax+rmin)/2;
A = (1 - r)*TI + r*TJ;
B = (1 - r)*cf;
cg = pinv(Ad) * B(:);
cgJ = TJxcg;
V= norm(cgJ(:));
if V>M
rmin = r;
else
rmax = r;
end
end
Compute g: g = fft(cg)

6.3 ETUDE POUR LE CAS DES DONNEES ANALYTIQUES

Nous allons présenter les diverses contraintes intervenant dans la résolution des pro-
blémes (BEP) et régler les influences de ces contraintes sur des données analytiques (non
bruitées) générées a partir de la fonction f(z) = exp(z). Dans la sous-section 6.3.4, nous

tenons compte de la sensibilité de la reconstruction & la présence d’une singularité dans

z—1
'expression de la fonction f : f(z) = constante + 2—|.
z — pole

6.3.1 Sensibilité selon la contrainte M

La question de choisir une contrainte M permettant une bonne reconstruction de I'ex-
tension ou de I'approximant (solution du probléme (BEP)) est trés importante dans ce
type de probléme. Mais ce paramétre utilisé dans la contrainte imposée sur la partie J de

la frontiére est une inconnue du probléme, vu que les mesures sont effectuées seulement sur
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1, alors il influe fortement sur ’extension trouvée, qui n’est pas forcement "approximation
souhaitée.

La figure 6.4, représentant 'approximant sur T et sur sT respectivement, montrent la
sensibilité des approximants par rapport aux valeurs de M choisies. Cette observation
confirme le résultat de continuité qu’on a établis dans le théoréme 2.4 et qui montre
que la résolution d’'un (BEP) ne régle cependant pas tout, dans la mesure ou la borne
mise sur les données étendues est généralement - en fait dés lors que les données ne sont
pas analytiques - saturée par la solution, ce qui oblige a évaluer avec précision cette
borne sur les données étendues de maniére précise pour avoir une chance de les approcher
convenablement. Cependant, on doit choisir une contrainte M suffisamment proche de
My = ||go|| z2(s) pour avoir un approximant g qui soit proche en norme L? de I'extension

go en vertu du théoréme 2.4.

Approximant sur T Approximant sur sT

F1G. 6.4 — Approximants sur T et sT pour L {0.9,2} avec I = (e=37/4 ¢i37/4)
0

Dans [35], une méthode de “validation croisée” avait été proposée et testée avec succés
dans le cas des domaines simplement connexes. Cette méthode nécessite qu'une partie des
données disponibles soit dévolue au calcul de la borne, elle s’avére pénalisante dans le cas
présent , puisqu’une quantité plus petite de données est disponible, due & la géométrie
multi-connexe. Il est ainsi préférable de consacrer toutes les données a la reconstruction.
Dans le chapitre 5, nous avons proposé une méthode alternative qui tient compte de la
plus grande rareté des données disponibles dans le cas multi-connexe.

Cette méthode a été exploitée et ’algorithme établi montre une bonne efficacité pour
trouver une valeur approchée M de la vraie contrainte M,. La figure 6.5 confirme le
résultat du théoréme 5.1 : est que la fonction 7 a un minimum, dont I'argument est

proche de la valeur exacte M.
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ten fonction de M ten fonction de M

(M)
(M)

F1G. 6.5 — Fonction 7 pour des données analytiques (a gauche) et des données bruitées (a

droite) avec I = (e—i37r/4’ €i37r/4)

6.3.2 Sensibilité a la régularité de la solution

Pour cette valeur approchée de la contrainte M, obtenue par l'algorithme (Ag) et
toujours pour des données analytiques, on trace dans la figure 6.6 I’extension sur T et sur
sT respectivement et on voit bien que les résultats sont améliorés par rapport aux celles
dans les figures 6.4, mais le probléme pas toute a fait résolu a cause des discontinuités
qui se visualisent sous forme de boucles apparaissant aux bornes de l'intervalle I. Dans la
figure 6.6, et puisque on a considéré f; = 0, on observe que la taille des discontinuités est
proportionnelle aux valeurs prises par f aux bornes de I. Une perspective est de considérer

une fonction f; résultat d’'une extrapolation de fi;.

F1G. 6.6 — Approximants sur T et sur sT pour M ~ M,.

Pour pallier & ce défaut, nous avons procédé d'une alternative décrite dans le chapitre 3
qui consiste & chercher une solution dans les classes Hardy Sobolev qui permettent une
reformulation simple du (BEP). La figure 6.7 montre que la continuité de 'approximant

est maintenant garantie en appliquant les algorithmes d’ordres 1 et 2.

Dans la suite de ce travail, on va s’intéresser a la résolution des problémes (BEP) dans
les espaces de Hardy-Sobolev d’ordre 2 et de choisir une contrainte M déterminée par
'algorithme (As).
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Approximant sur T: ordre 1 Approximant sur sT: ordre 1

Partie imaginaire
Partie imaginaire

15 155 15 165 10 g 12 15 16 17

B35 14 1s 13 14
Partie réelle Partie réelle

Approximant sur T: ordre 2 Approximant sur sT: ordre 2

Partie imaginaire
Partie imaginaire

s 12 125 13 145 15 155 16 "0 11 12 15 16 17

7 13 14
Partie réelle Partie réelle

F1G. 6.7 — Approximants sur T et sur sT pour M ~ M, d'ordres 1 et 2.

6.3.3 Sensibilité a la quantité de données et & leur emplacement

Il est important d’étudier I'effet du taux des données fournies par rapport a la partie
inconnue, sur la reconstruction de I’extension. Cette proportion peut étre mesurée par le

parametre p suivant :

_
27’
ou |I| est la longeur de I pour la mesure de Lebesgue.

Il n’est pas étonnant que la figure 6.8 montre 'amélioration de la reconstruction sur la
partie réelle de 'extension ainsi de sa dérivée normale en augmentant cette proportion.
Dans les dessins a gauche on trace la partie réelle et la dérivée normale de I’extension sur
sT pour p = = et p = — et montrent que la reconstruction est sensible a I’emplacement
des données et donc a la position de I. Dans les dessins a droite, les erreurs sont calculées
sur J entre la solution réelle et son approximant et entre la dérivée normale réelle et
numeérique, en normes L? et uniforme.

D’un autre point de vue numérique, cette proportion des données peut étre traitée en
terme du rapport entre le nombre de mesures disponibles sur I par le nombre total des

noeuds sur le cercle sT, définit par :

Nq

p:_ )
n

ol ng est le nombre de points de mesures sur I et n le nombre totale des noeuds. Cepen-
dant, nous allons étudier la sensibilité de la reconstruction de ’extension par rapport au
parameétre p pour une valeur de p donnée et un nombre totale n de noeuds sur sT. Dans

la figure 6.9, on représente la partie réelle et la dérivée normale de ’extension en jouant
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Sensibilité a la taille

Extension sur sT

Erreur (%)

Partie réelle

Flux sur sT Sensibilité a la taille
o

\
/
04 \ i
\ /
\ /
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\
\
\
o \ ’/ 03
\ /
\ /
0.2 \\ / 02
\ ,/
N\ P /
N — o o1

o 1 2 3 4 B
0
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Flux

F'1G. 6.8 — Solutions reconstruites et erreurs par rapport a la quantité de données fournies

Extension sur sT Flux sur sT
2 12
Exact Exact
+ p=042 + p=053
18 o4 5 p=042
+
16 08
"
214 06
Q
~e x +
12 S 04
2 [y
= +
g1 02
08 0
+ +
06 02 + +*++H++n +
0.4 0.4
[ 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7
6 )
Extension sur sT Extension sur sT
2 2
Exact Exact
=066 p=067
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
o 15 o 15 \ /
3 3 | /
3 3 \ /
2 \ = \ /
o o \ /
= 2 \ /
I @ \ /
a a \ /
1 1
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
\ /
05 05 —
1 2 3 4 5 6 7 o 1 2 3 4 5 6 7
0 0

F1G. 6.9 — Reconstructions en fonction de la proportion de noeuds
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: : : : 2
sur ng et n —ngy respectivement. Les deux premiers tests numériques sont faits pour p = 3

et n = 400. Ce qu’on peut déduire est qu’'une augmentation du nombre de noeuds sur la
partie inconnue J de la frontiére n’améliore pas la qualité de reconstruction pour la partie
réelle de I'extension ainsi que sa dérivée normale, quand a eux, les deux derniers dessins,
ou on trace la partie réelle de I'extension comparée avec la solution exacte, prouve une
amélioration de la reconstruction en augmentant le nombre donné de noeuds sur la partie
I de la frontiére. Tandis qu’aucune amélioration ne peut étre réalisée en ajoutant des
noeuds sur la partie inconnue. Cela signifie que 'exactitude de la reconstruction dépend

seulement de la quantité de mesures effectuées.

6.3.4 Sensibilité & la singularité
Nous passons a ’examen de notre étude pour des données non réguliéres dans le sens
z—1

z — pole
présentant un poéle "pole" localisé dans le disque sID et on va s’intéresser a la sensibilité

ol les mesures sur [ sont générées a partir de la fonction f(z) = constante + 2

de la reconstruction a I’emplacement du poéle par rapport au cercle interne sT. Cette

proportion est paramétrée par le réel 0 :
1
d := —d(pole, sT),
S

ou d(pole, sT) représente la distance enclidienne de "pole" a la frontiére sT. Nous allons
fixer le rapport des données p a g, cest a dire I = (e77/3,¢27/3), Les figures 6.10-6.11
représentent ’étude suivant la position du réel "pole" par rapport & sT. Les courbes de
la figure 6.10 montrent la mauvaise reconstruction de I’extension en se rapprochant de la
frontiére sT.

Dans la figure 6.11 les courbes des erreurs sur la partie réelle de I’extension et sur sa
dérivée normale sont décroissantes en s’éloignant de la frontiére sT et stables a partir de
0 = 0.4, c’est & dire pole = 0.36 .

6.4 SENSIBILITE AU BRUIT

On s’est intéressé a la validation numérique de la robustesse des algorithmes mis au
point. Les mesures expérimentales sont attachées d’erreurs de mesure ce qui nous fait
sortir de l'espace H?*(G). Soit f. := f + ¢ des données bruitées (f € H*(G)1, e € L*(I)
mais € ¢ H*(G)|) et on s’attend & ce que la procédure de complétion de données soit
capable de débruiter la donnée sur I. Toujours nous considérons des données fournies sur
2/3 de la frontiére T et pour pole = 0.1.

Le vecteur (x;f:)n est défini aux points 6y, := %90, k=0,---,2N, est approximé par

fe, une fonction de classe C? sur I qui est un polynome de degré 3 sur chaque intervalle
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F1G. 6.10 — Reconstruction

Sensibilité a la singularité

de I'extension pour pole € {0.55,0.1}.

Flux: Sensibilité a la singularité
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FI1G. 6.11 — Erreurs L? et L™ en fonction de 4.
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I =1, Tiza1), i = 1,- -+ ,navec (7;)1<i<n C (Ok)o<k<an, obtenue dans la base des fonctions

B-splines cubiques par
1
f(0) =) aiBi(0),
i=1

!
_ 2
en minimisant la quantité Z <f5(7'i) — X]f€<7'i)> . Le choix des noeuds (7;)1<i<n est dé-
i=1
terminé par un critére d’arrét :

A = base’ * base;

B = base * f(:);

a = pinv(A) * B(:);

tilde_f = sum(diag(a.’) * base, 1);

L = length(theta) - length(noeud);

error = 1/L * sum(abs(tilde_f(1:L) - £(1:L))."2);

if error <= threshold, break, end

Donc, le calcul de Ppa(f.)n s'effectue en évaluant les intégrales qui définissent les
ceefficients de Fourier, lesquelles sont données par quadrature puisque f; est donnée par
des splines sur les intervalle [y, --- , I, donc par fw sur chaque intervalle [;, 2 =1,--- ,n.

On notera ¢ le ceefficient de Fourier d’indice k, on a alors

n

Ck(fs>zzck<fi,s>a k:_N7aN

i—1
Comme f;. est un polynome de degré 3 sur I;, c’est A; + B;f 4+ Ci6> + D;6°, alors

Ck(fz’,s) = Aicip(1) + Bicix(0) + Cicin(0?) + Dicix(6°), k=-N,--- N,

1 .
avec ¢; ,(6P) = mes (1) / 0Pe~*% dfh. On fait une intégration par parties et on obtient le
I;

développement du second membre de 1’équation (6.2.1).

La figure 6.12 donne I’évolution des différentes erreurs en fonction du pourcentage de
bruit affectant la donnée f sur I. On observe que l'erreur dans la reconstruction croit
presque linéairement en fonction du bruit lorsque les données sont complétes sur toute la
frontiere T, c’est a dire p = 1 ou encore 6y = 7, de méme nous constatons que pour 20% de
bruit le niveau de 'erreur est moins élevé que celui obtenu pour des données incomplétes
(a droite). En effet, cette procédure d’approximation harmonique intervient sur toute la
frontiére, et donc constitue un débruitage automatique des données. Contrairement au cas
des données complétes ol on a besoin de lisser les données, dans une étape préliminaire,
en calculant une spline cubique de ces données.

La figure 6.13 représente 'extension comparé avec la donnée exacte pour des pourcen-
tages de 1%, 5% et 10% de bruit. On observe que I'approche d’approximation harmonique
retenue dans ce travail reste robuste, méme face a un niveau de bruit important, quoique

la procédure de lissage soit moins efficace pour un pourcentage de bruit élevé.
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Données complétes Données incomplétes

Erreurs (%)

14 16 15 20

0 1o 1z s 10 iz
Bruit (%) Bruit (%)

F1G. 6.12 — Erreurs L? et L™ en fonction du bruit.

Extension: Données complétes Extension: Données incomplétes

Partie imaginaire
Partie imaginaire

9 0 1 12 1 1w 15 18 17 18 ‘o gy = 1 m s
Partie réelle Partie réelle

F1G. 6.13 — Reconstruction de I'extension pour des données bruitées

6.5 IDENTIFICATION DE CORROSION A PARTIR DE DON-
NEES INCOMPLETES

Les données ainsi complétées peuvent étre utiles par elles-mémes pour calculer une
impédance électrique, ou coefficient de Robin, qui est le quotient de ces données étendues.
Un des problémes motivant cette application est issu du controle non destructif dans
des piéces tubulaires. C’est un probléme de singularité frontiére, relié & des modéles de
corrosion. Il s’agit de déterminer la géométrie inconnue d’une partie de la frontiére d’un
tube depuis des mesures effectuées sur la partie complémentaire. Dans le cas le plus simple,
et comme il est expliqué dans le chapitre 1, on cherche a déterminer un certain coefficient
d’échange, lié & des conditions de Robin portant sur la partie corrodé.

On suppose que la solution ne dépend pas de la coordonnée longitudinale, alors on se

raméne & un probléme 2D, qui consiste & déterminer le ceefficient ¢ tel que la solution de
Au=0 dansla couronne G:=D\sD, 0<s<1
soumise aux conditions (6.5.1)
Oyu, =D, u, =u (6.5.1)
sur la partie I du bord extérieur T vérifie

o,u+qu=70
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sur le bord J complémentaire de [.

On suppose que ® € L*(T) et que ¢ € A®. Lorsque I C T, d’aprés le théoréme 4.1,
Uy, € WH2(0G). Donc d’apreés les équations de Cauchy—Riemann, il existe une fonction
v harmonique dans G, mono—valuée, telle que dyv = 0, u sur OG, ou Oy est la dérivée
partielle tangentielle sur OG. Dans ce cas, et d’aprés (6.5.1), la fonction v est donnée sur
I, & une constante prés, par ,

w(e”) = [ a(e)ar,
o
pour €0 € [ arbitraire. Ainsi, f = u+1iv est analytique, mono-valuée dans G ; et elle est

donnée sur [ par
0

F(E®) = up(e®) + i / (e dr | (6.5.2)

o
ainsi, la résolution d’un probléme (BEP) intervient comme une étape préliminaire pour

étendre la donnée f sur toute la frontiére G et dans ce cas, on a sur J,

_Ov _ 0 Im(f)
. Relf) (6.5.3)

Lorsque I = T, globalement la fonction f est multi-valuée puisque le conjugué harmonique

q:

v 'est aussi, il est localement mono-valué. Dans ce cas et comme il est expliqué dans le
chapitre 4, et d’aprés le lemme 4.1, il existe une fonction £ € H“?(0G) mono-valuée,

telle que f = F + clog z dans G, pour ¢ défini par

c:/%®w%w. (6.5.4)

Donc on remarque bien que la détermination de g nécessite un calcul de 9y Im(f), et
comme on dérive des approximations L? de f, ce calcul ne sera pas précis, comme le

montre la figure 6.14 suivante, ot on travaille avec les 2/3 de la frontiére T et pour
f(e®) = exp(e?), e € I et M ~ My := || f| 2y :

Flux sur sT: ordre O

Dérivée normale

Fi1G. 6.14 — Reconstruction de la dérivée normale sur sT.

L’idée est donc d’étendre les données dans les espaces de Hardy-Sobolev d’ordre plus
élevé pour obtenir des approximants dont le gradient est lisse. Dans la figure 6.15, on

représente la dérivée normale et le ceefficient de Robin sur sT pour 'ordre 1 et 2. Ces
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dessins confirment les résultats de robustesse établis dans le théoréme 5.3 au chapitre 5 et
on voit bien que la sensibilité a la régularité du gradient de la solution n’est plus observée

lorsqu’on augmente 1'ordre de résolution du probléme (BEP) et la qualité du résultat est
maintenant garantie a partir de ’ordre 1.

Flux sur sT: ordre 1 Robin sur sT: ordre 1
1

\arphi

Dérivée normale
~_
—

Dérivée normale
warphi
-

\
ol \ / 04| /

/
\ / \
\
\ / ool .
. N /
o

s 7 %

F1G. 6.15 — Reconstruction de 0, u et ¢ sur sT : ordre 1 et 2.

Comme pour I'extension, on s’intéresse dans la suite de ce paragraphe a la robustesse
des algorithmes mises au point sur la reconstruction du ccefficient de Robin. Le théoréme
5.2 du chapitre 5 a montré que Palgorithme (Ag) est a peine suffisant pour assurer une
bonne reconstruction de g. Pour cela nous nous limiterons notre étude numérique a ’ordre
1 et 2 et nous reconstruirons le ceefficient de Robin ¢ a partir des données réguliéres
bruitées. Le bruit est produit par une variable aléatoire affectée de 1% a 15% de la norme
uniforme de la donnée. La figure 6.16 montre que I'algorithme (A,,), m > 1, reste robuste,
il tient méme A un niveau de bruit important, nous constatons que pour 20% de bruit la
reconstruction q est acceptable.

Soit maintenant étudier la sensibilité de la méthode sur la reconstruction de ¢ en
tenant compte de régularité des données. Pour cela, soit les données générées & partir

z—1
de la fonction singuliére f(z) = constante + 2—I et faisant "pole" tout prés de la
z — pole

frontiére intérieure sT. Dans le graphique a gauche de la figure 6.17, on trace l'erreur
sur le ceefficient de Robin en tenant compte de la quantité de données fournies sur la
frontiére extérieure T de la couronne, qui est exprimé par le paramétre p = %, et il n’est
pas étonnant qu’on observe la mauvaise reconstruction de ¢ en rapprochant "pole" de sT.
Cependant, le dessin a droite de la méme figure 6.17 indique aussi comment compenser
le manque de régularité en augmentant la quantité de données prescrites. Des fonctions
de forte singularité ont besoin le maximum de données externes fournies pour calculer
I'impedance électrique avec une exactitude acceptable.
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6.5 IDENTIFICATION DE

CORROSION A PARTIR DE DONNEES INCOMPLETES

Robin sur sT: ordre 1, 2

Robin sur sT: ordre 1, 2
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F1G. 6.16 — Reconstruction de la

Errors (%)

L2 errors on Robin coefficient

dérivée normale et ¢ sur sT a l'ordre 1 et 2.

pwitd
1
- - - 1% error
008 ... - - 5%error
el Tl - 10% error
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F1G. 6.17 — Tracé des erreurs en fonction de la quantité de données (a gauche) et de p en

1
fonction de § := —d(pole, sT) pour 1%, 5% et 10% d'erreur (a droite).
s
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6 Résolution numériques du BEP et application au ceefficient de corrosion

Le graphique a gauche de la figure 6.18 montre des effets de bruits semblables. Les
erreurs dans la reconstruction de ¢ décroit en fonction de la quantité de données externes
fournies. Le graphe a droite de la figure 6.18 représente la quantité de donnée en fonction
de bruit pour des différents niveaux de bruits. De nouveau, nous observons que dans
une certaine mesure, on peut compenser les effets de bruit en augmentant la quantité de

données disponibles.

L2 errors on Robin coefficient p wrt Noise

- = - 1% error
== 5% error
60 10% error 098

Errors (%)

= = =5% error
== 7% error
RREE. o 10% error

07 075 08 085 09 095 1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
p Noise

F1G. 6.18 — Tracé des erreurs en fonction de p pour des données bruitées (& gauche) et de p
en fonction du bruit : 5%, 7% et 10% d’erreur (a droite).
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CHAPITRE 7

Autres applications de ’approximation

harmonique

Les données ainsi complétées peuvent étre utiles par elles-mémes dans certaines appli-
cations, ou bien servir a la détection de fissures courbes prévenant du bouchage des tubes
qui mettrait en contact le fluide primaire et le fluide secondaire dans le tube. Une autre
application potentielle importante se situe en électro-encéphalographie, ou il s’agit de dé-
tecter par exemple des centres d’épilepsie dans le cerveau a partir de mesures effectuées
sur le scalp, qu’il convient d’étendre jusqu’a la couche la plus interne avant d’en faire

usage dans un algorithme d’identification.

7.1 IDENTIFICATION DE FISSURES COURBES A PARTIR DES
DONNEES COMPLETES

Dans ce paragraphe on présente une deuxiéme application de la procédure de complé-
tion de données introduite dans les chapitres 2 et 3. On s’intéresse a un probléme inverse
géométrique d’identification de fissures dans une tuyauterie conductrice isotrope a partir
de données frontiéres. Ce type de problémes intervient dans nombreuses applications in-
dustrielles relevant du contrdle non destructif (imagerie et tomographie, prospection de
sous-sols, surveillance, par exemple). Les phénoménes physiques mis en jeu et les mesures
effectuées peuvent étre de nature thermique, électrostatique, acoustique ou élastique. Ce-
pendant, via une section plane, le cadre de cette étude se limite aux phénoménes régis
par ’équation de Laplace en 2-D.

On suppose que l'on dispose de la trace, sur la frontiére, d’une solution (température
ou potentiel) u de I’équation de Laplace dans une couronne G := D\ s privée de éven-
tuelle fissure o, ainsi que de la donnée d’une condition de Neumann (flux de chaleur ou
de courant) sur JG. L’application visée par cette étude est la détermination du cercle

hote portant la fissure et identifier complétement la fissure par identifier totalement la
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7 Autres applications de approximation harmonique

discontinuité de la température ou du potentiel au travers la fissure.
Etant donnés G, @, et u,, on souhaite trouver un arc o C G, porté par le cercle AT de

centre 1'origine et de rayon A\, s < A < 1, tel que la solution u de

[—1

—Au =0 dansG\o _f
O,u =0 suro CAT l
vérifie
&,u‘ag = (I), UpG = Up (7.1.1)

ol v désigne le vecteur unitaire normal a JG sortant et v, un vecteur unitaire normal &
.

Comme indique la relation (7.1.1), le flux ® est nul sur la fissure o, ce qui signifie que
celle-ci est parfaitement isolante. Pour que le probléme direct admette une solution, il

faut que la circulation du flux ® soit nulle, ce qui s’exprime par la condition

/ & ds = 0, (7.1.2)
oG

D’autre part, le probléme étant Neumann pur, on peut remarquer que toute solution u

du probléme direct restera solution a une constante additive prés. On ajoutera donc la

/ uds=0 (7.1.3)
hle

Pour simplifier, On note par (u,, ®,) les données sur T et par (u_, ®_) celles sur sT. En

condition de normalisation

afin de sélectionner une solution.
premier temps, on va supposer que le rayon A du cercle porteur de la (ou les) fissure(s)

est connu. On peut alors diviser le domaine G \ ¢ en deux couronnes : G\ 0 = Q; Uy

avec Q; = D\ AD et , = AD \ sD (figure 7.1). La solution u est maintenant harmonique

F1G. 7.1 — Subdivision de G \ 0.

dans €2y et §2s, elle vérifie donc les deux systémes suivants :
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7.1 IDENTIFICATION DE FISSURES COURBES A PARTIR DES DONNEES COMPLETES

Au =0 in €y Au =0 in €
(Py)§ u =uy onsT (P-)q u =u_ onT
Opou =&, onsT Opu = onT

avec des conditions aux limites sur T et sT respectivement. Les solutions des problémes
direct étant harmoniques dans €2; et {25 respectivement, il existe alors deux fonctions f, et
f— analytiques dans €2 et (), respectivement, telles que u = Re f, dans {2; et u = Re f_

dans Q. Celles-ci sont respectivement définies (4 une constante imaginaire pure prés) par
fr=u+1vy et fo=u+iv_,

les fonctions vy et v_ étant, respectivement dans €2y et ()5, la conjuguée harmonique de
u (voir [2]). La relation entre u et vy sur le bord est donnée par 1’équation de Cauchy-
Riemann :

8Vu = &gvi .

Au vu de la condition de flux nul (fissure isolante) sur o, ceci détermine des fonctions
harmoniques mono-valuées vy dans €, 5, a une constante prés I'on normalise en imposant
la condition v4(z) = 0, en un point z; € T et z_ € sT respectivement. Par conséquent,
pour tout 0 € 0G,

6 0

vy (e) = /e O (") dt et v_(se") = /Se d_(e") dt.

24
On résout maintenant deux problémes extrémaux bornées pour les données (uy,Py) et
(u_, ®_) dans les couronnes §2; et {2 respectivement relativement & I = sT et [ = T et on
calcule les traces des approximants g, et g_ associés sur le cercle AT. En effet, cela nous
fournira un moyen d’identifier complétement la (ou les) fissure(s) par identifier totalement
la discontinuité de la température au travers o. Soit [u] la fonction représentant le saut
de u a travers o, I'identification de o est donnée par le lemme suivant

Lemme 7.1 [9] Si / [u] ds # 0 alors U'ensemble o = { (\,0) = [u] (X\,0) #0}.

g

On a ux ~ Regy, alors on obtient [u] ~ g, — g_ sur AT et on localise o d’aprés le

lemme 7.1. Puisque cette identification ne soit exacte, nous employons I'approximation
o~ {(\0) : [ul(A0) = emax([u]) }

pour estimer ¢ ol e max([u]) est un réel positif, qui représente un seuil au dessous du quel
les faibles valeurs de [u] sont considérées comme négligeables.

La figure 7.2 représente le saut [u] calculé et la fissure reconstituée pour u, = Re f et
un flux ® corresponds a la fonction f(z) = 2 + 2% et A = 0.75. Les problémes extrémaux
bornés sont résolus donc pour la donnée f sur dG et une contrainte déterminée par ’al-

gorithme (A;) d’ordre 2 et pour une fissure exacte o = (e37/4 ™),
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7 Autres applications de approximation harmonique

Jump Reconstruction Crack Reconstruction
T T T

0.4

0.2

—02t

—0al

—o6l

—osl

F1G. 7.2 — Reconstruction du saut [u] (a gauche) et de la fissure (a droite).

Dans un cas plus réaliste ol le cercle hote est inconnu, cette approche peut étre aussi
appliquer pour déterminer le rayon A de ce cercle. I.’idée est d’introduire un cercle quel-
conque r'T pour s < r < 1 et on applique la technique d’approximation harmonique dans
les deux couronnes €2,.; := D\rD et ,, = rD\sD; sir < A, alors Perreur dans H>2(,.;)
reste assez importante, puisque o C €),; et la fonction g, n’est pas la trace d'une fonc-
tion analytique la dedans, tandis que I'erreur dans H*?(,.1) depuis g_ deviendra petite.
Un raisonnement analogue, si 7 > A, les erreurs des deux cotés jouent le role inverse,
jusqu’elles se tiennent petites lorsque r = .

Dans la figure 7.3 on représente la reconstruction du saut et de la fissure ainsi que le
rayon du cercle hote relativement a des données bruitées de 1% a 10%.
Le tableau 7.1 suivant représente la sensibilité de la reconstruction de la fissure et la

détermination de A au effet du bruit. ¢ et ¢, sont les arguments des points extrémités

de o.
Bruit /\numérique #1 P2
1% 0.7507 | 2.4023 | 3.1508
5% 0.7434 | 2.4023 | 3.0863
10% 0.7354 | 2.5312 | 3.0568
15% 0.7593 | 2.3101 | 3.1877

7.2 LOCALISATION DE POINTS SOURCES

Une troisieme application potentielle importante se situe en ¢lectroencéphalographie
(EEG), ou il s’agit de détecter par exemple des centres d’épilepsie dans le cerveau a par-
tir de mesures effectuées sur le scalp, qu’il convient d’étendre jusqu’a la couche la plus
interne avant d’en faire usage dans un algorithme d’identification. Ce probléme est relié a
un probléme inverse dans un domaine 3-D [15, 47|, qui donne un modéle simple de la téte
humaine qui est supposée sphérique et composée d’au plus de trois couches concentriques

sphériques homogénes de conductivité (le scalp, le crane et le cerveau). Les mesures élec-
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7.2 LOCALISATION DE POINTS SOURCES

Jump Reconstruction Crack Reconstruction
T T T

e e ]

Crack Reconstruction

7 -1 -08  -06 -04 0.2 0 0.2 0.4 06 08 1

Crack Reconstruction
T

FI1G. 7.3 — Reconstruction a partir de données bruitées : 1%, 5% et 10%.
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7 Autres applications de approximation harmonique

triques surabandantes (le potentiel et le flux de courant) sont disponibles sur le scalp (la
frontiére externe), dont on veut récupérer quelques sources qui représentent des défauts
de conductivité placées dans le cerveau (la couche interne). Dans cette application on va
considérer le modéle bi-dimensionnel qui consiste a prendre des sections planes de la boule.
Ce qui nous permet de ramener le probléme dans une famille de disques, ou étendre des
données multi-dimensionnelle (2-D) jusqu’a la couche la plus interne peut surgir comme
une étape préliminaire en appliquant ’approche d’approximation harmonique, avant le
recouvrement des singularités qui surgit comme la deuxiéme étape de la résolution par

'outil d’approximation méromorphe ou rationnelle [15, 75, 19].

Chaque section plane sera modélisée par un ouvert ) constitué de trois disques de
centres l'origine, emboités, notés rD, s, D, de rayons r = 1.1494, s = 1.0574 et 1
respectivement : 2 =Dy U sDD U rD. On associe respectivement & chaque sous domaine,
D\ sD, sD\ D et D, les conductivités o, = 1, o, = 0.0125 et o; = 1. Ce choix de ces
valeurs est relevé du modéle classique de la téte humaine (voir [53]). La synchronisation
d’un grand nombre de cellules nerveuse dans le cerveau génére des activités électrique
localisées dans des parties du cerveau D et provoquent I'apparition d’épilepsie qui se
modélises par des dipoles. Notre but sera de détecter ces sources parasites.

Soit F la fonction source, grace a laquelle on peut détecter les points sources inconnus :

k=1

ol ¢, est un point de source dipolaire dans D auquel on associe le moment p, vecteur de
R2.

La différence de potentiel u associée au flux courant ® sur le bord 9€) et notre distribution
F vérifient (voir [15])

Skull

—V.(oVu) =F dans , b B
Scal,
oo, u =d(=0) sur 00N o
U = U sur 0N}

Le recouvrement de F', & savoir les termes sources J., et leurs moments associés py,
nécessite la propagation des données fournies sur la frontiére extérieure 0€2 = rT jusqu’a
la couche la plus interne T comme une étape préliminaire.

En effet, dans la couronne G, := TD\STD , on considére le probléme d’extension de données

suivant :
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7.2 LOCALISATION DE POINTS SOURCES

Au =0 dans G,
o,0u =& sur rT
U =wug sur rT

on résout un probléme extrémal borné pour la donnée frontiére (ug, ®) disponible sur
09 pour 'étendre dans tout le domaine G,.. On note g, la solution, soit u, = Re g,.
Ensuite, dans la couronne G := sD \ D la donnée (u,, d,u,) vérifie

D

Au =0 dans G N
(£ 9)

o, 0,u = 0,0,u, Ssur sT

U = u, sur sT

qui sera aussi étendue dans G. On note g, la solution du probléme (BEP) associée et soit

us = Re gs.
Une fois les données (ug, ®) sont propagée jusqu’a la couche T, elle vérifie le systéme
suivant
sT
Au =0 dans D (t o)
(PN){ 010,u =o0,0,u, sur T
Uu = U sur T

L’approximation méromorphe ou rationnelle prend le relais pour résoudre le probléme
d’identification du terme source a partir des données frontiére ug et J,u,. Cette technique a
été introduite au seins du projet APICS ! et exploitée dans les travaux de Ben Hassen [15,
28] et Syfert [89].

En utilisant I’approche d’approximation harmonique retenue dans ce travail dans les
couronnes RD\rD et rD\ s respectivement, pour étendre les données jusqu’a la couche la
plus interne. Une fois les données sont disponibles sur I'y, I’approximation méromorphe ou
I’approximation rationnelle prend le relais de 'approximation analytique afin de localiser

{cr}, comme dans [15].

Nous commencons d’abord par résoudre le probléme direct de Neumann (PN). Le
domaine €2 est maillé en utilisant un mailage élément fini P;. La frontiére est discrétisée
avec 512 points. On calcule en ces points le potentiel u associé pour la condition de
frontiere & = 0. La figure 7.4 illustre le domaine 2 avec les lignes de niveau de la solution

u du probléme directe ainsi que la solution numérique.

LAPICS, INRIA Sophia Antipolis
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7 Autres applications de approximation harmonique

Domain with level curves for u: 4 poles Solution u (direct problem)

10 ‘0. 0
5.

e 5
0.

0
o 5.

s 0., =
N

F1G. 7.4 — Le domaine avec les lignes de niveau pour u (problem direct) ; Solution du probléme
direct (PN).

0

: . o :
Maintenant, nous allons étendre la fonction f = us(ew) ~|—z/ —20,u, dr, pour e € T
6o 01
arbitraire, sur chaque couche du domaine €2 par la technique d’approximation harmonique.

La figure 7.5 montre la reconstruction des données sur la couche la plus interne T. Notons

que la faible valeur de o, n’influence pas beaucoup sur la nature de la reconstruction.

Real part on sT

F1G. 7.5 — La partie réelle de I'extension analytique sur la couche T

La deuxiéme étape consiste a exploiter les données prolongées sur T dans I'algorithme
d’approximation méromorphe pour 'identification des points sources dans ID. La figure 7.6
montre comment 'erreur relative sur les moments, 'erreur absolue sur les sources et
lerreur relative sur ’extension des données sur T s’évoluent en fonction de la position
de la source par rapport a la couche la plus interne T. La source de moment unitaire est
disposée suivant la direction [1, 1]/4/2 d’une distance de I'origine égale a 49%, 78%, 88%,
93%, ou 97% du rayon r = 1.

La figure 7.7 montre 1’évolution de 'erreur relative sur les moments et celle ’absolue
sur les sources en tenant compte de la conductivité o, en respectant les deux autres
conductivités.

Dans les autres simulations numérique qui suivent, les sources originales sont représen-
tées par *, les sources numériques par o (qui sont souvent superposés sur *), tandisque les
lignes sont les moments des sources exactes et numériques dans lequels elles seront sym-
bolisées par un point lorsqu’elles sont nulles ou suffisament petites. La figure 7.8 illustre

comment le calcul des poles de 'approximation rationnelle L? de la fonction définie sur
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7.2 LOCALISATION DE POINTS SOURCES

Errors versus the relative dipole position

N o TV R

08 0.7 08
Relative dipole radius

F1G. 7.6 — Erreurs en fonction de la position de la source.

Errors versus the ratio of conductivities

o 100 D00 500 700 w00 500 1000

200 500 500
ratio of conductivities

FI1G. 7.7 — Erreurs en fonction de la conductivité o, pour une source a 97% du rayon r = 1

T, construite a partir des données prolongées sur T, garantie le recouvrement des dipoles.

Poles location (ARL2) Poles location (ARL2)

- s 0 0s 1

Poles location (ARL2)

FI1G. 7.8 - m =1, 2, 3, 4.

On considére maintenant la robustesse de notre identification pour des données bruitées.
Le bruit est produit par une variable aléatoire affecté de 1% a 20% de la norme uniforme
de la donnée. La figure 7.9 montre 1’évolution de I’erreur absolue sur les sources ainsi que

l'erreur relative sur les moments.

113



114

7 Autres applications de approximation harmonique

F1G. 7.9 — Les erreurs

Errors versus the noisy data
a0 : ) h : ;

,,,,

20

Error (%}

sur les sources et sur les moments en fonction du bruit.









Conclusion et perspectives

Dans ce travail, nous avons considéré le probléme de cauchy consistant a retrouver les
données de Neumann et de Dirichlet sur la partie intérieure de la frontiére d’un domaine
annulaire & partir des mesures disponibles sur la partie accessible de la frontiére exté-
rieure. Les données ainsi complétées peuvent étre utiles par elles-mémes dans certaines
applications. L'une de ces applications dans lequelle nous nous somme intéressé, est la
detection de corrosion interne dans le cadre bi-dimensionnel, qui est dans le cas le plus
simple modélisé par une impédance électrique, ou ceefficient de Robin, qui est le quotient
de ces données étendues. L’extension de ces données est basée sur la résolution des pro-
blémes extremaux bornés, ou en core (BEP), qui permettent de formuler les problémes
frontiéres en termes de reconstruction d’'une fonction analytique dans la couronne depuis
ses valeurs disponibles sur la partie accessible de la frontiére suivant un critére portant sur
la partie de la frontiére inaccessible aux mesures, avec une contrainte de régularisation. Le
cadre fonctionnel approprié étant les espaces de Hardy. Dans ce cadre, nous avons établi
des formules explicites pour cette extension au moyen d’opérateurs de Toeplitz, ayant de
bonne propriétés de robustesse et de continuité.

Les résultats de continuité qu’on a établis dans le théoréme 2.4 montrent qu’on ne peut
pas espérer mieux que la convergence faible de I'approximant (solution du (BEP)) sur la
partie inaccessible aux mesures, tandis que la convergence forte n’est assurée que sur la
partie accessible. En effet, les (BEP) fourni des solutions réguliéres mais leurs gradients
ne le sont pas. Nous avons alors pensé a améliorer notre résolution de facon qu’elle nous
donne des extensions, ou des approximants, dont leurs gradient est lisse. Pour résoudre
cette difficulté, nous avons étendu notre étude dans les espaces de Hardy-Sobolev, ot on
traite les problémes extremaux bornés pour un ordre supérieur. Le théoréme 3.6 montre
que cette résolution permet d’obtenir des résultats de convergence forte sur la partie
inaccessible aux mesures pour un ordre élevé.

la résolution d’un (BEP) dans les espaces de Hardy-Sobolev ne régle cependant pas
tout, dans la mesure o la borne mise sur les données étendues est généralement - en fait
dés lorsque les données ne sont pas analytiques - saturée par la solution, ce qui oblige &
évaluer avec précision cette borne sur les données étendues de maniére précise pour avoir
une chance de les approcher convenablement. Il faut choisir une contrainte suffisamment

proche de la norme de 'extension sur la partie inaccessible. Une méthode de “validation
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7 Autres applications de approximation harmonique

croisée” avait été proposée dans le cas des domaines simplement connexes. Cette méthode
nécessite qu'une partie des données disponibles soit dévolue au calcul de la borne. Nous
avons proposé ici une méthode alternative qui tient compte de la plus grande rareté des
données disponibles dans le cas multi-connexe. Nous avons construit ainsi une famille
d’algorithmes consistant a appliquer le méme algorithme d’extension (d’ordre zéro) aux
dérivées successives des données disponibles. Le théoréme 5.3 prouve que ces algorithmes
sont d’autant plus robustes vis a vis des erreurs de mesures que leur ordre est élevé pour
I’approximant et pour la reconstruction du ccefficient de Robin. Ces résultats théoriques
de robustesse établis dans la partie II, qui sont corroborés par une étude numérique
exhaustive, ont fait 'objet d’un article soumis [63].

D’autre part, I’outil d’approximation harmonique a été exploité en vue d’établir des
estimation d’erreurs pour I’approximant ainsi que des résultats de stabilité logarithmique
globale avec un seul log pour le ccefficient de Robin. Ces résultats ont fait 'objet de la
publication [74].

Enfin et toujours dans le contexte bi-dimensionnel, nous nous somme intéressé aussi a
I'identification de fissures courbe dans une couronne, obtenue par une section plane d’un
tube, a partir des complétes sur la frontiére. On a prouvé, comment la technique d’approxi-
mation harmonique et la théorie des analytiques (conjuguaison harmonique, équations de
Cauchy-Riemann) permettent de formuler la présence d’une fissure en terme de disconti-
nuité de la fonction saut des solutions de deux (BEP). Les résultats numériques obtenus
sont tout a fait probants. Dans la suite de cette étude, on s’intérsse a étudier ce probléme
a partir des données disponibles seulement sur une partie de la frontiére extérieure de la
couronne, ot on va coupler la technique d’approximation harmonique avec le concept de
I'écart a la réciprocité [9]. Un article décrivant cette étude est en cours de préparation.

Une troisiéme application potentielle importante considérée dans ce travail, consiste
a la détection et a la localisation de sources ponctuelles dans un disque 2D depuis des
mesures frontiére d’une solution du Laplacien. Nous avons utilisé ’approche d’approxi-
mation harmonique dans deux couronnes pour étendre les données jusqu’a la frontiére la
plus interne. Une fois les données sont disponibles sur cette couche, 'approximation ra-
tionnelle ou méromorphe prend le relais afin de localiser les sources. Les résultats obtenus
dans cette étude a fait Uobjet d’un article soumis [26].

Concernant les problémes inverses, cette approche fournit une procédure de résolution
de problémes de Cauchy relativement stable et robuste par rapport aux perturbations sur

les données, numériques ou expérimentales.
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