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Introduction

On résout les problémes qu’on se pose et non les problémes qui se posent.
Henri Poincaré.

Probléme de Monge
Nous nous intéressons dans cette thése a ce que Panajiotis Zervos appelle “probléme de Mon-
ge”. Dans un article de synthése de 1932 [70], il définit ce probléme comme étant :

“lintégration explicite d’'un systeme de < n équations différentielles ordinaires
sous-déterminées devariablesz. Par intégration explicite nous entendons celle
ol I'on exprime les variables par des fonctions déterminées d’'un paramétre, de
n — k fonctions arbitraires de ce paramétre et de leurs dérivées jusqu’a celle d’'un
certain ordre pouvant contenir aussi un nombre fini de constantes arbitraires.”

Dans cette thése nous considérons une définition similaire mais au lieu de “intégration
explicite” nous utilisons la terminologie “paramétrisation”. €ertain ordreest un entierk’
donnant I'ordre maximal de dérivation des fonctions arbitraires. Dans la suite, nous considérons
aussi un multi-entier qui détermine les ordres de dérivation maximums pour chaque fonction
arbitraire. Le terme “paramétrisation” illustre la possibilité de paramétrer les solutions d’'un
systeme différentiel comme pour une courbe en géométrie. On considérera un paramétrage
comme la donnée d’'une fonctidn dépendant de fonctions arbitraires du tempst de leurs
dérivées jusqu’a I'ordréd qui nous donne une solutiana travers :

x=®(h,h,... ). (1)

Cet excellent article [70], dont une étude a été faite par Maurice Janet en[1971 [24], reprend
des travaux antérieurs dont nous citerons quelques exemples.

Gaspard Monge a résolu par cette approche un probléme d’intégration d’équations diffé-
rentielles sous-déterminées en 1784.
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David Hilbert a montré[18] que certains systémes ne possédent pas cette propriété d'inté-
gration explicite, c’est-a-dire que tous les systémes différentiels ne sont pas paramétrables.

Elie Cartan a résolu le probléme cent trente ans aprés Monge dans le cas des systémes dont
la solution générale dépend d’une seule fonction arbitraire du temps [5].

Dans [17], Edouard Goursat termine I'introduction par ce paragraphe :

Ces résultats sont encore bien particuliers. J'espére cependant qu'ils pourront contri-
buer a appeler I'attention de quelque jeune mathématicien sur un sujet difficile et
bien peu étudié.

Systéemes différentiels plats

En automatique, le contrdle des systemes linéaires est une discipline bien établie qui répond a
la plupart des problémes concrets de régulation locale en utilisant le comportement localement
linéaire des systemes.

Cependant les systémes linéaires sont assez rares dans beaucoup de domaines physiques
comme la mécanique. Une question importante est alors de déterminer si un systéme peut étre
linéarisé exactement (c’est-a-dire transformé en systéme linéaire) par un retour d’état. Dans
le cas d'un retour d’état statique la réponse a été donnée par Bronistlaw Jacubcyk et Witold
Respondek dan5 [22]. Dans le cas d’'un retour d’état dynamique le sujet n'est pas clos, méme
si de nombreux résultats existent|[11][13, 20]. La linéarisation dynamique consiste a coupler le
systéme avec un autre systéme dynamique de sorte que la combinaison résultante soit linéaire.

L'apport de [11/ 18] a été d’introduire la notion de “platitude différentielle” des systemes
de contréle. La platitude est trés proche de la linéarisabilité dynamique, mais elle est une pro-
priété structurelle beaucoup plus intéressante. Les fonctions arbitraires du/tesmmpisendo-
genes dans le cas de la platitude, c’est-a-dire qu’elles s’expriment en fonction des variables du
systéme et de leurs dérivées jusqu’a un certain atdadravers une fonctiof :

h=V(zi,... 5. 2)

Cette propriéte permet de générer effectivement les fonctions arbitraires a I'aide des variables
du systéme. On verra dans cette thése que la platitude est un cas particulier de paramétrisation.
En effet, en général on ne peut exprimer les fonctions arbitraipes rapport aux variables du
systéme que par des relations différentiellesisur

Dans la suite, on s'intéressera soit a la propriété de posséder une paramétrisation, soit a la
platitude.
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Contribution de la thése

Plus de deux cents ans apres les résultats de Monge, il reste tres difficile de déterminer si
un systeme différentiel admet une paramétrisation. Trouver explicitement une paramétrisation,
ce gui demande une grande connaissance des propriétés du systéme, permet évidemment de
répondre a la question. Cependant, ne pas trouver de paramétrisation a uR” orelfgermet

pas d'y répondre. En effet, il peut exister une paramétrisation a un ordre supéfielirfaut

alors démontre I'impossibilité d'une parameétrisation a tout ordre, comme l'a initié Hilbert, et
ainsi déterminer des classes de systémes non paramétrables.

Le but de cette thése est de trouver des conditions nécessaires et suffisantes pour qu’un
systeme différentiel soit paramétrable. Les résultats vont au moins donner un point de vue que
nous espérons pertinent pour I'étude de cette question et apporter des réponses partielles au
probleme.

Le chapitrg P n’est consacré qu'a des notations et a des rappels de résultats plus ou moins
classiques utilisés par la suite.

Le chapitrd ]l définit rigoureusement la paramétrisation des équations différentielles sous-
déterminées. Certains résultats vont éclairer I'angle d’attaque du probléme que nous avons
considéré ainsi que les limites que nous nous sommes données. Ces premiers résultats vont
circonscrire le probleme tout en lui donnant une dimension explicite par leurs limites et les
possibilités d’englober le probléme plus spécifique de la platitude. En outre, dans ce méme
chapitre, nous donnerons des résultats qui permettent de clarifier la notion de paramétrisation.
Ceux-ci concernent I'inversion des formules de paramétrisation des solutions d’'un systeme
différentiel, lorsque cette derniére existe, qui nécessite de résoudre un probléme de Cauchy
sauf dans le cadre de la platitude.

Le chapitrg P concerne des systemes différentiels a trois variables et deux controles c’est-
a-dire de degré d'indétermination deux. On considérera des paramétrisations avec des ordres
de différentiation quelconques pour les deux fonctions arbitraires du temps qui en forment
les arguments. L'approche mathématique s'inspire beaucoup d’'un article de Hilbert, dont une
version traduite en anglais est en annexe, et de sa reprise par Rouchan dans [58], en cherchant
des obstacles a une possible paramétrisation. L'utilisation des théorémes d’inversions locales
ou des fonctions implicites ne permet que rarement d’expliciter un paramétrage lorsqu'’il existe
mais elle permet de ne pas avoir a préjuger d’un ordre de paramétrisation. Le résultat principal
de ce chapitre est de montrer gu’un systéme n’est généralement paramétrable (en dehors de
cas déja étudiés) que si un certain systeme d’équations et d’'inéquations aux dérivées partielles
admet une solution. Nous conjecturons que de telles solutions n’existent pas en général. Nous
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montrons seulement que lorsque le plus petit des deux ordres de différentiation des fonctions
arbitraires du temps est inférieur ou égal a deux, le systeme d’équations et inéquations aux
dérivées partielles n’admet pas de solution, mais ceci constitue un premier pas pour démontrer
la conjecture.

Dans le chapitrg]3, on s'intéresse a des systémes de dimension quelconque, et I'étude est
ciblée sur la platitude. On tente d’'écrire les “équations de la platitude” et de leur donner un sens
bien qu'il y ait potentiellement un nombre infini de variables. Ce chapitre constitue en lui-méme
un cadre algébrique intéressant. Ce cadre est local et considére des séries entiéres d’'un nombre
fini de variables parmi un ensemble infini. Ce chapitre propose une filtration des équations
de platitude qui pourrait déboucher sur un algorithme permettant de tester I'existence d'une
paramétrisation endogene d’'un systéme différentiel. Il est intéressant de noter que la filtration
permet de ne pas avoir a retravailler sur les équations a un certain ordre lorsque I'on s’intéresse
a I'ordre suivant. Il est cependant dommage que peu de résultats aient pu étre mis en exergue.
La raison en est que cette filtration ne traite qu’'une partie des conditions : la difficulté majeure
concerne la caractérisation de l'inversibilité d’opérateurs différentiels non scalaires. L'article
[8] de Vladimir Chetverikov donne des résultats préliminaires sur ce sujet.
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Ce chapitre est un bref rappel de notions mathématiques qui seront utilisées dans ce docu-
ment. Le lecteur au fait de ces notions peut entierement ou en partie se passer de la lecture de
ce chapitre.

0.1 Rappels de géométrie différentielle

Des I'époque secondaire, les mollusques construisaient leur coquille en suivant les lecons de
géomeétrie transcendante.
Gaston Bachelard,

Le but de cette section est de fixer des notations, et de rappeler divers résultats classiques
dont les énoncés nous serons utiles. Le lecteur est supposé familier avec les notions de géomé-
trie différentielle élémentaires; on renvoie par exemple & [66] pour un exposé détaillé.

0.1.1 Généralités

Applications «lisses». Tout est fait dans la classe analytique réelle, c’est-a-dire que les fonc-
tions “lisses” sont les fonctions analytiques./Siet N sont des ouverts d&? etR? | il n’y

a pas d’équivoque sur ce que I'on appelle une application analytique #elle> N, ou

M — R; un difffomorphismes : M — N est une application analytique inversible dont
l'inverse est analytique ; alors nécessaireménat d’.

Variétés. Vu gue toute I'étude présentée ici est locale, les seules variétés que I'on rencontre
sont des ouverts connexks C R¢, sur lesquels il y a bien str des coordonnées toutes trouvées,
mais il estimportant que les propriétés énoncées ne dépendent pas de ce choix de coordonnées.
Un systéme de coordonnées est une application d’un olvert M versR? qui définit un
difféomorphisme analytique d€ sur son image. SM est un ouvert d&?, cette inclusion
fournit un systéme de coordonnées, mais il y en a bien d’autres et on n’en privilégie aucun.
L’espace tangent &/ en un point: € M est simplemeniR?, mais on notera tout de méme
parfoisT, M pour indiquer que sa structure d’espace vectoriel est bien définie. Par exemple, il
est licite (cf. sectiop 0.1]2) de parler de «sous-espace vectoriél/de> alors que I'expression
«une droite dand/» n’a aucun sens, ou tout-au-plus un sens relatif au systéme de coordonnées
choisi.
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Champs de vecteurs. Une fois choisies des coordonnées, un champs de ve&tesur M
peut étre vu comme une application analytique rékfle- R :

ai(z)
= X(z)= : 1)

aq(z)
ou lesa; sont des fonctions analytiqué$é — R. En notantd/Jx; le iéme vecteur de base, ou
plutdt 'application qui a tout: associe ce vecteur, on peut noter

0 0
X =a -2 4 fag—=. 2
al@xl + +ad8:ﬂd (2)

La maniére dont les fonctiong sont changées lorsque I'on change de coordonnées reléve de
formules classiques.

Dérivée de Lie, crochet de Lie Sih : M — R est une fonction eX un champ de vecteur
surM, on peut leur associer t#érivée de Lie dé le long deX, ou dérivée directionnelle, que
I'on noteraX h (on trouve aussL xh ou Lxh dans la littérature). On peut la définir par

Xh(z) = Dh(z)X (),

ou D est I'opérateur de dérivation.

Xh(x) est aussi la dérivée par rapport au temps=a 0 de la valeur de: le long de la
solution det = X (x) passant par au temps 0.

A deux champs de vecteus§ etY sur M on peut associer lewrochet de LidX, Y] qui
est un nouveau champ de vecteur dont I'expression est la suivante, en coordoniéest si
donné par[(2) eY" par la méme formule avec des fonctidnswu lieu deg; :

0 0
XY =X —-Ya)) — +---+(Xbg —Yaqg) — . 3

ceci définit un champ de vecteur indépendamment des coordonnées dans lesquelles ce calcul
est fait. Il est bien connu que la dérivée de Lie selon ce champ est le commutateur des dérivées
de Lie selonX et selonY’, i.e., pour tout fonctiorh, XYh — Y Xh = [X,Y]h.

De la maniere on peut définir leurs crochets itérés par I'utilisation de la notation suivante :

adyY =Y

i+1 i (4)
adi 'Y = [X, ad Y.
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0.1.2 Famille de champs de vecteurs, distribution

Soit D une famille, finie ou infinie, de champs de vecteurs&urOn appelle distribution
engendrée paP, la correspondance qui associe a tout paird M le sous-espace vectoriel
D(x) deT, M défini par

D(z) = Vectr{X(x), X € D}.

Plus généralement, une distribution (analytique) est une telle correspondancequi est
engendrée par certains champs de vecteurs analytiques. Si le rdnhgi.éela dimension de
D(xz)) est constant dans le voisinage d’un point, elle est localement engendrée par un nombre
fini de champs de vecteurs linéairement indépendants en tout point.

PourX un champ e une distribution, X € D signifie queX (z) € D(x) pour toutz.

On appellebase d'une distributionD de rangr (éventuellement restreinte a un certain
ouvert) des champs de vectelfs, . . ., X, (éventuellement définis sur cet ouvert seulement)
tels que{ X (z), ..., X, (x)} soit une base d®(z) en toutx.

On considére la construction suivante. Pour une distribuflppn nommeD; la distribu-
tion définie par :

Dr=>b ©)
Div1=D;+[D,Dy).
Si il existeig tel que le rang dé;, ., est égal au rang dB;,, alors pour tout > i, le rang
de D; est égal au rang dB;, .

0.2 Forme particuliere du théoréme des fonctions implicites

Lemme 0.2.1 Considérons cing entiers s, ¢, p, ¢’ avecq < r + s etq’ < min{s, ¢}. Consi-
dérons une fonction analytique réelfe : (z,y, () — F(x,y, () définie sur un ouvert connexe
U deR"*** telle que RangE, 48) = g et Rang9r) = ¢ surU sauf éventuellement sur un
fermé d'intérieur videZ deU. Considérons le systéme

Z1
F(xly'"7$T7y17"‘7y87C17”'7Cp): . (6)

Zq

Alors, pour tout poin{xg, yo, (o) € U \ Z etzy = F(xo,yo, (o), quitte & permuter les indices
desy; et z;, il existe
— unvoisinagd/ C (U x F(U)) de(xo, 3o, o, 20),
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— une fonction analytique réell@ de la projection adéquate dé a valeur dandR?'
— et une fonction analytique réellg de la projection adéquate dé & valeur dandR?—¢
vérifiant RangZ) = g — ¢,
tels que,[(p) est équivalent &
n
G(T1, e Ty Yl - Ysy Z1s -2 2, Cly e -5 Gp) =
. (7)
Zq'+1
H(xy, . xe 21,00, 2¢5 G- Gp) =
Zq

pour (z,y, (, z) dansV.

Preuve du lemnfe 0.2.10n considere un poirito, yo, (o) € U \ Z. Aprés une éventuelle
permutation, avec

y/:(y17"'7yq’)7 y//:(yq’+17"'7y5)7

(8)
F/:(Fl,...,Fq/), F,/:(Fq/+1,...7Fq), Z/:(Zl,...,zq/),

on considére qu%ﬁ—,’ est inversible. On applique le théoreme d’inversion locale a I'application
I:
(x7 y? g) — (:U, ) F,(':U7 y7 C)? y//7 C)

qui définit donc un difffomorphisme d’un voisinage (d®, yo, o) Sur son imageG est I'ap-
plication définie sur cette image telle que cet inverse soit

(x7 Zl? y”? C) = (aj7 G(x7 2/7 y”’ C)’ y//7 C)

Alors,
FolNa,2,y",¢) = (¢, H(z,2,y". (), ),

avecﬁ(% 2y ¢) = F'(x,G(z,2',y",¢),y", ). Donc,I" étant un difffomorphisme, le rang

Iy 0
( oH OH > 9
52 oy”

0, eton prend

de %% est égal au rang de

OH
8yl/ -

H(z,7',¢) = F'(z,G(z,2,y", ),y ()

Comme ce rang esgt, on a




12 Préliminaires

De méme, le rang de2-, %—5) est égal au rang de

0 Iy 0
<8H oH 0> (10)
ox Oy

d’ou le rang de2 est bieng — ¢’

0.3 Equations différentielles, solutions, jets

Dans les systemes d’équations différentielles ordinaires considérés la variable “indépen-

dante” est toujours le temps, naté

Les notations: = 42, & = 4% et, pouri > 2, () = 42

- seront utilisées dans I'ensemble

du document pour faciliter sa lecture.

Les fonctions du temps sont toujours supposeées infiniment différentiable. Par solution d’un
systéme, y compris un systéme de contréle (seftion|1.1.2), on entend fofi€tialu temps
qui le satisfait identiquement.

U étant un ouvert d®&?, I un intervalle deR, eth : I — U infiniment différentiable, on
définit son jet d’ordré: comme la fonctiorjx (k) qui donneh et sesk’ premiéres dérivées :

De méme pour un multi-indice = (i1, . . ., 1q), On peut définir
Juh)®) = (B1) |y € R (11)
0<i<pu,

ou|u| est la longueur dg définie par

|| @ Nd — N
d
12)
v=(vi,...,vq) — |Jyv|= Zl/i.
=1
On garde souvent la notatigh, . .., A”) au lieu dej,(h), méme pour un multi-indice.

0.4 Germes, topologie de Whitney

Le temps n'a qu’une réalité, celle de l'instant. Autrement dit, le temps est une réalité resserrée
sur l'instant et suspendue entre deux néants.
Gaston Bachelard,



Germes, topologie de Whitney 13

Nous rappelons dé [15] que le germe d’une fonctfoa C*°(R, R*) enz € R aveck € N
est la classe d’équivalence deour la relation d’équivalence, définie par : pour touf etg
dansC>®(R,R¥), f ~, g si f = g sur un voisinage de.

Définition 0.4.1 Soitx € R etk € N. L'ensemblec® (R, R¥) désigne I'ensemble des germes
des fonctions dé> (R, R¥) au voisinage de.

Soit K et d deux entiers positifs € un sous-ensemble ouvert &&=+ On appelle
W(U) c C°(R, RY) 'ensemble des germes de fonctions lisses h(t) tels que(h(t), h(t),
., h5) (1)) est dand/ pour toutt au voisinage de zéro, i.e.

W) = {h € CCR,RY)|(h, h, ..., hE)) e U}. (13)

Proposition 0.4.2 Pour tout U ouvert d&®? pour un certain entied, WW(U) est un ouvert pour
la topologieC> de Whitney[[15, p.42].
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16 Paramétrisation des systémes sous-déterminés
1.1 Systemes sous-déterminés et systemes de contréle

1.1.1 Systémes sous-déterminés

Soitn etm deux entiers positifs e, < n. Considérons un systéme d’équations différen-
tielles ordinaires réel en la variabjesous la forme générdie

F(£,€) =0 (1.1)

ou ¢ prend ses valeurs dai® et I est une application analytique réelle d’'un ouvert connexe
deR?" a valeur dan®" .

On appellera solution dé (1.1) toute fonction du tera@svaleur dan®™ définie sur un
intervalle ouvertl deR telle que pour tout € I, F(£(t),£(t)) = 0.

Ce systéme est dit sous-déterminé lorsque sa solution générale dépend d'au moins une
fonction arbitraire du temps.

Une maniere de s’en assurer est de supposer que

Rang(al.?) = n—m,
851 i=1..n

tout au moins dans le domaine considéré.

L'hypothese concernant le rang maximal nous évite d’avoir des relations non différentielles
suré. Lhypothése sur le rang constant permet d’éviter des singularités et le tout nous permet
de mettre le systéme sous forme résolue.

Définition 1.1.1 On appelleV; I'ensemble des vitesses admissibles du systs (1.1) en un
pointé deR™, i.e. le sous-ensemble de (I'espace tangent au gaR™ formé des vérifiant
F(¢&,v) =0. Alors ) pourrait s'écriref € Ve pour touté.

Remarque — L’hypothése qus{?)’?)' , soit de rang constant — m dans ) en-
t/1=1l.n
traine queV; est une sous-variété dgR™ ~ R™ pour touté.
— Par commodité, on utilisera souvefitomme une variable sans référence a la dérivée

temporelle d& (langage des jets).

1On aurait pu définir de maniére plus générale un systéme d’'équation différentielles d’ordre supkriis &
en utilisant une technique élémentaire bien connue, on peut toujours transformer une équation différentielle d’ordre
r enr équations différentielles d’ordre Nous considérerons cette étape comme étant déja effectuée.
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1.1.2 Systéemes de controle

On considére généralement un systéme de contréle sous la forme

= f(z,u) (1.2)

avecr € R™ I'état du systemey € R™ le contrble et nous faisons I'hypothese gfiest
analytique réelle d’un ouvert connexe BT dansR".

Dans[I.R)u1, ..., un, sont des fonctions arbitraires du temps qui, pour des systemes phy-
siques vont correspondre a un moyen de modifier les solutions du systéme et que I'on peut de
ce fait appeler actionneurs.

L'origine de I'appellation “contrble” vient des systémes de l'automatique. Les modéles
étudiés ont des entrées et des sorties (ici la sortie &stt entier, en général c’est une fonction
de x). Les entrées sont des contrbles dans le sens ou l'utilisateur d’'un tel systéme ne peut
en madifier le comportement qu’en modifiant ces entrées. Les entrées permettent de contréler
au sens propre la dynamique du systeme. La capacité a réellement modifier le systéme pour
'emmener vers un état désiré en un temps fini devient alors une caractéristique déterminante
du systéme, cette notion est la contrélabilité. On travaillera au voisinage d’un point ou

Ranqgl‘]:) =m. (1.3)

Clairement,) est un cas particulier @1.1), avec (z,u) et F(£,€) = & — f(z,u).
De plus, I'hypothésg (1} 3) nous permet d'élimineet de déduire d¢ (7.2) une relation du type

G(z,4) =0 (1.4)

A l'invers, notons qu'on peut transformer le systéqne](1.1) pour le mettre explicitement sous
forme de systéme de contrble. Considérons le systéme (1.1).afee deux entiers positifs

tels quen > m. Comme(a—F) - est de rang constant— m, on peut, quitte a permuter
1=1,...,

o¢;
les (&)i=1,....n, €crire le systém.l) sous forme résolue er(&'g)%l,,__m_m en utilisant le

théoréme d’inversion locale :

éi:fi(faén—m+17~--)én)7 i:L...,n—m (15)

On considére maintenant les variablges= &1, . . ., um = &, €tz; = & pour touti,
on obtient alors un systéme de contréle :

{:ti:fi(m,ul,...,um), i=1,...,n—m (1.6)

Ti = Ui—ntm, i=n—m-+1,...,n.



18 Paramétrisation des systémes sous-déterminés

1.1.3 Systemes particuliers

Définition 1.1.2 On appellesysteme affinein systeme différentigl (1.1) (respectivement (1.2))
dont I'ensemble des vitesses admissibles en tout pgmspectivement) est un sous-espace
affine deT¢R" (respectivemerit, R™).

Rappelons (voir [46, déf. 11-11.2] o [29, page 56]) qu'une sous-varégkeeS C R™ est
une sous-variété telle que chaque poiniSdest un élément d’une droite contenue dans

Une définition plus pratique dans cette étude est celle d’'une sous-variétéliggggai est
'union d’'une famille 1iss€' de droites :

Définition 1.1.3 Une sous-variété réglée lisske dimensioni, 0 < d < n, deR™ est une
sous-variété de dimensiahqui admet une paramétrisatiofis, A) — c(s) + AX(s) ou X est
scalaire ets est de dimensiod — 1. Toute droite passant par le points) avec une direction
X (s) est appelégénératricale la sous-variété.

Un systéme réglé est un systéme différenfiel|(1.1)[oy (1.2) dont I'ensemble des vitesses
admissibles en tout point est réglé, mais nous demanderons de plus que cet ensemble dépende

de facon lisse du point (définition 1.4.1, secfion 1.4.2).

1.1.4 Algebre différentielle associée a un systeme de controle

On doit a Michel Fliess[[14] et Jean-francois Pommaret [52] d’avoir introduit les idées
d’'algébre différentielle en automatique. La construction qui suit est semblable a celle de [14],
cependant I'objet algébrique construit ici n’est pas un corps différentiel mais un anneau local ;
ses élément sont décrits concrétement comme des séries entiéres.

Pour définir 'algébre différentielle associée au syst§me (1.2), nous utiliserons les notations
utilisée dans le chapitfg 3).

On considerd A, +, x) 'anneau différentiel des séries entieresiem et un nombre fini
des dérivées temporelles deconsidérées comme des variables indépendantes. La dérivation
% est celle donnée p%x = f(=x,u). lanneauA construit ci-dessus est aussi utilisé dans [23]
par Bronistaw Jakubczyk, qui montre que deux anneaux différentiels associés a deux systémes
sont isomorphes si et seulement si ces deux systémes sont équivalents par transformation par
retour d’état dynamique définie sectjon 1]4.3.

On peut maintenant considéred[ 4], +, A) 'anneau des opérateurs différentiels sur
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dont un élément s’écrit

d 7
E a;— , k €Ly, 2.7)
ou lesa; sont des éléments dé. La loi multiplicative A vérifie

d d
— ANt=14+tN—. 1.8
dt * dt (1.8)

Al(A) est leA-module des différentielles dé constitué de -formes (endz, du, di, . . .)
a coefficients dangl. Cela correspond & la construction classique des différentielles de Kahler
en algebre différentiellé [26], déja utilisée dans|[10] pour définir le linéarisé tangent.

Pour plus de détails, le lecteur peut se référer au chapitre 3.

1.2 Paramétrisation des solutions d’'un systéme différentiel ordi-
naire

Dans la partie qui suit nous donnons une définition moderne de la paramétrisation de I'en-
semble des solutions d’'un systéeme différentiel ordinaire sous-déterminé souvent appelée para-
métrisation de Mongeé [44]. Il apparaitra ensuite a travers une définition de la platitude 1.3.1 en
guoi cette autre notion est un cas particulier de celle de paramétrisation.

Définition informelle. Discutons ici la notion de paramétrisation en nous affranchissant des
contraintes telles que les ensembles de définition, les singularités...

Une paramétrisation dg (].1) est la donnée de formbildépendant de: fonctions arbi-
traires du tempg et de leurs dérivées jusqu’a un certain orédfepermettant d'exprimer de
fagon explicite toute solutiof du systeme] (1]1) :

€ =®(h,h,..., K5 (1.9)

En d’autres termes, pour tout choix #et — &(t) = ®(h(t), h(t), ..., hE)(t)) est so-
lution de [1.1) et réciproquement pour toute solutior> £(t) de [1.]), il existen telle que
®(h,h,...,.h ) =¢.

Remarque Les notions de paramétrisation données dans la littérature [[44] 70,116, 6] sont
parfois plus générales. Dans|[6] ol [118], on ne préserve pas la variable indépendante, c’est-a-
dire que les fonctions sont des fonctions d’une autre variabieAinsi dans[(1.9) la dérivation

en < devient une dérivation er- et on a en plus une formule defonction des, h, 4,
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... . Notre point de vue rejoint celui dé [12], par exemple : pour des systémes physiques de
'automatique, paramétrer ainsi le temps n’a pas de sens. Dans [67] et ci-dessous, on donne
des exemples de systémes qui admettent une paramétrisation en “changeant de temps” mais
n’en admettent pas au sens que nous adoptons ici.

Par ailleurs, on peut rajouter le temps et des constantes aux argumes®tsIi¢on autori-
sait ceci, la propositiop 1.5]2 serait fausse : par exemple, pour un systéeme non cqntrglé (1.32),
le flot est une paramétrisation de ce type (sans fondtjohes sytemes que nous étudions sont
autonomes, i.e. ne dépendant du temps qu’'a travers les variables différentielles. On peut alors
se demander si les sytéemes de ce type admettant une paramétrisation avec le temps ou des
constantes arbitraires en plus des fonctions arbitraires du temps (comme dans la citation de
P. Zervos en introduction) admettent aussi une paramétrisation uniquement avec des fonctions
arbitraires. Cette question est soulevée dans [47].

Exenple. Le systéeme

T=1u
(1.10)
U=z +ud
admet une “paramétrisation” par une fonction arbitraide la variables de la forme :
t=30v"(s)+s
x = 20"%(s) —v'(s) (1.11)
42,115

y = Fu"(s) — 30" (s)v/(s) + v(s).

Cependant, ce systéme ne vérifie pas le critére des surfaces réglées (cf ci-dessous section
[1.6) et n'est donc pas paramétrable dans le sens que nous en donnons.

Définition formelle. La définition qui suit donne une vision plus précise de ce que nous
allons considérer comme une parameétrisation. Pour donner une version locale de cette notion,
on parle de germes de solutions ( voir secfion 0.4), mais on peut les remplacer si I'on veut par
“solutions définies sur un intervalle de temps assez petit”.

De plus, on remplac& dans [(1.p) par un multi-indice = (y1, . . ., um) pour distinguer
les cas ou nos formules dérivent certaines fonctignmaoins que d’autres (voir sectipn P.3).

Définition 1.2.1 Une paramétrisation d’ordrez = (y1, ..., um) du systéme (1) ep =
(€0, &0, .., €y € RHDn oty est un entier positif, est définie par

— un voisinagé/ deq dansR* D,

— un sous-ensemble ouvert connéxde R I#+m

— et une applicatiomnalytique réell@® : U — R"”
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tels que, en appelatl'application W (U) — C5°(R, R"™) quiassigne atout = (hi,...,hp) €
W(U) le germe & = 0 de I'applicationR — R™ suivante :

t = &(t) = @(ju(h)(1), (1.12)

les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
(i). pour touth € W(U), I'(h) est une solution d¢ (1.1),
(i). W) crw)).

W est définie dans la sectipn D.4jgtdésigne le jet a 'ordrex défini e 11.

Remarque Pour le systém.2), comme le rang%eestm, on peut exprimer. en fonction
dez et et donc on peut appliquer la définition ci-dessus agee x et (1.4) et ainsi choisir
une paramétrisatio® qui définit seulement au lieu d’'une paramétrisation qui défirit:, u).
On obtient alors une diminution de I'ordre de la paramétrisation de 1.

Le poin se traduit par des relations différentielles, obtenues en substitgait alans
) I'image par® d'un jetj,.1(h), vérifiees identiquement, aliest lem-uplet(1,...,1).
On peut noter cette relatioR(®, ®) = 0 signifiant la nullité d’une fonction delg:| 4+ 2m
variables(h, h,..., r++1)), Ce systéme d’équation aux dérivées partiellesbesst facile a
exprimer. C’est lui qu’on écrit au chapifre 2.

Le poin{(ii) est lui moins aisé a traduire explicitement. Pour cela, cherchons un antécédent
parI’ d’une solutior¢ de [1.]). Cela revient & étudier le systéme

P(ju(h) =¢ (1.13)

en tant que systéme différentiel ordinaireferia proposition suivante explicite I'élimination
deh en dehors de points singuliers.

Théoréme 1.2.2Soit une application analytique réelie d’un ouvert connexé de RI#+m
dansR™ vérifiant[(i] de la définitio 1.2]1. Alors il existe deux entiéfs L et Z C U x
RE+L)m=lul yn fermé d'intérieur vide tels que I'une des deux propriétés suivantes est vraie :
(i). Pourtouth € W((U x RE+Em=lul)\ 7) et¢ donné par|(1.18), il existe

— un entierN,

— W un voisinage d¢h(0), ..., hE+L)(0),£(0),...,£0)(0)) € RE+HL+HDm+(L+Dn,

— N +2entiersd;, 0 <i< N +1

— etN + 1 fonctions analytiques réelled, . . ., Hy définies suiv’



22 Paramétrisation des systémes sous-déterminés

tels que touth, £) € W(W) est solution d€ (1.13) si et seulement si il est solution de

F(¢,£) =0
WO =HOh, ... hN €, ... D)

' = HY(h,h2, ... hN €, ... €Ly (1.14)

RN — BN (b h, . R0 g (D)

\
oué e R eth?, ... hY estune partition par bloc des coordonnéeshiee dimensions
respectived; (par convention, si; est nul, le blod; et la fonctionH; n’existent pas).

(ii). Pourtouth € W((RE+Dm=—lul x 17)\ Z) et€ donné par|(1.13), il existd” un voisinage
de (h(0), ..., h5)(0),£(0),...,£1)(0)) dansRE+Dm+(L+Dn gt § . I — R (ne
dépendant pas dés, ..., (X)) tels que toute solutioh, £) € W(W) de [1.13) est
telle ques vérifie

S,...,.eH)y =0 (1.15)

et cette équation est indépendantefdg, ¢) = 0.

Par indépendant, nous entendons que localement le rang de la jacobienne de
..., 6P (S, F F,... FEY)
est strictement supérieur a celui de la jacobienne de
(& ..., D) s (F F,... FE),

Dans le poinf (i) du théorenje 1.2.2, par équation indépendante nous exprimons le fait qu'il
existe des germes de solutions|de (IL.15) qui ne sont pas solutigns|de (1.1).

De plus, dans le poift (Ji), les fonctiogsdonnées paf (1.12) satisfont au moins une équa-
tion différentielle indépendante de (L.1) et donc uritele peut pas définir une paramétrisation
au sens de la définitign 1.2.1 car il ne peut en satisfaire le point (ii).

Ceci montre la proposition suivante.

Proposition 1.2.3 Une paramétrisation? au sens de la définition 1.2.1 vérifie toujours la
propriété (i} du théorémje 1.2.2.
Avant de démontrer le théoréme 1]2.2, nous allons donner une définition moins abstraite

d’'une paramétrisation de (1.1) et nous montrerons ensuite quejsi (1.1) admet une paramétrisa-
tion définie paf 1.2]1 alors presque partput|(1.1) admet une paramétrisation définie par :



Paramétrisation des solutions d’un systeme ditférentiel ordinaire 23

Définition 1.2.4 Une paramétrisation réguliere d'ordye = (1, .., um) du systéme (1.1)
en (£, &o, - - - ,g(()”)) de R(»+1n est définie par un voisinagé de ce jet danR“ D" un
sous-ensemble ouvelt de R™(K+1)| K = maz{x;}, et une applicatioranalytique réelle
¢ : U — R" tels que, en appelarit I'application W(U) — C§°(R,R™) qui assigne a tout
h = (hi,...,hy) € W(U) le germe & = 0 de I'applicationR — R™ suivante :

t = &(t) = 2(ju(h)(1), (1.16)

les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
(i). pour touth € W(U), I'(h) est une solution d¢ (1.1),

(ii). il existe des entiers positif$V, do, ...,dy tels qued d; = m et N + 1 fonctions

Hy, Hy, ..., Hy tels que pour tout € W(V) solution de[(1.l)2 € W(U) est so-
lution deI'(h) = ¢ si et seulement i est solution de

RO = HO(RY, ... WM €, ..., €F)
RU = HY(h, 12, .. BN ¢, ... D)

(1.17)
RN = HN (b, h, ... ,hN=D ¢ (@)
oun' = (hdo+---+d¢—1+17 ce 7hd0+---+di)’
(iii). lesm applicationsaif;{) : U — R™ pouri € {1,...,m} ne sont toutes identiquement

nulles sur aucun sous-ensemble ouvertide

Comme en presque tout point une paramétrisation est rédulierg 1.2.5 et comme le théoréme

nécessite un prolongement dugjgth) en un jetJx (h) il est pratique de définif sur
un ouvert deR"™X+1) 'mais® ne dépend en réalité que des dérivées jusqu’a I'guglae h;,
pour touti € {1,...,m}.

Le point[(ii) de la définitiory 1.2]4 porte le méme numéro que le goint (ii) de la définition
N

1.2.1 car il 'implique. En effet, pour toute solutighe W(V), il suffit de fixerZi X d;
=1
conditions initiales &' (0), h2(0), h2(0),..., AN (0),...,h”NN=1(0)) pour résoudre le sys-

teme ) et ainsi obtenir un antécédent dai$/) de¢ parl'.
Linformation supplémentaire dans le pdint](ii) de la définifion 1.2.4 est la possibilité pour
N

touté € W(V) de paramétrer la “fibrel" =1 (&) parZi x d; constantes.
=1
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Remarque Dans le langage de [12], une paramétrisation réguliére définit une submersion de
type fini d’une diffiété triviale (ou espace affine trivial) sur la diffiété associée au systéme.

Dans la suite, nous omettrons souvent I'épithéguliere d’une paramétrisation, mais la
paramétrisation qui sera considérée sera toujours réguliére au point ou elle sera étudiée.
La discussion précédente se résume par la proposition suivante

Proposition 1.2.5 Si (1.1) admet une paramétrisation d’ordeesur un ouvertV, alors {1.1)
admet en presque tout point ffleune paramétrisatioméguliéred’ordre .

Preuve du théorénie 1.2.2Tout d’abord, nous allons utiliser les remarques de la partie
[1.1.2 pour écrire le systémp (JL.1) sous forme de systeme de cofirdle (1.2), i.e. , supposer
queé = (z,u) et F(&,€) = & — f(z,u), oz € R etu € R™. Dans cette partie, nous
avions en effet remarqué que I'on pouvait passer d’un sysf{énje (1.1) & un systeme de contrdle et
inversement de fagon explicite. Considérons un ouvert conlifedeR "I+ et une application
analytique réell@ : U — R™*™ vérifiant le poin dela définitio.l. Comme I'on devra
se servir des dérivées de tous lggusqu’a I'ordre K, on considére et on appelle par le méme
nom l'application analytiqu® : U x REX™~Ilul — R*+™ qui ne dépend que de ses arguments
éléments dé&/ avecK = max{y,}. On a alors les relations

{ z; = ®;(h, h, LRI 1<i<n (1.18)
w; = Pipn(hyh, ... b)), 1<i<m.

On étudie d’'abord la premiére étape du procédé (éiape

® étant analytique su¥ xRE™~ ¢l |e rang de Iajacobienré(azi)) est constant
sauf peut-étre sur un sous-ensemble fermé d’intérieur vide. Oniconsii:dlé'r'églors deuxgntiers
et pg les rangs respectifs dé;&%)élmm et de (%)in+l,---7n+m- Soit My une mi-

J=1...n J=1,...,n
neure((po + qo) x (po + qo)) de cette jacobienne de rang génériquement pleify é& fermé

d’intérieur vide sur lequel le déterminant d&, est nul.

Quitte & permuter les indices deu et deh, on considére que cette mineu® (h, . . ., hK))
est celle définie par les dérivées partielles élepouri € {1,...,q0,n+ 1,...,n+ po} par
rapport aux variables, . . ., hy, 14, On applique alors le lemnje 0.2.1 avec pbutapplica-
tion

_ K
(Ao BID) s (B RO U D g s ),
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h,...,hE=D pour lez du lemme 25 pour ley du lemme epg + ¢o pour leq’ du lemme et
on obtient :
K _ K K .
hg ) — Ui(h,..., hE 1),h§,0£q0+17...,h$n ),931,...,J:qo,ul,...,upo), 1<i<py+qo
Dio(hy . WED oy m U, ) =T o1 <i<n
(i)i-‘rn,()(ha s 7h(K_1)7x17 s Lgg, ULy - - 7up0) = U, Dpo+ 1<i<m.
(1.19)
K- K K
h,...,h( 1),h1()0_£q0+1,...,h571),xl,...,xqo,ul,...,upo.

Le premier indice deb correspond aux indices d18) et le deuxieme indice est l'indice
d’'étape, ici zéro. Le¥; correspondent aux fonctiods; du lemme et le®, les fonctionsH,.

. o . ad; o
SOIt(SO =m—Dpo-. S| Ie rang d<m>iE{q0+1,...,n,n+p0+1,..
ke{0,.., K1}

adp + n — qo, alors il existe une relation non triviale(x, v) = 0. Or par tout pointxg, ug)

nt+m) EStStrictement inférieur

passe une solution de= f(z,«), notamment en un point ne vérifiant p&seo, up) = 0, les
relations sont donc indépendantes. On est donc dans|le ¢as (ii) du théoreme.

Sinon, pour collecter les relatiorjs (119) et les suivantes définies au cours de I'algorithme,
on définitIl, par :

Iy = ((I)q0+1,0 —Tgo+1s---5 (bn,O — Tn, (Dn+po+l,0 — Upg+15-- -, (I)ner,O - Um)

et on termine ainsi I'étape.

Etapej € N.
Alafin de I'étapej — 1 on a des entier§;_; etp;_; et on a défini des fonctions;, pour
1 <i < go+m—d;-1 qui définissenth;_; = (V¥1,..., ¥y 1m-s,_,) €t une application
I
) = (HH, (B i1 — ug*1)1+m_5j_1§i§m) , (1.20)

pourj > 2, IT, étant déja construite explicitement. Alofs, (1.1) est équivalent & :

1 (y. . RED o uU) =0

(K) _ - (K) (K) -
hi —\If((h,...,h(K 1)’h1+qo+m—5(]‘71)"”’hm 7"L‘7u’.."u(‘j 1))

(1.21)

On dérive par rapport au temps les équatién,&l = u(j_l), d’ordre de dérivatiods — 1

)

enh, on fait ainsi réapparaitre les variabFéé( ),
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A,_1 nous donne les expressions de certaix"]@ gue I'on réinjecte alors dans les dérivées
desém_l pour obtenir de nouvelles équations en utilisant f(z,w) pour exprimets :

5 K-1) p(K) (K) 1), (9) @)
®;i-1(h,..., pE=1), h1+q0+m_5(j71), o b Ul ),u1 - ’um—é(j,l))
:ugj)v 1+m_5]—1§Z§m7
(1.22)
0%,
On appellep; le rang de(#)Hmf&jilgigm
" tgotm—8;_1<k<m

On définité; = ;-1 — p; et on considere, quitte a permuter des variables, la mineure

M;(h, ..., hE+7)) formée deg; lignes et colonnes correspondant aux derivees partielles de

®; j_1 pouri € {1+m —dj_1,...,m — J;} par rapport aux variablefsEK) pouri € {1 +
go+m—23d;_1,...,m—0;}. M; estici considérée comme une fonction/det de ses dérivées
seulement en remplacant dabs;_; les variables:, u et les dérivées de par leur expression

en fonction deh et de ses dérivées issue le (1.18) et de ses conséquences différentielles. On
appelle alorsZ;, fermé d'intérieur vide, le lieu ou le déterminant g s’annule et on se place

en dehors de ce fermé. Comme pour I'étapen applique le lemmje 0.2.1 avec pour fonction

r:

K—1) . (K) K . i—1) , (4) ()
(h,...,h( 1),h1+q0+m_5(j_1>,...,h7(n),a:,u,u,...,u(] 1),u1] ""7unj1—6<j_1))
— (h,...,h(K_l),hgi)lo+m75j,...,h%(),x,u,a,...,u(j_l),ugj),...,uglaj)
et obtenir :
hEK) = \I]l(h, . .,h(K_1)7h§I_;§()JO+m_§ja . '7h’£TIl()7x7u7‘ . 'JU(j_1)7u§_j)7 tee 7u7(’i)—(57')’

1+qo+m—5j_1§i§qo+m—5j,
i)i,j(h,...,h(K_l),x,u,...,ugj),... u(j)é):u(j), 1+m—46; <i<m.

7 ' m—0; 7
(1.23)
) j
Silerang de(a;l{;; , 2ot ) i{14m-s,,..m) Eststrictementinférieur ¥ _ §,+n—qo, alors
ke{0,.... K1} 1=0 '
il existe une relation non trivialé(z, u, . . ., u) = 0. Or, par tout je(zo, uo, .. ., ul’’) passe

une solution de&: = f(x,u) et donc aussi en un jet n"annulant gassS est donc indépendante
des = f(x,u) eton estdans le poift (ji) de la proposition.

Sinon, on définifl; = (II;_1, (éi,j)ie{prm,(;jwm} — ugj)) et on termine ainsi I'étapg

Le procédé s'arréte a I'étape soit lorsqu’on a une relatio§ (z, u, . . ., u®)) = 0 indé-
pendante de& = f(z,u), soit lorsque;, = 0.

Dans le premier cas, on obtient le pginf|(ii) du théoréme.
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L
Dans le deuxiéme cas, le rang @6 ) e o..... 1} €St exactement — g + Y 4, etll,

1=0
est une fonction des variablés...,h(5=1 2w, ... «L). On peut remarquer qug = 0
dans ce cas la. On applique le lemme 0.2.1 avec. , h(5—2) pour lex du lemme h(K—1)

poury, une partie des” pour z et lesx; et le reste des? pour la variablel. On obtient

i i
alors des relations exprimant certaihnlg(_l) en fonction des, ..., h(K=2) dez et d’'une
partie deSugj). On extrait aussi en utilisant ce méme lemme de fagon itérative une partie des

RE=2 puis desh(5K=3) ... On obtient ainsi une collection de relations exprimant cerﬂafiﬁs

(2

appelons/; I'ensemble des indices dééj) ainsi obtenus. Pour Ig le plus petit, appelons-

le jo, on dérive Ies’zgjO) par rapport &. On va alors substituer dans les formules obtenues
(Jo+1) gt

précedemment lek; pouri € I;, et ainsi obtenir de nouvelles expressions 1713!;Z

pouri € I;, |JI;+1. Cependant, la substitution peut amener des relations triviales que I'on
o) pouri € I, | Iy 41 et

en substituant les expressions de ces dérivées dahg(ﬁ%) pouri € I; 2. On obtient bien
L
alors les fonctiong??, ..., HY de (1.14) et on prend = U Z;

=0

élimine. On itére jusqu’a 'ordréC ce procédé en dérivant Iéé’

1.3 Platitude

1.3.1 Définition

La notion de platitude d’'un systeme a été introduite par Michel Fliess, Jean Lévine, Phi-
lippe Martin et Pierre Rouchon, cf. [111,113] pour les corps différentiels et [12] pour le cadre
analytiqgue owC.

La platitude est I'existence d’'une sortie plate, i.emuuplet de fonctions des variables du
systéme et de leurs dérivées telles que

(). Leséquations du systeme n’entrainent aucune relation différentielle entiddestions
gui constituent la sortie plate.

(ii). Toutes les variables du systéme peuvent, réciproquement, étre exprimées a l'aide des
composantes de la sortie plate et de leurs dérivées.

Le point{(i) exprime le fait que ces fonctions formant la sortie plate sont arbitraires.

Bien que 'accent soit plutdt mis sur la platitude dans [12], on y trouve aussi I'équivalent de
la paramétrisation réguliérééfinie a la section précédente (voir la remarque apreés la définition
[1.2.4). Sans préciser le sens de chaque mot, I'existence d’'une paramétrisation réguliere coin-
cide avec I'existence d’'une transformation par retour d’état dynamique exogéne linéarisante, et
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la platitude peut étre vue comme I'existence d'une transformation par retour d’état dynamique
endogéndinéarisant. Suivant cette terminologie, on pourrait ici appeler endogéene une parame-
trisation réguliére ave&’ = 0 donc a I'unicité deh pour une solutiorf donnée sans avoir &
intégrer de systéeme différentiél €st donnée directement en fonction&det des ses dérivées
jusqu’a un certain ordre) puisque les équatipns (1.17) deviennent simplement

t— h(t) = Ho(E(t),...,£P(1)). (1.24)

On peut alors exprimer toutes les variables qui interviennent dans la paramétrisation, d’ou
le qualificatif d’endogéne (sN > 1, on ne peut pas se passer de variables “exogénes” pour
écrire la paramétrisation). Ainsi, on adopte, pour un systéme de plat, la définition suivante :

Définition 1.3.1 Le systémd (1.1) est plat en un paigto), £(0), ..., £#)(0)) € R&+D gil
est paramétrable au sens de la définifion 1.2.4 aVee 0. H° est appelée la sortie plate.

Evidemment, I'existence de sorties plates entraine I'existence d’'une paramétrisation. La
réciproque reste a notre connaissance une conjecture.

Remarque Un systéme = f(x,u) an états etn contrdles est plat si et seulement si le rang
de% est constant égal a. En effet, un tel systéme est équivalent au systiéme.

1.3.2 Approche algébrigue

Nous allons maintenant donner une vision plus algébrique de la notion de la platitude a
I'aide de la propositioh 1.3]2, cette fois pour le systemg (1.2) par commodité.

Proposition 1.3.2 Un systéme (1]2) est plat au sens donné dans la défifiitior] 1.3.1 si et seule-
ment si il existe des éléments, ..., x,n de A tels que{dxi,...,dx,} Soit une base de
Al(A), en tant queA[4£]-module.

Notons que, d’aprés cette proposition, il est évident que la Iiberbé[gg.]-moduleAl(A)
est une conditiomécessairgour la platitude dg (1}2).

Preuve :Sens direct.

Considérons le systemie ([L.2) en un point ou il est plat au sens de la définitign 1.3.1. Alors
toute solution(z, ) s’écrit de maniere unique a l'aide d’'une paramétrisadtod’une fonction
arbitraire du tempg = (hy, ..., h,,) et de ses dérivées temporelles par une formule :

(z,u) = ®(h, h, ... hMW) (1.25)
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Ainsi dz, du,du,. .. s'écrivent de maniére unique en fonction dle et des différentielles des
dérivées temporelles de Comme il existey telle queh = x(z, . .., z(’)) pour toutz solution
de [1.2), en remplagaritpar f(z,u) on obtient bien que leg; sont dans4. dx est alors une
base de\!(.A) en tant qued[4]-module.

Sens réciproque.

On considére; = (x1, - - -, xm) €léments ded tels que{dx, . . ., dx. } Soit une base de
Al(A), en tant qued[£]-module. Lesy; et leurs dérivées sont indépendants donc il existe
deux entiers/ et L et un difféomorphisme entre d’une partu, ..., u’) et d'autre part
X5 X, -, xF) et certainse; et certaines dérivées de certaims = et u s'écrivent alors de
maniére unique en fonction dgs et de leurs dérivées jusqu’a un certain plus a priori certains
x; et certainsu; et des dérivées de certains Or, lesdy; forment une base d&'(A), donc
dx et du s’expriment uniqguement en fonction dég;. Donc,z etwu s’expriment uniquement
en fonction deg et de leurs dérivées jusqu’a un certain orllire

La proposition suivante est la Proposition 3 de [1, 84] (ou on utilise des fonafiéhs
plutdt que des séries, et par “linearizing Pfaffian system”, il faut entendre basg d¢). On
note pare la version matricielle de la loi “externe” décrite a la secfion 1.1.4, qui consiste donc
a appliquer les opérateurs différentiels qui constituent la maftiesix éléments du vecteur
colonnef?, qui sont des formes.

Proposition 1.1 SoitQ une base d&'(.A), supposé libre. Le systén@l.Z) est plat si et seule-
ment si il existe? € A[£]™*™ inversible dansA[£]™*™ et tel que

d(PeQ)=0. (1.26)
Le démonstration de ceci tient dans le fait qu’étant donnée une basé.dg, on obtient toutes

les autres en lui appliqguant tous les opérateurs inversibles

1.4 Les transformations

Les transformations suivantes vont préserver I'existence d’'une paramétrisation pour un sys-
teme.
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1.4.1 Changement de coordonnées

Bien sdr, unchangement de coordonnée&st-a-dire un difféomorphismg d’'un ouvert
connexe d&R™ a valeur dan®”
z—x=¢(2) (2.27)

définie au voisinage d’'un poinf induit des transformations naturelles sur les systémes. Il

transforme le systeme (1.2) en= f(z,u) 00 92(2) f(z,u) = f($(2), u).

1.4.2 Transformation par retour d’état statique

On peut définir un&ransformation par retour d’état statique non singulig@ur le systéme
(1.2) comme une application analytique réglld’un ouvert connexe d&” x R™ & valeur dans
Rm

(2,v) > u = f(z,0), (1.28)

définie au voisinage d’un poilit, ug) telle que

gf(xo, ug) est inversible. (1.29)

Cette application transforme le systér@(l.Z)’neﬁ f(x, v) 2 f(x, B(x,v)).
On peut désormais définir les systéemes réglés.

Définition 1.4.1 Le system¢ (1.2) est wwysteme réglé@u voisinage de zéro si et seulement
si il existe une transformation par retour d’état statique non singuliere us) = (€, s, \)
analytique réelle otu; et s sont dansR™ ! et uy et A sont dansR, définie au voisinage de
zéro, aveg3(0, 0,0) = (0, 0) (voir (1.28)), qui transforme le systeme en

€ =c(€,s)+ AX (£, 5) (1.30)

ol ¢ et X sont analytiques réelles a valeur daR8.

Remarque On notera que si le systén@l.Z) est réglé et si le rangggfga(o))iﬂ..m est
constant égal an, alors X (0,0) # 0 dans [(1.30).
1.4.3 Transformation par retour d’état dynamique

Définition 1.4.2 Une transformation par retour d’état dynamique non singulgoar le sys-
teme[(1.R) est un ensemble de deux applications analytiques réedes d’'un ouvert connexe
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de R™(ds+1)+n et d'un ouvert connexe de™(d+1)+n" raspectivement vef&” pour deux en-
tiersd, etd;
(z,u) = &(z,v,0,...,0%))

1.31
(z,v) :‘I(x,u,a’,“’u(dz)> ( )

telles qu'il existeg analytique réelle d’'un ouvert connexe @& ™ a valeur dans— R"
définissant un systéme différentiel= g(z,v) ou (z,v) vérifie cette relation si et seulement
si (z,v) est 'image par® d'une solution(z, v) de [1.2). Inversement, on demande gue-
f(z,u) sietseulement i, u) est 'image parS d’une solution(z, v) dez = g(z, v).

Remarque Silerang deg—i est maximal, alors il suffit d’avoir en fonction de:, u, u, . . ., (%)
(réciproquement: en fonction de, v, 0, . .., v(%)) car v est une fonction de et 2 déterminée
par inversion locale (réciproquementest une fonction de et ).

Dans [42], Philippe Martin définit, dans le cadre analytique, I'équivalence dynamique de
deux systemes de la méme fagon.

1.5 Contrblabilité

Pour un systeme de contrdfe ([1.2) la controlabilité caractérise, en gros, la possibilité d'in-
fluencer les trajectoires du systéme simplement par un choix approprié des variables de controles
u1,..., U, au cours du temps. Il y a une vaste littérature sur le sujet qui est par exemple réfé-
rencée dans les manuels classiques([21, 45, 64, 68]; donnons simplement les notions qui hous
intéressent dans le cadre de cette étude.

Un cas évident de systeme non contrblable est un systéme sans conte8l@)( i.e. une
équation différentielle ordinaire

z = f(2). (1.32)

L'évolution dez est alors entierement déterminée par sa condition initiale.

De la méme fagon, un systenje (1.2) n'est certainement pas controlable s'il contient une
partieautonomei.e. si certaines coordonnées (ou fonction des coordonnées) vérifie une équa-
tion du type[(1.3R). La définition suivante donne une version de cette notion ot on a remplacé
I'équation [1.3P) par une équation scalaire de plus grand ordre d’une variable différentielle que
I'on appellera élément autononie [54].

Définition 1.5.1 On appelle élément autonome du syst§me (1.2) une fonction analytique sca-
laire non triviale de la variable d’état du systéme définie sur un ouvert connexe non vide, que
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I'on noteraz = ®(x), qui vérifie une relation non triviale de la forme(z, z,...,2()) = 0
ou ¥ est une fonction analytique réelle.

Remarque On aurait pu prendre: = ®(z, u, , . .., u(")), mais dans ce cas il est assez aisé
de voir que la fonctio® ne dépend pas des variables de contrble et de leurs dérivées. En effet,
considéronss le plus petit entier tel qu& dépende réellement dé*). Commez(*) dépend

linéairement de:("**) par le biais du coefficiengi%, la relation ¥ fait alors apparaitre que

o0® _
oulm)

I'ouvert connexe considéré. Par récurrence décroissante-son montre alorsb ne dépend

0 sur un ouvert connexe et donc, cominest analytiqued ne dépend pas de”) sur

pas deu et de ses dérivées.

Exenple. Le systeme

d 2
T =x7+ 2x129 + 1
Lo e (1.33)
iy =23 —u,
n'est pas contrélable. En effet,= x1 + o vérifie I'équation
s 2
z=2z". (1.34)

On sait classiquement que les éléments autonomes sont des intégrales premiéres de la dis-
tribution d’accessibilité forte du systéme. Cette construction précise est due a Velimir Jurdjevic
et Hector J. Sussmann dahs![27] a la suite des travaux de Claude Lobry dans [34]. Reprenons
la définition de[[45, définition 3.19], mais dai®& ™™ (pour rendre le systéme affine) : dans
R™™™ on définit les champs de vecteurs

f(x,u) = < f(:z(:),u)>, gi—aii, i=1,...,m. (1.35)

L'algébre d’accessibilité fort&, est alors I'algebre de Lie engendrée par
Adi(g), 1<i<m, j>0. (1.36)

La distribution d’accessibilité fort€, est la distribution engendrée par les champs de vecteurs
de cette algebre. La fonctiofi étant analytique(, est une algebre de champs de vecteurs
analytigues, le rang dg; est donc constant presque partout.

Si Cy est de co-rang strictement positif, alors il existe des éléments autonomes autour de
presque tout point. On verra dans ce qui suit (Proposition]1.5.2) que ces éléments autonomes
sont une obstruction a I'existence d’'une paramétrisation.
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Cependant, si ce co-rang est nul presque partout, alors le systéme possede la propriété d'ac-
cessihilité forte autour de tout point ou il est nul effectivement. Le sous-ensemble analytique
sur lequel le rang d&, chute estinvariant, i.e. toute trajectoire issue d'un point de cet ensemble
reste dans cet ensemble. On ne s'intéresse qu’aux point ou le raiggedemaximum.

La condition d’'accessibilité forte implique que le linéarisé du systéme est contrélable au-
tour de presque tout jet (d’ordre suffisamment élevE) [9, 63]. En terme d’algébre différentielle
(voir Sectio), cette condition se traduit par la Iibertédzﬂgg]-module des différentielles
AL(A).

En outre, pour étre paramétrable, un systéme doit étre fortement accessible comme nous le
montre la proposition suivante.

Proposition 1.5.2 Si le systémd (1.1) a un élément autonomeérifiant la relation ¥ (z, 2,
., 29)) = 0, alors le systéme n’est pas paramétrable.

Preuve :On considére le systénje (JL.1) doté de I'élément autonomqe vérifie la relation
W(z,2,...,2%)) = 0. Supposons I'existence d’une paramétrisation telleggep(h, . .., h(W).
En remplacant par son expression gndans¥ on obtient une relation faisant intervenir les
hg‘”“) en tant que différentielles dea 'ordre le plus grand. Cette relation est non triviale si
¥ ne l'est pas, ce qui contredit le caractére arbitrairé dil

1.6 Bref état de l'art

Comme présenté dans l'introduction de cette thése, I'article de P. Zervos dans [70] fait un
historique tres complet de ce que I'on appelle “probléme de Monge”. Des travaux de E. Cartan
[5], D. Hilbert [18], E. Goursat[[16], pour n’en citer que quelgues-uns y sont détaillés. Cet
article a été étudié par M. Janet dans [24] en 1971.

Dans l'article de Hilbert, dont une traduction en anglais est proposée en arjnexe B, I'auteur
montre I'impossibilité de paramétrer une certaine classe de systémes. Ces résultats ont été
exploités par Pierre Rouchon pour développer la condition nécessaire portant sur les systémes
réglés (voir ci-dessous). L'approche de David Hilbert nous a aussi permis de développer les
résultats qui sont présentés dans le chapitre suiyant 2.

Les résultats de Cartan ont permis de déterminer un critére pour la paramétrisation des
systemes affinesacontréles (voir ci-dessous).

De nombreux articles que nous ne pouvons tous citer montrent que certains systémes spé-
cifiques sont plats. Ces applications peuvent concerner la robotigue |28, 33], I'aéronautique
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[43,37], les moteurs électriques [86] 41}140,[61, 71] et le génie chimigule [48,/%56, 55|57, 59, 60]
pour n’en citer que quelques uns. Cependant, s'il suffit de trouver une paramétrisation pour
montrer qu’un systéme est paramétrable, tdche qui peut bien entendue se révéler ardue, il est
trés différent de montrer qu’un systéme est non paramétrable. Pour cela, il faut étudier les
propriétés de systemes paramétrés généraux et les contraintes qu'imposent la possibilité de pa-
ramétrer un systéme. Enoncons quelques-uns de ces résultats qui vont nous servir par la suite.

Systémes affines a deux contrblesLe systeme
= fi(z)ur + fo(z)us (1.37)

est plat si et seulement si le rang génériqueddeest égal & + 2 pourk € {0,...,n — 2}
ou Ey = span{ fi, fo}, Ex+1 = span{Ex, [Ex, Ex]}, k > 0. Ce résultat a été démontré par P.
Martin et P. Rouchon dans [39].

Systéemes a un controle. Lorsquem = 1, le systeme[(1]2) est plat si et seulement si il est
linéarisable par un retour d'état statiqé [7]. On peut alors caractériser les systémes plats par
des testd [22, 19].

Systemes affines de codimensian Lorsquem = n — 1 un systéme affine (voir définition
[1.1.2) est plat si et seulement si il est contrélable (fortement accessible, Yolr/1.5) [7].

Condition nécessaire. Depuis [58] 6P2] on sait qu’'un systéme doit étre régle définition
[1.4.3) pour étre plat .
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Soit le systeme de contrdle généfal[1.2) que I'on redonne ici pour se rafraichir la mémoire :

£=f(&u) (2.1)

oué € R etu = (uy,...,un) € R™ et f est une fonction analytique réelle.

On a vu a la fin du chapitre précédent que le probléme de paramétrisation est résolu pour
ce systeme lorsque: = 1 oun = m, sachant que par hypothese < n. Les plus petites
dimensions pour lesquelles le probleme reste ouvertisent3 et = 2. L'objet du chapitre
est donc de déterminer les conditions nécessaires et suffisantes portant sur la fopction
paramétrer au sens de 1]2.4 'ensemble des solutions du systéme ci-dessus pour ces valeurs de
m etn. Notre étude est locale autour d’un pofgs, up) = (0,0). On suppose que

Rang <8f(0) 8f(0)> =2. (2.2)

8U1 ’ 8UQ

Si ce rang était constant égal a 1 (zéro respectivement), on pourrait se ramener a un systéme
équivalent (en termes de solutions) a un (zéro respectivement) contréle. cf ectipbn 1.1.2. Les
points ou les rangs chutent sont des singularités que nous n’étudierons pas.

On donnera des résultats globaux “génériques”. L'aspect “générique” évitera une étude
portant sur les singularités qui apparaitront au fil des résultats. Cependant, si les résultats ne
portent pas sur les lieux de singularité, I'étude ne masquera pas leur existence. Ces singula-
rités seront regroupées dans un méme ensemble fermé d’intérieur vide, ce qui en justifie la
dénomination.

Ecrivons ) dans des coordonnéey, z. Quitte a permuter:, y, z de telle maniéere
que le ran@® dans [(2.R) provienne des deux premiéres coordonnées, on peut en appliquant
le théoréme des fonctions implicites aux deux premieres lign€s de (1.2) exptireét; en
fonction dez, y, z, & ety et les reporter dans I'expression #ld_e systéme ci-dessus est donc
équivalent a la seule équation :

2= f(z,y,2,3,9) (2.3)
ou f est une fonction analytique réelle de cinqg variables scalaires qui sera étudiée de préférence
f.

Rappelons la définition de paramétrisation, cette fois adaptée au sygiéne (2.3) ou, pour

Q)

éviter d'utiliser des indices pour nos variables, nous considérats a la place dé:; et ho,
x,y,z alaplace dexq, zo, z3 €tk, £ & la place deu; et us. Nous espérons qu’en rappelant la
définition avec ces notations, nous clarifierons la lecture des résultats.
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Une paramétrisation d’ordre(k, ¢), k < ¢ du systeme|(2]3) en un jét, yo, 2o, ©o, Yo,
e :c(()”), y(()”)) deRR?"+3 est définie par un voisinagé de ce jet dan&*3, un sous-ensemble
ouvertU deR*+/+2 et une applicatiomnalytique réelleb = (i, 1, x) deU dansR3 tels que,
en appelant’ I'application W (U) — C§°(R, R™) qui assigne a toutu, v) € W(U) le germe
at = 0 de l'applicationR — R3 suivante :

t (z(t),y(t), 2(t)) = ®(u(t), v(t), w(t), o(t), ..., u®(t), v (1)), (2.4)

les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
(i). pour tout(u,v) € W(U), I'(u, v) est une solution d¢ (3.3),
(ii). il existe deux entierg, < k etj, < ¢ et deux applications analytiques réellé$ et 10

tels que pour toutz,y, z) € W(V) solution de[(2.8)(u,v) € W(U) est solution de
[(u,v) = (x,y, z) si et seulement giu, v) est solution de

(2.5)

w(o) = gio(u, ... ulo=D o . pl0) gy . 2 y(L) 2)
pl90) = Vio(y, ..., ulo) v, .. w00~ gy 2 y(L) 2)

iii). 'une au moins des applicatio “’7—%,% : U — R" pourw € {u® v} est non
w? Ow’ Jw
nulle.

2.1 Condition nécessaire : controlabilité

On a vu, avec la propositign 1.5.2, que I'existence d’un élément autonome rend un systeme
non paramétrable. Le rang de la distribution d’accessibilité forte doit donc étre maximal (voir

sectio aveg: = 7, g2 = & etf =i L+ + f4). Or,

£, 81 = -2-f:2

£, 2] = -4 - il

£, £, g1]] = (fo+ fafs = ffoi = 9fys — i foi) 55

£, [£, g2]] = (fy+ fofe— FLog— Ufyy — 0fug) L 2.6)
g1, [£, g1]] = —foat

(g2, [£, 1] = [e1.[f, 8] = —fra e

g2, [£, g2]] = —ful

(£ g1], [f,82]] = (fag + fifoy — fifoo — fya) 22

Commeg;, g2, [f, g1], [£, g2] Sont indépendants, le rang est maximal si et seulement si un des
six derniers crochet est non nul. Alors, en terme de relation sur la fonftibexistence d’'un
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élément autonome se traduit par

fiz = fog = fog = fog + fifog — fya — fofzi

2.7

:fx'i‘f:bfz_ffz:b_yfyi‘_ifm:fy+fyfz_ffzy_yfyy_ifa:y:0 ( )
identiquement. Nous nous plagons donc en un paing, z, &, 7) ou

(fiis fags Fogs foy + fifoy — fyi — fyfeas fo + fife — ffoi — Ufyi — T faa, 2.8)

2.2 Condition nécessaire : systemes reglés

Depuis [58, 62], on sait gu'il est nécessaire (en dehors d’'un point singulier ettX
(définis dans la définition 1.4.1) ne peuvent étre prises lisses) qu'un systeme soit réglé pour
qu'il admette une paramétrisation (voir section 1.6). Exprimons cette condition sur la fonction
f.

La construction suivante dépend des coordonnées dans lesquelles on écrit le sysieme (2.3)
mais on peut montrer que le résultat lui-méme (théoféme|2.2.2) n’en dépend pas.

Définissons deux polynémes homogénes de degrés respectifs 2 et 3 de deux vamdbles
y et a coefficients dépendant de maniére analytique du point considéré:, i, v) :

Pyx,y) = fiiX> + 2fyxy + figy>, (2.9)

Py(x,y) = [f2iX’ + 3 faigX°y + 3 faggxy® + fogyy® (2.10)
ou les argumentsz, y, z, &, ) des dérivées partielles deont été omis et ou les notations
Py(x,y) et P3(x,y) sont préférées &(x,y, z,2,9)(x,y) et Ps(x,y, 2, Z,9) (X, y).

Définition 2.2.1 Unedirection nulled’un polyndme homogéene en les deux variables ety
est un coupléx,y) # (0,0) tel queP(x,y) = 0.

On parle de direction nulle cd?(\x, \y) = 0 < P(x,y) = 0 pour tout\ # 0.
Considérons I'application analytique réelede(x, y, 2, @, ¢) qui donne pour toutz, y, z, &, §)
le résultant de?, et dePs et I'applicationA, discriminant deP,, définies par :

Az, y,z,8,9) = fealyy — foi® s (2.11)
fee  2fay iy 0

0 fiz  2fzy  fgg O
R(z,y,2,2,9) = 0 0 foe  2fay  foy (2.12)
fesi  3fiig 3fegy  Sogy O
0 fize 3fieg 3fagy  Soiw
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(les argumentsz, y, z, &, ) ont été omis dans les membres de droite des ces égalités).

Remarque Rappelons qué& = 0 si et seulement 9, et P; ont au moins une direction nulle
commune et quA > 0 si et seulement si les deux directions nulleddesont réelles (racine
double siA = 0).

Le théoréme suivant est essentiellement une conséquence des résultats de [58, 62]. Nous
donnons tout de méme une preuve qui illustre bien pourquoi la condition ci-dessous est néces-
saire.

Théoreme 2.2.2Si le systemg (2.3) admet une paramétrisation d'ordre/) en un point
(0,0,0,2(1),y(1),2(2),42),...,2(L),y L)) deR*2L alors R = 0 et A > 0 sur un
voisinage d€0, 0,0, z(1), y(1)).

Preuve :Considérons le systenje ([L.2) avee- 3 etm = 2 et supposons qu'il admet un pa-
ramétragéo, ¥, x) d’ordre(k, 1) autour d’un je{0, 0,0, z(1), y(1), 2(2), y(2), ..., 2(L),5(L))
dansR32L que I'on note :

z = o(u,...,u® v, .. 00
y = Pu,...,u® v o) (2.13)
z = x(u,...,u® v, .. 0W),

On choisit(k, 1) tels que les dérivées partielles dey et y par rapport aux variables®*) et
v ne soient pas toutes identiquement nulles sur un ouvert ol la paramétrisation est définie.
Considérons de plus gu’elles ne s’annulent pas toutes au point considéré. En effet, si I'on
montre le résultat pour tout point ou elles ne sont pas toutes nulles, par continuité, on aura
R =0etA > 0 surl’ensemble de définition du systeme.

Les fonctionsp, ¢ ety vérifient 'équation du systemp (2.3), donc

X = f(#,%, X, b, 9). (2.14)

On remarque que cette équation fait intervenir les variables!) et v(+1). Dérivons )
par rapport a la variable*+1) et indiquons les dérivées partielles par un indice, nous obtenons
alors I'équation

Xuk) = fabym + fytbum (2.15)
qui entraine que, ) etvy,x ne sont pas toutes les deux nulles. Dérivons encore deux fois
cette équation par rapport a la méme variable pour obtenir

0= fisd? 4y + 2figbumr Vo + Fiath2u

(2.16)
0= faia®> o) + 3Frag®2 o0y Yt + 3FigyPutor V2 + Foga?d -
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qui nous donnento,, ), ¥, ) comme direction nulle non triviale communéeaet P, réelle
etdoncR=0etA>0 N

Remarque Cette preuve utilise des arguments proches des preuves des notes erj &nnexe A. En
effet, une équation du tyge (2}15) fait intervenir dans un des membres une dépendance linéaire
par rapport a une variable qui doit s’interpréter dans I'autre membre de cette méme équation.

Si la condition de ce théoréme n’est pas vérifiée, le systeme n'admet donc pas de paramé-
trisation. On supposera donc que cette condition est remplie.

La proposition suivante affirme que les conditiofs= 0 et A > 0) sont suffisantes pour
que le systemé (3.3) soit réglé autour de presque tout point. Seulement presque tout point, car
il peut exister des points singuliers autour desquels la direction des génératrices ne dépend pas
de facon lisse du point.

Proposition 2.1 Si le systéme de contrd[e (2.3) est tel qiest identiquement nul & positif
ou nul au voisinage d'un jet et siune des quatre conditions

) Ag) >0,

(i) A estidentiquement nul sur le voisinage m@f;, fi;, f;;)(q) # (0,0,0),

(i) fi, fi, etf;, sontidentiquement nulles sur le voisinage
est vérifiée, alors le systéme est réglé au voisinage de
Remarque LorsqueR = 0etA > 0, presque partout au moins une de ces trois conditions est
vérifiée. En effet, les points (ii) et (iii) regroupent les points®est identiquement nul et les
points ou les dérivées secondesfdg’annulent, mais’ étant analytique, si ces dérivées sont
non identiqguement nulles, elles s’annulent seulement sur un fermé d’intérieur vide. Le point (i)

est lui vrai presque partout gk n’est pas identiquement nul étant aussi analytique.

La propositiorj 2.l se retrouve avec d’autres notations dans [46] et nous ne développerons
pas plus avant la maniére de transformer le systéme pour le rendre affine. En considérant le
fait gu’'un systéme est nécessairement réglé pour étre paramétrable et qu’un systéme réglé peut
s’écrire dans certaines coordonnées sous la fdrme| (1.30), nous allons maintenant considérer le
systéme déja sous cette derniére forme.

2.3 Rappel de résultats connus

Les résultats de cette section ont été publiés dans [50]. lls sont rappelés ici pour pouvoir
couvrir 'ensemble des cas possibles.
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Si les conditions nécessair&s= 0 et A > 0 sont vérifiées, on peut génériquement mettre
ce systeme sous la fornje (1.30) que nous détaillons ci-dessous :

t=ci(z,y,2,5)+pXi(z,y,2,8)
y:CQ(JI,y,Z,S)+/1X2($,y,2’,8) (217)
z=c3(x,y,2,8)+puXs(z,vy, 2, ).

Notons ques et sont des fonctions de v, z, z, y telles qu€z, y, z, s, u) — (z,y, 2, &, 9)
soit un difffomorphisme local c’est-a-dire une transformation par retour d’état statique (voir
définition[1.4.2).

A l'aide des trois fonctionsX; de quatre variablesc(y, z, s) on définit deux champs de
vecteursY = X2 + Xga% + X3 etY = 2 dansR*. On ne considére que les points ou
les rangs :

r1 = Rand X, Y, [X,Y]}
rg = Rand X, Y, [X, Y], [X, [X, Y]], [V, [X, Y]]}

sont localement constants. Les notatigrisiésignent les crochets de Lie (vpir 0]1.(), r2)
vaut clairement soif2, 2), soit (3, 3) soit(3,4) (voir la fin de la sectiop 0.1].2).

Proposition 2.3.1 Si(r1,72) = (2, 2) le systémd (2.17) est soit paramétrable d’or(lrel ) ou
(1,1) soit équivalent au systénle (2.18) et non paramétrablérSi;) = (3,3), le systéme
(2.17) est paramétrable d’ordré), 1) ou (1, 2).

Preuve :La construction des paramétrisations se trouve dans [50, p.168, théoreme 3.1].
L'état considéré estr, y, z, s) et les contrOles sont et s, le systeme est ainsi affine en les
contrdles. En prenant comme &at (z,y, z, s) et comme contrbleg et s, on peut se ramener
aun systéme = X (€) +uX (€) + 5Y (€). Dans le théoréme cité l'auteur utilisg et X, ala
place de nosX etY. Le cas(r;, ) = (3,3) correspond aux points 4 et 5 de ce théoréeme. Le
cas(r1,r2) = (2,2) correspond aux points 2 et 3 du théoréme. Dans le point 2, 'auteur montre
que le systéme n’est pas plat dans un sous cas. En effet, le sygténe (2.17) est équivalent & un
systéme qui se décompose en deux sous-systemes indépendants, I'un paramétrable trivialement
et 'autre non paramétrable, a savoir :

& = a(z,y, 2)

y=z (2.18)
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. . . 2 , . . ..
aveca une fonction analytique réelle telle q@?g n’est pas identiquement nulle au voisinage
de(x,y, z). Le lemme suivant conclut la démonstratlin

Prouvons une version du lemme [50, p.184, Lemma 7.1] généralisé au cas d’'une paramé-
trisation (la référence ne concerne que la platitude).

Lemme 2.3.2 Le systemeg (2.18) n’est paramétrable sur aucun voisinage d’un (@iftz, 5)
tel que
Pa,
@(3«”7 y,z) # 0. (2.19)
Preuve :Supposons qu'il existe une paramétrisatign, x, ¢) d’ordre (k,¢) de (2.18)
dépendant de deux fonctions arbitraires du tempsv, on a entre autres :

z=opu,...,u® v ... o®)

2.20
y=v(u,...,ub) v, .. 00) (2.20)

On considére le plus grand entiky tel quey ou ¢ dépende effectivement deé*o), Alors
commez = a(z,y,y)ona:

o = alp, v, 9).
Or, le membre de gauche est linéaire par rappaff@ ) donc le membre de droite doit aussi

étre linéaire par rapport@*ot1) donc en dérivant les deux membres de I'égalité une fois par

rapport a(¥o+1) on obtient :
dp  Oda O

ouko) — 9z pulko)”
En dérivant une deuxiéme fois par rapport&+1 on a:

B 0%a O
= 922 dulko)

Cette égalité entre fonctions analytiques étant vérifiée au voisinage de tout point ol une pa-

ramétrisation existe, I'une des deux fonctions est identiquement nuIIe.% était iden-
. 850 . . . . PP aQa
tiquement nulle, alors- = le serait aussi, ce qui contredit la définition kg donc 5 est
identiquement nulle. Le lemme est donc démontré par contrapolition

2.3.1 Forme normale

Proposition 2.3.3 Si (r,72) = (3,4), alors il existe une transformation par retour d’état
dynamique

(2.21)
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qui conjugue les solutions de (2]17) a celles de :

N
Il
=

L 5,8) + 2 (2.22)

—
S

N e
Il
NS I3

,8) + [is

I
D> D
—
IS
IS N

Y )

Avant de prouver ce résultat, introduisons le lemme suivant.

Lemme 2.3.4 Si(r1,72) = (3,4), alors il existe une basgX, Y) de la distribution engendrée

par X etY et des coordonnées j, z, 3 telles queX = & + 25 + 54 ety = 2.

Preuve :cf. [3, chapitre II, théoréme 5.1]

Preuve de la proposition On applique le lemme aux champs et Y. On considere le
champXy = 135 + co . + 3 4. (X, V) étant une base de la distribution engendréeXpar
etY (et inversement), il existe quatre fonctiong, a12, a1, azs des quatre variables g, Z, §
telles que :

X =anX +apY

Y = an X + axY.

(2.23)

AppelonsP le diffomorphismex,y, z,s) — (2,7,%,3) = (¢,%,x,¢) ou I'on a omis les
argumentgz, y, z, s) aux fonctions. On dérive cette relation par rapport au temps (dérivée de

Lie) et on obtient

i=Xop+puXo+sYo
y = XoY + pXv + $Y9 (2.24)
z=Xox +pXx+sYx
§ = Xo¢ + pX ¢+ 3Y¢
Remarquons que:
Xop=1=a1nXo+anYe
fiC =1=anX(+axY( (2.25)
X¢=0=anX¢+a2Y(
Vo =0=anXe¢+anYs
donc
X = (X)X +(XOY (2.26)
Y =(Y¢)X + (YQ)Y.

Apreés un calcul élémentaire

(7,2, 5) = (Xo + (uX ¢ + $Y$) X + (uX{ + YY) (¥, x, ). (2.27)
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or, Y (¢, x,¢) = (0,0,1) et X (¢, x,¢) = (%, 5,0), donc, en posani = &

i
y=Xo(— )+ pz (2.28)
z

et avec

u = Xo¢ + pXo+ Y6 (2.26)
S =

XoC + pX ¢+ 5Y¢

on a bien construit les applicatio@set T et donc la transformation par retour d’état dynamique

(voir sectiorf 1.4.31

2.3.2 Etude de certains systémes sous forme normale

La proposition précédente nous améne alors a I'étude du sysiémp (2.22)eSiepend
pas des, le systéme[(2.22) est affine avec = n — 1 = 2 en posant (en tant que nouveau
contrdle remplacard) o = 6(z, 9, Z, 5) + 15 Ce cas est déja résolu et est rappelé au premier
chapitre (voir sectiof 1}6). Dans ce cas[la (P.22) admet une paramétrisation presque partout
d'ordre (1,1) et donc le systémé¢ (3.3) admet une paramétrisation d’ordre aulas (on
peut avoir a dériver les variablés y et Z pour obtenir les variables, y, z, voir sectiorj 1.p.

Sinon, on applique le théoréme d’inversion locale a I'application, z, 5) — (z,y, z,s) =
(z,9,2,p(z,7, 2, 8)) en définissank ety deux fonctions analytiques de quatre variables telles
queh(z,y,z, p(x,y,z,8)) = 0(x,y,2,s) etg(z,y, 2z, p(x,y,2,5)) = s, on obtient le sys-
teme :

T =p
y=5+ puz (2.30)
Z2=h(z,y,z8)+ g(z,y, z, ).

Ce systeme est alors équivalent a I'équation
2= h(w,y, 2,9 — 2&) + (2,9, 2,5 — 2i)i (2.31)

qui sera 'objet d’étude de la prochaine section (basée sur l'article en anhexe A). Cependant,
introduisons un résultat de Jean-Baptiste Pomeét [50] qui régle en partie ce cas.

Tout d’abord, définissons trois fonctiods 7" et J qui vont nous permettre de distinguer
les différents cas de systémes étudiés.

On appeller, y, z, A les variables dé et g.
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Soitw etn les formes différentielles (introduites de facon plus ou moins explicites dans
[50]) dans les variables, y, z, A suivantes

w = —2g.2dz + (gaa ha — g4 haa) (dy—2dx) — gaq (dz — gda) |
n = dz—gdz— hy(dy—zdx),
ou la notation avec un chiffreen indice indique la dérivée partielle d’une fonction par rapport

a sai-eme variable
Remarque En notantA le produit extérieur entre formes différentielles, on notera que
w A (dy — zdz) An = 2g3dx A dy A dz (2.32)

qui est non nul.

On peut alors décomposer le prodlit A w sur la baséw, n, dy — zdx, d)\) et définir trois

fonctionsS, T et J :
dw Nw = (Qid)\ An— %d)\ A (dy — zdx) + J(dy — zdz) An) Aw. (2.33)

L'expression delw étant :

dw = dA A ((94449 — 394944)dx + (gaaahg — haaags)(dy — 2dx) — gaaadz) + ((9144ha —
h144ga + gaah1a — g1ahaa)dx + (goasha — hoaaga + gaahos — goahaa)dy + (g3aaha — h3aaga +
gaahsa — gsahaa)dz) A (dy — zdz) — 4(gagoady + gagsadz) A dx + (gaahs — haags)dz A dz —
(9144d + goaady + g3aadz) A (dz — gdz) — gaa(grdx + gady + g3dz) A (dz — gdz),

nous ne détaillons pas la partie indépendani@&ddans ce qui suit. Nous pouvons toutefois
remarquer que cette partie congrue bief{@y — zdz) An modulow étant donné que A (dy —
zdx) An = 2g3dx A dy A dz (cf )).

De plusdz = n+ gdz + ha(dy — zdx) etdx = ﬁ(—w + (—gahas + hagas)(dy — zdx) —
gaa(n + ha(dy — zdx))) ce qui nous donne poudv A w :

397 3
dw ANw = (dAA ((5% — gaaa)n + (5944h44 — gahyqq)(dy — zdzx)) + J(dy — zdx) An) Aw.

On obtient alors une expression et deT" en fonction de dérivées partielles gdeth :

S = 2949444 — 3934

(2.34)
T = 2g4hass — 3gaahaa.

Remarque S/(g4)? est la dérivée schwarzienne gigar rapport a son quatriéme argument.
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Théoréme 2.3.50n considére) ¢ R?* I'ensemble de définition de et k. Sidw A w (ou
(S,T,J)) est identiquement nulle s&t alors le systemé (2.81) admet génériquement (en de-
hors d’'un fermé d’intérieur vide) une paramétrisation d’ordie 2) en tout point (générique)

(x0, Yo, 20, T0, Yo, Zo, Ho) tel que(zo, yo, 20, Yo — 200) € 2.

Par généricité, nous entendons partout sauf sur un fermé d’intérieur vide, comme indiqué
dans le théoreme. En effet, la démonstration nécessite des inversion locales de fonctions et
certaines inégalités doivent étre vérifiées. Lorsque ces inégalités ne sont pas vérifiées, il peut y
avoir des singularités qui ne sont pas étudiées dans le cadre de cette thése.

2.4 Reésultats nouveaux

Dans cette section, nous allons étudier I'équatjon {2.31) de facon plus approfondie, en
rappelant queyy # 0. Tous les résultats sont prouvés dans l'article en annexe. Ce qui suit
sera essentiellement une discussion de ces résultats afin d’introduire la conjecture qui suivra.
Comme il a été vu dans la section précédente, I'équdtion|(2.31) est équivalente au seul cas qui
reste a étudier apres le travail del[50] en ce qui concerne les systémes a trois états et deux
entrées.

2.4.1 Un systéme d’équations aux dérivées partielles

Dans cette partie, nous introduisons un systéme d’équations et d'inéquations aux dérivées
partielles, note’{ci,lf ), qui nous permettra de caractériser I'existence d’une paramétrisation du
systeme[(2.31).

Les équations deef,zf) vont nous permettre d’expliciter les paramétrages possibles de
) qui vérifient le poin) de la définiti.4. Les inéquations(@g; ) vont nous
permettre d'introduire les contraintes portant sur ce possible paramétrage pour qu'il vérifie le
point[(ii) de la définitiorj 1.2}4, c’est-a-dire que toute solution[de (2.31) a un antécédent par la
formule de paramétrisatiob.

Pourk et/ deux entiers strictement positifs, on définit un systéme d’équations aux dérivées
partielles &+ ¢+ 1 variables indépendantes, . .., u*=1 v, 0,...,v¢~1 z etune variable
dépendante.

Pour raccourcir les notations, définissons un champs de vetdaiR*+/+1 de coordon-
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nées les variables indépendantes présentées ci-dessus :

k—2 {—2

(2.35)

7}

i=0 i=0
ou les sommes sont nulles lorsgkie= 1 ou ¢ = 1 respectivement. Considérofisun ouvert
deR? ety eté deux applications analytiques réell@s— R telles quey, # 0 pour tout point
de .
On peut maintenant considérer le systéme de deux équations aux dérivées partielles et trois
inéquations :

Pute—1) (FPz = 0(2,p, iy Pax)) = Ppute—1) (FP = Y(2, 0, D2, pa)) =0, ()
Pyk—1) Pyy(t=1) — Pgy(k—1) Pye-1) = 0, (b)
(€77)q Puvn) #0, ©
Pye-1n # 0, (d)
Y1 + V2 Dz + V3 Dz + V4 Poaz — 0 # 0. (e)
(2.36)
Pourp satisfaisant ces équations et inéquations, définissons deux fonctions
_ _Pyen —Fp + (2, p, Pxs Paa) ’ (2.37)
Dy (k—1) Dy (k—1)

et deux champs de vecteur B&(*+4)

k+0-2

0 0 z+1
E=o to o P=F+ronoy+ Z . (2.38)

8u(k—1)

Afin de compléter ces conditions, on peut attacher a toute solptdm(ei,jf) un entier
(ou+o0) K € N +o0 tel que

EDXp#£0 surU x R¥

, . (2.39)
VO<i<K—1, EDip=0 surlU x Ri.

Dans I’annexE;lA (rédigée en anglais), une soluﬁaﬂe(e,j’f) vérifiant ) est appelée
“ K-regular solution”.
On peut en réalité restreindfé a 'ensemble(1, ..., k+ ¢ — 1} J{+o0} :

Proposition 2.4.1 Sip, une solution dé@,jf ), vérifie
VO<i<k+/{¢—1, ED'p=0 surU x R’ (2.40)

alorsVi >0, ED'p =0 surU x R%.
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Preuve :On suppose qu'il existe un entiéf tel queED®p # 0. LorsqueK > k+ ¢ —1,
on peut appliquer le lemnfie 0.2.1 avec s+ 2¢ + 1 fonctionsz, &, . .., 2* ¢~ p,. . p, Dp,
..., DF=1y des2k + 2¢ variablesz, i, . .., k=1 o . w* =Dy o oD, Lentier
g du lemme est le rang du jacobien des fonctions ci-dessus, la vatiahlelemme corres-
pond aux variables, i, ...,z D ety au, ..., u*D v, ... 0D On poser = p,(.),
ziy1 = Dip(.) pouri € {1,...,k+ ¢ — 1} ol on a remplacé les arguments des fonctions par
un point. On considere pour I'équation :

)

. /-1
(21, vy 2k = Fz, 2, . .., Uy, U v, ))

oU F = (py.p,...,DF=1). Alors, aprés substitution des par les fonctions,., p, Dp,
..., DF=1 ]l existe une relationR(z, &, . .., ¥t p. p. Dp, ..., DF=1p) = 0 non
triviale et donc telle que la dérivée partielle Bepar rapport a I'un de sés+ ¢ + 1 derniers
arguments est non nul. En utilisaht (Al21), o®a, fonction dep,, p, Dp, =, ©. Alors, en ap-
pliquant2 DK~ (k+(-1) 3 cette relation on obtient quene dépend pas d@*+¢~1p et donc de
z* +£=1) non plus. En appliquanE DX —(k+-1)+1  p DK—(k+{-1)+2 gt ginsi de suite on ob-
tient finalement une relatioR(p,, p, z) = 0 avec(R,,, R,) # (0,0). En dérivant par rapport
au*=1 on obtientR,, p,,«-1) + Ryp,a—1 = 0, donc, d'aprés la premiére relation fle (2.36-
c), Ry, # 0, etlarelationR(p,, p, ) = 0 qu’au voisinage de presque tout point,= f(p, z)
pour une certaine fonction lisse D’aprés le Iemmsu/z’ >0, ED'p =0 surU x R!
contredisant ainsi I'existence d¢ B

2.4.2 Condition suffisante

Dans cette partie, nous montrons quéesff) (qui est le systém(a@,zf) poury = p et
d = 6 oup etd sont les fonctions de quatre variables du syst¢me]|(2.22) équivalent i (2.31))
admet une solution, alofis (2]31) admet une paramétrisation, déterminée de fagon quasi explicite
(voir le théoréme qui suit pour une explication sur le terme quasi).

Le lemme suivant va nous permettre d’inverser localement le systéme en utilisant les va-
riables de plus haut ordre de dérivation en dehors d’'un fermé d’intérieur vide.

Lemme 2.4.2 Soitp une solution de{@,jf) vérifiant ) pour un certai sur un ouvert
connexet C R¥+H+E+1 et Iapplication : X — RE+2 définie par

= (pz,p, Dp, . .. ,DKp) . (2.41)

Alors, il existe deux entiers positifs < k etjo < £tels queig + jo = K + 2 et



Résultats nouveaux 49

or or or or > (2.42)

det (8u(’f—io)’ T 9uk=1) 7 Gylt=do) T Gyl-1)
est non nul en dehors d’'un fermé del’intérieur vide.

On peut désormais donner le théoréme explicitant la condition suffisante annoncée.

Théoréeme 2.4.3Supposons qu&,f’f) admet une solutiop vérifiant (2.39) pour un certain
E@ T

. , . -1 K =
K au voisinage d’'un point = (uo,...,u(()k ),xo,... xé ),vo,...,vo ). Pour cette so-

)

lution p, on considere et j, donnés par le lemnje 2.4.2 et on suppose que ni le déterminant
), nip,, -1, Ni 7, Sannulent au point.. On considere de pluz$(()k), v((f) telles que

(k=1) oDy l0

u(()k) —o(ug,...,uy ,00,...,0; (k1) (5_1)) )

=7(ug,...,uy 20,00,

Soityp, v, x les fonctions des variablds, . .., u¥), v, ..., v)) définies au voisinage de

(ug, - - . ,u(()k), vV, - - v((f)) par les relations suivantes dans Iesquel.43) defimiplici-

tement :

,v(e_l))v(e), (2.43)
w(u,...,u(k),v,...,vw)) = p(u,...,u(kfl),cp,v,...,v(éfl)), (2.44)
k) 0,0, ..., oY (2.45)

T(u,...,u(k_l),go,v,...

X(u,...,u( ,v,...,v(e)) = pulu,...,u'""

Ces fonctions définissent une paramétrisation d'ofdte’) de (2.31) en tout poirttzo, yo,
(K)  (K)

20, &0, Y0, -,y ,Yy ) satisfaisant :
k— {—
zosz(uo,...,ué 1),1)0,...71)(() 1),950) 2 46
(i) _ (k—1) (e-1) () . (2.46)
Yo _Dp(u0> y Up y V0,5 - -+ Vg y L0 y Lo )a 0<i<K.

2.4.3 Conditions nécessaires

Les fonctionsS, T et J, définies en section précédente, vont nous permettre de distinguer
génériguement deux cas selonSset 7' sont nulles identiquement toutes les deux ou si I'une
des deux est non nulle (ici, génériguement signifie que le résultat lorSqueT" est non
nulle identiquement est vérifiée en tout point pour lequel la fonction ne s’annule pas, i.e. sur
un ouvert privé d’'un fermé d’intérieur vide). Lorsq$eou T' est non nulle, il est nécessaire
que(ei,f’f) admette une solution pour qu'une parameétrisation d’o(dre) existe. Dans le
cas contraire, au moins un parmi deux systemes d’'équations aux dérivées partielles (que nous
allons expliciter au moment opportun) doit avoir une solution.
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2.4.3.1 SouT ne sont pas identiquement nulles toutes les deux

Dans ce cas, le théoréme qui suit nous donne une condition nécessaire de paramétrisation.

Théoréme 2.4.4Supposons que sditsoit 7' n'est pas identiguement nulle st Supposons

aussi que[(2.31) admette une paramétrisatipny, x) d’ordre (k, ) enX = (o, yo, z0, &0, Yo,

e ,xéK),yéK)) tel que(zo, yo, 20, Yo — z0d0) € €2, avec des entier®, (, K, K < k+{ — 2.
Alorsk > 1,¢ > 1 et, s'il existe(uy, . .. ,u((]L),UO, . ,véL)) (L > ¢, L > k) image deX

par la paramétrisation et tel que

k ¢
@u(k)(u(%'--aug) )>U0>"'7U(())) 750,

alorsle systéme@,ff ) aune solutiorp sur un voisinagé’ de(uo, . . ., uékil) L, L0, V0y - - - s v((f*l))

qui verifie [2.39).

Ce théoréme forme avec le théordme 2.3.5 le résultat suivant

Théoreme 2.4.5Supposons que saoft soit T' n'est pas identiguement nulle sfx. Le sys-
téme[(2.3]L) admet génériquement (en dehors d’un fermé d'intérieur vide) une paramétrisation
d’ordre (k,¢) sur (2 si et seulementdi > 1,7 > 1 etle systémé@,ﬁ’f) admet une solution
vérifiant (2.39) pouk’ < k + ¢ — 2.

Ce résultat vaut tous les bons discours et résume bien le lien, dans ce cas précis entre le
systémel) de?).
2.4.3.2 SetT sontidentiguement nulles

Dans ce cas, nous savons par le théoriéme|2.3.5 qhest aussi identiquement nulle, le
systéme admet une paramétrisation d’ofdr&), nous allons donc étudier le cas Hin’est pas
nulle identiquement et en se placant au voisinage d’un goiNto, 20, Yo — 20%0), le systeme
(2.37) est alors équivalent (par changement de coordonnées mais en gardant les mémes noms
de variables) a

s k(G- 0d) (- ) + aitbjte, nA0 a-BA0, 00, 9% 40 (247)

ou s, «, 3, a, b, c sont des fonctions lisses de trois variables telles que en un poirit roel
s’annule pas

k(x0, Y0, 20) # 0, a(xo, Yo, 20) —B(x0, Yo, 20) # 0, a3(x0,v0,20) # 0, B3(x0,Y0,20) # 0 .
(2.48)
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LorsqueJ # 0, « et 5 jouent un réle similaire,

(z,y,2) — (x,y,a(x,y,2)) and (x,y,z2) — (z,y, B(z,y, 2)) (2.49)

définissent deux difftomorphismes locaux.

Selon que I'on choisisse I'un ou I'autre des deux facteurs dans| (2.47) pour jouer le role de
A =y — z& dans|[(2.3]1), on obtient deux possibilités pour le couple de fonctiprtg et donc
deux couples possibles de fonctignsd)

w — ((al "+ Gds + as(a -+ a~)) (2,9, 2)
(Ras(@—5)) (@.5,2)

c+ (Go+asb)y+ask v 2,

5’(1‘7’%27“]): 5 52&3

(2.50)
ou le tilde signifie la composition avec I'inverse du premier diffeomorphismg de|(2.49) pour le
premier couple ; le second étant obtenu en échangeans

w — ((51 + BB + B3(@ + BN)) (z,9,2)

'A)/(l',y, Z7w) - ~ s o ) 8 = azc+ (52 +§35)’?+§3%’?2 )
(733~ @) (.9.2)
(2.51)
ou le tilde dans ce cas signifie la compaosition avec I'inverse du second difféomorphisme de
(249).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme

Théoréme 2.4.6Supposons etT" identiquement nulles su? et J non identiquement nulle.
Soit(z, yo, 20) tel queJ(zg, yo, 2z0) # 0 et trois entiers positifé, ¢, K, K < k+ ¢ — 2. Sile
systéme] (2.31) admet une paramétrisatigny, x) d’ordre (k, £) en X = (o, yo, 20, £0, Yo,

L2l ) telle quril existe(u, . .., ulFT) v, o{T)) antécédent der par la pa-
ramétrisation etp, ) (uo, . . - ,u(()k),vo, .. ,v((f)) # 0 alors un des deux systém@s,jf) ou

(QE,Z’f ) a une solutiorp, vérifiant (2.39) pour un certaifk’ < k+ ¢ — 2, sur un voisinagé/ de

(ug, . .. ,u(kfl), T, V0 - - - s U(()e*l)) dansR*+¢+1, Le point(uy, . .. ,uékil), T, V0 - - - s U(()Zil))
doit satisfaire les relationg (2.46).

En utilisant les inégalité§ (2.39) on obtient le théoréme global

Théoréme 2.4.7Supposons et T identiquement nulles su?. Le systéemé (2.81) admet une
parameétrisation d'ordrék, ¢) si et seulement si saftest identiquement nulle smsoit(e,jf )

soit (Qi,jf ) admet une solution vérifiarjt (2.39) pour un certé&n< k + ¢ — 2.
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2.4.4 Conclusion

Théoréme 2.4.80n considére le systénie (2.31). Alors
(). Si(S,T,J) = (0,0,0) identiquement, alord (2.3) admet une paramétrisation d'ordre
(1,2) en presque tout point.
(i)). Si(S,T) = (0,0)etJ # 0identiquement, alor$ (2.3) admet une paramétrisation d'ordre
(k,¢) presque en tout point si et seulement(@;Zf) ou (QE,Zf) admet une solution
vérifiant [2.39) pour un certaifl < k + ¢ — 2.

(iii). Si (S,T) # (0,0) identiquement, alorg (2.3) admet une paramétrisation d’o(dre)
presque en tout point si et seulemen(t@,f’f) admet une solution vérifia 9) pour
un certainkK <k + ¢ — 2.

Ce théoréme est un resumé de I'ensemble des résultats établis précédemment. On notera
que I'ensemble des cas est couvert et que, hormis dans (§cBsJ) = (0,0, 0), I'existence
d’'une paramétrisation est sujette a I'existence d’une solution pour un systéme d’équations aux
dérivées partielleé@fa’f ) pour lequel les fonctions et sont définies a partir des fonctiohs
etg.

LorsqueS, T et J sont non nuls, nous conjecturons qu’il N’y a pas de paramétrisation
possible.

Conjecture 2.4.9 On considérel ¢ R* I'ensemble de définition de et h. Sidw A w (ou
(S,T,J)) nest pas identiquement zéro Samlors (2.31) n"admet de paramétrisation en aucun
point (pour un jet de tout ordre).

On remarque que cette conjecture est la contrepartie du théprénje 2.3.5.

Nous pouvons ici éclairer de quelle maniére exprimer la conjecture a l'aide des solutions
de(e)) .
Conjecture 2.4.10 Toute solutiorp de(@,jf ) vérifie

Vi >0, ED'p=0. (2.52)

Un autre résultat obtenu qui augure bien d’une preuve possible de la confectufe 2.4.9 et
dont la preuve se trouve dans I'anngXe A est le suivant :

Théoréme 2.4.11Si le systém¢ (2.B1) admet une paramétrisation d’ofélré) sur un certain
jet, alors
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—soitS=T=J=0,
— Soitk > 3 etl > 4.

On peut comparer ces derniers résultats aux résultats obtenus dans [50]. Dans ce dernier
article, 'auteur montre que les systemes tels fue 7' = J = 0 sont “(z, u) — plat”, c’est-a-
dire que les fonctions etv sont dans notre cas des fonctionside, z, z, . Cela revient a une
paramétrisation d’ordrél, 2) pour le systeme (2.81). Cependant, 'auteur’dé [50] montre aussi
que les systémes tels qu&, 7', J) n'est pas identiguement nul ne peuvent étre ) — plat”
impliquant quek > 3 et/ > 4, résultat que nous avons retrouvé plus simplement. L'apport de
ce chapitre est de plus le lien entre I'existence d’'une paramétrisation et I'existence de solution
particuliére d'un systéme d’équations aux dérivées partielles.
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Introduction

Le but de cette note est d'introduire des outils d'analyse pour certains systemes d’équa-
tions différentielles (EDP) dont ni I'ordre ni le nombre de variables indépendantes n’est fixé
a l'avance. La motivation est I'étude de la “platitude” des systémes de contrble, ou plus géné-
ralement de la possibilité de paramétrer les solutions d’'un systéme d’équations différentielles
ordinaires sous-déterminé par un certain nombre de fonctions du temps arbitraires.

La rédaction est didactique. Certains arguments peuvent paraitre trés €élémentaires. On ne
trouvera ici de bibliographie exhaustive ni du point de vue de I'’Automatique ni du point de vue
des systémes différentiels. Nous remercions le lecteur attentif de nous faire part de toutes ses
remarques, d’ordre bibliographique, technique, ou du point de vue de I'exposition.

Rappelons qu'un systéme de contréle= f(z,u) (z € R", v € R™) estplat [11] si et
seulement si il existe: fonctionsh; : R™ x RE+Dm R pour un certain € N :

hi(z,u, i, .. u )Y 1<i<m,

et des “formules” qui donnent la solution général¢t), (¢)) en fonction de ces fonctions et
de leurs dérivées.

On ne sait pas estimer I'entidt a priori. Les objets recherchés (I&g) sont donc par
nature des fonction d’'un nombre fini de variable prises parmi un ensemble infini de variables.
Il est courant dans la théorie géométrique des équations différentiellés [30, 4] de voir ces objets
comme des fonctions “lisses” sur des espaces de jets infinis. Ce point de vue a été adopté
en controle pour I'étude de la platitude [49] 12, 8]. Vu que notre ambition se limite a un étude
locale, autour d’'un jet donné, du probléme de I'existence de sorties “plates”, on choisit un cadre
plus restreint que celui des fonctions “lisses” sur des espaces de jets infinis : on se contente de
leurs germes en un point, c'est-a-dire des séries formelles (convergentes dans le cas analytique,
mais on n'ira pas jusque la), dont le nombre d’indéterminées n’est pas fixé a priori.

La section[3.1 de cette note est consacré a des préliminaires sur les séries formelles en un
nombre fini d’'indéterminées prises dans un ensemble infini (on agEléormelledes
séries qui sont autorisées a dépendre d’une infinité d'indéterminées). Le but est de fixer
les notions et notations utilisées par la suite.

La section[3.2 définit un anneau différentiel, dont les éléments sont des séries formelles au
sens du chapitfe 3.1, associé a un systéme de cortedl¢ (z, u), et un certain nombre
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de structures algébriques afférentes. Cette section ne contient rien d’essentiellement nou-

veau.

La section[3.3 introduit une valuation, et donc une filtration, sur cet anneau et les autres struc-
tures algébriques introduites précédemment. Cette valuation est intrinseéque au systéme
de contrble. A la connaissance des auteurs, cette construction est nouvelle. On n’a du
Moins pas su trouver trace de construction semblable dans la littérature.

La section[3.4 utilise cette valuation pour analyser une partie des équations qui régissent I'exis-
tence des fonctiona; évoquées plus haut. On établit un résultat qui équivaut a l'inté-
grabilité formelle de ces équations, en un sens insuffisant pour garantir I'existence de
“vraies” solutions qui ne dépendraient que d’'un nombre fini de variables; on appelle
donc cette propriété “intégrabilité trés formelle”.

Ce dernier résultat est en lui-méme un peu abstrait. On aurait bien sar préféré un résultat
inverse, c’'est-a-dire au moins exhiber des cas ou les équations en question n’ont méme pas de
solutions “trés formelle”, ce qui aurait donné la preuve que les systémes correspondants ne sont
pasplats.

Les auteurs sont convaincus que la valuation introduite ici est tout de méme un outil impor-
tant utile (et nouveau dans ce contexte) pour I'étude locale de systémes d’'EDPs dont le nombre
de variables indépendantes n’est pas fixé a priori. Le présent rapport n'apporte pas de confir-
mation concréte a cette conviction. Toutefois, méme si nous n’avons pas d'exemple précis a
exhiber, il semble que cette valuation, conjuguée aux résultats de [8] (qui, pour faire bref, per-
met d’écrire des équations supplémentaires sur les objets recherchés) permet de montrer que
certaines classes de systémes ne sont pas plats.

3.1 Séries formelles d’'un nombre fini de variables prises dans un

ensemble infini

Les propriétés des anneaux de séries formelles sont par exemple décrites en détails dans
[69, Chap. VII, &1]. Reprenons une partie de cet exposé pour I'adapter au cas des séries “en
un nombre fini de variables choisies parmi un ensemble infini”, que nous manipulerons par la
suite

Cette section introduit des notions dans un cadre général, plutdt que d'utiliser les notations
spécifiques des chapitres suivants. La raison est double : d'une part I'exposé nous semble plus
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clair de cette maniére, et d'autre part les objets introduits ici sont utilisées ensuite dans plusieurs
contextes (certes semblabledYin de rendre plus aisé le lien entre I’exposé général de cette
section et I’utilisation qui en est faite ensuite, on introduit les situations a venir comme des
exemples. Voir pages|60, [68 et[71] (en caractéres penchés).

Dans cette sectio, = R, ouk = C.

3.1.1 Généralités sur les séries formelles

Pour F' un ensemble fini{yf son cardinal /' = {X3,..., Xxn}), dont on appelle les élé-
ments desndéterminéesOn notek[[F]] ou k[[X1, ..., Xn]] 'anneau deséries formelles
en N indéterminéesa coefficients dank. Un élémeny de k[[ X, ..., X ]| est défini par la

donnée d’'une famill¢a, ), v d’élémentss, € k, etil est noté

g = Z aq X (3.1)
aeNN
avec, par convention, si = (a1,...,ay), X* = X34 ... Xx9V, La notationX; désigne a

la fois un élément dé" et la série dont tous les coefficients sont nuls sayf ;. o), qui vaut
1. Pour chaque € N, I'ensemble homogéne de degigde g est soit zéro soit un polynéme
homogeéne de degig:

99 = D taX" (3.2)

avec la notation

ol =1+ +an .

On écrit aussy = quN gq- On appellegy € k le terme constantde la sérieg. On notera
aussig(0) au lieu degy.
L'addition des séries se fait terme a terme et la multiplication selon la formule classique

St [Dga | =D g avec hg= " fig; . (3.3)
geN geEN geN i+j=q
Ceci fait dek[[F]] un anneau commutatif, dont le sous-anneau des séries “constantes” est iden-
tifié a k.
La série[(3.]l) est unsérie convergentesi et seulement si il existe des nombres réels po-
sitifs p et i tels que|aq| < pp~1*l pour touta € NV .Les séries convergentes forment un
sous-anneau, que I'on note en générgk, ..., Xn}, ouk{F}, mais que nous préférerons
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noterk[[X1,..., Xn]|e OUK[[F]]e. De toute fagon, nous nous préoccupons peu de conver-
gence dans cette note!

Bien sdr, siF’ et G sont deux ensembles finis avEcC G, il existe une inclusion naturelle
k[[F]] C k[[G]] qui identifie une série en des élémentsilavec une série en des éléments de
G dont tous les coefficients de monémes contenant des puissances non nulles d’éléments de
G — F sont nuls. Sa restriction/g[F']]., donne une inclusion naturelié[F]]., C k[[G]]cv-

Par conventionk[[@]]., = k[[9]] = k.

3.1.2 Le cas d’'une infinité d'indéterminées
3.1.2.1 Séries formelles

Soit maintenant un ensembtg non nécessairement fini. On peut défiffS]], dont les
éléments sont deséries en un nombre firff] d’éléments desS. Toutg € k[[S]] peut étre vu
comme un élément def[F']] ou F' est une certaine partie finie dg et alors aussi, d’apres le
paragraphe précédent, comme un élémernt[f&]] pour toutes les parties finig€s de S qui
contiennentF’. Si F' et G sont finis, etF € G C S, on peut donc considérer qug F]] C
E[[G]] C EK[[S]], et en admettant cette inclusion, on a

Kis = U kIFT

FCS, F fini
En termes plus savants|[S]] est la limite projective deB[[F]] pour F' C S fini.

Exemple. Soient m et n deux entiers.

Au chapitre[3.2] on utilisera deux ensembles d’indéterminées, qui jouent le réle de S :

— T contient les indéterminées x1,...,Tn, U1, ..., Uy, ainsi que les ug ) pour j €

{1,...,m} mais pour tout entier k € N,
(k)

— = contient en plus tous les x;

ug.k) et xl(-k)

pour tout entier k.

jouent le réle de la kiéme dérivée par rapport au temps de la jiéme com-
mande et de la iieme coordonnée de 1’état respectivement, mais considérés comme des
indéterminées indépendantes.

Au chapitre[3.3] on utilisera un autre ensemble d’indéterminées

Y = {yf}je{l,...,m},keN comme “coordonnées adaptées”.

Dans tous les cas, il y a une infinité d’indéterminées, mais on ne veut considérer que les

fonctions (ou les séries formelles) qui ne dépendent que d’un nombre fini d’entre elles.

'Ala sectior| 3.1.2[2, on évoque aussi I'annég{is]]] des séries en une infinité de variables.
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On peut aussi définir le sous-annédd(s]]., composé des éléments &BS]| qui, en tant

que séries d’un nombre fini de variables, sont convergentes. On a aussi
E[[Slew = U E[[F]ev -
FCS, F fini

On va maintenant cesser de mentionner le cas convergent.

PourX € S, on note aussX la sérieX € k[[{X}]] C k[[S]], dont tous les coefficients
sont nuls sauf celui du mondndé, qui vaut 1.

Toutg € k[[S]] peut s’écrire symboliquement

g = Y. a.S", (3.4)
a€ENg .
ou
— un multi-indicea € Ngm est, par définition, une applicatien: S — N telle que seul
un nombre fini dex(X') sont non nuls, c’'est-a-dire telle que

{X €S, a(X) > 0} estun sous-ensemble fini de (3.5)

(sous-ensemble qui dépend bien sindle
— aq € k pour tout multi-indicen € N2,
— S“ est une notation pour

s = JJ x@, (3.6)
XeSs
— le fait queg € k[[F]] pour un certain ensemble fidi C S se traduit par la propriété

suivante, vraie pour tout multi-indice,
<E|X,X€S,X§£Feta(X)750) = a,=0. (3.7)

On peut bien sdr toujours décomposer la somme symboljque (3.4) en ensembles homo-
genes comme eh (3.1)-(B.2). Chaque ensemble homogene est soit zéro soit un polynéme ho-
mogene en un nombre fini de variables choisi parmi I'enseribldotons que I'espace des
ensembles homogenes de degréest un espace vectoriel de dimension finie que est fini.

E[[S]] est un anneau commutatif, ou les opérations se font entre séries d’un nombre fini de
variables : sig, h € k[[S]], alors il existe des parties fini€s et H de S telles quey € k[[G]]
eth € k[[H]], et I'on fait la somme et le produit en considérargt g comme des éléments de
k[[G U H]]. Le résultat suivant est une conséquence de [69, Chap. VII,81, Th. 2] et du fait que
si deux élémentg et g de k[[S]] sont tels quefg = 1 et si f est dans[[F]], avecF C S fini,
alors nécessairementc k[[F]] :
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Proposition 3.1 g € k[[S]] est inversible si et seulement si son terme congtént(cf. (3.1)-
(3.2)) est non nul.

L'ensemble des éléments non inversiblesidl&s]] est donc I'idéal des séries dont le terme
constant est nul, c’est-a-dire I'idéalt engendré par les sérig&pour X € S, qui est I'unique
idéal maximal de:[[S]].

L'anneauk|[S]] est Noethérien st est fini d’aprés[[69, Chap. VII, Théoreme 5]. Siest
infini, il n’est pas noethérien car I'idéal ne peut étre engendré par un nombre fini d’éléments.
En revanche, le Théoreme de préparation de Weierstrass reste vrai :

Théoreme 3.2

(Théoréme de préparation de WeierstraBl) Soit f € k[[S]] une série non inversibleet réguliére
par rapport &n certain X € S, c’est a dire que f € k[[F]] pour un certain F fini, X € F C S,
et que dans I’écriture , il y a au moins un terme a X" avec a # 0 ; appelons s(> 1) Ie plus
petit exposant h ayant cette propriété. Alors, pour tout G C S fini et tout g € k[[G]] C k[[5]].
il existe u € k[[F' U G]] et s autres séries formelles r; (0 < i < s — 1), avec la propriété que
ri € k[[(FUG) — {X}]], telles que :

s—1
g = uf+ ) X'r.
=0

Les séries formelles u et r; sont définies de maniére unique dans k[[S]] par la donnée de g et f.

C’est une conséquence simple del[69, Chap. VII, Théoréme 5] car tout se paségHans

G]], qui est un anneau de séries formelles en un nombre fini d'indéterminées. Notons que ce
théoréme reste vrai pour des séries convergentes (voir les remarques pages 141 & 145 de [69,
Chap. VII, 81]). On utilisera le corollaire suivant de ce théoreme :

Corollaire 3.3
Soient F' un sous-ensemble fini de S, n un entier positif, f1,...,f, € k[[F]] C k[[5]], et

X1,...,X, des éléments non inversibles distincts de F' tels que
ViE{l,...,V}, fz = XZ—I—]AC;

avec f; € k[[F — {X;}]] C k[[F]] C k[[S]]. Alors, pour tout h € K[[F]] C k[[S]]. il existe
d’uniques u; € k[[F]| etr € k[[F — {X1,...,X,}]], telles que :

h = iuzfl + r.
=1
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Etant donnés les f; et h, il n’existe pas d’autres u € k[[S]] etr € k[[S — {X1,..., X, }]] que

ceux-ci.

Il suffit d’appliquerv fois le théoréme, avee=1,a =1, f = f;etF =G = FUQG.

3.1.2.2 Séries trés formelles

On peut se demander pourquoi se restreindre aux séries ne faisant intervenir qu’'un nombre
fini d'indéterminées prises dans I'ensemble infthiUne bonne raison pour cela est que le
probléme qui nous intéresse (voir chapjire| 3.4) se pose en terme de fonctions, ou de séries,
d’'un nombrefini de variables.

[l va tout de méme étre commode d'utiliser a I'occasion 'ensemble des séries d’une infinité
de variables. On appellera un tel objet ws&Fie treés formelle Une série tres formelle est
donnée par une somme symboligpie(3.4), ou I'on ne demande plus qu’il existe un ensemble
fini F C S tel que [[3.F) soit satisfait, c’est-a-dire que tous les coefficientseuvent étre non
nuls; en revanche, les monémes restent des produits finis, c’est-a-dire que les multidndices
continuent de ne courir que sNg ;, ensemble des qui vérifient ).

La somme de deux séries tres formelles se calcule en additionnant deux a deux les coef-
ficients des mémes mondmes, et I'on peut vérifier aisément que chaque coefficient du produit
de deux séries tres formelles est une somme finie de produits de coefficients des deux séries en
question. On not&[[[S]]] 'anneau des séries trés formelles en les éléments de

On ne cherche pas a donner un sens a la convergence de telles séries.

3.1.3 Structure linéaire tangente
3.1.3.1 Dérivées partielles

Pourg € k[[S]], donné par{(3]4), eX € S on définit la dérivée partielle depar rapport &

X comme 5
g _ s

BEN (3.8)

avec bg = (B(X) + 1) agyey,
le multi-indiceex étant défini paex(X) = 1 etex(Y) =0 pourY # X.
Rappelons que, par définition &g5]], il existe, pour chaque, un ensemble finf’ C S

tel queg € k[[F]]. PourX € S, on a bien

dg
X¢F = 55=0, (3.9)
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c'est-a-dire que sf “ne dépend pas d&”, sa dérivée partielle par rapport® est bien nulle.
Formellement,[(3]9) découle de la définitign {3.8) ¢Ar+ ex) (X) vaut au moins 1 pour
chaqueg, si bien que, d’apré.?) tous legsont nuls siX ¢ F.

Par ailleurs, siX € F, la définition est bien la définition classique de la dérivée partielle
d’une série en un nombre fini d'indéterminées par rapport a I'un de ces indéterminées.

On vérifie aisément que

d
ax | kST - k‘@[fﬂ
g X

est unek-dérivation, c’'est-a-dire qu’elle est nulle styrqu’elle est linéaire pour la structure de
k-espace vectoriel, et quEgh)/0X = goh/0X + h0dg/0X.

3.1.3.2 Module des différentielles, dérivations

La construction de la “dérivation universellé"d’'un anneau quelconque dans son module
des “différentielles de Kéahler” est faite par exemple dans [32, chapitre XIX, 83], voir aussi
[26] pour le cas d'un anneau différentiel. La construction étant plus directe dans notre cas d’'un
anneau de séries formelles, donnons la explicitement.

Soit AL (k[[S]]) le k[[S]]-module libre engendré par les élémentsYeou plutdt, ce qui
revient formellement au méme, par les éléments d’'un ensahshlgui est en bijection ave§

(on noted X I'image deX par cette bijection) :

A K[S]) = @ KISNY = @ kls]dx, (3.10)
YedS XeS

et lak-dérivation
d: k[S]] — AYk[S])

dg (3.11)
g Z X dXx
Xes
(cette somme est en réalité finie).
A une application quelconque: S — k£[[S]], on associe
Ds = E[[S]] —  K[[S]]
(3.12)

dg
g §:5(X)—8X
Xes

(pour toutg € k[[S]], cette somme est en réalité finie puisﬁeest nul sauf pouX dans une
partie finie deS). Il est facile de vérifier d&s est unek-dérivation, et que, réciproquement,
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toute k-dérivationD : k[[S]] — k[[S]] est de la formeD;, en définissanty(.X), pour tout
X € S, comme étant égal R(X), ou I'on considéreX comme un élément de{[S]].

Cette remarque entraine que todtelérivation D : k[[S]] — M ou M est unk[[S]]-
module peut s’écrirdd = L od ou L : A*(k[[S]]) — M estk[[S]]-linéaire (c’est-a-dire est un
homomorphisme de|[S]]-modules)d : k[[S]] — A'(k[[S]]) est donc la dérivation universelle
décrite dand 32, chap XIX, §3], &t'(k[[S]]) est le module des différentielles (“différentielles
de Kahler” dans([26]), habituellement ndﬁ%[[sn/k :

3.1.3.3 Algébre extérieure, lemme de Poincaré

AL(K[[S]]) étant un module sur 'anneau commutatjfS]], on peut définir sa puissance
extérieure comme dans [32, chapitre XIX, §1] et on note, pourjtauiN

A j
N = N (MsD)
Le symbolen désigne le produit extérieur entre deux formes. Pouritout N,
A ATRIST) < A*(R[ST) — A™P(RIISTD)

(n,€) = A
est une applicatiok[[S]]-bilinéaire. En plus de cette distributivit, est associatif et vérifie,
pourn € A" (k[[S]]) et € A*(E[[S])]), la propriété d’alternance

nAg=(=1)"EAn.

Larieme puissance extérieure d’un module libre est aussi un module libre. On peut, comme
en [32, page 734], construire une base\dék[[S]]) a partir d’'une base dki[S]]-module libre
AY(K[[S]]) : Si {na }acs €st une base dki[S]]-moduleA! (k[[S]]), ol J est un ensemble muni
d’un ordre total, alors une base é{jS]]-moduleA” (k[[S]]) est donnée par

{771 ARERNA r }(al,...,ar)EJT y p<<ag< - <ap 7 (313)

En particulier, puisquéd X) xcs est une base d&!(k[[S]]), si I'on choisit un ordre total sur
S, une base da” (k[[S]]) est donnée par

{Xm VAN er }(X1,...,XT)ES7' , X1<Xo< - <X, * (314)
Ainsi toutn € A"(k[[S]]) s'écrit de maniere unique

n = > acx,, . x,) dX1 AL AdX, (3.15)

(le-"er)eST
X1<Xo< - <Xy
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aveca(y, .. x,) € k[[S]] pour tout(Xy,..., X;).
Pour toutr € N, la différentielle extérieure

d = AT(K[S]) — ATFHK[S)
associe a touy € A”(k[[S]]) donné par[(3.15) la forme de degré- 1 :

dn = > dacx, . x) AdX1 AL AdX, € NTHE[S]) .

Le lemme de Poincaré est valable dans les séries formelles, c’est-a-dire que :

Proposition 3.4 (Lemme de Poincaré)Pour tout entierj > 1 et toutej-formew € A7 (k[[S]])
telle quedw = 0 € AJTL(K[[S]]), il existen € AT=1(k[[S])]) telle quew = dn.

Le fait queS soit infini ne change rien a la preuve de cette proposition : une farme
fait intervenir qu’'un nombre fini de variable, et I'on peut appliquer le résultat bien connu pour
les séries formelle en ce nombre fini d'indéterminées.

En d’autres termes, le complexe de de Rahm

RST S AMK[S) S A(K{IST) S APGRIST) S - - (3.16)
est exact.

Comme chaqué|[S]]-moduleA’ (k[[S]]) est engendré (librement) par des éléments de la
forme dn avecn € AJ~1(k[[S]]), on peut étendre toute dérivatidn : k[[S]] — k[[S]] (voir
)) en une dérivatio® : A7 (k[[S]]) — AJ(k[[S]]) qui “commute avec” la différentielle
extérieure, c’est-a-dire que, pour topte AJ~1(k[[S]]), on ad (Dn) = D (dn) € A (k[[S])).
Cette dérivation est une classique “dérivée de lie”.

On considére aussi I'algébre extériewrg:[[S]]) définie par

A(K[[ST)) = €D A (k[[ST)). (3.17)
=0

Un élément quelconque dg(k[[S]]) est une somme “symbolique” de formes de différents
degrés. Seules les formes homogénes, c’est-a-dire les sommes symboliques dont un seul terme
est non nul ont un sens concret. Lintérét d’'introduire cette somme abstraite est que le produit
extérieur devient une multiplication interne, faisant &lg:[[S]]) une k[[S]]-algébre, et I'on

peut étendrel : A(K[[S]]) — A(k[[S]]) (dérivation extérieure, qui fait augmenter le degré des
formes différentielles de 1), ainsi que toute dérivation k[[S]] — k[[S]] en une dérivatiom :

A (K[[S]]) — A (K[[S]]), qui commute aved et préserve le degré des formes différentielles.
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3.1.4 “Ordre” d'une série formelle
3.1.4.1 Poids des indéterminées

Il est classique —cf.[[€9, Chap. VII, 81]— de définir I'ordre d’'une série comme étant
le degré de I'ensemble homogéne non nul de plus bas degxéfour la série nulle). On va
reprendre ceci, mais en comptant les différentes variables avec des poids différents. On suppose
donné un ensemblg, et une applicatiopoids:

m:S—N-{0}

Le poids “classique” est celui défini pafX) = 1 pour toutX. C’est celui qui est impli-
citement utilisé usuellement, y compris précédemment quand on parle de degré. Ce n’est pas
celui qui nous intéressera le plus.

Définition 3.5 On dira que lepoidsT estgrossi et seulement si, pour tout entigr’ensemble
Si<j) = {Xe§, n(X)<j} est fini. (3.18)

Si S est fini, tous les poids sont gros. Siest infini, le poids “classique” n’est évidement pas
gros. Il existe des poids gros shirsi et seulement s¥ est dénombrable.
A l'aide du poidsr, on définit, pour tout multi-indi@a, la grandeur

ol =) m(X)a(X), (3.19)

Xes

qui coincide avec le traditionngl| = Z a(X) si est le poids “classique”.
Xes

3.1.4.2 Polynébmes homogénes

Définition 3.6 Soitg € N. Une sérieg € k[[S]], écrite symboliquement comme pn(3.4), est
un polynébme homogeéne de degrésig # 0 eta,, = 0 pour touta tel que|a|, # ¢. On note
k[S]l le k-espace vectoriel des polynémes homogénes de degukquels on rajoute zéro.

Si S est infini, le k-espace vectoriet[S][@ est en général infinie ; c’est par exemple le
cas pour le poids “classique”. Ici intervient I'intérét des poids “gros” (cf. Définitiof 3.5) : un

2 | es multi-indices ont été introduits €n (B.#)-(3.6). Un multi-indice S — N associe & chaque indéterminée
un entiera(X), qui est son exposant dans le mondme correspondant ; tout multi-indice ie (3.7), c’est-a-dire
que seul un nombre fini parmi legX') sont non nuls.
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polyndme homogeéne de degré@ppartient forcément &[[Si<]] C k[[S]] (Si<4 est défini en

(3-18)) car, siX ¢ Si<y eta(X) > 0, on a forcément (cf[ (3.19)n|~ > ¢. Si le poidsm
est gros, les polyndmes homogénes sont donc des polynédmes en un nombre fini de variables,
homogénes au sens d'un certain poids. En particulier, on a :

Proposition 3.7 Si le poidsr est gros, chaqué[S] 4 est unk-espace vectoriel de dimension
finie. Plus précisément, &, est le cardinal de I'ensemble fiﬁi[gq} ; la dimension de:[S] la]
est égale au nombre de solutions entietes(X) ) xes,, € NVe de
Y mX)a(X) = q. (3.20)
X € Si<q)
Voyons ceci sur un exemple qui sera repris dans les chapitres suivants.
Exemple. Reprenons le cas ou I’ensemble d’indéterminées est S = Y =
{yf}je{l,...,m}, ren (utilisé au chapitre comme “coordonnées adaptées”, déja cité en
exemple page [60). L’ensemble étant infini, le poids “classique” n’est pas gros. En re-
vanche, le poids donné par

m(yh) =k+1 (3.21)

est gros puisque le cardinal de S|< ) est mj. De fait, les polyndmes homogénes de degré
q forment un k espace vectoriel qui a pour dimension le nombre de solutions entiéres

(ap)i<u<m € NI de
0<A<g—1

Y M+ Daua = q. (3.22)
1<usm
0<A<g—1

On note v(m, q) ce nombre de solutions entiéres.
3.1.4.3 Ordre d'une série

On peut décomposer la somme symbolique|(3.4) en :

9 = Y gq. avecg, € k[S]1V (3.23)
qeN
en définissang,, I'ensemble homogene (pondéré) de deggede g par :
99 = D, aa.S". (3.24)

CMENgni, |a|7r:q

Des formules commé (3.3) restent vraies pour des poids quelcongques, comme pour le poids
“classique”.
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Définition 3.8 L'ordre de g € k[[S]], notéo(g), est le plus petit entieg tel que I'ensemble
homogeéne (pondére) de degrée g (g, dans [(3.24)) soit non nul, c’estoc si g = 0.

Si g est donné paf (3.4),
o(g) = min Y w(X)a(X). (3.25)

aENﬁSm,zzayéO Xes

Plusieurs résultats concernant I'ordre sont précisés dans [69, Chap. VII, §81]. En particulier,
o est unevaluationsurk[[S]], c’est-a-dire que, pour togt » dansk|[S]],

o(g) =400 & g=0,
o(g + h) > min{o(g),o(h)}, (3.26)
o(gh) = o(g) + o(h).

La propriété suivante relie I'ordre d’'une série a celui de ses dérivées partielles :

Proposition 3.9 Pour g € k[[5]] tel queg(0) =0, 0n a

o) = minfr(X) + o( ST}

Démonstration Soit g € k[[S]] donné par[(3]4) tel qug(0) = 0, c’est-a-direay = 0. Pour
tout X € S, on définit le multi-indicex parex(Y') = éx,y, oud est le symbole de Kronecker,
pour toutY” € S (autrement ditx (X) = 1 etex(Y) = 0siY # X). On peut alors écrire

g){, = Z ap a(X) Sla—ex)
a€eNg .
D’aprés [(3.2p) (issu de la Définitipn 3.8), on a
olg) = _min Yze:S?r(Y)a(Y) ,
o(@) = min > a() (Y) = bxy) -
0X a€NS, 1, a0 a(X)#0 =% ’

En développant la seconde expression, on obtient
dg

°x) + 0 = g B 0 2 "I

fini’
Ceci entraine clairement, au vu de I'expressio@g), queo(%’}) + 7(X) > o(g) pour tout
X € S. De plus, commey = 0, il existe, pour toutx tel quea, # 0, un X € S tel que
a(X) # 0, donc I'égalité ci-dessus entraine

min <o(£)+ﬂ(X)> = min =~ Y 7(Y)a(Y) = o(g). B

Xes a€NE . aa#0 Yes
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3.1.4.4 Ordre d’une forme différentielle

On peut étendre les constructions ci-dessus aA@uf[S]]), en donnant a chaqueX le
méme poids qu& .

Définition 3.10 Soitg € N. Une forme différentiellg € A" (k[[S]]), donnée par (3.15) est une
r-forme différentielle polynomiale homogéne de degr&i et seulement sj # 0 et

(X)) +- - +7(Xp) >q = ax,,..x,) =0, (3.27)
(X)) (X)) 4= agx,.,x,) € KISl

On noteA’“(k[S])[q} le k-espace vectoriel desforme différentielles polynomiales homogénes
de degré;, auxquelles on rajoute zéro.

Comme pour les sérigls (3]23), on peut décompgser|(3.15) en

n o= Y ng, avecn, € AT(k[S), (3.28)
geN

en definissant),, I'ensemble homogene (pondére) de degegde n qui sélectionne, dans
chaquer(x, . x,) Sa composante homogene de degrér(X;) —- - - —7(X,). On peut alors
définir 'ordre den, notéo(n), comme le plus petig tel quen, soit non nul ¢-oco si ils sont
tous nuls). C'est aussi égal a

_ ; X)) 4 4 7(X,) . 3.29
o(n) im0 (acx,..x)) +7(X0) + -+ 7(X) (3.29)
X1<Xo< - <X

La propositiory 3.J7 est un cas particulier de la suivante :

Proposition 3.11 Si le poidsr est gros, chaqua” (k[S])!4 est unk-espace vectoriel de di-
mension finie.

On ne donne pas sa dimension en général, mais seulement sur I'exemple qui nous importera.
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Exemple. Supposons, comme page que S =Y = {y;?}je{lw7m},k€N et que
le poids est donné par . Notons toujours v(m,q) le nombre de solutions en-
tieres (o)) 1<u<m,0<r<g—1 € NI™ de . La dimension du k-espace vectoriel
A" (k[Y])9 vaut, pourr =1 our = 2,

dimy, AY(k[YD = m; v(m,j),

3

dimy, A*(K[Y) = V' (m,q— j)v(m, j) (3.30)

o

Jj=
ot /' (m, 1) est le nombre de dy;? A dy;?,’ indépendants tels que k + k' + 2 = i, ¢’est-a-dire

m(m —1)
2
Introduisons enfin une notation utile. On écrra= h+ Oy pour dire quey eth ne different

V(m,2p+1) = m’p, v/ (m,2p) = m*(p—1) + (3.31)

que par un terme d’ordre au moihs

Définition 3.12 (notation ®) pour tous entiers etq et toutg, h dansA” (k[S]), I'écriture
g=h+0,, ou g+ 0O, =h+ 0O, (3.32)

signifieo(g — h) > ¢. En particulier,g = O, signifieo(g) > q.

3.1.4.5 Lemme de Poincaré homogéne

Il est facile de vérifier que nos définitions de I'ordre et des polyn6mes homogénes sont
telle que, pour tout > 0 la différentielle extérieure d’une-forme différentielle polynomiale
homogéne de degré(Sir = 0, 0-forme différentielle polynomiale signifie polynéme) est soit
nulle soit une(r + 1)-forme différentielle polynomiale homogéne de degréutrement dit,
pour toutg, on a une restriction dg¢ (3]16) aux parties homogenes :

kS]4 & AYk[sDl L A2(k[S) L A3k L ... (3.33)

Il est & noter que\” (k[S])[4) = {0} si+ > ¢ et donc la suite ci-dessus s'arréte, ce qui n’est pas
le cas de[(3.16). On a de plus

Proposition 3.13 (Lemme de Poincaré homogéndjour tous entiers et g strictement posi-
tifs, et toutw € A" (k[S])[ tel quedw = 0 € A"F1(K[[S]]), il existen € A"~1(k[S])!9) tel que
w =dn.
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Corollaire 3.14
Pour tous entiers r et q strictement positifs, et tout w € A"(k[[S]]), si dw = Oy, alors il existe
n € ATHK[[S]]) tel quew = dn + O,.

3.1.4.6 Filtration associée

Pour tout entieyj, soit

KIIST; = {g kS]], olg) =} (3.34)

I'ensemble des séries d’ordre au mojn&race a la propriété multiplicative (3]26) de I'ordre,
il s'agit d’'un idéal dek[[S]]. On a en fait

KIS = KlISTlo 2 E[[STh 2 K[[SNl2 2 ---,

RIS RESTL € kST (3.35)
(V&S = {0}
JEN

Notons que, pour tout € k[[S]], on a
olg) =j <= gek[5]];etg ¢ k[[S]j+1, (3.36)

si bien que la donnée ag.) est équivalente a la donnée dggS]) ;.
On peut aussi, pour tous entierst j, définir

AT(k[[S); = {g€ A (K[[S])), olg) = 4}, (3.37)

qui est, pour les mémes raisons, un skfis]]-module deA” (k[[S]]). On a une filtration du
k[[S]]-moduleA” (k[[S]]) :

AT(RIST) = AT(KISTDo o A(K[[STD1 > A"(K[[STh2 > -~ - (3.38)

La proposition suivante concerne les quotientscfd&]] ou A" (k[[S]]) par ces idéaux ou
sous-modules, quotients qui représentent les séries “tronquées” a un ordre fini.

Proposition 3.15 Sile poidsr est gros, alors pour tout entigr I'anneau quotient[[S]] / k[[S]];
est unk-espace vectoriel de dimension finie, isomorphe a

-1

K[S),

.

<.
Il
o
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et le module quotienA” (k[[S]])/ A" (k[[S]]); est aussi, pour tout, un k-espace vectoriel de
dimension finie, isomorphe a

Démonstration Suivant [3.2B), une série s’écrit, de maniére unique, comme une somme de
polynémes homogénes de degrés;0-al et d’une série d’ordre au moins ce qui prouve la
premiére partie d’aprés la proposition|3.7. La seconde partie en découle d’apres la Proposition
BI1l. m

3.1.5 Substitutions dans les séries
3.1.5.1 Substitutions

Cas d’'un nombre fini d'indéterminées Si F = {X;,..., Xy} etG = {Y1,..., Yp} sont
deux ensembles finis, et si on se doraéries(; € k[[F]], 1 < i < P, toutes non inver-
sibles on peut associer a toute ségie= k[[G]] une sérigg((1,...,(n) € k[[F]] obtenue en
“substituant” dangy chaque indétermin€k; par la série(; (en les indéterminée&;). Cette
substitution ne va pas d’elle méme a priori puis que I'on semble écrire des sommes infinies,
mais il est facile de se convaincre que, puisque les termes constants de ¢haguenuls,
chaque coefficients de la série &R résultant de la substitution est une sominée de pro-
duits de coefficients des sérig¢set de la sérigy (ce qui serait faux si leg; avaient des termes
constants) ; dans [69, Chap. VII, 81] est décrite la topologie suivant laquelle la série substituée
est la limite des sommes partielle.

Bien sr, la famille deg; représente (si elles étaient convergentes!...) un germe d’applica-
tion (analytique). : N — k* qui envoie zéro sur zéro, et si 'on considgreomme un germe
de fonctionk” — k, g((1,...,(n) estle germe dgo ¢ : kY — k.

Cas général Si maintenantS etT sont deux ensembles non nécessairement finis, et si on se
donne une famille = ((y)yer d’élémentsion inversiblesy € k[[S]], alors atouy € k[[T]
on peut associer une ségé&) € k[[S]] obtenue en “substituant” chaqlie € T par la série
(y. Pourg donné, cette substitution ne fait intervenir qu’'un nombre fini de variables : en effet,
par définition, il existe une partie fini@ de T telle queg € k[[G]], et il existe alors aussi une
partie finieF’ de S telle quedy € k[[F]] pour toutY” € G, si bien quey(¢) € k[[F]].

Ici aussi, on peut voir la famillé¢y }y <7 comme une applicatioh® — k7 et la substitu-
tion comme une composition. La régle de dérivation des applications composées (“chain rule”)



74 Filtration des équations de la platitude

prend la forme suivante :

Proposition 3.16 Si { = ((y)yer est une famille d’éléments non inversiblesidgs]], et

g € K[[T]],ona
Jg

d(g(Q) = Y FHOAy) - (3.39)
YeT

On peut aussi utiliser la famillé pour associer a une forme de degrén les “anciennes
indéterminéesh) € A"(k[[T]]) une forme de degre en les “nouvelles indéterminées”, notée
n(¢) € A"(k[[S]]) (la notation classique en géométrie différentielle sefaj). Si, comme en

(3.18),n s’écrit

n = Y by VI AL AQDY,
(Y1,..,Y, )T
Yi<Ya< - <Y,
avech(y, ..y,) € k[[T]] pour tout(Y1, ..., Y, ), elle est définie par
O = Y bmean(@d (¢ ) Aend(c, ) (3.40)
(Y1,....Y,)ETT

Yi<Yo< - <Y5r
3.1.5.2 Systeme de coordonnées locales, changement d'indéterminées

Définition 3.17 Etant donnésS un ensemble, usystéme de coordonnéssr k[[S]] est une
famille ¢ = (Cy)yer d’éléments dé|[S]], indicé€| par un autre ensemblg, telle que
(i). chaque(y € k[[S]] est non inversible,
(ii). il existe un famille¢ = (£x)xes — que I'on notera parfoig —! — d’éléments dé|[[T7]
telle que
(a) chaquex € k[[T]] est non inversible,
(b) pourtoutX € S, ¢x(¢) = X,
(c) pourtouty e T, (y(§) =Y.

Un systéme de coordonnées est un “germe de difféomorphisfhe k7 ; il définit un
isomorphisme (dé-algebre)
E[[T]) — K[[S]]
h - — h(),
et aussi, selor (3.40), un isomorphisii&k[[7]]) — A" (k[[S]]) pour tout entier.

3 |l peut paraitre surprenant d'utiliser la méme notafiofou S) pour 'ensemble des indéterminées elles-mémes

(notationk[[T’]] par exemple) et pour 'ensemble des indices des coordonnées (ndqtatipner par exemple).
C’est le choix le plus simple en I'absence d’'une “numérotation” naturelle de I'enséfnfaa S). Bien sdr, si par
exempleS = {X1, X2}, T = {Y1, Y2}, on préférera noter le changement de coordontges:) que(yy, , yv, ) !
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3.1.5.3 Changement d’indéterminées homogene pour I'ordre pondéré

Supposons donnés, pour chacun des ensensbéd” une application “poids”, comme a
la sectior . 3.1}4 :
m:S—=N-{0}, p: T—-N-{0},

et notons
o 1 k[[S]] = NU{+oo}, o, : K[[T]] = NU {+o0}

les “ordres pondérés” sut][S]] et k[[T]] respectivement, associés a ces poids. On dira qu’un
changement de coordonnées lesimogenesi et seulement si la substitution par ces change-
ments d’indéterminées envoie un ordre pondéré sur 'autre, c’est-a-dire si, poyrdatfs]]

eth € k[[T]],ona

0,(h) = 0r(h(()), ox(g9) = 09(9@_1)) (3.41)

(pour la signification dé ", voir la Définition[3.17).
Pour qu'un changement de coordonnées soit homogeéne, il faut bien sii@ye = p(Y)
pour toutY” € 7', mais cela ne suffit pas.

Proposition 3.18 Un changement de coordonnées- ((y )y er est homogéne si et seulement
si la substitution induit, pour chaque entigrun isomorphisme
KTV — K[[S]];/k[[S])j+1.

Remarque :On peut aussi considérer que cet isomorphisme v [dg|;/k[[T]],;+1 dans
k[[S]];/k[[S]];+1 en choisissant, par troncation, un représentant du quotienttd@iid ; en
revanche, la substitution n’envoie pas, en généfa)l! dansk[S]V.

Démonstration :Comme remarqué a la fin de la sectjon 3.1.5.2, la substitution induit un
isomorphismeé:([T"]] — k[[S]]; la donnée de la filtration étant, d’aprés (3.36), équivalente a
celle de I'ordre, le changement de coordonnées est homogene si et seulement si les restrictions
de cet isomorphisme auk{[T]] sont des isomorphismeg[T]; — k[[S]];. Le résultat est
obtenu en passant aux quotients et utilisant, a gauche, le releveki@nt; /k[[T]];+1) —

k[T)V! par troncation®

3.2 Lalgebre différentielle locale associée a un systéme de contréle
On considére un systéme de contrble

T = f(z,u) (3.42)
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x=(r1,...,2,) ER" et u= (u1,...,uy) € R™, (3.43)

(m etn sont des entiers) gt est analytique réelle.

L'étude qui suit est locale autour d’'un point d’équilibre, c’est-a-dire que I'on su@mm
f£(0,0) = 0.

Comme I'étude est locale, on peut considéreomme la donnée deseéries (convergentes,
bien slr, mais vu gu’on ne I'exploitera pas, on ne le note méme pas) :

fi
f = R fz S R[[wl,...,xn,ul,...,um]], fi(O):O, iE{l,...,n}. (3.44)
fn

Cette section donne une construction détaillée des germes de fonctions, de formes différen-
tielles, d'opérateurs différentiels, etc... le long des solutions de ce systéme. Toutes les données
sont supposées analytiques, mais on ne se soucie pas de la convergence des séries. On omet le
mot “germe” dans tout ce qui suit, et on dit ainsi souvent “fonction” au lieu de “série formelle”.

3.2.1 Ll'anneauA des fonctions

Définissons deux ensembles d'indéterminées, I'un contenant ., x,, u1,...,u,, €t
toutes leurs “dérivées par rapport au temps”Ki@me dérivée der est notéeh(¥)), consi-
dérées comme des indéterminées indépendantes, et I'autre contenant z,,, uy, . . . , Um,
mais les dérivées de, . . . , u,, Seulement :

= = (o} imew U 1 gmee s T = {mibien U} gpew . (3.45)

1<i<n 1<j<m Isisn 1<j<m
Puisque{z1,...,an, u1,...,un} C T C E, 0ona, avec les notations de la secfion 3.1.2 et au

vu de [3.44),
fi e R[Y) € R[E]}, iefl,...,n}.

R[[Z]] étant 'anneau des séries formelles d’'un nombre fini de variables prisessparngi «, . . .,
on lui donne une structure d’anneau différentiel en définissant

&+ RIED — R[]

g = Leyg

(3.46)

4 'hypothésef (0, 0) = 0 est utilisée tout au long de cette note. La situation au voisinage de poifittooties
dérivées des controles) ne s'annule pas n’est donc pas traitée ici, ce qui permet une exposition allégée. Voir aussi le
début du chapitre suivant.
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(4)
i
on utilise la notationy pour désignet{% e g et la notatiory(?) est définie, pour tout € N, par
9O =g,gV =4g,...,¢0+) = L o (¢). Soit alorsZ Idéal différentielde R[[=]] engendré
par les éléments di[[=]] suivants :

()

%

(+1)

7

comme l'uniqueR-dérivation qui envoie;,;”’ surx etu suru§j+1). Pour touty € R[[Z]],

j}i—fi, 1<i<n. (3.47)

Remarque 3.19 Tout élément d& est non inversible (i.e. tout élémentda un terme constant
nul). En effet, d'apreq (3.44), les élémefifs — f;, 1 < i < n} sont non inversibles et leurs
dérivées sont aussi non inversibles de maniere évidente. O

Le résultat suivant montre que toute classe du quoii{¥]]/Z a un unique représen-
tant dansR[[Y]]. Notons queR[[Y]] est un sous-anneau @d[=]], mais pas un sous-anneau
différentiel.

Lemme 3.20 Pour toutg dansR[[Z]], il existe un unique € R[[Y]] C R[[Z]] tel queg—r € T.

Démonstration Pour tous entiers, s,7 € N, 1 < i < n, on définit

Fig = (@i~ f)"",

- k k

Eqs = {iﬁg )}ie{L...,n} U {Ug- )}je{L...,m}-
ke{0,...,.q} ke{0,...,s}

Il est clair que=y s C T, queF;, € R[[E411,4]] NZ et que
Fig=2""Y 4+ F, avecE,, € R[[Z,]] (3.48)
1,9 ) 1,9 2,9 —q,q11 * :

Soit g dansR[[Z]]. Par définition, il existe un ensemble fi6i C = tel queg € R[[G]].
VU que (Z4+1,4)qen €St une suite croissante d’ensembles finis dont la réunids, ettqueG
est fini, il existe un entie) tel queG C ZEg1,9, et on adong € R[[Zg+1,0]]. Appliquons
maintenant le CoroIIaiv@.:% avec=n, fi =Fig,.h=9,F =EQ+1,0, Xi = x§Q+1) (sibien
queF — {Xy,...,X,} = Eg); on obtient des séries,, . .., u,, que I'on va plutdt noter
v1,Q,---,Un,Q €t une sérieg € R[[Eg o] telles queg = >, v; o Fi g + rg. On peut alors
appliquer a nouveau le Corollajre B.3 avee- n, maisf; = Fig_1,h =19, F = Eq,, Xi =
xEQ) (sibienqueF —{X;,...,X,} = Eg_1,¢), pour obtenir des sérieg o_1,...,v, Q1 €t
une sérierg_; € R[[Eg_1 ¢l telles querg = >, v, o—1Fig—1 +7g—1. De proche en proche,
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apres avoir applique le Corollaire B3 fois, on obtient des séries ;, pouri € {1,...,n} et
ge{l...,Q}telles que
g =710 + Z VigFig

1€{1,...,n}
qe{1....Q}

avecry € R[[Zo,g]] C R[[Y]], si bien queg — 79 € Z. r = 1 convient donc et son unicité
résulte de l'unicité contenue dans le coroll@irg 3.3 a chaque étape.

Proposition 3.21 L'anneau différentieR[[Z]]/Z est isomorphe & = R[[Y]] muni de la dé-

rivation :
4. A4 - A
"\ g - g (3.49)
d _ (3+1)
g = @w*9 = el > Wuij :
i=1 i=1,j>0 OU;

Démonstration Considérons I'application qui a tout élémerde A associe sa classe d'équi-
valencer dansR|[[=Z]]/Z. Cette application est bien définie, est un morphisme d’anneaux diffé-
rentiels et le lemmie 3.20 rend cette application inversible. On a donc construit un isomorphisme
d’anneaux différentiels de versR[[Z]]/Z R

Ceci montre en particulier quR[[Z]]/Z est intégre et donc quEest premier, ce que I'on
aurait pu montrer directement.

3.2.2 LanneauA[4] des opérateurs différentiels

On abandonn&|[[E]]/Z pour travailler sur4, muni de la dérivation[ (3.49), qui est un
anneau différentiel plus concret.

AppelonsA[%] 'anneau des opérateurs différentiels gurqui sont sont polynomiaux en
% a coefficients dangl. Un élémenp € A[%] sera noté ak%k avecay dansA, la somme
étant finie. Poup € A[L] eth € A, on notep e h = > a;h®) € A I'élément obtenu en
appliquant I'opérateup a h.

Ceci définit une multiplication externe : A[4] x A — A. La multiplication dans4[4]
n'est pas la multiplication commutative usuelle des polynémes, mais la composition des opéra-
teurs différentiels, qui donne une multiplication non commutative des polyndmes. On la notera
multiplicativemerﬁ: pour toutp, ¢ € A[%] eth € A,ona(pg) e h = pe(qeh). Cecifait

SCette notation est aussi celle de la multiplication usuelle des polyndémes, mais cette derniére ne sera jamais
e sk . . T . £ . k N
utilisée ici. Noter par ailleurs que cette notation multiplicative est cohérente avec la n@n@% , ou chaque
~ . P S k . B T
ay, peut étre vu comme un polyndme de degré zéro : Ioperazt@gg est blen% suivi de la multiplication par

ag.
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deA[%] uneR-algébre non commutative, et deun A[%]—module a gauche. Par unification
avec les polyndmes a coefficients formes différentielles (voir plus loin), on utilisera parfois le
symboleA, c’est-a-dire que I'on notera indifféremmemnt oup A g. Il faut prendre garde a ne
pas confondre les lois internes et externes lorsque I'on applique un polynémes. Par exemple,
en notant\ la loi interne (dans les membres de gauche, mais pas dans les membres de droite)
pour insister, on a

L ouy =1,

%/\ul = U —I—u1%,

d d
u1/\3 :Uld*t,

(sansA, la deuxiéme égalité se I%ul =u +up %).

A est aussi un sous—anneauAﬁa}t], I'inclusion A — A[%] consistant a identifiex dans
A au polynéme de degré zéroou a l'opérateur différentiel de degré zéro “multiplication
para”. On va étre amené a étudier des modules.4[f,]. Les A[4]-modules ont aussi une
structure de modules sut.

Proposition 3.22 Soit M un A[£]-module libre et{w;};c(1. .,y Une base dé/ sur A[4].
M est alors aussi utd-module libre et{w](.k)}je{lv_wmmeN en est une base.
k

, . . d N .
Démonstration Soity = > Mjk e @i € M,0Un;\ € Apourj € {1,...,m}
jef1,...m} keN

d k
Z nj,k% wj = Z nj,kwj(-k)7

je{1,....m}keN je{1,...,m},keN

etk € N.

d'ou le résultaf

3.2.3 Les formes différentielles, I'algébre extérieure
3.2.3.1 ModuleA!(A) des formes différentielles

On a défini (sectiof 3.1].3), pour tout anneau de séries formelles, un module sur cet an-
neau, qui est le module des différentielles. On peut bien sOr appliquer cette construction a
A = R[[T]]. CommeA!(A) est non seulement uA-module, mais aussi uﬂ[%]-module,
construisons le directement en tant gdie ]-module.

On considére IM[%}-module libre engendré par les+ m élémentsdx et du (dxr =
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(dz1,...,dxy,) etdu = (duy,. .., duy)):

N o d ~ . d
M = —|dx; —ldu; |
(@) = (@)
et N le sous-module d&/ engendré par les “linéarisés” dge — f;(z,u) :

N d.d
N = ie:?A[dthtdxi —df;) .

Al(A) est leA[4]-module quotient :
AYA) = M/N.

Il est facile de vérifier que\'(.A) est aussi und-module, que ced-module est libre et
qgu’une base est donnée pdrz}.cy . Puisqued = R[[Y]], ceci est bien la construction
(3.10) deA'(A) en tant qued-module.

3.2.3.2 Liberté duA[%]—moduIe des formes différentielles

Bien sar,A'(A) construit ci-dessus n’a aucune raison a priori d’étreél%]-module libre.
Comme discuté danis [10] ce module est libre si et seulement si I'approximation linéaire du
systeme est commandable. Voir aussi [1, pp.24-28]. Puisqu’on a fait ici I'nypothese que 'on
est en un point d’équilibre, ceci s’exprime aisément. Définissons les matticedR"*" et
B e R™*m
of of

= 500, B = F0) . (3.50)

En d'autres termes, I'éléme(t, j) de A est le terme constant dgf; /0x; et I'élément(s, k)
de B le terme constant d@f; /Juy.

Proposition 3.23 A!(A) est unA[-4]-module libre si et seulement si le rang des colonnes de
{B, AB, ..., A" !B} est égal an.

On pourrait donner de ceci une preuve directe, mais c’est en dehors du propos de cette note.
Dans [1] on donne une maniére simple de construire une base en un point dit “Brunovsky-
régulier”. On ne rappelle pas ici cette notion, mais on peut donner une condition suffisante
(générique) pour que le point d’équilibfe, 0,0, ...) soit Brunovsky-régulier, et des préci-
sions sur la base obtenue dans ce cas-la. Cette condition est que le rang des colonnes de
B, AB, ..., A’ B soit maximal pour touj :
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Proposition 3.24 Soientp eto les entiers tels que

n = mp+o, 0<o<m-—1.
Sile rang des colonnes d&, AB, ..., A?~! B est égal anp et celui des colonnes de, AB,
..., APB an, alors il existe une basfwy, . .., wy, } deA!(A) en tant qued[%]-module, telle

que chaque forme; s'écritw; = >, a;,dzg aveca;, € A, et les formes

w1, d)l, wgp),
Wes Wes w((,p),
. p—1
Wo+1y Wot1s - w[(,_H ),
. —1
Wi Wi N w,(f; )
appartiennent aud-module engendré patzy, . .., dz, et en forment une base.

Lecasm =1

Sim = 1, les deux cas ci-dessus se confondent, et dés que le linéarisé est commandable, il
existe une formev = Y"}_; a, dzy (as € A) telle que{w} est une base dé'(.A), c’est-a-dire
que toute forme) € A'(A) s’écritp e w pour un certaimp € A[%]. Il est du reste facile de voir
que cette base est unique a coefficient multiplicatif inversible prés : toute base &¥écfit
avech € A, A(0) # 0.
Cette unicité de la base est propre a la dimension 1 : pour 2, par exemple, Sfwy, ws}
est une bas€w,, wa + wf)} est une base pour tosite N.

3.2.3.3 Algébre extérieure

On peut appliquer les constructions de la segtion 3.1.3 et construire, pour tout-enfiér
A"(A) = N(AL(A)), etd: AT(A) — A™HL(A).

La différentielle extérieurd commute avec la dérivatiogg (voir par exemple [25]).

Chacun des\"(A) est construit (cf. sectign 3.1.3) comme 4Amodule ; comme on a vu
en [3.18), siA!(A) est un.A-module libre, alors tous lea” (A) sont desA-modules libres.
Construisons, comme e (3]13), une base de/esodules. On suppose pour cela, comme
discuté a la section précédente (et par la suite on sera dans ce cas},(gueest unA[%]—
module libre, et qugws,...,wy,} en est une base; alo{sjj(.k)}je{l?._”m} est une base de

keN



82 Filtration des équations de la platitude

Al(A) en tant qued-module, Iui aussi libre. Comme €n (3]13), on a besoin d’un ordre sur cette
base ; prenons 'ordre lexicographique sur les indices, c’est a dire quéjpbliet (5, k') dans
{1,...,m} x N,

G, k)< (k) & j<jet(j=j=k<k); (3.51)

alors

k kr
{wj(ll) FANAN W§T )}(ji,ki)e{l,...,m}xN (352)
(j17k1)< <(j’r:kr)
est une base d&”(.A) en tant qued-module.

A"(A) a aussi une structure dé{%]-module, de la liberté duguel on ne se soucie pas.

oo
On peut définir comme en (3.[17) I'algébre extérie@Ai(A) dont les éléments sont des

i=0
somme symboligues de formes de degrés différents.

3.2.4 Opérateurs différentiels a coefficients formes

Pour tout entier € N, on peut définir I'ensembla”(A)[%] des polyndmes eff: a coef-
ficients dans\” (A). Un élément de\” (A)[4] s'écrit

J .
dJ
p = Z’?j%
7=0
avecn; € A"(A), etil définit naturellement, pour tout entiee N, un opérateur différentiel
AZ(A) N AiJrr(A)
J dJ J )
w — puusz%m/\(dt ow) :jz_:onj/\w(j).

On peut étendre le produit extérieur aux polynémes comme correspondant & la composition

(3.53)

des opérateurs ci-dessus, c’'est-a-dire que

AT (AE] X AS(A)[E] — AT (A)[4]
(r,q) > PAq

VAR

est tel que, pour tout,
(pAq)ew = pe(qew).
Cette loi est similaire & la multiplication définie a la secfion 3.2.2 pour les opérateurs diffé-

rentiels & coefficients fonctionsi(:%] s'identifie aA°(.4)[%£]), le produit extérieur des formes
remplagant la multiplication dand.
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On peut alors, comme e (3]|17), définir une grande algébre par :
AL - P (354
dt’ i dt’ '

Un élément de\(A)[4] peut aussi s'écrire comme un polyndme £na coefficients dans
A(A). Tous les objets considérés par la suite peuvent &tre vus comme des élément3[d,
ou des matrices d’éléments deA)[4].

Notons que, d’apre§ (3.52) ét (3]54), une basgldeoduleA(A)[4] est donnée par :

A
(k1) (k) d
{“ﬁl NN T (e : (3.55)
(jirki)€{L,...,m}xN
(J1,k1)< - <(jrkr)

3.2.5 Matrices d’opérateurs différentiels

On sera amené a faire agir des opérateurs sundeplets (n un entier positif) de formes,
ou de fonctions, que I'on notera comme des vecteurs colonnes d’élémedtsuldeA’(A).
les opérateurs qui agissent sur eesiplets seront notés comme des matrices carrées. On note

)" et (NAG)

IesA[%]—modules formés respectivement des vecteurs (colonnes) de dimendiomt chaque

élément est dans’ (A) et des matrices carréesxm, dont chaque élément est daxig.A)[4].
PourM € (A'(A)[4]))™*™ etX € (AJ(A))™, onnoteM o X € (A" (A))™ le vecteur

obtenu par multiplication matricielle classique en premabir (3.53)) comme multiplication

; mxXm y mxm
entre éléments des matrices. Padire (A*(A)[4])"™ " etM’ € (AZ (A)[%]) , On note

Y mxXm . .. . .. N
MAM € (A”l (A)[%]) la matrice obtenue par une multiplication matricielle ou la
multiplication entre éléments des matrices est celle définie a la séctioh 3.2.4. On a bien sar
(MAM')eX =Me (M oX).

On confondra un élément de € (A7(A)[4])™"™ avec l'opérateur différentiel

qui envoie chaquéA™ (A))™ dans(A™¢(A))™.
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3.3 Une valuation naturelle

3.3.1 Hypothéses essentielles
Point d’équilibre

Comme au chapitre précédent on suppose ici que I'on travailpeu d’équilibre (0, 0),
ce qui se traduit paf (3.44) et entraine, que, pourkogtA, on a

h(0) = 0. (3.56)

C’est cette derniére propriété (ou autrement dit le fait que I'idéal maximal deit un idéal
différentiel), qui est exploitée dans le présent chapitre.

On peut se passer de cette propriété moyennant des construction un peu plus générales qui
ne sont pas données ici.

Liberté du module des différentielles

On a aussi besoin de supposer que
A(A) estunA[4]-module libre. (3.57)

A la sectior] 3.2.3]2, on a rappelé que cette hypothése est celle de la commandabilité du
linéarisé et donné des conditions dans le cas d'un point d’équilibre.

Contrairement g (3.56), il ne semble pas que I'on puisse se passer facilement de cette hy-
pothese. Il est a noter que cette hypothése est en fait un condition nécessaire pour la platitude,
voir chapitrg 3.14 et en particulier la remarque qui suit la défin|tion|3.40.

On suppose chaisie une base, dans la suite. On la note verticalement :

w1
Q = | (3.58)

Wm
Les constructions faites aux secti¢ns 3.3.P et B.3.3 dépendent a priori du choix de cette base,

supposée fixée sans plus de précision. A la sefction 3.3.4, on montrera que la valuation que I'on
a construit ne dépend en réalité pas du choix de cette base.
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3.3.2 Valuation des fonctions
On va ici construire la valuationVal” sur 'anneauA des “fonctions” (c’est-a-dire des
séries). On donne ensuite un certain nombre de propriét€sidenais on ne prouvera qu'a la
sectior] 3.3.5]3 qu'il s’agit d’une valuation.
3.3.2.1 Définition
Proposition 3.25 Il existe une unique application
Val : A — NU {400}

telle que les propriétés suivantes soient vérifiées pourgautA :

o g=0 <= Val(g) =+ (3.59)
e g(0)#0 < Valg=0 (3.60)
e sig(0) =0, endéfinissant leg; , € A pardg = Z Gik w](.k),
1<j<m,keN
ona Val(g) = min {k+1+ Val(g;r)} (3.61)

1<j<m,keN
Pour un élémenk de A non nul (le cas nul étant donné pfar (3.59)), expliquons briéve-
ment comment utiliser les propriétés de la proposition|3.25 pour calgulér. On utilise une
premiére fois[(3.60) aveg = h eton a:
Sih(0) # 0, Val(h) = 0.
Sih(0) = 0, on différentieh et on décomposéh sur la basé? :

dh=">"  hl.

1<j<m,keN
La somme est finie, c’est-a-dire que seul un nombre fink gesont non nuls. On ap-

plique alors[(3.61L), aveg = h: Val(h) = min {k+ 14 Val(h;})}, le minimum
1<j<m,keN

étant a prendre sur un nombre fini de couple). On est alors ramené a évaluer 'image
par Val de chaqué; x, ou tout au moins d’un nombre fini, non nuls. Pour chacun d’eux,
on recommence I'étude ci-dessus en remplagayarh; ;. :

pour (4, k) tel que h;x(0) # 0, Val(h;x) =0,
pour (j, k) tel que h;,(0) = 0, on doit déecomposéh,; ;, sur la basé) :

(%)
dhjp =" D> ke,
1</ <m,k'€N

et, en appliquanf (3.61)@= h;, ona:

Val(hjx) = 1<j/r<nglnk/€N{k’ + 1+ Val(hj )}
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Il n’est pas évident a priori que cette procédure s’arréte. On montre dans la preuve ci-dessous
gue sih est non nulle, apres un nombre fini d’étapes, on a rencontré un élémegntidet le
terme constant est non nul et dont la valuation est donc connue. On verra que ceci entraine que
Val(h) est bien défini et fini.

Démonstration On considérgy dans.A, alors soitg(0) # 0 et Val(g) = 0, soit Val(g) =

. k) . ,
min k+ 14+ Val(g;)}, avecdg = L w® Considérons I'ensemblé
1§j§m,keN{ (95,6) } g 1<j<;keNgj,k b

des séries del issues de la décomposition dg le long def2 puis de la décomposition de la
différentielle de chacune degs, et ainsi de suite.

— Si tous les éléments d@ sont nuls en zéro. En décomposalgtle long de la base
dx,du,du, .. ., les coefficients sont nuls aussi en zéro, par indépendance des éléments
de la base. Donc une fonction dont tous les coefficients de sa différentielle sont nuls en
Zéro a toutes ses dérivées partielles du premier ordre nulles en zéro. Altys Bus
ses coefficients nuls en zéro, puis les coefficients des différentielles de ses coefficients et
ainsi de suite, alors il est évident que toutes les deérivées partiellgs gdeent nulles en
zéro et donc leg; . sont toutes la série nulle car une série dont tous les coefficients sont
nuls est la série nulle, donc= 0 et Val(g) = +oo et est bien défini.

— Siun deg; ;. (coefficient issu de la décomposition delui-méme) est non nul etipar
exempley; 7, alorsVal(g) < 1+ k. Alors, il suffit de différentierk fois successivement
les coefficients dg, puis les coefficients des différentielles des coefficientg eeainsi
de suite jusqu’a I'ordré: et de tester la valeur de ces fonctionsOerval(g) est alors
bien défini en tant que minimum d’'un ensemble fini d’entiers.

— Siil existe un élement d@ non nul erd mais qu’aucun des coefficienfs;, dedg estnon
nul en zéro, alors on différentie ces derniers et on regarde la valeur des coefficients de
leur différentielle en zéro. On itere alors le processus de différentiation jusqu’a ce qu'un
des coefficients soit non nul en zéro, alors on est ramené au cas ci-de¥al(g gest
bien défini.l

3.3.2.2 Propriétés de la fonctiorival sur A.

La proposition suivante donne des propriétés de la fondfidrqui en font “presque” une
valuation. On verra plus loin (sectipn 3.3]5.3) qu'il est bien vrai §akgh) = Val g + Valh
pour toutg et h, mais il sera plus aisé de le démontrer aprés avoir établi & la séctioh 3.3.5
I'existence de coordonnées dans lesquelles coincide avec une valuation plus classique.
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D’ici 1a, on va se contenter de I'inégalitg (3]64) ci-dessous.

Proposition 3.26 Pour tousg eth dansA4, ona:

Val(g4+h) > min{Val(g), Val(h)}, (3.62)

Val(h) > Val(g) = Val(g+h) = Val(g), (3.63)
Val(gh) > Val(g) + Val(h) , (3.64)

Val(h) =0 = Val(gh) = Val(g), (3.65)
Val(h) > 1+ Val(h). (3.66)

Démonstration Pourg ou h dansA, fixons une fois pour toute la notation suivante : on
développelg etdh sur la baSQW‘gk))lSjSm’keN duA-moduleA!(A), définissant des fonctions

gj i €th;y par:
k
dh=">"  hjl.

1<j<m,keN

Démonstration d¢ (3.62). Montrons par récurrence sjuie la propriété suivante est vraie pour

touti € N :
' { pour toutg eth dansA, tels queVal(g + h) < i,

Val(g + h) > min{Val(g), Val(h)} .

— SiVal(g + h) = 0 alors, d’aprés[(3.60).g + h)(0) = g(0) + h(0) # 0 et donc soit
g(0) # 0 soit h(0) # 0, et donc, toujours d'aprep (3]60Yal g ou Val i est nul. Ceci
prouveRy.

— Soiti > 0. Supposon®; vraie et montrons alors qu@;,; est vraie.

Soientg et h dans.A, tels queVal(g + h) < ¢ + 1. Si Val(g + h) < i, l'inégalité
Val(g + k) > min{Val(g), Val(h)} est une conséquence &g ; on suppose donc que
Val(g + h) = i + 1. D’apres[(3.6]L), en utilisant les notatiofis (3.67), il existe des entiers
j etk tels que

i+1="Val(g+h)=k+1+ Val(g;z +h;5) -
Ceci entrainéVal(g; ;, + h; ;) < i etdonc, en appliquarR; ag;; eth;;, ona

Val(g; + h;5) > min{Val(g; ), Val(h; )} -

CommeVal g < k+1+ Val 955 €tValh < k+1+Val h; » les deux relations ci-dessus
entrainenVal(g + h) > min{Val(g), Val(h)}. Ceci prouveR .
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Démonstration dg (3.63). Il est trés classique @ue [3.62) entfaing (3.63) ; rappelons pourquoi.
SiValg < Val h, alors [[3.62) entraine évidemméWntl(g + k) > Val g, mais aussi

Valg = Val(g+h —h) > min{ Val(g + h), Val(—h) } . (3.68)

Il est clair, d’aprés la construction d&l(), queVal(—h) = Val h (par récurrence sWal h :
Val(—h) = 0 si et seulement svValh = 0, et siValh > 0, on se raméne a des fonctions
de valuation strictement inférieure en décompogantomme en[(3.61)). Comniéal(—h) =
Valh > Val g, la relation[(3.6B) entrain®al g > Val(g + h).

Démonstration d¢ (3.64). Montrons par récurrence suie la propriété suivante est vraie pour
touts € N.
R : {pour toutg eth dansA, si Val(gh) < i alorsVal(gh) > Val(g) + Val(h) . }.
— SiVal(gh) = 0, alorsg(0)h(0) # 0, doncVal(g) = Val(h) = 0. Ry est donc vérifiée.
— Soiti > 0. Supposon®; vraie et montrons alors qu@;, ; est vraie.
R; étant vraie, il suffit, pour prouveR,,1, de considérel et h dans.A, tels que
Val(gh) = i + 1. CommeVal(gh) > 0, (3.60) entraing(0) = 0 et donc, avec les
notations|(3.67)[ (3.61) entraine, puisal{gh) = g dh + hdg,

Val(gh) = 1<jr<r17jrbnk€Nk + 14 Val(gh; i + gjih) .

Soient7, k des indices tels que le minimum soit atteint. On a, en utiligant (3.62) pour
linégalité,

i+1 Val(gh) = k+ 1+ Val(gh;j, + g;3h)

> k+1+ min{Val(gh; ), Val(g; zh)} - (3.69)

Quitte a inverser le role dg et i, on peut supposer quéal(gh; ;) > Val(g;;h). On
a alorsVal(g; zh) < i — k, d’ol, en appliquani; ag; eth, lnégalité Val(g; zh) >
Val g, . + Val h. L'équation ci-dessus entraine alors

Val(gh) > k+1+Val(g;zh) > k+1+ Valg;z + Valh

CommeValg < k+ 1+ Val(g; ), cela entraine bieWal(gh) > Val g + Val h, ce qui
prouveR ;1.
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Démonstration d¢ (3.65). C'est une conséquence de| (3.64). En ef¥fet/si= 0, alorsh(0) #
0 c’est a dire que la sérik & un terme constant non nul, si bien qu’il existe une sér'e A
telle queg =  gh etVal3 = Valh = 0. Alors, on obtientVal g > Val(gh) en appliquant

(3.64) agh et 1, etVal(gh) > Val g en appliquan (3.64) aeth.

Démonstration d€ (3.66).
Soit, pour touti € N, A; = {ge A, Valg=i etValg>i}.
D’apres ) eONalh > 1 pour touth, et doncd, = @. Par ailleurs, sVal h = +o0,
il est trivialement vrai qué/al > 1+ Val k. Par conséquen6) est vraie pour togt A
si et seulement si tous les; sont vides pouf > 1, ce que nous allons prouver par I'absurde.
Si il existait unA; non vide, soitv > 1 le plus petit entier tel qud,, # &, et un élémenkt de
A,. Le fait queValh > v > 1 entraineh(0) = 0 (grace a[(3.60)), et donc, d’aprés (3.61), en
utilisant les notationg (3.67),
Valhj,>v—-1—-k (3.70)

pour toutj, k. Ecrivons maintenant quéal i = v. En appliquantc% a ), on obtient (avec
la conventiori; 1 = 0, qui ne contredit pa$ (3.70)) :

dh = Z (hj,k + hj’k;fl) w](k) s
1<j<m,keN

qui, puisquéer(0) = 0, entraine, en appliqua61),
v = Valh = min_ k+1+Val (s + hina) - (3.71)

Par ailleurs, pour tout, k&, on a
Valhj, >v—k et Valhj, 1 >v—k (3.72)

car la seconde inégalité vient .70), la premiére est évidement vrdig }$9|k > v, et

Si Val hj,k < v, le fait queA; = @ pouri < v entraineVal hj,k > 1+ Valh;y, ce qui,

avec [(3.7D), montre que la premiére inégalité est vraie dans ce cas aussi. Les inggalltés (3.72)
entrainent, & l'aide d¢ (3.62),

k+1+ Val (hM n hj,k,1> > vt

pour toutj, k. En reportant ceci danis (3171), on obtient la contradiation» + 1. W
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3.3.3 Extension deVal a toutes les formes, matrices et opérateurs

Maintenant que I'on a défini la “valuation” (on utilise ce mot bien qu’on n’ait pas encore
prouvé que Val” définit bien une valuation sud) des fonctions, c’est-a-dire des éléments de
A, on I'étend sans mal & tous les objets plus généraux définis aux s¢ctiofs B.2.4 et 3.2.5.

3.3.3.1 \Valuation des opérateurs a coefficients formes

DéfinissonsVal : A(A)[4] — N U {+oc}, qui étendVal : A — N U {+oc} défini plus
haut.
Comme vu enf (3.55), un élément e A(A)[ 2] s'écrit

A
_ (k1) (ko) 4
§= > ng Gk Gaka) Wiy N oo AR o (3.73)
g, \eN
(ji,k’i)E{l,...,m}XN
(J1,k1)< -+ <(dq-kq)
lesay g,(j k1)....(ja,kq) € A €tant définis de maniere unique.
Définition 3.27 Pour touté € A(A)[4], Val¢ est défini par
q
Val¢ = min, Val(@ g,y o)y Gaea)) AT D (L + ki) (3.74)
(i ki)E{1,...m} XN =1

(j17k1)< <(jq7k5q)
OU 1Sy 4. (1 k1),....(a.kq) € A SONt dEfinis pa@)

Il est clair que cette définition d&al coincide avec la précédente sdrc A(A)[%] (un
élément de/\(A)[%] de la forme) OU tous 188, ¢ (jy, k1).....(j,.kg) SONt NUIS sauf 'unique
correspondanta= A\ = 0).

Un élément de\(A) [%] étant assez abstrait, spécialisons cette définition aux éléments plus
concrets que sont les formes différentielles et les opérateurs différentiels.

Opérateurs différentiels (scalaires) : pour un élément d%[%}, polynéme en(‘f—t de degré

K eN,ona

K A
d
Val AL in (A + Val 3.75
a <§a’\dt> Ae{r&}{{m( + Valay) (3.75)

ou les coefficients, sont dans4.

Formes différentielles de degré 1 :pourn = S auw? € ALA), ol lesayy,
(G,k)E{L,...;m}xN
sont dans4 (et la somme est finie), onValn = H.likn(l +k+ Valajy).
D>
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CommeAl(A) est unA[%]—module libre, on peut aussi décompogs@omme

m
no= > Piew
j=1

d
avecP; € A[§;], etonaalors

Valn = min (1+ ValFP;).

1<j<m

Formes différentielles de degré > 2: pourn € AP(.A), donné par

_ (k1) (kp)
n= Z gy bty N W50 A AW P

(Jiki)€{1,...,m}xN
(91,k1)< -+ <(p,kp)

(somme finie), on a

Val(n) = min ki +-+ky+Val(ayy,...jp k1, k) -

(Jirki)e{1,....m}xN
(F1,k1)< -+ <(Jp,kp)

P

91

(3.76)

(3.77)

Opérateurs différentiels a coefficientgp-formes : pour P € AP(A)[L], donné parP =

d* .
Z Mg (somme finie), avec pour toute N, 7y, € AP(A),

AEN

Val(P) = min{) + Val(ns)}.

3.3.3.2 Propriétés

La Propositiof) 3.26 peut se généraliser a I'ensemigld)[ 4] :

Proposition 3.28 Pour tousg eth dansA(A)[4], ona:

Val(g + h)
Val(h) > Val(g) = Val(g+ h)
Val(g A h)
Val(g) =0 = Val(gAh)
Val(g)
Val(dg)

Démonstration

>

AV N AV |

v

min{Val(g), Val(h)} ,
Val(g) ,

Val(g) + Val(h) ,
Val(h) ,

1+ Val(g) .

Val(g) .

(3.78)

(3.79)
(3.80)
(3.81)
(3.82)
(3.83)
(3.84)
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(3.84) est une conséquence trés directe des définitions. En utiljsant (3.73) ét (3.74), le fait
que, dangs + h, les coefficients dg et deh s’additionnent termes a termes et en appliquant
(3.62) a I'addition de ces coefficients, on obtient I'inéga8&79) Il en va de méme pour

I'égalité (3.80)en utilisant en plug (3.63).

Démonstration de [3.88). Soith € A(A),

_ (k1) (kq)
h = > P i arbreekq@yy N e AWy
qeN
(jirki)e{1,....m}xN
(1,k1)< - <(Jg-kq)

On utilise la notation pour le résultat de I'application de I'opérateur diﬁérentgglsur
I'élémenth.

P (%0) (k1461) (kq+0q)
h= > L T S R A SERRAY o :

Sot-+-+84=1
(Ji,ki)e{1,...,m}xN
(J1,k1)< - <(dg:kq)

Donc

q
7 . . . (50)
Val(h) > min {a+ D (ki +0) +Val(hyg) o)}

d0+-+04=1 =1
(J1,k1)< - <(dq,kq)

et d'apres|(3.§6)Val(h{) . ) > G0 + Val(ha g, ok

presque immédiatement.

k,), d’ou le résultat

-----

Démonstration de [3.8]1). Montrons la propriété dans des cas plus restrictifs en premier lieu.
). Soientg € AY(A) eth € A7 (A), avec

B (f1) (ko)
g = Z 91,550 Wiy VANARA w; ",
(Ja,ki)e{1,....m}xN ki,....kq
(J1,k1)< - <(jgrkq)
k1 (%)
h = Z hji""’j'/w]("l)/\"'/\Wj,q/ .
ik E{L,...m} k'p...,kZ/ ' q
(G k)< - <(ly kL)

L'inégalité Val(g A h) > Val g 4+ Val h est entrainée par

k k (K}) ()
Val gjl,---vjq hji’»];/ W§11) Ao A w§qq) A wjil A... A wj,/q Z Valg + Val h,

kl ’ / q
R
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valable pour n'importe quelle valeur des indices, gak h est un somme de termes
comme celui dans le membre de gauche. L'inégalité ci-dessus est vraie car le membre de
gauche est égal, par définition, a

/

q q

Val | g1, hjp.gr, |+ (LK) + Y (L+k),

K1,y i -
q k'17~--’k;/ =1 =1

et qu’en appliquanf (3.64) au produit d’élémentsAlgui apparait, on minore la quantité
ci-dessus par une quantité qui, par définitipn (B.77)Vdeg et Val i, est elle-méme
minorée paiVal g + Val h.

!

ii). Soit h etg dansA?(A) et A7 (A) respectivement. Sok et i dansN. Considérons les
monomesh 4" etg2* de A7(A)[2] et A7 (A)[ ] respectivement.

A g A
Alors g%/\ ARER =" (g A h(’))% et en utilisant|(3.79) sur le membre de
=0
droite on obtient
d A dH ~d pHA—E
Val(g— Ah— )> min {Val(gAhD= .
allggy Nhg )2 min | {Val(g a N

D'aprés[(3.7B) la valuation diséme terme dans bin vauty + A — i + Val(g A h(®),
mais [3.64) entrain®al(g A h()) > Val(g) + Val(h(®) et (3.79) itéré fois entraine
Val(h()) > i + Val(h) et (3.3.3.2) implique donc
Val(g4™ A b2y > 11+ X + Val(g) + Val(h), i.e.

A o A dH

d d d
1(g— — ) > 1(g— 1(h— ).
Va(gdt Ahdt)_va(gdt)+va(hdt)

: d> d*r .
iii). Soit ¢ = ZgA% eth = Zhﬂﬁ dansA(A)[4], ou lesgy et lesh, sont des
AeN peN
formes homogeénes.

d* d*r
Alors Val(g A h) = Val(() o )N > hue ),
AEN peN
d* d*
doncVal(g A h) > Val() > g M)

AeN peN

d? d*+
t 3.79Val(g A h) > mi = AR, — Y.
et avec|(3.79)Val(g A )_/\I,][/ileIll\l{gAdt ANy }

Le point ii) permet ainsi de conclure qd&l(g A h) > Val(g) + Val(h).
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iv). Soith = Y h;etg = > g; dansA(A)[] quelconques avec les et lesg; des
ieN iEN
polynémes e@’f—t a coefficients formes homogénes.

Val(g Ah) = Val(>_ > gi A hy)

ieN jeN

et avec|(3.79) on obtienfal(g A h) > mi%]{Val(gi A hj;)} le pointiii). permet alors de
1,7€

conclureTa démonstration de (3]81). ’

Démonstration de ). Soientg et h dansA(A)[4] avecValg = 0. Comme les seuls
éléments homogenés e A(A)[%] tels queVal( = 0 sont dans4, on ag = go + g1 avec
go € A, Valgy = 0, Valg; > 1. Alors, commeg A h = gg A h + g1 A h, il suffit, d'aprés
(3.80) et [(3.8]L), de montrer quéal(goh) = Valh (puisqueg, € A, on préfére notegoh
queg A h). Si 'on décomposé, comme en[(3.73), on obtient la décompositiongde en
multipliant les coefficients fonctionsi( ; (j, k.).....(jg.k,) daNS E}S)) payo ; en appliquant
(3.63) a ces produits de fonctions, les définitidns (3.74Yaler et Val(goh) montrent qu'ils
sont égaux.l

3.3.3.3 Le cas des matrices

La valuation d’'une matrice ou d’'un vecteur d’opérateurs différentiels ou de formes (voir
sectior{ 3.2.5) sera simplement, par définition, la plus petite des valuations de ses éléments :
! m 7
pour M € (AF(A)[4))" ™ et X € (A’C (A)) , donnés par

M = [M;jli<i<m ,» X = [Xili<i<m »
1Zj<m

ona

ValM = minValM;;, Val X = minVal X, , (3.85)

17]

ol lesM; ; sont dans\¥(A)[4] et lesX; dansA*'(A), et relévent donc de la section précé-
dente.

L'essentiel des propriétés de la Proposifion .28 restent vraies en remplacant les produits
par des produits matriciels. Indiquons simplement précisément ce qui nous sera utile par la
suite :
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Proposition 3.29 Pour tousM, M’ dans(A*(A)[4])"" " etw, W’ dans
(A7(A))", ona:
Val(W +W') > min{ValW,ValW'} , (3.86)
Val(M + M') > min{Val M,Val M’} | (3.87)
Val(M e W) > ValM + Val W, (3.88)
Val(M A M') > Val M+ Val M’ (3.89)
Val(dM) > ValM et Val(dW) > ValW . (3.90)

3.3.3.4 Notation©Q

On utilisera pourVal la méme notation ©” introduite & la Définitior] 3.12 pour I'ordre
(pondéré) des séries. Paure N, le symboleO, désigne n'importe quelle quantité (élément
de A, d'un A’(A), d'un A’(A)[£], ou une matrice a coefficients dans I'un de ces ensembles)
auquelVal assigne une valeur supérieure ou égaje a

Par exempley = h+0,, oug+0, = h+0,, oug—h = O, signifient queVal(g—h) > g,
mais aussi, sF' est une applicationf’'(¢ + O,) = h + O, signifie que pour tout tel que
Valv > ¢, onaVal( F(g+v) —h) >r.

3.3.4 Indépendance de la fonctioVal par rapport au choix de la base

On a défini jusqu’ici la fonction Val” a I'aide d’une ba38) dd[4]-moduleA’(A).

Dans ce paragraphe nous verrons que, bien que nous ne sachions pas donner de définition de la
fonction Val sans avoir recours a une base, cette fonction elle-méme ne dépend pas du choix
de la base.

Pour deux baseg = {n1,...,nm} €tw = {w1,...,wy}, ON NoteVal, et Val, les deux
fonctions a priori distinctes qui résultent de la construction précédente en utilisant chacune de
ces bases. La proposition qui suit énonce §uene dépend pas de la base utilisée pour la
définir.

Proposition 3.30 Soitn = {n1,...,nn} etw = {wi,...,ws,} deux bases dul[%£]-module

Al(A), alors Val, etVal,, coincident.

Cette proposition permet d’utiliser maintenant la notabi, indépendamment de la base de
A'(A) choisie, sans aucune ambiguité.
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Démonstration Montrons d'abord qué&al,, et Val, coincident suM[%]. Pour ceci, mon-
trons, par récurrence sirque I'on a, pour tout € N,

Pour touth € A[4], si il existe une base de A!(A)
Ri : ( telle queVal,(h) <1,
alors, pour toute basgde A'(A), Val,(h) = Val,(h).

Ro est vraie car pour tout élémentde A et toute base da!(A), Val(h) = 0 si et
seulement sk(0) # 0.

Soit: € N. Supposon$k; vraie et, pour montrer quR ;. I'est aussi, considérons
A[%], w une base da!(A) telle queVal, h = i + 1, ety une autre base.

Tout d'abord, il est clair qué/al, (k) > Val,(h) (c'est-a-direVal,(h) > i + 1) car si-
non, Val,(h) < i, ce qui permet d'appliqueR; a h, avecn jouant le role dv, et d’obtenir
Val,, (h) = Val,(h), ce qui serait absurde puisqvel, h =i + 1.

Montrons maintenant qu€al, (k) < Val,(h). On peut bien sQr écrire

J dj
h = j;hjdt , hj €A,

et, d'apres|(3.75)Val, (h) = 0r<n‘ig](j + Val,, h;). Distinguons deux cas.
J>

— Si ce minimum est atteint pour au moins un enjie# 0, alors, pour cet entief, on a
Val,(hj) =i+ 1—j < i, on peut donc appliqueR; a h; avec la base pour obtenir
Val, hj =i+ 1 — j, ce qui entraind/al, h < Val,, h.

— Sinon, on &al, h; > 7+ 1 — j pour toutj > 1 et Val, hy = Val, h = i + 1. Ceci
implique, d’apres[(3.60), que)(0) = 0; alors, d’apreq (3.61), si I'on écrit

dhy = Z apew, = Z b, ® g

ke{l,...,m} ke{l,...,m}

avecay, by, € A[%] (ce sont des opérateurs différentiels), on a, d’agrés|(3.61) (voir aussi

B.78)):
Val, hg = Val,dhyp = min (1+ Val,ay), (3.91)
1<k<m
Val, hg = Val,dhy = lg&n (1+ Val, by) . (3.92)

Soientpy, ; etqy ; les éléments del[4] qui donnent le changement de base :

m m
Te=) Prjowj, Wh= qrjon, k=1,...,m. (3.93)
J=1 J=1
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On a clairement, pour tout,
m m
ar =Y bequk, b= Y apik- (3.94)
(=1 =1

Alors, d’'aprés|(3.79)[ (3.91) entraine

i+1 = Val,hg > 14+ min (Val, by + Val, qri) ;
ke{l,....m}

il existe donc au moins uf€ {1,...,m} tel queVal, b; < i, et on peut appliqueR; a
ceb; pour obtenirVal, b; = Val, by, et doncVal, b; < 4. D’apres [(3.9p), cela entraine
Val, hy < i+ 1, etdonc, puisqu&al, h < Val, hg €tVal,, h =i+ 1, on a bien montré
queVal, h < Val, h dans ce cas aussi
Ceci achéve de prouver que; est vrai pour tout et donc que, pour tout € A[%],
I'entier Val, h est indépendant de la basde A!(A) que I'on choisit. On considére désormais
un élément générgl € A(A)[%]. Pour montrer qu&al,. £ est aussi indépendant de la base
ce gui terminera la preuve de la proposition, il suffit de montrer que, étant donné deuxbases
etn, on aVal, { > Val, £ (n etw jouant ici des r6les symetriques, I'inverse aura lieu aussi).
Montrons donc que I'on &al, { > Val, £. Pour cela, on écrit, comme .73),
= 3 RN R RV w](.fq)j; (3.95)

A,qeN
(Jiski)€{L,....,m}=xN
(j17k1)< <(jq7k'q)

avec lesh;, . j. ki....k\q dANSA, sibien que, d'apres la premiére partie de la preuve, on peut

noter

Valw hjlv"'7jq>k17“'7kq>)‘7q = Va‘l”] h.jla"'»jt]7k17"'7kQ7)‘7q = Val hjlv"':jl]7k1>"'7kq7)‘7q *
Alors, d'apres|[(3.74) ef (3.95), on a

q
Valwf = )P/;IGIII\I (Val (h’jl,‘~~,jq7k17~~~7kq7)\7q) + A+ Z(l + k») .

(Ji ki) €{1,...,m}xN
(j17k1)< <(jLZ7kq)

i=1
Par ailleurs, d’apré$ (3.79) ét (3]81), valables dans toutes les bases, on a

A
, (k1) (kq) 4
Val, § > )\Iglerll\l (Val(hjl7“,,jq,k1w,,kq,>\7q) +Valn<wj11 A /\quq pr )) .

(ji,ki)e{l,...,m}XN
(j17k1)< <(jq7k’q)
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Ceci et I'expression d¥al,, £ entrainent bieval, £ > Val, £ car, en utilisan{(3.83)] (3.81) et
le fait queValw; > 1 dans n’importe quelle base, on obtient

q

d? 1
VdncﬁﬂA.”A@%Lﬁ>22A+§:ﬂ+h) n
=1

3.3.5 Coordonnées adaptées
3.3.5.1 Définition

On va d'abord fixer une notation. Soit

Y = {ij}lgjgm,keN

un ensemble d’indéterminées, Bf[Y]] I'anneau de séries défini a la section 3.1.2. C'est
I'exemple évoqué pages|68[ef 71, et on choisit, comme dans cet exemple, de donner a chaque
variabley” le poids

Ty ) =k+1. (3.96)

On note
o : R[[Y]] = NU{oo} (3.97)

I'ordre pondéré (cf. sectign 3.1.4) sur cet anneau de séries formelles associé al pajds (3.96).
Rappelons (voir secti.5) queysi= (¥¥)1<j<m, ken €St une famille de sériﬁde
T, U, ... (c’est-é\-direyj-C € A pour toutj, k), alors, pour tout: € R[[Y]], on désigne par
h(y) € A la série obtenue en substituant chaque indéterrrg'yéﬁémr la sériey;? € A. On
peut alors définir, a I'aide de la fonctioral : A — N U {co}, une fonctionValy, : R[[Y]] —
NU {oo} par
Valyh = Val (h(y)) pourtouty € R[[Y]]. (3.98)

Si la familley forme unsystéme de coordonnéas A (voir Définition[3.17), il existe une
famille d’éléments d&R[[Y]], que I'on peut notey ! = ((u)aecr ('équation ) définit
I'ensembleY), telle que la substitution par—! “inverse” la substitution pay, et vice-versa :

h +— h(y) définit un isomorphisme d&[[Y]] — A, etg — g(y 1) l'isomorphisme inverse
A — R[[Y]]. Dans casVal, vérifie, commeVal, les propriétés (3.59) et (362) |a (3.65), ce
qui en fait “presque” une valuation sRf[Y ], et 'on peut aussi “transporter” I'orde, qui est

®Comme il a été dit dans la note du bas de la ade 74, les notations générales de I sedtion 3.1.5, ot les indéter-
minées n'étaient pas “numérotées” conduiraient & ngfeiles séries de la famillg ; on utilise ici la notation plus
J

legerey”.



Une valuation naturelle 99

lui-méme une valuation si&[[Y]], en une valuation sud définie paroy(g) = o (h(y™1)).
On va rechercher des coordonngetelles queVal coincide avec cette valuatias,, ou de
maniere équivalente telles gl coincide aveo.

Définition 3.31 On dit qu’une familley = {yf}lgjgmkeN est un systeme dmordonnées
adaptéesi et seulement si

(). c’estun systéme de coordonnées diiau sens de la Définitidn 3.]17,

(i)). Valy, défini par [3.98), coincide aves
c’est-a-dire que I'on a(h) = Val (h(y)) pour touth € R[[Y]].

La proposition suivante donne une condition suffisante pour que des coordonnées soient
adaptées. C'est I'outil pratique utile pour construire des coordonnées adaptées aprés avoir
construit une base. La section suivante explique pourquoi il existe toujours des coordonnées
vérifiant cette condition suffisante, mais leur construction est en général aisée.

Proposition 3.32 Siy = {yf}lgjgm,keN forme un systéme de coordonnées.dyet si, pour
toutj € {1,...,m} etk € N,ona

dyf = W + O (3.99)
(c’est—a—direVal(dyf — wj(.k)) > k + 2), alorsy est un systéme de coordonnées adaptées.

Montrons tout d’abord le lemme suivant.

Lemme 3.33 Siy = {y¥}1<j<m ren forme un systéme de coordonnées.duet vérifie (3.9p)
pour toutj, k, alors, pour touth € R[[Y]] tel queh(0) = 0, Valy(h) = 1£ni<rl {k+1+
Ten
oh

Valy(a—yk)}.
J

Démonstratiorde la proposition :Si 2(0) # 0, o(h) et Valy (k) sont tous les deux nuls.
Une récurrence trés simple fondée sur le lemme ci-dessus et la proppsition 3.9 @tgrd
Valy (h) atouth € R[[Y]]. B

Démonstratiordu lemme.Définissons deg; , € A'(A) et desa; i, € A, pour toutj et
idans{1,...,m} et toutk et/ dansN par :

k § w !
1<i<
lZ m
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avecVal(n; ) > k + 2, d'ou, pour tous, j, k, [,
Val(axk,iJ) >k+1-—1. (3.101)

Soit maintenant € R[[Y]], tel quek(0) = 0. D’aprés|(3.3p) e{(3.100), on a

d(hy)) = > + S i e (v) |0
1<j<m 8yj 1<i<m 6Y ’
keN TeN

et donc, d’apreg (3.60),

Valyh = Valh(y) = 121]11<nm k+1+Val| — Z Qi1.5.k 6Yl (y)
LEN J 1<i<m
1eN
(3.102)
Posons
h h
H = min {I<H—1+Val(8 )} = min {k+1+ Val 0 —) |-
1<j<m ay. 1<j<m 6y<
kEN J kEN J

On doit montreVal, h = H. D’aprés|(3.6R), (3.102) implique clairement duely (h) > H.
Montrons I'inégalité inverse. Tout d’abord, (3]62), (3.64) et (3]101) entrainent, pouy,tous

oh oh
Val Z @il ik W(Y) > min l+1- k+Val<a (v )) = —k+H. (3.103)
s

Considérons maintenant des indiges k tels que

k+ 1+ Val ﬂ(y) = mln k+1+ Val ah(y) = H.
26 S k]eNm ayﬂ

Ceci entraine, d’aprép (3.103) (avee- k) et (3.63),

oh oh oh -
Val | S50+ 3 e ) | = Va1<<y>> = H-F-1,
€

etdonc, aveq (3.102)/aly h < k + 1 + Val (ayk (y)> =H. 1
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3.3.5.2 Construction de coordonnées adaptées

Nous allons maintenant voir que ces coordonnées adaptées existent sous les hypothéses
faites au début de cette section.

Cette construction se fait en trois étapes : des coordonnées particulieres sont construites
dans les deux lemmes suivarjts (3.3f et]3.35), puis des coordonnées adaptées en sont déduites
dans la Propositign 3.86.

Dans la plupart des cas, les coordonnées 1, . . ., ou des coordonnées déduites aisément
des précédentes (prendre quelques contrdles comme états supplémentaires et leurs dérivées
comme contrdles) ont déja les propriétés du lemme suivant. Par exemple, dans le cas de la
Propositio ;c,u,u,... convient sic = 0 : pourleséb, 1 < j <m,0< k <p—1
prendre leg;, et pourk > p, prendrefj’? = u}k_p), et sic > 0, il suffit de prendrer contrbles
comme nouveaux états pour se ramener awcas0. Le lemme suivant donne ces coordon-
nées généralement, a partir d’'une base du module des différentielles. Noter qu’entre autre, les

propriétés de ces coordonnées sont tellesXjue (ff)lgjgm peut étre pris comme état et
0<k<K—1

(€K, ..., ¢X) comme contrble c’est-a-dire que le systéme de controle s&crt F(X, U).

Lemme 3.34 Si A*(A) est unA[4]-module libre de baséw; }1<j<, alors il existeK € N
et {ff}1§j§m7k€N des coordonnées dé telles que

— Pourtoutk: € {0,..., K — 1}, £¥ estfonction de$¢/}1<;<,, seulement,
et pour tout entiep > K, 0<k<K

— on a la relation §§7+1 =¢P,

—~ {W§k)}1§jsm est une base du sou$-module de\! (A) engendré pafd&)}i<j<m.
0<k<p 0<k<p

Démonstratiordu lemme 3.34 {w§k)}1§j§m est une base dé'(A) surA donc{wj(.fl) A
keN

WY G ) (s k) (1, < ST UNE base d&?(A) sur A, donc pour touf € {1,...,m},
(41.k1)<(2,.k2)
k k
dw; = Z Aj,31,92,k1,k2 wj('ll) A wj(22)'

(jl,kl)v(jQ”kQ)E{l?"'vm}X{07"'7L}
(J1,k1)<(52,,k2)

On appelleL I'entier défini parL = max{{k1|a; j, jo.k1 ks 7 0}, {k2]@;j j\ jo.k1 ks 7 O}}.
En appliquan® L fois % a I'expression ci-dessus de;, on obtient

dw®D) — Z (QL) a9 zq: (%) oFtr) A (Ratg=r)
J

q/ “3.g1.92,k1,k2 r) J2
(91,k1),(G2,,k2) €{1,...,m} XN, r=0
(J1,k1)<(j2,,k2),
q€{0,...,.2L}
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Sir < L,alorsk; +r < 2L etsir > L, alorsks + g — r < 2L, ainsi ngzL) congrue
a0 modulo {wj(k)}lgjgm . On obtient par intégration que pour topte {1,...,m} et tout
0<k<2L

k e {0,...,2L}, dQ () congrue & modulo{wj }1<J<m On peut alors appliquer le théo-
0<k<2L

réme de Frobenius podt = 2L a {w] }1<J<m, il existe donc{g H<j<m,ken un systeme
0<k<K

de coordonnées d4 tel que{df’f}1<3<m et {wj }1<j<m sont deux bases du méme sodis-
<k<K 0<k<K

module deA'(A). Nous pourrlons appllquer le théoréme de Frobenius pourpteutK” pour

obtenir le premier point, cependant, construisons plutét les coordonnées de facon a obtenir
le deuxieme point du lemme, le premier point du lemme sera alors obtenu de facon évidente.
Considérons maintenant le module engendre{p&fk}1<3<m, {dgk}liffm }, une base natu-

relle de ce module est d’apres ce qui precébdjiéC }1<]<m , on peut donc extraire: formes
O<k<K+1

indépendantes parmi Iédg H<j<m telles que ces: formes plus Ies{df h<j<m enforment
0<k<K 0<k<K

une base. Considérons, quitte a changer les indices, que fesnes sont{dgj H<j<m. I
ne reste qu’a pos@fprl = ng pourj € {1,...,m} et nous obtenons le deuxiéme point
pourp = K. Montrons dans le cgs > K la propriété par récurrence. S@&Y; la propriété de
récurrence sur suivante.

Ri :{Pourtoutj € {1,...,m}, & = fH

{df h<j<m et {w](k)}lgjgm sont deux bases du méme sodisnodule deA'(A) et

0<k<K-+i 0<k<K-+i

seuls lesi¢ " dépendent des(K+’) }

Ro :vrai d’'aprés ce qui précéde. Soie N, supposon$; vérifiee. En différentiant les
relations entre Ies’? et IESw( ) , on obtient que{{dg’“}1<j<m {dg h<j<m } génere le

0<k<K-+i 0<k<K-+i
méme module quew )}1<j<m . Or {wj }1§j§m forme une base, donc on peut ex-
0<k<K-+i+1 0<k<K+i+1
trairem éléments déd&k}1<]<m tels que ces: formes plus Ies{dg h<j<m formentune
0<k<K+i 0<k<K+i

base. Comme seuls I@lsj<+Z dépendent das§Kﬂ)

, cesm formes extraites sont Iesng +
en posan{f“+1 = ng“ on obtientR; 1. Par principe de récurrence, le lemme est Bai

Le lemme suivant est un corollaire du lemme précédent.

Lemme 3.35 Si A(A) est unA[4]-module libre de baséw;}1<j<nm, alors il existeK € N
et des coordonnée{&f}igﬁém de A telles que :
[S
— Pour toutk > K, 73;? = zf“.

— Pour toutk € {0, .. — 1}, z est fonction de$z H<j<m Seulement.
0<k<K
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— Pour toutk € N,
d + Y ajng, k/w/ ) (3.104)

1<j'<m
k'eN

aveCVal(aj’k’j/,k/) > 1.

Démonstratiordu lemmé 3.35 On utilise tout d’abord le lemnje 3.34 et on effectue une
transformation linéaire a coefficients constants @44’5<}1<]<m pour obtenir Ies{zj H<j<m -

0<k<K 0<k<K
pour
kl
Z aj,k,j/,k’dgj’ ) (3105)
1<5'<m
k'eN
la somme étant finie. On pose
k.l
> g (00 (3.106)
1<5'<m
K <K

Le premier point du Iem4 nous assure que la matricecges ;(0) est de rang plein.

On pose de plus poutr > K, zf“ = ZF. Ainsi les 2/ forment bien un systéme de coor-
données ded. Les trois points du lemme viennent alors aisément. Le premier point est ob-
tenu par construction deg%C pourk > K. Les z;? pourk < K — 1 sont dans le module
engendré par Iesj-g pour k < K, donc en ré-exprimant Ie<$;-C en fonction de&]lC on ob-

tient le deuxiéme point. Pour obtenir le troisiéme point il suffit alors de différerftier (3.106),

= Y ajupw(©dek. orpourk < K, 0 = N a0 wdeh, doncw™ =
1<j'<m 1<j'<m
K <K K<K
k 1% : .
dzj + Z bj kg i dEjr , avecVal(b;x j ) > 1. Il suffit alors de remplacer le&; par leur
1<j'<m
k'eN

expression en fonction deék) pour obtenir le troisieme point poiér < K. Un simple calcul
(en utilisant le lemmé 3.66 appliquée auxy ;- /) permet de conclure la démonstration pour
E>K+11

La proposition suivante donne une construction de coordonnées qui vérifient les conditions
de la Propositiofi 3.32, et sont donc des coordonnées adaptées.

Proposition 3.36 SiA!(A) estun unA[4]-module libre, il existe des coordonné{egé@}lgjgmkeN
de A qui vérifient les conditions de la Propositipn 3.32.
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Démonstration On va d’abord construire Ie‘;‘j'.’}C de proche en proche po#rcroissant de
0 aK — 1. Précisément, démontrons la propri&g suivante poul < g < K :

Il existe des coordonnee{z{y] }1<j<m {z }1<]<m} sur A telles que
<k< k>

R, : { 1ous lesy¥, pourk € {0,...,q— 1}, verlflent (3.99) et
(3.104) est vérifiée pour tout> ¢, et
Val(z; ¥) > q+ 1 pourtoutk € {q,..., K} .

On part des coordonné(asf) qui satisfont les trois propriétés de la conclusion du Lemme
. Sil'on prendy? = z;) et que I'on ne modifie pas les autregé, R, est satisfaite ; en
particulier, les” satisfont) pouk = 0 car, dan4), la somme est bien de valuation
supérieure ou égale a deux.

Supposons maintenant qi, est vraie pour un entier € {1,..., K — 1}, et établissons
Rg4+1. On montre tout d’abord quR, entraine la propriété suivante, @i0) = 0 pourn €
A'(A) signifie que, dans une décomposition sur une basé!'dgl) en tant qued-module,
tous les coefficients sont des séries non inversibles :

pour toutn € A'(A) tel quen(0) = 0 et Val(n) > ¢+ 1 et Val(dy) > q+2,
il existep, un polyndme homogene (au sens de la se¢tion 3}1.4.2,
avec les poidg (3.96)) de degré- 1

en les varlable$y h<j<m Seulement, tel que) =dp + Oyy2 .
0<k<g—1

(3.107)

En effet, puisque les éléments ci-dessus forment des coordonnées, leurs différentielles forment
une base da'(A) comme.A-module, si bien que I'on peut écrire

_ k' K
n = E gt k! dyj/ + E Vil Kt de/ .
1<j'<m 1<j'<m
0<k'<g—1 k'>q

Chaquev;: ;s est de valuation au moins 1 (car non inversible)yel(dzf,') > g+ 1, donc

chaque terme de la seconde somme, et donc cette somme (finie) elle-méme, est de valuation au
moinsq + 2 donc cette seconde somme rentre dar@ le;. Dans la premiere, chaque ;. €

A peut s’écrire, aprés substitution, comme une série en un nombre fini de variables parmi

{{yj }1<j<m {z;?‘}lgjgm}, et I'on peut décomposer cette série en deux partjes i, =
<k< q 1 k>q
15 1 + fu3 1o OU 1Y ., contient tous les mondmes qui ne contiennent que/iest ., ,, tous

les autres ; on peut clairement mettre au moinsj’ijen facteur dans chaque monﬁma@ek,
et finalement écrirg}, ,, = sk avec less* des séries, et donc, comrvel 2% > ¢ + 1,
finie
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on aVal u},k/ > q + 1, et cela entraine finalement, comiviel yf,' > 1, que la contribution
desujl.,yk, a la premiere somme est de valuation au mains 2. Finalement, on peut écrire
1 = 19 + 10y, ot ud), contient les mondmes de degré (pondéré) + 1 et %',
ceux de degré (pondérg) q + 2, et le contribution deﬂ?,{k, a la premiére somme est donc
aussi de valuation au moigs+ 2. Ceci entraine

E 00 14

n = Iu’j/,k?/ dy]/ + Oq+2,
1<j'<m
0<k'<qg—-1

ou chaquaug,ok, est unpolyndmeen les variables{yé?}1<j<m , homogéne de degrg+ 1.
’ 0<k<qg—1
L'hypothese implique

§ 0,0 ko _
duj’,k’ A dyjl = Oq+2
1<’ <m
0<k’'<g—1

mais avec ces coordonnées, cette différentielle est soit nulle soit homogéne de-dagedle
est donc nulle, et le lemme de Poincaré parmi les polynémes homogenes (voir[sectioh 3.1.4.5)
donne alors I'existence d’un polyndmetel quedp = 3 1, dyf,’, et finalement qui vérifie
la propriété demandée ¢n (3.107).
Utilisons maintenan{ (3.107) pour prouvky,, ;. Dans [(3.104) (pouk = ¢), la différen-

tielle extérieure du membre de gauche est nulkﬁé?) > g+ 2 (d’'apres|(3.84) et le fait que

Valdw; > 2), donc la différentielle extérieure de la somme est de valuation au moing,
si bien que toutes les conditions de la proprigté (3.107) sont satisfaites, et qu'’il existe donc un
polyndmep; en les variablegf,’ tel quedz! = w]@ + dpj + Og2. Prenonsy;? 2 2 —pj;
la propriété [(3.99) se lit sur la relation précédente, et I'on obtient bien des coordonnées en
remplagan'rz]q. par cety;? car lesp; ne dépendent d’aucuzrj. On a construit Ie@f demandés
dansR 1 ; il reste a modifier Iesz;.C pourg +1 < k > K. Ceux hérités d&r, satisfont
toujours ), mais seulem%l(zf) > ¢ + 1; modifions-les pour obtenir + 2. Prenons
la différentielle extérieure de chaque membre dans (3.104),/pcuy + 1 : celle du membre
de gauche est nulle, et comme noté plus hm#c) > k+2 > g+ 2, donc la valuation
de la différentielle extérieure de la somme est au moins égalé @; on peut, comme plus
haut, appliquer la propriété (3.107) a cette somme, ce qui donne un polynomeel que
dzh = w§k) + dpji + Ogy2. ONn remplace’ parzy — p; ;.

La propriétéR, est vraie pour touyy € {0,..., K}, et en particulier pouy = K. On
termine en définissant lgg pourk > K + 1 pary} = %k_

desy” des coordonnées, comme ks et que la propriété (3.99) se propade.

e yi*. Il est aisé que ceci fait
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3.3.5.3 LafonctionVal est bien une valuation surA, et surA[%].

Concernant la fonctioWal, la propriété multiplicative établie jusqu’ici est seulement I'in-
égalité [[3.644). L'existence de coordonnées adaptées permet de prouver aisément I'on a en fait,
pour toutp, g € A[%}, I'égalité suivante, qui fait bien déal une valuation :

Val(pg) = Valp + Valgq. (3.108)

Proposition 3.37 L'application Val : A[%] — N U {+o0} définit une valuation sur I'anneau
A[£], et donc a fortiori sur son sous-anneal

Démonstration Soity un systéme de coordonnées adaptées (voir Défifition 3.31). D’une part,
h — h(y) est un isomorphisme d&-algébreR[[Y]] — .A. D’autre part cet isomorphisme
envoieo, qui coincide aved/aly, surVal. On a vu (cf. [(3.2p)) que est une valuation sur
R[[Y]], doncVal est une valuation suf, ce qui prouve](3.108) quandetq sont dans4. S'ils

sont dansA4[2], soit

K o gk I g
Po= D g o 4= D Py
k=0 j=0

avecpy, € Aetg; € A. SoitK le plus grand des entiefstels quek + Valp, = Valp, et
7 le plus grand; tel quej + Valg; = Valg. On peut écrirep = p’ + p”, oup’ ne comprend
que les termes pour < k < K etp” les autres, et de méme= ¢ + ¢". Alors pg =
p'd +p'q"+p"q +p"q". Par définition, on &alp” > Valp etValq” > Valq. D'apres|(3.7P)
et (3:81), ceci entrain@al (p/'q” + p"q’ + p"¢") > Valp + Val . Pour établir[(3.108), il suffit
donc, d’apres{(3.80), de montrer q¥iel (p'q’) = Valp + Valg. La relation [(3.8]) implique
évidemmentVal (p'q’) > Valp + Valgq; inversement, le terme de deghé+ 7 (en %) dans
p'q estpl—(qj%KH, ce qui entraine, puisqu€ + Valpz = Valp et + Valg; = Valg, en
utilisant (3.75), l'inégalitéval (p'¢q’) < Valp + Valg. B

3.3.6 Filtration

On va utiliser la valuation définie jusque la pour filtrer chﬂmé(/l) ou chaque\” (A)[4]
définis aux sectiors 3.2.3[et 32.4. Dans la suite; 0, 1,2 sont les seuls cas qui nous inté-
resseront. Pour > 1, il n’y a pas de loi multiplicative interne A"(.A) ou AT(A)[%] mais

seulement une structure de module suj;%], en prenant pour loi externe la composition des

’On pourrait aussi filtreA (A) [ ] et considérer, pour tout € N,

AT = {9 € AAS]/ Valg > K}
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opérateurs dans le cas M(A)[%}, et Iapplication” des opérateurs (la l®i, comme en
(3.53)) dans le cas d&"(A) (ceci en plus de la structure évidente de module4ur
Pour tous entiers etk,

(A (A)r = {9 A (A)/Valg =k}

d

(3.109)
et (A““‘U[dt])k — {ge N AL Valg > )

sont, d'apreg (3.81), des sous-%]-module deA”(A) et A”(A)[ 4] respectivement. On obtient
alors une filtration de\” (A)[4] et deA™(A) :

D (A"(A) D, (3.110)

DD (AT(A)[E]), D . (3.111)

—

AT(A) = (A"(A))o D (A"(A)); D
AT (A = (A (A, > (A" (AIF)

S

On vient d’établir a la section précédente I'existence —et un moyen de construction— de
systémes de coordonnées adaptées pour la valudiioiCes coordonnées établissent un iso-
morphisme entred et k[[Y]] (cf. le début de la sectidn 3.3.5) qui envoie la valuafian sur
la valuationo (voir Définition[3.3]). Cet isomorphisme envoie donc la filtration (3]109) sur la

filtration (3.38) (qui se raméne @ (3]35)sk= 0) :
A"(R][Y]]) = (A"(R[[Y]])o D (A"(R[[Y]]); D - D (A"(R[[Y]]) D+,
etinduit donc un isomorphisme deespaces vectoriels entre les quotients
AT(A) (A" (A et ATRIYD)/ AT RIYID) ks -
Ceci entraine en particulier la propriété suivante :

Proposition 3.38 Pour toutk € N et toutr € N, les quotients

N A e g () e

La propriété multiplicative (3.§1) dal fait de chaque\ (A)[£], un idéal (& gauche et a droite) dé.A)[£]. On
obtient une filtration de\ (A)[ 4] :
d

A(A)[%l = A(A) 510 D A(A)[%]l O ... DA

d
%]k D,
qui “épuise” bien I'anneau, c’est-a-dire que l'intersection de tous\ie4) [ |, est réduite a 0.

Ceci dit, I'algébreA (A)[ ] est bien grande et bien abstraite : les formes différentielles non homogénes ne sont

gu’une commodité d'écriture, et il est plus intéressant d’étudier chAG(d)[ %] séparément.
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sont desR-espaces vectoriels de dimension finie. On note respectivetpént:) et R(r, k)
leurs dimensions. Pour tout &, on a la relation :

k
Z No(r, £) . (3.113)

Démonstration On déduit de{(3.98) qua” (A)[£]/ A" (A)[%£]x+1 est isomorphe, en tant que
R-espace vectoriel, a

k
EB A"(A (A))gsq -

=0
Sous réserve que chaqué(A)/ (A"(A)),,, soit de dimension finie, cela prouve que

AT(A)[L]/ A"(A)[L]41 Iest aussi, et que sa dimension est donnée|par (3.113).

D’apres les remarques qui précedent la proposition, en utilisant un quelconque systeme
de coordonnées adaptées chaoMéA)/ (A"(A));,., est isomorphe, en tant qie-espace
vectoriel, aA" (R /AT Dk+1, lui-méme isomorphe, d’aprés la Proposi.15, a

k

(A™(R[Y))H .

i=0
Comme chaqud” (R[Y])!! est un espace vectoriel de dimension finie, dont la dimension est
donnée er (3.30)-(3.B1), ceci permet de conclullie.

Notons que les filtrationg (3.1}10) ¢t (3.111), ainsi que les quotients {3.112), sont définis
indépendamment des coordonnées adaptées, et leur dimension est bien définie aussi, indé-

pendamment du choix des coordonnées adaptées, mais il n'y pas, en revanche, de notion de
“polyndme homogeéne” au sens Hel. Le cas de la valuation surR[[Y]] (ou A" (R[[Y]])[£])

est plus simple : chaque élément du quotiRAiY ] /R[[Y]]x+1 est représenté de maniere ca-
nonigue par un élément particulier de sa classe : un unique polynéme de “degré” (au sens du
poids [3.96)) inférieur ou égal/a ou en d’autres terme®[[Y]]/R[[Y]];+1 est canoniquement
isomorphe ?@fzo R[Y], qui est naturellement une partie @&[Y]]. On a remarqué dans la
démonstration ci-dessus que chaque quotight*+] est aussi isomorphe @, R[Y]!",

mais cet isomorphismeépenddu choix des coordonnées adaptées, et les coordonnées adap-
tées permettent aussi d’envo@fzoR[Y][i] sur une partie del qui dépend aussiu choix

des coordonnées adaptées ; autrement dit, paurA, il n’y a pas d’élément ded privilégié

parmi tous ceux qui ne différent deque par un élément de valuation strictement plus grande
guek. Les coordonnées adaptées sont tout de méme d’un grand secours pour faire des calculs,
ou pour prouver des propriétés comme la suivante, qui est une conséquence du Corollaire 3.14.
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Proposition 3.39 Soientr etk des entiers positifs et € A"(A)[4] (respw € A"(A)) tel que
dv = Opyq. (3.114)

Alors il existen € A""1(A)[4] (resp.n € A""1(A)) tel que
w = dy + Opy1 . (3.115)

Démonstration pour le casv € A”(A), ceci est une conséquence directe du Corolfaire 3.14
et du fait que I'isomorphisme induit par les coordonnées adaptées ehsarel et Val suro.
Pour le casv € A"(A)[4], si

L dg
w = Z“‘M@ )
=0

il suffit d’appliquer le cas précédent a chaques A"(A). R

3.4 Application aux équations de la platitude d’un systéme de contréle

3.4.1 Platitude des systémes de controle, formulation du probleme

Les systémes “différentiellement plats” ont été introduits dans [11], et les auteurs méme de
ce papier ont remarqué ensuite que le probléme de la caractérisation de cette propriété, pour des
systemes d’équations différentielles sous-déterminés, avait été posé deés le début du vingtieme
siécle.

On prendra la définition suivante, qui est équivalente, via un théoreme d’inversion locale, a
la définition classique. Voir plus de détails dans [49, 87, Théoréme 5] (dans cette référence, on
utilise des fonctiong>° plutét que des séries, et par “dynamic linearizable”, il faut entendre

plat).

Définition 3.40 On dira qu'un systeme (3.47)-(3]44) est plat si et seulement si il existe des
élémentdyy, . . ., hy, de A tels que{dhy, ..., dh,,} soit une base da'(.A), en tant qued[L]-
module.

Ceci est bien sir une version locale et formelle (on ne dit rien de la convergence des séries
hiy ...y hm).

Notons que, d’aprés cette définition, il est évident que la libertd[gk]-moduleA’ (A) est
une conditiomécessairgour la platitude de (3.42)-(3.44). Ceci légitime la seconde hypothése
faite au chapitre précédent, sectjion 3.3.1.
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Dans le casm = 1 (systémes a entrée scalaire),les bases ont un seul élément. Soit}
une base. On a déja noté (fin de la sedtion B.3.1), que toutes les autres bases serijent
A € A, A(0) # 0. Le systéme est donc plat si et seulement si il existé enA et un\ € A,
A(0) # 0, tels quedh = Mw. Le théoréme de Frobenius nous dit qu'il existelcet ceh si
et seulement siw A w = 0. Commew peut étre construit trés explicitement, cela donne une
caractérisation aisée de la platitude pour les systémes a une seule entrée.
Le cas a une seule entrée est de fait bien connu, vbir [7], et aussi [6] dans un langage
différent.

Dans le casm > 2, enrevanche, il est trés difficile de décider en général si un systéeme est
plat ou non. Citons quelques travaux dans ce sens. Les syst@aegcntroles)inéairespar
rapport aux contrdles (en dehors de certaines singularités), sont aussi traités dans [6], comme
remarqué dans$ [89]. On y trouve un condition pour que ces systémes soient plats, et les sys-
temes de cette classe ne satisfaisant pas cette condition ne sont pas plats. En dehors de ce cas,
on peut trouver dans la littérature des travaux qui donnent des classes de systémes plats, en
construisant explicitement, pour ces systemes, les fonctipns ., h,,,. Face a un systeme
pour lequel on ne sait pas construire ces fonctions, il est difficile de démontrer qu’ipalgst
plat. Une condition nécessaire générale (“critere de surface réglée”) est connue, mais elle est
loin d'étre suffisante : elle est satisfaite par de nombreux systémes dont on ne sait prouver si
ils sont plats ; notons tout de méme que les systémes ne satisfaisant pas cette condition sont
générigues. Pour un systéeme qui satisfait cette condition, on peut en principe décider par un
processus fini si il existe dds satisfaisant aux conditioret dépendant d’un nombre fini de
variable fixé a I'avancemais en I'absence d’'une borne a priori sur le nombre de variables
nécessaires, cela est insuffisant pour montrer qu’un systéme n’est pas plat.

Pour une bibliographie plus compléte, vair [49], 0ul[38], ou aussi [31].

3.4.2 Réécriture du probleme

La proposition suivante est la Proposition 3 de [1, 84] (ou, a nouveau, on utilise des fonc-
tions C'*° plutbt que des séries, et par “linearizing Pfaffian system”, il faut entendre base de
A'(A)). On note paw la version matricielle de la loi “externe” décrite a la sec.2.2, qui
consiste donc a appliquer les opérateurs différentiels qui constituent la nfaiice éléments
du vecteur colonn&, qui sont des formes.

Proposition 3.41 Soit( une base de\!(.A), supposé libre](3.42)-(3.14) est plat si et seule-
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ment si il existe? € A[L]™*™ inversible dansA[£]™*™ et tel que
d(Pe)=0. (3.116)

Le démonstration de ceci tient dans le fait qu’étant donnée une basé.dg, on obtient toutes
le autres en lui appliquant tous les opérateurs inversiBles
Le seconde équation de (3.116) peut se réécrire

dPeQ+ PedQ)=0
ce qui implique,P étant inversible,
A = —P le(dPeQ) = (—P'AdP)eQ.

Si (3.116) est vérifié, il existe donc une matridec (A!(A)[4])™* "™ telle qued =
ITe Q) : elle est donnée par
I=-P'AdP, (3.117)

et en différentiant ceci, on obtiedtl = —~dP~' AdP,ordP~! = —P~ 1 AdP A P~}, dou
dII =II AT

Comme [(3.11]7) est équivalent, Biest inversible, alP + P A II = 0, on a montré la
proposition suivante, que I'on trouve aussi, avec des notations différentes|, dans [8] :

Proposition 3.42 Soit( une base de\!(.A), supposé libre](3.42)-(3.14) est plat si et seule-
ment si il existdl € (A'(A)[4])™" "™ qui

(). satisfasse les équations suivantes :

A0 — MeQ = 0, (3.118)
all — IATL = 0, (3.119)

et

X

(ii). soit telle qu'il existeP € (A[4])™ ™ inversible dangA[4])™" " et vérifiantd P +

PAII=0.

3.4.3 Condition nécessaire : systeme d’équations siir

La condition 2 de la propositign 3.42 est difficile a vérifier a plus d’un titre. D’'une part, il est

difficile de caractériser les opératedtss (A[4])™""

4 )me

qui sont inversibles dar(s4[ 4]
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D’autre part, il est encore moins aisé de traduire cette inversibilité en une condition sur I'opé-
rateurll qui donne naissancefd Ce probléme est étudié dans l'article récent [8].

Dans ce qui suit, nous allons mettre de coté la seconde condition de la Progosition 3.42,
c'est-a-dire I'équation[(3.117), pour étudier seulement la condition 1, et tenter de caractériser
I'existence d’une solutiofil au systéme d’équatioris (3.118)-(3.119).

Cette existence n’est, répétons le, qu’'une conditiécessairg@our la platitude. Il se pour-
rait bien sdr que cette condition nécessaire soit inopérante, c’est-a-dire que le systeme d’équa-
tions (3.118){(3.11)9) ait une solutidhquel que soit le system (3142)-(3.44) considéré. Nous
allons donner au moins un exemple qui montre que cette condition nécessaire peut ne pas étre
satisfaite. Dans cet exemple, nous aurons besoin du lemme suivant, qui concerne une version

“scalaire” de[(3.119).

Lemme 3.43Sim € Al(A)[4] vérifiedm — 7 A 7 = 0, alors 7 est de degré au plus 1 par

N od y T T d
rapport a4, c’est-a-dire qu'il s'écritr = m + 7 4 avecm et dansAl(A).

Démonstration : Soitm = E‘].JZO Wj%j . Supposonsg/ > 2. Le coefficient de%g‘] dansdr —

m A west—m; Ay, qui est automatiquement nul, mais, comoe— 1 > J, le coefficient de

2J—1 p N . . . ~
% est égal a&-7; A 7z, et 'on a donery A 7y = 0. Ceci entrainer; = 0 carA'(A) est

librefl m

Exemple. Pour des systémes a une entrée scalaire-(1), une base da'(A) est constituée
d'un seul élément (voir sectior{ 3.4]1), et les équatiofs (3.[L18)-(3]119) sont scalalifesst
une matricel x 1, c’est-a-dire un élément dé'(.4)[] que I'on note simplement. Alors
(3-119) entraine, au vu du lemme ci-dessus, qsécrit T = m + 714 avecm et dans
AY(A), et [3.118) s'écritlw = my A w + 71 A @, Si bien que I'existence d’un solution de
(3.118)3.11P) entraingéwv A w A w = 0. Il suffit donc de donner un exemple de systéme pour
lequeldw A w A w n'est pas nul. C'est le cas de

. 1
r = T2 + §u2
i‘Q = X3

j?g = Uu

8Si la former; ne s'annule pas en zéro, ceci entraine qu'il existe A tel quer; = Ar; et doncr, est un
élément de torsion cdrd% — A) e ry; = 0. Sila former; s’annule en zéro, ce raisonnement ne fonctionne plus,
mais on peut tout de méme montrer queA 7; = 0 entrainer; = 0 en décomposant; sur une base.
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(n = 3, m = 1). On prend comme base
w = dr; 4+ ddry — udzxs. (3.120)
Alors
o= (142, day, & = u®dey + (1+ii)das,

ce qui permet de vérifier que engendreA!(A) en exprimanidzy, dzy et dzs comme des
combinaisons linéaires de w etw a coefficients dangl, et

dw = daAdry — duAdzxs,

(3.121)
dw ANwAw = —(1+i)duAdegAde; Adeg,

qui est clairement une 4-forme non nulle.

Nature du systeme d’équations sufll . Détaillons les équation$ (3.1118)-(3.119)est un
vecteur colonnes de formes, . ..,w,, qui ont été construites explicitement, et forment une
base de\!(A). IT € (A'(A)[4])™" ™ est linconnue ; pour mieux comprendre les équations,
ramenondlI a une famille de fonctions (c’est-a-dire d’élémentsAlequi le définissent. En
appelant/ le plus grand exposant (% qui figure dans les éléments He cette matrice s’écrit :

dJ dJ
E T15q E T1,m,j q¢
j=0 Jj=0

Il = ; : : (3.122)
J , J ,
dJ dJj
Zﬂ-m7]‘7]a T Zﬂ-mymy.]%
j=0 j=0
et on peut aussi decomposer chaque forgg; € A(A) sur la basqws, . ..,wy,} et écrire,

pour tout(p, ¢, j) € {1,...,m}? x {0,...,J}, K étant un entier qui dépend de

m K
k
Tpad = D Upgjikws (3.123)
=1 k=0

avecay q ;i1 € A pourtoutp,q, j, i, k.

On peut alors voir les équatiorjs (3.118)-(3]119) comme des relations sur la collection de
fonctionsa,, 4 ;.i.x- L'équation [3.11B) est simplement une équation non différentielle (linéaire)
sur ces fonctions, tandis qUe (3.119) est une équation différentielle d’dreoe ces mémes
fonctions. CommeJ n’est pas fixé a priori[ (3.118)-(3.1]19) est un systéme d’EDP d'un ordre
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qui n'est pas fixé a lI'avance, et de plus le nombre de fonctions inconnues n’est pas non plus
majoré a l'avance.

Sil'on fixe J et K a priori, de maniére arbitrair¢, (3.118)-(3.119) se traduit par un systéme
d’EDP “classique”, dont on peut en principe décider si il a des solutions ou non. Le difficulté
est alors que, si le systeme n'admet pas de solutions pour certaines valdues He il faut
passer a des valeurs supérieures.

Il est donc tentant d’analys€r (3.118)-(3.1119) sans préjuger de la valeur de ces entiers, et
c’est le but de la présente note. Comme on I'a remarqué, ceci conduit & un systeme d’EDP
d’ordre potentiellement infini en un nombre de fonctions potentiellement infini.

Cessons donc d’exiger que le nombre de variables ou de fonctions soit fini, et observons
naivement la situation. Il suffit de remplacer les entiBret J par +oo, et de chercher les
ap.q.j.5,k NON pas dans!, mais dans ce que I'on a nd&[[Y]]] a la sectiof 3.1.2]2. Rappelons
queY est défini en[(3.45), et qu'un élémentRE[Y]]] est une série “trés formelle” en l'infinité
de variables:, u, u, .. ., alors que I'on demande a chaque élémentdde R[[Y]] de ne faire
intervenir que des monémes en un nombre fini de variables prises paimi, . . ..

On avu que la multiplication de deux séries trés formelles ne pose pas de probléme particu-
lier puisque le coefficient de chaque monéme est une somme finie de produits finis de nombres.
Les membres de gauche des équatipns (8.118)-(3.119) contiennent non seulement des multi-
plications, mais aussi des applications de I’opéra%uet il n’est pas vrai, si I'on autorise
des sommes infinies, que chaque coefficient du membre de gaudhe d¢ (3.119), par exemple,
ne dépende que d’'un nombre fini de coefficients définisBafour s’en convaincre, il suffit
d’essayer de donner un sens a I'équation

+o00 i +o0o i +oo i

d’ d’ d’
Zaja Zﬁj% = nyj% (3.124)
Jj=0 Jj=0 J=0

ou chaquey;, 3; ou~y; estdan® [[[T]]] : méme I'équation sur le premier coefficient du membre
de droite;y, s'écrit formellementy = > ajﬂg(j), somme infinie a laquelle on ne peut donner
de sens a priori car, sauf exceptions, chaque coefficieht dgﬁo(j) (vu comme une série trés
formelle enzy, ..., 2p, U1, ooy Uy, Uty e ooy Uymy e e v e ) est lui-méme une somme infinie de
nombres, dont il faudrait analyser la convergence.

Au lieu de cela, on va utiliser la valuation définie au chapitré 3.3 pour analyser le systeme
(3.118){3.11P). En un sens, les coordonnées adaptées décrites a la/secton 3.3.5, sont des co-
ordonnees privilégiées telles que, si I'on considerenlgss; et y; comme des séries en ces
coordonnées (plutét qu’en u, «..), on peut donner un sensja (3.].24) car, précisément, chaque
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coefficient de) | a]ﬂo(j), est une somme finie de produits finis d’'un nombre fini de coefficients
parmi ceux définissant les sérias et 3,. Cette remarque est sans doute plus pittoresque et
éclairante que la construction générale qui suit, ou I'on ne parle pas de coordonnées adaptées,
ni de séries trés formelles.

3.4.4 Filtration du systéme d’équations suil

Notons
A d

O = (Al(A)[dtDmxm , (3.125)

et définissons les applicatiodset U par

P: Qu— (ANA)" Ui Qu— (A2A)E)T

et (3.126)
II— dQ — I1e() II — dII — IIAII
Le systeme[(3.118)-(3.1[19) s’écrit évidemment
O(II) =0, Y(II)=0. (3.127)

Par ailleurs, les deux applicatiofiset ¥ satisfont les propriétés suivantes :

Proposition 3.44 Les applicationgb et ¥ vérifienﬂ pour toutll € Q. et tout entier; :

(I +0;) = @1I) + Ojy1, } (3.128)

U(II+0;) = vdI) + 0;.
Démonstration On a, pour toull et A dansQ.,, ®(IT + A) = &(I1) + A e Q et U(IT +
A) = U(II) +dA —AAII-IIAA—-AAA.SiValA > j, on a, d'apreg (3.86)-(3.90),
Val(dA —AAII-IIAA - AAA) > j, et par ailleurs, commEal Q2 > 1 (parce qué? est
un vecteur de 1-formesyal(AeQ) > j+1. B
Les quotients étant ceux évoqués dans la Propo 3.38, c@mﬂerkz eN,

T, 2 <A1(~A)/A1(~A)k+2>m x <A2(A)[jt]/A2(A)[jt]k+1>mxm . (3.130)
To 2 (AY(A)™ x <A2(A)[jt]>m " (3.131)

® On rappelle (voir secti.6) que les équati.128) signifient que, polif'teuf A" (A) [%])mxm tel
queVal(II — IT") > j, on a nécessairemelul(®(II') — O(I1)) > j + 1 et Val(¥(II') — ¥(II)) > j.
10 5 définition deQ, est cohérente av25) dalr(A) [ L]0 = {0}
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D’apres la Proposition 3.88, polir< oo, Q, et7;, sont deR-espaces vectoriels de dimension
finie, et on a plus précisément

Q) ~ R(m2 N(1,k)) T~ R(mNo(l,k—H) + m2R(2,k)) ‘
La Proposition 3.44 signifie qu'il existe, pour tdu(k = j — 1), des applications
mXxXm

O 0 Qp — (AN(A)/ A (A)ps)™ et Wi Qp — (AX(A)[F]/ A (A)[G]k+)

qui font commuter le diagramme suivant.

0. O x ¥ T
l l (3.132)
0, %k g

On peut donc associer a toute solutidre Q.. de (3.12F) son représentafitc Q;, dans le
guotientQ,,, qui satisfait’équation tronquée a l'ordre & :

(1) =0, U,(II)=0. (3.133)

Rien n’indique en revanche qu'uii € Qy, solution de[(3.133) soit le “début” d’'une solution

de [3120).

Passage de I'ordrek a I'ordre k& + 1. Un début de réponse a cette interrogation consiste a
déterminer si unl € Q solution de|(3.133) “se prolonge” en Ui’ € Q. solution de
(3.133) ou I'on remplacé park + 1. Formalisons ceci. Soit

Sp & {ITeQ, ®p(Il)=0etW,(II)=0} (3.134)

la partie deQy, qui est solution dg (3.183), ce qui se traduit par la suite exacte suivante, pour
toutk (ix est I'injection canoniqué, — Q) :

ik (I)k X \I/k
_—

{0} = S — O T . (3.135)

Notons au passage (@& est une sous-variété algébrique de I'espace vectoriel de dimension
finie Qy, puisques) se traduit parRo(1, k +1) + m?X(2, k) équations algébriques en

m? R(1, k) coefficients des séries formelles définisdantoyons maintenant le passagesie
aSy41. Qx estun quotient d€y 1, et la Proposition 3.44 entraine que la projection naturelle
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Qi1 — Qi envoieS, 1 dansSy, si bien que sa restriction, . définit py : Spi1 — Sk.
7). étant également un quotient @g,,, on peut écrire le diagramme suivant :

! ! !

Ppr1xVri
{0} - 5k+1 — Qk+1 77c+1

l ok l l (3.136)

! ! !

Notion d'intégrabilité trés formelle. On est maintenant ramené a une situation familiére.
Dans la théorie de l'intégrabilité des systemes d’EDP (vdif [3, 53]), on a coutume de dire
gu’un systéme est formellement intégrable si et seulement si, lorsqu’on calcule une série for-
melle solution, les polynémes solution a I'ordrese prolongent tous en un polyndme de degré
immédiatement supérieur solution a I'ordre- 1, ou, suivant le vocabulaire de I'appendice de
[35], que tout polyndme solution a I'ordieest “fortement prolongeable”. Dans ces références,

la notion d’ordre est I'ordre de différentiation, qui revient a prendre la valuation classique sur
les séries formelles, mais I'on obtient un diagramme exactement semblable & (3.136), et I'on dit
(voir la condition (5) (page 397) del[3, Chap. IX], ou la Définition 9 dans [53, Chap. Ill]), que

le systeme d’équations est formellement intégrable si et seulement si ghaestesurjectif.

Ici, I'étude est seulement locale en un point (dans les références citées, on a cette situation
au dessus de chaque point), et la valuation est différente de celle définie par les ordres de
dérivation. La situation est toutefois tres semblable, quoique plus formelle encore vu que le
nombre de variables est potentiellement infini. On dira donc que le systéme] (3.1&Bsest
formellement intégrable si toutes les applications, sont surjectives.

3.4.5 Reésultat principal : intégrabilité (tres) formelle

Théoréme 3.45 (Intégrabilité trés formelle de|(3.118)-(3.119))

Pour tout k € N et tout II € Sy, il existe I[I' € Sy11 tel que pp(I') = II.

On aurait pu donner une version de ce résultat qui fasse intervenir beaucoup moins de
notations, et qui est évidement équivalente :

Théoréme 3.46
Pour tout j € N et tout IT € Q tel que ®(IT) = O 41 et U(II) = O;,
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ilexisteII' € Q telque II' = II + O; et
q)(H,) == Oj+2 5 \IJ(H/) == 0j+1 .

Le fait que ces deux formulations sont équivalentes est une évidence. Avant d’établir le
Théoremé¢ 3.45, on donne deux lemmes utiles.

Lemme 3.47 Pour tout entierj, sill € Q. esttel quelll - II ATl = O; alors il vérifie aussi
d (H N H) = Oj+1.

Démonstration dII = IT A IT 4 O; etll = O; entrainentdII ATl = ITAITAIT 4 O, et
IIAAITI =IIAIIAIL+ Oj41; commed (IT A TI) = dII A II — II A dIT, on obtient bien la
conclusion du lemméll

Lemme 3.48 Pour tout entierj, sill € Q. esttel quelll - IIAIL = O; etdQ2—11eQ = O},
alors il vérifie ausstl (I1 @ ©2) = Oj41.

Démonstration les deux relations vérifiées pHrainsi que le fait, vrai pour toutes 1-formes,
quell = O etQ = O; entrainentllle Q = (IIAII) e Q+ O, etlled =1Te (Il & Q) +
Ojt1;comme(IIANI) e Q2 =11e (I1eQ2) etd (I1 e Q2) = dII e 2 — I e €2, On obtient bien
la conclusion du lemmdll

Démonstration du Théorerhe 314%0it IT € S, C Q. etll € Q. un représentant d8. Le
lemme[3.4, aveg = k + 1, entrained (—dIT + II A II) = Oyo. Il existe donc, d'apres la
propositior] 3.39, Uit € (A'(A)[4])™ " tel que

Y = Oppy et —dII+IIA = dS + Oyn .
Alors IT + X vérifie
Ad+3%) — (I+S)AII+Y) = O (3.137)
et aussi, puisquE e Q2 = Oy, dés lors quet = Oy 1,
dQ — (I+X)eQ = Opps. (3.138)
D’aprés ces deux relations, le lemme 3.48, gveck + 2 entraine

ddQ— (I+%)eQ) = Opis,
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et donc I'existence dE € (A'(A))™ tel que

I = Ok’+27
A0~ (T+%) e Q = dT + Ops.

telquel’ = A e (2,

])me

Puisque) est une base d&!(A), il existe un (uniquey € (A[%
et A = Oy41. Les relations ci-dessus entrainent

dQ — (II+X) e — d(AeQ) = O3,
et finalement, vu quél e dQ2 = Oy 3,
dQ—(H—I—E—l—dA)OQ = O],H_g.

On aussi, daprés (3.1B7),
dII+X+dA) — II+X+dA)ANIT+X+dA) = Oy

car la contribution dd A au premier terme est nulle et sa contribution au second est de valuation
au moinsk + 2 carIl + X + dA est de valuation au moins 1. Si I'on prend alors patirda
classe déI + X + dA dans le quotien@,, 1, on a clairemenfl’ € Sy ;. &

3.4.6 Interprétation des résultats

Dans le cas de systémes d’EDP (en un nombre fini de variables), I'intégrabilité formelle
en un point entraine tautologiqguement I'existence d’'une série formelle solution (par exemple
le théoreme 4.2 dée [85, appendice, 84] est une tautologie si 'on 6te “convergente au voisinage
de 0”) puisque construire des polynédmes de degrés croissants dont les termes de mémes degrés
coincident revient au méme que définir une série formelle par ses sommes finies de degré
croissant. Des efforts supplémentaires sont requis pour montrer que, dans le cas de données
analytiques, on peut choisir une série convergente. En termes plus savants, la limite projective
des ensembles de polynémes de degrés croissants est I'ensemble des séries formelles, et non
'ensemble des séries convergentes. Bien sir, s'il n’existe pas de série formelle solution, alors
il n’existe pas de solution tout court, ni analytiqgue ni mégte.

Dans notre cas, quelle est la conséquence de la surjectivité de chague les solu-
tion du systéeme[ (3.127) lui-méme ? Il est facile de voir que cette surjectivité permet de dé-
finir un objet “trés formel” qui soit “solution”. Cet objet n'est pas en général un élément de
(AY(A)[L]))™™, mais de ce que I'on pourrait noték (R[[[Y]]])[[4]])™ "™, c’est-a-dire (cf.
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la fin de la sectiof 3.4]3) que cet objétsolution s’écrit comme ef (3.127)-(3.123), mais avec
J = K = +o0, chaquen,, , ;.; 1, €tant une série tres formelle et non pas formelle, c’est-a-dire
ap.q.5,ik € R[[[Y]] au lieu deay, 4 ;1 € A.

On vient de prouver gu'il existe toujours un tel objet, mais il reste du travail pour décider
si il existe un “vrai’Tl € (A'(A)[4])"™"™ solution de7). En revanche, si pour certains
systemes il n’existait pas un tel objet, on aurait pu affirmer gue (B.127) n'a pas de solution.



Conclusion

Synthése Cette thése a tenté de répondre a la question de I'existence d’'une paramétrisation
d’'un systéme différentiel sous-déterminé, i.e. la possibilité de démontrer son inexistence si c’est
le cas ou donner une paramétrisation si elle existe. Trouver une parameétrisation pour un sys-
teme répond au probléme, mais il est trés difficile de savoir si un systéme est non paramétrable
sans préjuger d'un ordre de différentiation des fonctions arbitraires du temps. A la question :
“le systemeS admet-il une paramétrisation d’ordf€ ?”, la réponse peut étre donnée par un
calcul fini en exprimant un systéme d'équation aux dérivées partielles dont les solutions, si
elles existent, donnent la paramétrisation d’orArattendue. L'intégrabilité des systemes aux
dérivées partielles a fait et fait encore I'objet de nombreuses études, notamment[65] et [3] pour
la théorie et[[51] pour un aspect plus effectif. Cela donne un algorithme qui permet de vérifié si
le systeme d’EDP est contradictoire, méme les calculs peuvent exploser. Au contraire, la ques-
tion plus spécifique de la paramétrisation est restée trés longtemps négligée en mathématiques,
peu de résultats ayant été obtenus dans la seconde moixi&Xdisiécle a notre connaissance.
Deux approches ont été considérées dans cette thése.

Néanmoins, siS n'admet pas de paramétrisation d’ordkg il peut éventuellement ad-
mettre une paramétrisation a I'ordfé + 1. Alors, il faut écrire un autre systeme d’équation
aux dérivées partielles. Cette méthode ne permet pas alors de clore le probléme.

dans cette étude, pour toute valeur possible de I'ordre de différentiation des fonctions ar-
bitraires du temps, I'écriture d’un systeme d’équations (et inéquations) aux dérivées partielles
dont I'existence d’une solution est équivalente a I'existemnce d’'une paramétrisation de cet
ordre.

La premiere approche a consisté a étudier de facon la plus exhaustive possible des sys-
temes généraux de faible dimension (trois pour I'état et deux pour le contrble). L'étude n'a pas
complétement répondu a cette attente, la question des systémes paramétrables pour des petites
dimensions n’est donc pas close. Le principal résultat obtenu dans cette étude este, pour toute
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valeur possible de I'ordre de différentiation des fonctions arbitraires du temps, I'écriture d’'un
systeme d’équations (et inéquations) aux dérivées partielles dont I'existence d’une solution est
équivalente a I'existemnce d’'une paramétrisation de cet ordre. Cette approche applique l'idée
du passage au systeme d’EDP décrit ci-dessus , I'apport de cette thése est d’avoir exprimé
ce systemes d’équations aux dérivées partielles proprement pour tout/orfrele paramé-
trisation et d’avoir obtenu un systéme simple de deux équations d’'une variable ainsi que des
inéquations donnant des conditions nécessaires et suffisantes. Notons que le fait d’avoir éta-
bli que ces conditions sont nécessaires et suffisantes permettent de s'intéresser a ce systéme
d’EDPs indépendament du systéme de contrdle ou de la question de paramétrages : toute so-
lution pour un tel systéeme donne un paramétrage et toute contradiction entre les équations et
les inéquations prouve l'inexistence de paramétrage. J'espére que I'on pourra montrer que ce
systéme est toujours contradictoire, mais je n’ai pas pu arriver jusqu’a ce point. De plus, les
résultats de [50] —article technique, dont une preuve utilise un outil de calcul formel pour ob-
tenir une simplification par ailleurs mal comprise— sont une conséquence des résultats obtenus
ici par des raisonnements beaucoup plus directs.

Dans la deuxiéme approche, on étudie les équations de la platitude d’'un point de vue plus
algébrique par la recherche d’'un facteur intégrant inversible pour obtenir une base exacte du
module représentant le systeme différentiel étudié. On s’intéresse a la platitude et non a des
paramétrisations générales mais ici on ne préjuge absolument pas de 'ordre de dérivations; on
cherche plutot a donner un sens a des équation qui font a priori intervenir une infinité de déri-
vées. L'étude n'a pu permettre d’exprimer les conditions sur ce facteur intégrant garantissant
son inversibilité. Il s’est avéré que ce probléme affaibli I'a été trop car il est formellement sol-
vable dans tout les cas et semble donc faire peu obstruction a la paramétrisation. Il eut été bien
entendu plus satisfaisant d’obtenir au moins des conditions nécessaires plus fortes. Néanmoins,
ce travail est encore en cours a I'occasion d’une collaboration avec V. Chetverikov.

Perspectives Cette thése a suivi deux orientations : I'étude d’un cas particulier et I'étude du
probléme simplifié en dimension quelconque. Le but poursuivi a été de circonscrire le probleme
en cherchant une structure permettant de passer d’un probléme a dimension fixe a un probleme
général. Il n'est pas évident qu’une telle structure existe, si I'étude en petites dimensions nous
ameéne a un systéme d’équations aux dérivées partielles, elle utilise des résultats spécifiques
a cette dimension comme la forme normale. De plus, les calculs ayant été faits deviennent
trés rapidement difficiles a conduire a mesure que les dimensions augmentent. Le probléme
simplifié n’apporte lui aussi que peu d’éléments de réponse quant a une éventuelle structure si
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ce n'est que I'affaiblissement des contraintes que nous nous sommes données ferait disparaitre
une telle structure si elle existait.

La longue histoire mathématique de ce probléme nous a montré qu’il n'admet pas de ré-
ponse aisé. Cette étude, avec ses forces et ses faiblesses le confirme. Il est néanmoins remar-
guable que la relecture des résultats disponibles concernant la paramétrisation de Monge conti-
nue a nous apporter des réponses. |l est donc envisageable d'étudier de maniére plus approfon-
die la littérature sur ce sujet, nous avons par exemple peu exploité les résultats de Goursat dans
[17]. Bien entendu, cette remarque faite a posteriori ne reflete que I'impossibilité d’exploiter
I'ensemble des données d’'un probléme pour gu'il puisse étre réglé en un temps restreint. Il peut
aussi étre envisageable d’étudier le probleme pour des systémes moins généraux, comme les
systémes polynomiaux, comme autre angle d’approche et permettre des calculs plus circons-
crits. Cependant, aprés avoir étudié des exemples de systémes polynomiaux, ils ne semblent
pas étre spécialement plus évidents.

Les possibilités d'utiliser une classification des systemes différentielles paramétrable pour
la conception d’'artefact plus facilement commandable ou pour le suivi de trajectoire nous
donne de I'espoir quant a la possibilité de voir des travaux sur ce sujet se développer dans
l'avenir.






Annexe A

Parameterization of control systems of
dimension3 with 2 controls
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A.1 Problem statement

A.1.1 The systems under consideration

This paper studies the solutions- (x(t),y(t), z(¢)) of the scalar differential equation

2 = h(z,y,z,A\) + glz,y,z,\) & with A=y —zi (A.1)

whereg andh are two real analytic functior@ — R, Q2 being an open connected subsefRdf To ¢
we associate a ma@ : Q — R* defined by

G(x7 y? Z? )\) = ('r’ y? Z? g(I7y7 Z) A))?
and we assume that
g4 does not vanish oft and G defines a diffeomorphisift — G(12) . (A.2)

(g4 denotes the derivative gfwith respect to its fourth argument). We denote(Ab;he open connected
subset oR® defined from by :

~

(x’y7z7x’y)€Q <:> (x7y7z7y_zx)eﬂ' (A'3)

Fromg andh one may define andd, two real analytic function&'(Q2) — R, such thatG —*(z,y, z,w) =
(2,9, 2,v(z,y, z,w)) andd = ho G~ 1, i.e.

w:g(x,y,z,)\) @Az'y(:r,y,z,w) 5 (A4)
h(x7y7 Z, A) = 6(x7y7 Z7g(x7 y7 27 A)) ) i'e- 6(x’y7 Z? w) = h(x, y7 Z?’}/(x7y7 Z’ w)) - (A'5)

Then, to ), one may associate a control-affine systeRtiwith two controls
= Xo(&) + w1 X1 (&) + waX2(§)
where¢ € R* is the statey; andw, are the two scalar controls that reads, in some coordinates
§r=wr, &=7(8,8,8,8) +&wr, & =0(61,82,88,80) + &awr, & =wy . (A.6)

One can eliminatey; andws and, renamingy, &, &3, &4 asx, y, z, w, obtain the two following relations
between these four functions of time :

{ y=7(z,y,2,w)+ 2% A7)

2 =0(z,y,2,w) +wt
(this can also be seen as a control system with $tatg z) and controlse and).

We study systen] (A]1) defined lgyandh as above. Let us set some conventions :
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The functionsy and § Unless otherwise stated, when using the notatipasdd, it is not assumed
that they are related tpandh by (A.4) and [(A.5). Howevery andh being as above, there does
exist such real analytic functiods(2) — R ; we will sometimes use them and the representation
(A.7) of equation[(A.lL).

Notations for the derivatives We denote partial derivatives by subscript indexes. For functions of many
variables, likep(u, ..., u™ v, ...,v®) in (A.10), we use the name of the variable as a sub-
script ;. meansp/v® ; p,,«—1, meang)®p/dzdu~1) in (A.16-b). Since the arguments
of g, h, 7,  and a few other functions will sometimes be intricate functions of other variables, we
use numeric subscripts for their partial derivativéss stands foroh /0y, or g 4.4 for D3g/ON3.

To avoid confusions, we will not use numeric subscripts for other purposes than partial deriva-
tives, except the subscript 0, as(iry, yo, 20, %0, o) for a reference point.

For derivatives with respect to time, we use the standard with the dot’afat the ;1 time-
derivatives ; sometime$/dt.

The following very elementary lemma —we do write it explicitly because the argument is used
repeatedly in the paper— states that no differential equation independentirom (A.1) can be satisfied
identically byall solutions of[(A.).

LemmaA.1.1 For M € N, let W be an open subset &2 andR : W — R be some smooth
function. If any solutiorfz(.), y(.), z(.)) of system (A1), defined on some time-intefval — ¢, <[ and
such that(z(t), z(t), ...,z (), y(t),...,y M) (t)) € W for all t € I satisfies

R(z(t)y(t), -,y M (), 2(1), ... .2 (1)) = 0,
for all t € I, thenR is identically zero.

Proof : For any X € W there is a germ of solution 0.1) such that(0), z(0),...,z*)(0),
y(0),...,yM)(0)) = X. Indeed, take e.g. far(.) andy(.) the polynomials int of degreeM that
have these derivatives at time zero; Cauchy-Lipschitz theorem then yields a (uajgusdlution of
with the prescribed(0). B

A.1.2 The notion of parameterization

In order to give somehow rigorous definitions without taking care of time-intervals of definition of
the solutions, we consider germs of solutions at time 0, instead of solutions themselv@saropen
subset ofR™, the notatiorCg° (R, O) stands for the set of germs#@at= 0 of smooth functions of one
variable with values irD, see e.g/[15].

Let & and/ be two non negative integers abtlan open subset &*+*2; we denote by/ C
Cs°(R,R?) the set of germs of smooth functions— (u(t),v(t)) such that(u(t), a(t),...,u™ (t),
v(t),...,v®(t))isinU for t = 0 (and hence fot in a neighborhood of zero) :

U = {(u,v) € CC(R,R?)|(u(0),a(0),...,u*(0),0(0),...,0(0)) € U}. (A.8)



128 Parameterization of control systems of dimension 3 with 2 controls

This is an open set for the Whitngp° topology [15, p.42]. In the same way, f&f ¢ R2%+3 open,
L € N, we denote by’ the following set of germs of smooth functions- (z(t), y(t), z(t)) :

V= {(z,y,2) € C5°(R,R*)|(2(0), 5(0), 2(0), #(0),§(0), ..., 2P (0), y ) (0)) € V}.  (A.9)

Definition A.1.2 (Monge parameterization)et k, ¢, . be non negative integerd, > 0, and X =
(%0, Yo, 205 Z0, Y0, - - - ,xéL), y(()L)) be a point inQ x R2L-2 () is defined in )). MAarameteriza-
tion of order(k, ¢) at X for system[(Al1) is defined by

— aneighborhood” of X" in Q x R2L-2,

— an open subséf c RF++2 and

— three real analytic function§ — R, denotedp, v, ¥,
such that, witii/ andV defined froni/ and V' according to [(A.B)[(A]9), anll : &/ — C°(R,R?) the
map that assigns tou, v) € U the gernl'(u, v) att = 0 of

x(t) o(u(t),a(t), ..., u®(t),v(t),0(t),...,v0())
t— | y@) | =] w),ad),. .., u®@),ud),ot),...,000) | . (A.10)
2(t) x(u(t),a(t), ..., u® (), v(t),o(t),..., 00 )

the following three properties hold :
(i). forall (u,v) belonging ta/, I'(u, v) is a solution of systerh (A.1),
(i)). the mapI'is open and'(U/) DV,
(iii). the two mapsU — R? defined by the triple$y,, ), 1, k) s Xut ) AN (940, Vo) s X)) are
identically zero on no open subset(of

Remark 1 (On ordering the paif&, ¢)) To compare two orders of parameterizatign ¢) and (k', ¢'),
we use (total) lexicographic order or ordered pairs, i(&,¢) < (k’,¢') means eithemin{k, (} <
min{%’, ¢’} or min{k, ¢} = min{k’,¢'} andmax{k, ¢} < max{k’,¢'}. Hence order (1,5) is smaller
than (2,2).

Sinceu and v play a symmetric role, they can always be exchanged, and one can assume, in the
definition of a parameterization, that< . If this is assumedk, ¢) < (k¥’,¢') means eithek < &’ or
k=Fk and¢ <.

Example 1 Suppose that the functipin (A.7) depends on, y, z only (this is treated in[[50, case 6 in
Theorem 3.1]). For such systems, eliminatingloes not lead tq (Al1), but to the simpler relatipn-
z& = y(x,y, z). One can easily adapt the above definition replac(A.l) by this relation. Let us prove
that this systeng — zi@ = ~(z, y, z) admits a parameterization of order (1,1) at afw, yo, 0, <0, Jo)
such thatig + vs(zo, Yo, 20) # 0.

In a neighborhood of such a point, the map, «, y, z) — (x, z,y,v(z,y, 2) + 2z&) is a local dif-
feomorphism, whose inverse can be writtetaas:, y, v) — (z, ¢,y, x(x, &,y,9)), thus defining a map
X- Thenz = v,y = v, z = x(u, 4, v, v) defines a parameterization of order (1,1) in a neighborhood of
these points.
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Remark 2 The integel only characterizes the number of derivatives needed to describe the open set
in which the parameterization is valid. This is illustrated in the above example, whemest be taken

at least equal to 1. Obviously, a parameterization of ortler?) at (o, yo, 20, <o, Yo, - - - ,x(()L),y(()L))

is also, forK' > L andanyvalue of(x(()L+1), y(()Lﬂ), e ,xéK), y(()K)), a parameterization of the same
. . K K

order at(xo, Yo, 20, Lo, Yo, - - - ,mé ),yé )).

The above definition is local around some jet of solutiong of|(A.1). In general, the idea of a global
parameterization, meaning thatwould be defined globally, is not realistic; it is not realistic either to
require that there exists a parameterization around all jets (this would be “everywhere local” rather than
“global”) : the systems in examp]é 1 admit a local parametrization around “almost every” jets, meaning
jets outside the zeroes of a real analytic function (namely jets such thats (z, y, z) # 0). We shalll
not define more precisely the notion of “almost everywhere local” parameterizability, but rather the
following (sloppier) one.

Definition A.1.3 We say that systeh (A.a)imits a parameterization of ordgr, /) somewhere i if
there exists an integek, and at least one jetro, yo, 20, <0, Jo, - - - ,xéL),yéL)) € QO x R2L—2 with a
parameterization of ordefk, ¢) at this jet in the sense of Definitipn AJL.2

In a colloquial way this is a “somewhere local” property. Using real analyticity, “somewhere local”
should imply “almost everywhere local”, but we do not investigate this.

A.1.3 The functionssS, T and .J

Giveng, h, let us define three functiorts 7" and.J, to be used to discriminate different cases. They
were already more or less present(in/[50]. The most compact way is as follows, ulétandn be the
following differential forms in the variables, y, z, A :

wl' = dy—zdx
w = —2g,°dz+ (gaahs —gahaa)w' —gas(dz —gda) | (A.11)
n = dz—gde—hiw'.

From [A.2),wAw' An = 2g,2dzA dyA dz # 0. Decomposedw Aw on the basisv, w', 7, d, thus
defining the functions, 7" and J :

T
dwhw = (2Sd/\/\n+2d/\/\w1+<]w1/\n)/\w. (A.12)
g4

The expressions fa$ andT are the following (not thag/(g4)? is the Schwartzian derivative gfwith
respect to its fourth argument) :

S =2g49244 — 3924>, T=2gshsas — 3gsahas. (A.13)
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A.1.4 Contributions of the paper

Our (unachieved) goal is to give necessary and sufficient conditiopsaad’, for system[(A.1) to
admit a parameterization of some order.

If S =T = J = 0, we prove that systenj (A.1) admits a parameterization of order (1,2), at all
points except some singularities. This is Theofem A.3.2, adapted ffram [50].

If (S,T,J) # (0,0,0), we conjecture that systefin (A.1) admits no parameterization of any order.
We are not able to prove this conjecture, but

— we prove (Theorefn A.4.3) that systgm (A.1) admits no parameterization of order 1§%$63thBin

— we prove (Theorein A.4.1) that a parameterization of ofélef) is always related to a solution
of a system of PDE&E ),

— since a solution of this system of PDEs is also sufficient to construct a parameterization (Theo-
rem[A.2.4), the conjecture can be entirely re-formulated in terms of this (very compact) system
of partial differential relation.

To the best of our knowledge, the most general result available up to date on the class of systems

studied here is in [50] : the control syst.6) associategandh is “(x, u)-dynamic linearizable”

if and only if S = 7' = J = 0. See sectiop A]7 for the relation dynamic linearization or flatness and
Monge parameterizations. It turns out (Proposifion A.7.2) tliat )-dynamic linearizability” in the
sense of [50] implies existence of a parameterization of qrdet with £ and¢ no larger than 3; hence
Theorenj A.4.B, recalled above, allows us to recover all the results from that paper.

Sectio introduces this partial differential systeﬂ?@, f ) and proves that a “regular solution” of
this system induces a parameterization of ofder). Sectiof A. is devoted to some special construc-
tions for the case wherg = T' = 0. The main results are stated in Secf{ion]|A.4 ; necessary conditions
are stated in a more detailed locally, and proved, in Se€fioh A.5. Séctign A.6 is devoted to proving
that the partial differential syste(nf,gf) cannot have regular solutions unlégs?) < (3,4). Finally,
Sectior] A.T says a word of how our results translates to flatness instead of parameterization.

A.2 A system of partial differential equations

A.2.1 The equation(@,gf ); regular solutions

For k and/ some positive integers, we define a partial differential systekHir? + 1 independent
variables and one dependent variable, i.e. the unknown is one function éf+ 1 variables. The de-
pendent variable is denoted pyand the independent variables by, . .., u*~V z v, 0,... v¢1,

Note that, although the name of the variables may suggest some “time-derivatives”, time is not a variable
here and there is no relation between the independent variabiedo for instance.

lin the sense of the order on orders of parameterizations described in F@mark 1
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Denote byF the following differential operator of order 1 (vector field)i§+¢+1, with coordinates
thek + ¢ + 1 independent variables mentioned above :

k—2 9 £—2 )
_ (i+1) (i+1)
F= ; w5+ ;v o) (A.14)

where the first sum is zero if < 1 and the second one is zerdiK 1.
Let(2 be an open connected subseRdfand~y, § two real analytic function§) — R such that

Y470 (A.15)

(partial derivative ofy with respect to its  argument, see end of sectil.l) at every poir@jn
Consider the system of two partial differential equations and three inequations :

Pute-1 (FPe = 8(2, D, P2, Paw)) — Powte-1 (Fp = (2,9, P2, Daa)) =0, (3)
Pute=1) Paay(e=1) = Pay(k—1) Pye-1 =0, (b)
(0313,26) Pu-1n # 0, © (A16)
Pyee-1) # 0, (d)
Y + Y2 P + V3 Pex + VaPrax —0 F 0. (e)

To anyp satisfying these equations and inequations, we may associate two functiods, and a
vector fieldE defined as follows :

o= _ T = s EF=c + .
Doy (k—1) Py (k—1) 8u("'—1) 8’0([_1)

_ DPye-v _ —Fp+(,p, Py, Pux) 9 0 (A.17)

We also introduce a differential operatbrdefined as

k+e—2
0]

D=F+1—(+ Y. x(Hl)aT(i) .
=0

Y (A.18)

Itinvolves the additional variables . . ., z(*t¢=1) j.e. itis a vector field ifR2*+2¢ rather tharR*+¢+1 ;
however,D will only be applied (recursively) to functions af ..., v~ z v, ... v~ (seeDip
below), and the result is a polynomialdn. . ., z(*+¢=1) with coefficients depending an . . ., u*~1,
z,v,...,v¥1, Such expressions are used to define “regular” solutions :

Definition A.2.1 (Regular solutions af¢;; )) A regularsolution of systeni€;; ) is a real analy-
tic functionp : O — R, with O a conn’ected open subset®f+“*+1, such that the image aP by
(z,p, pz, Pze) IS CONtained i, -a,b) are identically satisfied an, the left-hand sides oI 6-
c,d,e) are not identically zero, and, for at least one inteflee {1,...,k 4+ ¢ — 2},

EDXp+0 (A.19)

(not identically zero, as a function af ..., u*=Y z v,...., 0V & ... 25 onO x RK).
We call it K-regularif K is the smallest such integer, i.e BfD'p = 0 forall i < K — 1.
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Definition A.2.2 We say that syste(rt,j’g‘S ) admits a regular (resg -regular) solution somewhere in
Q if there exists at least an open connectedc R*+“+1 and a regular (respK-regular) solution
p: 0 —R.

Remark 3 It is easily seen thatis solution of(&;; ) if and only if there exists and 7 such that
(p, o, 7) is a solution of

Fp+71p -1 = v(2, D, Pas Pasr) Ep=0,0,=0,

(A.20)
Fpy + 1Dy w1 = 0(2,D, Py Pacr) Pu-1 #0, 7 #0, 0 #£0

Indeed, [(A.16) does imply the above relations withnd = given by [(A.I]7) ; in particulars, # 0 is
equivalentto (e) and # 0 to (d) ; conversely, eliminating andr in ), one recover@f,j’f ). Note
also that any solution of the above equations and inequations satisfies

Dp, = h(x,p, pe, Dp — pai) + g(x,p, pe, Dp — pod)d (A.21)

whereg andh are related toy andé by (A.4) and[(A]).

A.2.2 The relation with parameterizations

Let us now explain the link between solutions of this system of PDEs and parameterizations of

system). Consider a solutipn O — R of (egf ). We saw in remarE|3 th6—e) is equivalent
tor, #0;let(ug --- vff’l)) be a point inO such that

To(Ug,y - - - ,uék_l),xo,vo, e ,v(()(_l)) #0. (A.22)

Chose any pai(uék), v((f)) € R? (for instance Withu((f) = 0) such that

uék) —o(ug, - .- 7u(()k_l)7 Vg, . .. ,v((f_l)) U((f) = 7(ug, . . . ,uék_l), T0,V0s - - - 5 v(()e_l)) . (A.23)
Then, the implicit function theorem provides a neighborhoaf (v, . . ., u(()k), VOy e vy u((f)) in RE+H+2
and a real analytic map : V' — R such thatp(uy, . . . ,uék), v, .- ,v((f)) = 1z and

(. u® Y o0 o, oY) = WP o, u Y L oY) R 24)

identically onV'. Two other map3” — R may be defined by

w(u,...,u(k),v,...,vu)) = p(u,...,u(k_l),gp(---),v,...,v(z_l)), (A.25)
v = pa(u . uR Y (), oY), (A.26)
From thesep, 1> andy, one can define a mdpas in [A.10) that is a candidate for a parameterization.

We prove below that, if is a regular solution o(fei,jf ), then itis indeed a parameterization. This is true
at least away from some singularities ; the following lemma describes them. It is proved in the appendix.
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Lemma A.2.3 LetO be an open connected subse®df“+! andp : O — R be ak-regular solution
of systen(e,; ), see|(A.1p). Define the map: O x RX — R¥+2 by

p$(u. . .u(k_l)’x, v fu(e_l))
p(u e u(k71)71'7v e U(‘e*l))

7T(U . 'U(k_1)71',’0 . 'U(Z_l)’(t . x(K)) — _Dp(u . .u(kil)’x,fu .o .v(‘efl)vj;)

DKp(u . .u(k_l),x,v .o "[](é_l)7j'," . x(K))
(A.27)

There exist two non-negative integégs< k andj, < ¢ such thati, + jo = K + 2 and

or on or on
det <au(ki0) PR au(kfl) ’ 8v(f*jo) gy 811(51)) (A28)

is a nonzero real analytic function ail x R¥.

We can now state precisely the announced sufficient condition. The interest of this result is discussed
in Remark4.

Theorem A.2.4 Letp : O — R, withO c RF+¢+1 open, be & -regular solution of systel(rtE,Zf ), and
i0, jo be given by Lemnja’A.2.3. Then, the maps, x constructed above define a parameterizafiaof
systel) of ord€ik, ¢) (see Definiti02) at any jet of solutiofas), yo, 20, <o, - - - ,xéK), U0, - - - ,yéK))

such that, for some, ..., ul* ", vo, ..., v,
k—1 -1
(UO7...,UE) ),1’0,’[}0,...,1}(() ))EO,
ke —
20 :px(u()v"’vug) 1)7U07"'7U(() 1)7*7;0)7 (A29)

y(()i) = D"p(uo,...’uék*l),vo,...,vézfl),mo,...,xéi)) 0<i<K,

the left-hand sides 6-c,d,e) are all nonzer¢ay, . . . ,uék_l), T, Vg, - . - ,v((f_l)), and the func-
tion EDX p and the determina8) are nonzero at poing, ..., ul" ™ zo, ..., 2l vo, .. oY) €
O x RE .

Proof : Let us prove that’ given by [A.10), with the mapg, ¢, x constructed above, satisfies the
three points of Definitioh A.1]2. Differentiatinfy (A p4) with respectt6) andv(®) yields o, 7, = 1,
¢, Tz = —o, hence the poirt (iif) ¢ # 0 from (A.20)). To prove poirit (]), let.(.), v(.) be arbitrary
andz(.),y(.), z(.) be defined by (A.10). Differentiating (A.25) arld (A|26), takin@) from (A.24), one

has, withF given by [A.1%),
§(t) = Fp+ 0O () Ep+i(t) 2(t), () = Fpo + 0 (1) Epe + & (t) paa

where the argumerttu(t) ... u* =V (t), z(t),v(t) ... vV (t)) for Fp, Fp, Ep, Ep, andp,, is omit-
ted. Then,[(A.2D) implies, again omitting the argumentsppf, 4(t) = v (z(t),y(t), 2(t), pza) +
()& (t), and2(t) = d(2(t), y(t), 2(t), pzz) + Pza®(t). The first equation yields,, = g(x(t), y(t),
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2(t),9(t) — z(t)i(t)) with g related toy by (A.4), and then the second one yields (A.1), witrelated
to ¢ by (A-5). This proves poirft (). The rest of the proof is devoted to doint (ii).
Lett — (2(t),y(t), 2(t)) be a solution of[(A]1). We may considEfu,v) = (z,y, z) (see[(A.1D))

as a system of three ordinary differential equations in two unknown functions

u® —o(u, .. u*F w0 E P g, oY) = 0, (A30)
p(u,...,u(k_l),a;v,...,v(e_l)) = vy, (A.31)
pm(u,...,u(kfl),x,v,...,v(éfl)) = 2. (A.32)

Differentiating )K + 1 times, substituting.*) from ), and using the fact th&D’p = 0 for
i < K (see Definitioff A.Z]1), we get

Dip (u(t),...,u™ V@), 0t),..., 0 V@),z(t),..., 20 () = itgj (t), 1<i< K,(A.33)
o) EDXp (u(t), ..., u® D (8),0(t),... .oV (1), 2(t), ..., a50(t)
K+1

+ DEFp (u(t), .. u* (@), o), . 0D @), 2(0), .., BT (1) = fltKij(t) (A.34)
Equations[(A.3M1)F(A.32)F(A.33) can be written ;
Yy

(s w0 g )Y = Y (A.35)

y(K)

with 7 given by [A.27). Since the determinafit (Al28) is nonzero, the implicit function theorem im-
plies that|(A.32){(A.3R)F(A.33) is, locally, equivalent to a system giving expliaitfy—io), ... k=1,
pl=do) =1 as functions ofr, ..., uk~0=1 o .. oWdo=D) g 2K g y(K) andz.

Let us single out these giving the lowest order derivatives :

uk=i0) = fl(y, .. uk=1=0=1) g g=do=1) g () oy D),

=d0) = f2(y, .. ukm1mi=1) gy pEdo=) g D) gLy D),

Let us prove that, provided that, y, 2) is a solution of[(A.]L), systerh (A.36) is equivalent[to (A.30)-
(A31)-(A32), i.e. tol'(u,v) = (z,y,2). It is obvious that any — (u(t),v(t),z(t),y(t),z(t)) that
satisfies[(A.]L),[(A-30)[(A:31) anfl (A:B2) also satisfies (A.36), because these equations were obtained
from consequences of those. Converselyzlet (u(t), v(t), z(t),y(t), z(t)) be such thaf (All) and
are satisfied ; differentiating (A.36) and substituting each fifinem (A.1)) and(u(*~%), y(¢=do))
from (A:38), one obtains

(A.36)

ulb—tot) — fLi(y,  yk=1=io=1) oy g(=do=1) g (BKHD oy yEFD) e N,
p=dotd) = f20(y, ... a7 gy o pW—do=b) g g (KHD) oy y(KHD)Y G e N,
(A.37)
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Now, substitute the values af*=i) ... ¢®) (=i  4® from (A.37) into [A.30), [(A.31) and
(A.32); either the obtained relations are identically satisfied, and hence it is true that any solution of
(A1) and [A36) also satisfiels (A.80)-(A]31)-(A]32), or one obtains at least one relation of the form (we
assume: < /; if not put K + k instead ofK + /) :

R(u,...,uk=t=io=0) oy pE=do=D) g g (KO oy yEHOY = 0,

This relation has been obtained (indirectly) by differentiating and combiping (A.T)4A.30){(A.31)}(A.32).
This is absurd becaude (A]30)-(A]30)-(A.3P)-(A.33)-(A.34) are the only independent relations of order
k, ¢ obtained by differentiating and combinffi¢A.30)-(A.31)-[A.32) because, on the one hand, since
DXp # 0, differentiating more[(A.34) and (A.80) will produce higher order differential equations in
which higher order derivatives cannot be eliminated, and on the other hand, differenfiating (A.32) and
substituting: from {A.1)), u*) from (A.30) andy from (A.33) fori = 1 yields the trivialo = 0 because

pis a solution of(@,j”e‘S ), see the proof of poii) above.

We have now established that, far,y, z) a solution of [(A.1).I' (v, v) = (z,y, z), is equivalent to
(A.36). Using Cauchy Lipschitz theorem with continuous dependence on the parameters, one can define
a continuous map : V — U mapping a (germ offz, y, z) to the unique (germ of) solution df (A.B6)
with fixed initial condition(u, . . ., u® == v o@Dy = (ug, ... ulF Ty, 0l
s is then a continuous right inverse (or a section)'pf.e.T" o s = Id. This proves poirft (i]).H

A.3 Remarks on the case where¢ =T = 0.

We need some special constructions for the case whetel” = 0.

Lemma A.3.1 Consider an open subsét of R*, and g and & two smooth function§) — R, and
assume thas and 7', given by[(A.1B), are identically zero. Then, for any péint, yo, zo, Ao) € €2 such
that g4 (o, Yo, 20, Ao) # 0, there exists

- an open setV C R? and an open interval C R such that(xg, yo, 20, o) € Y =W x I C Q,

2 |n other words [(A.3D)F(A.31)-(A.32)-(A.33)-(A.34), as a system of ODEsémdv, is formally integrable(see
e.g. [3, Chapter IX]). This means, for a systems of ODEs with independent vatijathiat no new independent
equation of the same orders ith respect tou and/ with respect taw) can be obtained by differentiating with
respect tot (an arbitrary number of times) and combining these equations. It is known [3, Chapter 1X] that a

sufficient condition is that this is true when differentiating only once and the system allows one to express the
highest order derivatives as functions of the others. Formal integrability also means that, given any initial condition
(u(0), . ..,u®(0),(0),...,v“(0)) that satisfies these relations, there is a solution of the system of ODEs with
these initial conditions.
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- and seven smooth functiofis — R denoted by, a!, a2, b°, b!, ¢°, ! such that

a®  (gaaha—haag) N+ (2hags —hgia) A —2hgs
—2(gaaha —haaga) N+ hgaa—2hsags

94,4 hg — h4,4 g4
Rank R =1 (A.38)
(—9914+293) X —2gg4

b G914 —2g4*
—gaaA—204

94,4

(this means that the first column is proportional to the second one, that cannot be zeio Fo00).
Then,é® + é'X\ £ 0onQ, ¢16° — b1e® £ 0 onW, and, for allz, y, z, A in €,

lA)O(x,y,z) + IA)l(ac,y7z))\

A (xz,y,2) + et x,y, 2)A’

a%(z,y, 2) + al(x,y, 2)\ + a2(x, y, 2) A2
Oz, y,2) + & (z,y,2)A '

g(x,y,2,\) =
(A.39)

h(@,y,2,A) =

Proof : By differentiating, one checks that the ratios between the elements of the second column in
(A.38) do not depend on. Chosen as follows, the functions b, ¢ therefore do not depend on:

a° = (ha — gahaa /gs,4) N>+ (2ha gs /gaa — h) X —2h gs/gau,
a' = =2(ha — gahas /gaa) A\ +h—2hsgs /gaa,

if 92470, { 42 = ha — gahaa /gaa,

R N A.40
b= (—g+294%/9a4) N\ —2994 /924, b =9—294*/g14, ( )

O =-XN=2g1/gs4, ' =1;
a® = %h4’4 A2 — ha A+ h, al = —h4’4)\ + hy, a2 = %h4’4,

if 94,4 = 07

boz—g4A—|—g’ 61294’ 60217 61:0

The relation[(A.3p) is a simple consequence of (A.38] or (A.4B).

To analyze further the case of systems for whith- 7' = 0, let us assume thatand’ take the
form (A:39). Then define the differential forms in the three variables - :

ol = dy — zdz, @® =b'de+a20t —étdz, @® =0"dz +ale! — 0dz. (A.41)
Denoting by¢ the point of coordinates, y, z, equation|[(A.]l) can be written
(@, (@2, &) + (@°,¢) +a° = 0. (A.42)

Note thato!, &2 andw?® are differential forms in the variables y, ~ only, but, from [(A.38),? is
proportional taw defined in[(A.11), i.e. there is a functioks# 0, of the four variablest, y, z, A, such
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thaf] w = k&? . Hence, from[(A.1p), assumin§ = 7" = 0 one has

J=0 & dwhw=0 & di*Ad*=0. (A.43)

Theorem A.3.2 If S =T = J = 0, then systenj (A.1) admits a parameterization of ofde?) at any
(0, Y0, 20, 20, Yo, Z0, io) € (Q x R?) \ F, whereF C Q x R? is closed with empty interior.

This is a consequence of [50, Proposition 4.5], although orders of parameterizations are not given in
[50]. For the sake of self-containednes, let us however give a short framff : From Lemmg A3 11,
system[(A.1) can be written gs (A]42) where, frgm (A.43)> A &% = 0. Since, in additiong! and
@? are linearly independent there is a (local) change of coordir@tes z2) = P(x,y, z) such that
&? = K dz ando! = k”’(dy — zdz) with &' # 0 andk” # 0; in these coordinates, with, a, b, ¢
some smooth maps, # 0, system[(A.4R) reads
Z=k(Z,5,2) EX+a(Z,§,2) A+ b(&,§,2) & + c(Z,7,2) with X\ = — 2& .
In R* with coordinatest, 7, 2, z, define the vector fieldX, Y, = as follows, and compute the bracket
Y, =] :
0 0 0 0

(a—l—am)%, :%7 [Ya:‘]:_li%

(1]

0 3] 0
X:' _— 7 — I _— Yzi
x(8i+28g>+(bx+6)82’ 8§+

Sincex # 0, [Y,Z] andY are linearly independent. Let be a function of four variablegz, 7, 2, 7)
such thatt’p = 0 and[Y, =]y # 0; sinceY ¢ = 0, one hagY, =]y = Y=p. Define

¢ (3,7,2,2,7) = Xo(&,9,2,2) + 2Ep(2, 7, 2, 1) -

SinceY =y is nonzero real analytic, this is a closed subséfok R? with empty interior :

F={(2,9,%,2,) € WxR?, YX@(&,7,%2) + 1 YEp(&,9, 2, %) = 0} .

Atany point(z, 7, 7,4, 4) € (W x R?) \ F, the map
(#.9.2. 8.8 )~ (&, 00.0.25), ¢(@.5.5.5.5), &, & )
is a local diffeomorphism; let its inverse be
Let thenF be the set ofz, y, 2, &, 9, &, ij) € Q x R? such that
(PY(z,y,2), P(x,y, 2), P>(x,y, 2), PX(x,y, 2,2,9), P (z,y,2,2,9,i,19)) € F

where P! and P! are computed according t.1). Then, in a neighborhood of (apyyo, 20, <o,
Y0, Lo, Jo) € (ﬁ x R?)\ F,a parameterizatioO) of order (1,2) is provided by

(2,y,2) = P~ (v, (v, u,i,0,0), X(v,u,4,9,7)). B
Now, let us turn to the case wheyas nonzero.

®In fact, from [A.12),S = T' = 0 means that the Lie derivative of alongd/d\ is co-linear tow, and this
classically implies thav itself is collinear to a from in three variablesy, z, the first integrals 06 /9.
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Proposition A.3.3 Assume that the functionsand . defining systeni (A.1) are such théitand T
defined by[(A.12) of (A.13) are identically zero @nbut J is not, and let(zo, yo, 20, Ao) € © be such
that J(xo, yo, 20, Ao) # 0.

There exists an open sBt C R? and an open interval C R such that(z, yo, 20, o) € Q' =
W x I C Q, a smooth diffeomorphis# from W to P(W) C R? and six smooth function8(W) — R
denoteds, «, 3, a, b, ¢ such that, with the change of coordinates g, ) = P(z,y, z), system[(Al1)
reads

2=r(2,9,2) (y - a(,9,2) 2) (y - B(&,5,2) 2) + a(&,§,2) T +b(&,§,2)§ +c(Z,5,2) (A44)
and none of the functions o« — 3, a3 and 33 vanish oniV/.

Note that if no denominator appears|in (4.39) (¢&.= 1 andé¢! = 0), then [A.39) is already in the
form ) withs = —&, a =2, 8 = z+i)1/d2, a=0 —a'z,b=2al,c=al.

Proof :From Lemmd A.3lg and h are given by[(A.3P). LetP!, P? be a pair of independent
first integrals of the vector fielé! (a% + Za%) + b2 in the coordinates, y, z ; from (A.41),&", &2
span the annihilator of this vector field, and hence are linear combinatiod®bfind d . Possibly
modifying P', P2, the component orlP! of &' and? are nonzero, i.e. there exists smooth function
k', k% f1, f? such thaty! = k! (dP? — f'dP'), k' # 0, = 1,2. Now, take forP? any function
such thatd P' A dP? A dP? # 0. Decomposingy?, we get three smooth functiop8, p', p? such that
* = pO (—dP? 4 p'dP! 4+ p*dP?).

From (A.41) o' Ae2 AG3 = (b1 — Boél> dz A dy A dz # 0 while, from the above expressions,
@' A@* NGT = pO (f' — %) dP' A dP? A dP?; hencep” # 0 and f! — f2 # 0. Also, [A.41)
implies do' A &t # 0, (A.43) implies do? A &% # 0, while, from the above expressiond’ A & =
—(kH)2dPt A dP? A dfifori = 1,2; hence, recalling the above inequality,

P’ #0, fr—f2#£0, dPAdAP?AdSf, i=1,2. (A.45)

Defining a change of coordinates = P'(z,y,z2),§ = P*(z,y,2),Z = P3(z,y,2), with inverse
(z,y,2) = ¢¥(Z,7, 2), and six functions:, «, 3, a, b, c by :

k1k2 &0
=50, a=floy, B=froy, a=p oy, b=pPor), c=—ov,
D D

R

equation[(A.4P) translates into (Al44) afd (A.45) implies, sihtet 0andk? # 0, thatk, o — 3, a3
andgs; are nonzerol

Equation[(A.44), wherer and 3 play exactly the same role, is not really a particular casp of| (A.1),
but it would be withz instead ol or . Sinceas # 0 andgs # 0,

(i‘,:{j,g) = A(i‘,glé) = (50,3],@(5:,@,2)) and (jagvg) = B(j7g72) = (5?,37,5(9?737,2)) (A.46)

define two local diffeomorphisms, both providing coordinates that furn {A.44) to a system of the form
(A.1) with 1 andg as in [A.39) and! = 0,° = 1, but with different functions’ andb' ; in both cases,
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¢! =0,¢° = 1). These two different possibilities fgrandh yield two possible sets of functionsand

0 —to be used in the differential syste(rﬁ&f ), see )— computed according .4) a@A.S) ;

let us give their explicit expression :

w—m>%(z,y, 2)

% — - 61 — 7,0 7,1 1,22 - 1.2 A.47
’7 (x7y7z’w> mZ71(x’y’Z) ) n +n ,7+n ’V ) Ze { ) } ( )

with (these are obtained from each other by interchangiagd() :
m' = (g +aas+(a+ba)ag)o A7, mll = (kag(a—B))o AL,
n'0=az0A471 nbl=(az+bag)o A", n'?=(kag)o A7t

m?0 = (B + BB+ (a+bB)Bs)o B~ m*»' = (kfBs3(8—a))oB™!,
n*? =pB30B7", P! = (B +bfBs)o B, n*? = (kf3) 0 B7".

(A.48)

A.4 Main results

The following theorem is central in this paper. The proof is very short because it relies on local
necessary conditions and sufficient conditions that are stated separately elsewhere. Since the singula-
rities are not the same for necessary and sufficient conditions, we do not give necessary and sufficient
conditions at a precise point; but we use the “somewhere” as in Defirfitiong A.2[Z anfl A.1.3.

Theorem A.4.1 Systen(A]1) admits a parameterization of orfler’) somewnhere i if and only if
(i). eitherS =T = J = 0o0n{ (in this case, one can také, ¢) = (1, 2)),
(i). or S = T = 0 onQ and one of the two systen(ls,]’;"s1 ) or (5,]’;’52 ) with 4%, §¢ given by
)-), admits a regular solution somewher&in

(iii). or S andT are not both identically zero, and the systetﬁ)lf ) with v and § defined frony and
h according to ) an5) admits a regular solution somewhef@.in

Proof : Sufficiency : the parameterization is provided, away from an explicitly described set of singulari-
ties, by Theorerpn A.3]2 if poifi (i) holds, and by Theoffem A.3.2 if one of the two other points holds. For
necessity, assume that there is a parameterization of Gedérat a point(z, y, z, &, 7, . .. , (5, y &)
in (ﬁ x R#=2)\F. From Theorem2 a.4, it implies that one of the three points hillds.

This theorem clearly gives some importance to the system of I?D,ﬁﬁ ). Our conjecture (Conjec-
ture[A.6.1) is that this system never has “regular solutions”, and this would imply the

Conjecture A.4.2 If dwAw (or (S, T, J)) is notidentically zero ofi2, then systenj (A.1) does not admit
a parameterization of any order at any point (jet of any order).

Remark 4 If our conjectu.l is correct, the systeﬁkseﬁ ) never have any regular solutions, and
the sufficiency part of Theordm AJ.1 (apart from dage (i) is essentially void, and so is Theorgm A.2.4.
However, Conjecturie A.§.1 is still a conjecture, and the interest of these sufficient conditions is that they
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make the two conjecture —the above one on parameterizations of sfyst¢m (A.1) and Cdnjeciure A.6.1
that only deals with a set of partial differential equalities and inequalities— equivalent. For instance,

if one comes up with a regular solution of some of these sys(tém@), this will yield a new class of
systems that admit a parameterization, and are probably flat.

We do have the following result, weaker than the conjecture because it is restricted to “small” values
of (k,¢) (small in the sense of the order in rem@k 1, but still, the conjecture is proved i or 2 and
{ arbitrary).

Theorem A.4.3 If systeml) admits a parameterization of ordler?), with k& < ¢, at some jet, then

eitherS =T =J=0o0rk > 3and/ > 4.

Proof : This is a simple consequence of Theofem A.4.1 and Propofition| AlB.2.

Finally, note that the results of the present paper are sufficient to recover the results contained in the

very technical papel [50]. The main result in that reference can be phrased :
“(A.6) is (z,u)-dynamic linearizable (i.gz, v)-flat) if and only if S =7 = J =07,

and the difficult part is to prove that = 7' = J = 0 is necessary; in fact that proof is very tech-
nical, and relies on some simplifications performed via computer algebra. From our Progositign A.7.2,
(z, u)-flatness implies existence of a parameterization of some ¢kdéywith & < 3 and? < 3. Hence
Theoren| A.4.]l does imply the above statement (provided that a paramemetrization of order (1,2) for
(A.1) implies (z, u)-flatness for[(A.p) ; this is elementary seen the construction in the proof of Theo-

remfA:3.2).

A.5 Necessary conditions

A.5.1 The case wherés and T are not both zero

The following lemma is needed to state the theorem.

LemmaA5.1 If (S,T,J) # (0,0,0) and systen] (Al1) admits a parameterizatign, x) of order

(k, £) at point(xg, Yo, 20, - - - ,a:(()L), ySL)) € R2L+3 theny,, ) is a nonzero real analytic function.

Proof : Assume a parameterization wheseloes not depend aul*). Substituting in) yields
X = (@, 0, X% — x9) + 9(0, 8, X 8 — xP) -
Sincey does not depend arf* 1), differentiating twice with respect to(**+1) yields
Xut = Yy (s + 0a9) , 0= Vu0° (haa + gaa9) -

If 4,y was zero, then, from the first relatiog,« would too, and this would contradict po|nt (jii) in
Definition[A.1.2 ; hence the second relation implies thag + g4,4¢ is identically zero. From poift (ji)
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in the same definition, it implies thatl solutions of ) satisfy the relationiy 4(x,y, 2,y — 2&) +
9aa(x,y, 2,9 — zi)i = 0. From Lemma A.1]1, this implies that, 4, andg, 4 are the zero function of
four variables, and hencg =T = J = 0. This proves the lemmadl

Theorem A.5.2 Assume that eithe$ or 7" is not identically zero off?, and that systenj (A.1) admits a

parameterization of ordefk, ¢) at X = (zo, yo, 20, %0, Y0, - - - ,xéL),y(()L)) € Q x R2L=2 with k4, L
some integers ang, 1, x defined orl/ ¢ RF+¢+2,
Thenk > 1, ¢ > 1 and, for any poinfuo, . . . ,uék), vg, - - - ,v(()@) € U (not necessarily sent t& by

the parameterization) such that

Oum (Ug,y - - ,u(()k),vo, . ,v((f)) #0,

there exists a neighborhoa@ of (ug, ..., ul* ™, o(ug -+ v{?) ,vo, ..., v ™") in RF+41 and a

regular solutionp : O — R of (¢, ), related top, 7, x by (A.24),[(A.25) and (A.26), the functions
and¢ being related tgy and h by (A.4) and[(A]).

Remark 5 From theorein A.2.4,jifis a K-regular solution (¢ < k + ¢ — 2), one can always take
L > K in the jet at which the parameterization is valid. In other word, the operVset germs of
solutions in Definitiof A.1]2 derives from c ) x R2K-2,

Proof : Assume that syste.l) admits a parameterizdtion), y) of order(k, ¢) at(xo, yo, 20, Zo,

YOr -« 5 x(()L), y(()L)). Sinceyp,, ) does not vanish, one can apply the inverse function theorem to the map

(u, ity ..., u® v 0, 00) = (u,. . u* Y o, u B, o) e o)
and define locally a function of k& + ¢ + 2 variables such that
o(u,t,... v, ’U(é)) =z < r(u,a,... Y g0, ,U(Z)) =u®) (A.49)

Defining two functiong, ¢ by substitution ofu(*) in v, y, the parameterization can be re-written im-
plicitly as

y=pu,t,... vV w0, . 00),
z=qu, i, ..., u* Y 200, . . 0v®) (A.50)
u® = r(u, i, .. u*D w0, 00),

We now work with this form of the parameterization aadz, ..., v*=V, z, &, &, ... v,0,...,0®
oD instead ofu, 1w, . .., uFTD wF) g EED oy o 0@ D

In order to simplify notations, we define (the vector fi¢lds defined in[(A.1}#))

9 b

P=Fp+rp,-n + ’U(Z)pv(f,—n =+ v<e+1)pv<e> , Q=Fq+rq,w-1 + v(z)qv(e_n + ’U(Z+1)qv(z) .

We shall prove later that> 1 andk > 1; until then, all terms involving — 1 or k — 1 are assumed to
be zero by conventior? and Q depend onu, t, ..., u* =Yz, v, v,..., v v but not oni ; Fp
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and F'q depend neither o nor onv“+1), When substituting (A.50) iff (A]1), using= P + ip, and
%z = Q + #q,, one obtains :

Q+dqy = h(z,p, ¢, N) + g(z,p,q, \)& with A =P + &(p, — q). (A.51)
Differentiating each side three times with respect tone obtains :

4o = (ha(z,p, ¢, \) + ga(z,p, ¢, \)E) (po — @) + 9(x,p, ¢, ), (A.52)
0= (haa(®,p,q; N) + gaa(z,p, ¢, N)E) (P2 — )% + 294(2.p, ¢, M) (2 — 0), (A.53)
0= (haaa(z,p,q,A\) + gaa,4(x,p,q, N)E) (pr — 9)* + 3ga,4(z,p, ¢, \) (P — @)>.  (A.54)

Combining [[A.53) and[(A.54) to cancel the first term in each equation, one obtain$ @ee T in
AI13):
(100 + 5(0,0.02 ) (52~ 2 0. (.55)

If T + Si was identically zero as a function of ..., u*=Y z v,... v~V this would imply,
by Definition[A.1.2 (poinf (ii}), thasll solutions(xz(t), y(t), z(t)) of satisfyT (z,y, 2,9y — z&) +
zS(z,y, 2,9 — z2) = 0 identically ; this would imply thatS andT are identically zero functions of 4
variables, but we supposed the contrary. Hepce p,, .

We first notice that this implies

A=P = Fp+rpyo-n +0Opye—ry + v Vp (A.56)
and that[(A.5P) yieldg,, = g(z, p, p, A), or, withy defined by[(A.#),

Since neithep nor Fp norr depend on“*1), these two equations yiejg,., = 0, i.e.p is a function of
u, .. u* D 2w 0D only. Then|(A.56) and (A.§7) imply (A.112) witlf = . Furthermore,
ry.o # 0 because, fron] (A.49);,) = 0 would imply ) = 0 and hence contradict point (jii) of
Definition[A.1.2. We may then apply lemra A.B.1 (see appendix)wés a function of: only, then all
solutions of [(A.6]) should satisfy a relatigit) = p(z(t)), which is absurd from Lemnja A.1.1; hence
the [A.113) holds, this proveg (A16-c,d).

From [A.57), the left-hand side df (A.56) does not depend@h; hence, differentiating both sides
twice with respect ta(©) yieldsr, ), p, k-1 = 0; sincep, -1 # 0, r must be affine with respect
tov®. Let us callo andr the functions ofi, ..., u*~Y z v, ..., 01 such that

r =17+ oo . (A.58)

Sincep, ¢ = p., A andg, = p.. do not depend on®, (A.51) implies thatQ does not depend on
v either ; withp, = ¢, andr given by [A.58), the expression @, iS op,,i-1) + Pyye—1) While,
from (A.58), the expression &%, . Collecting this, one gets

ODyk—1) F Dyt—1) = TPy k—1) + Dype—1) = 0. (A.59)
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Then, the expressions defini®yand Q before [[A.51) yield, with- given by [A.58),P = A\ = Fp +
TPyo—1) andQ = Fp, +7p,, -1 . Both sides of (A.5]1) are affine with respectitchence it yields two
relations : the coefficient of yields [A.57) and the constant term yiel@s= h(z, p, p,, A). Collecting
this, we get

Fp - ’7(%27;101,1711) + Pyk—1)T = Oa Fpa: - 5(m7papx;pzr) + Prye—1)T = 07

with ¢ defined by[(A.b) ; eliminating, one gets[(A.T6-a), whil¢ (A.16-b) is obtained by eliminating
in (A59).

Now, to prove by contradictiof -regularity for somex’ < k+/¢+1, assume that D'p = 0 for 0 <
i <k+0.Thenpy,p,...,DEHDp o 21 gre2k +2¢+ 1 functions in the2k + 2¢ variables
o uFD D g (D) AL points where the Jacobian matrix has constant rank,
there is at least one nontrivial relation between them. From poiit (i) of Defirfition ]A.1.2, this would
imply that all solutions of systenj (A.1) satisfy this relation, &g (t), y(t), ..., y* =1 (1), z(t),

.., xFH=1 (1)) = 0, which is absurd from Lem N |

A.5.2 The case wheres and T are zero

Again, we establish that, i is not zero, any parameterization “derives from” a solution of the
system of PDESZ (A.16). However, the situation is slightly more complicated : there are two distinct (non
equivalent) choices foy ando.

If J # 0, we saw, in sectiop A]3, that possibly after a change of coordinates, system (A.1) can be
written as[(A.4%), the we re-write here without the tildes :

2=k(—az)(y—pz) + at+by+c, K#0, a—F#0, Z—Z#OZ—S#O (A.60)

and wheres, o, 3, a, b, c are real analytic functions of three variables. We state the theorem for this class
of systems, because it is simpler to describe the two choicesdads.

Lemma A.5.3 If system|(A.60) admits a parameterizatign 1, x) of order(k, ¢) at a point, thenp,,
is a nonzero real analytic function.

Proof :After a change of coordinatds (Al46), use Lenjma A.W1.

Theorem A.5.4 Let (xo, yo, 20) be a point where:, « — 3, a3 and 33 are nonzero, and;, ¢, L three

integers. If systeO) has a parameterization of ofdef) at X = (xo, yo, 20, Z0, Yo, - - - ,xf)L),

ySE) with ¢, 1, x defined ony c RE++2, thenk > 1, ¢ > 1 and, for any point(uo, .. ., u’", v,
.,v((f)) € U (not necessarily sent t& by the parameterization) such that

P (k) (u()a v au(()k)7U07 s 7U(()Z)) 7é 07

there exists a neighborhoa@ of (ug, ..., ul ™", o(ug -+ v{?),vo,...,v") in RF4+1 and a

regular solutionp : O — R of one of the two systenjgkf;"sl) or (5,];"52) with ~%, 8% given by

(A.47)-[A.48), such that, , ¢, x are related by[(A.24)[ (A.25) and (A]26).
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Remark} applies to this theorem in the same way as thqorem A.5.2.
Proof : Like in the beginning of the proof of Theordm A.5.2, a parameterizatjon, x) of order

(k,0) with ¢,y # 0 yields an implicit form [(A.50). Substituting i} (A.60), one obtains an identity
between two polynomials in“+1) and:. The coefficient of v(“*1))? in the right-hand side must be
zero and this yields thatcannot depend on() ; the linear term i1 then implies that does not
depend on(®) either. To go further, let us define, as in the proof of Theqrem A.5.2,

P =Fp+rpye-n +vp,0-n, Q=Fq+rquw-r +v9qe, (A.61)
with F is defined in[(A.14). The terms of degree 0, 1 and 2 with respettien yield

Q = k(z,p, ) P? + b(x, p, q)P + c(a,p, q)
4z = H(:C?pv q) (2p1 - Oé(fﬂ,p, q) - ﬂ(mapa Q))P + a(‘T’pv q) + b(l’,p, q)pm
0= (pz — a(2,p,9)) (p= — B(x,p,q))

From [A.60), the factors in the third equation cannot both be zero. Let us assume

pe—a(z,p,q) =0, py—PB(x,p,q) #0; (A.62)

for the other alternative, just interchange the rolea @ind3 in the sequel. The first and second equa-
tions then yield

Gz — a(z,p,q) — b(z,p, q)p= )
P= ’ - 0, Q)P b(z,p,q)P yD:q) - A.63
2 (@p.0) (pe — B, 7)) Q = x(z,p,q)P* + b(z,p, Q)P + c(z,p, q) (A.63)

Sinceas # 0, one can obtain fron| (A.62), by the inverse function theorem, an expressign of
as a function ofz, p andp, and hence of, as a function ofz, p, p, andp,,. Substituting in[(A.6]3)
yieldsP = f(z,p, ps, ps) for some smooth functiorf. Since is given by [(A.61), one may apply
Lemmg A.8.1. Like in the proof of Theorgm A.5.2 we note that, = 0 would imply ¢,y = 0 and
contradict poinf (iii) of Definitio A.1.P, and also that it would be absurd trdgpend or: only because
all solutions of[(A.6D) would satisfy a relatiarit) = p(z(t)) (see Lemmpa A.1]1); hende (A.]13) holds.

From [A.63),P does not depend arf®). Sincep,, -1, # 0, (A.6)) then implies that assumes the
form (A.58) witho andr some functions of the + £ + 1 variablesu, @, ..., u*~Y, z, v, 0,..., 0¢ D
only. SinceP andQ do not depend on®), we must have (we added a third equation is a consequence
of (A.62) and the other two) :

TPut-1) + Pye-1) =0, 0qu-1) + qyue-1 =0, TPyuk-1) + Pyye-1y =0, (A.64)
and therP = Fp + 7p, -1 andQ = Fq + 7q,—» . Differentiating [A.62), we get
Poe = 01 + 2Py + @3¢z, Fps + TPy = 2P +a3Q .
Substituting this in[(A.63) yields, with andd given by [A.47),

Fp+1py-1) = Y(@, 0, D2, P2z) , FDz + TPpute—1v = 0(T, D, Pa, Paz) - (A.65)
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Eliminating 7 between these two equations and thehetween the first and last equations[in (A.64)
yields the two relationg (A.16-a,b).

For the proof ofK-regularity with K’ < k+ ¢+ 1andK < L + 1, see the end of the proof of
Theoreni A.5.R abovell

A.6 On the solutions of systen(@,j’f)

Conjecture A.6.1 For any real analytic functionsy and § (with 4, # 0), and any integerg:, ¢, the
partial differential systen@@,l ’f ) (see )) does not admit any regular solution

System(¢,”} ) is written in ); for regular solutions, see Definitigns A[2.1 .2.2. We

were not able to prove this for general integérand ¢, but only if one of them is smaller than 3 or if

k = ¢ = 3. Sinceu andv play a symmetric role, there is no loss of generality in assurhirg/ (i.e.
namingu the variable that appears with the lesser maximum superscript). The statement then takes the
following form.

Proposition A.6.2 If system((’f,;*)’e‘s ), with k& < ¢, admits a regular solution, then necessarily> 3,
¢ > 4 and the determinant

Py k-1) Py k-2) Puk=3)
Pgye-1) Pyy -2 Paryk—3) (A66)

Prazut=1  Prguk-2)  Prgylk-3)

is a nonzero real analytic function.

Proof : This is an straightforward consequence of the four following lemnilks.

Lemma A.6.3 If p is a solution of systerfﬁ,l’f ) and
(i). either it satisfies a relation of the type = «a(z, p) with a a function of two variables,
(i). or it satisfies a relation of the type,. = a(z, p, p..) with « a function of three variables,

(iii). or it satisfies two relations of the typ&.... = a(z, p, ps, p=) @and
Fprw + T0ppuc-1 = (2, D, s, Pza ), With ¢p and a two functions of four variables,

then it is such thaf?D’p = 0 for all i > 0 and hence it cannot be a regular solution(ch‘,jv’gS ).

Proof : Point (1) implies point (2) because differentiating the relatign= «(z, p) with respect to
x yieldspy, = ag(x,p) + pray(z, p). Likewise, point (2) implies point (3) : differentiating the rela-
tionp, ., = a(x,p, p,) With respect tae yieldSp, . = o (x, D, Pe) + P20y (T, D, Dz) + Pz tp, (X, D, Pz)
while differentiating it along the vector fielll+7 §/9u*~1 and using[(A.2D) yield§ . +7py -1 =
V(@ P, Pas Paa) (T, Py ) + 0(2, Dy Py D) p, (T, Py D).
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Let us prove that point (3) does imply the conclusion of the lemma. One has, from the two relations

in point (3), and[(A.IB) and (A.20),

Dp = 5(x,p, P, D) + T par Dp, = 6(2, P, pe, Paz) + T Paar
Dpxz = w(lapapzvpxm) + ia(mvpapz,pzz) .

This implies thatE D'p = ED'p, = ED'p,, = 0 forall i > 0; indeed it is true for = 0 and the
three formulas above allow one to go franto i + 1 (ED'z = Ez* = 0 andED'i = E2(+D =0
from the very definition oD andE). B

Doy (k—1) Py k—2)

Lemma A.6.4 If p is a solution of syster(migjgS ) and eitherk = 1 or =0, then

Pruk—1)  Dpy(k—2)
around each point such that,.—1) # 0, there exists a function of two variables such that a relation

p = a(zx, p) holds identically on a neighborhood of that point.
Lemma A.6.5 Suppose that is a solution of(@,j”g5 ) with

Dy—1) Doy—2)

L > k >2 s Pylk—1) 7& 0 s 7& 0. (A67)

Pruk=1)  Pry—2)

If either & = 2 or the determinant (A.§6) is identically zero, then, around any point where the two
quantities in[(A.6]7) are nonzero, there exists a functicof three variables such that a relatign . =
a(z,p, p.) holds identically on a neighborhood of that point.

Lemma A.6.6 Letk = ¢ = 3. For any solutiorp of (53775‘5 ), in a neighborhood of any point where the
determinant[(A.66) is nonzero, there exists two functiered ¢ of four variables such that,,, =
(T, D, Pry Paa) ANAFDyy + TDyp -1 = Y(x, p, D, P2e) identically on a neighborhood of that point.

In order to prove these three lemmas, let us introduce some notations and preliminaries. First, with
F andFE andr defined in[(A:I#) and (A.17), define the vector fields

0 0
X1 =[X,Y], X2 =[X1,Y], E;, =[E)Y], E5 =[Ey,Y]. (A.69)
Then [A.20) obviously implies
Yp = ’Y(xapapm,pz,m) y Ypm = 5($7paprapz,r) . (A70)

Also, since[(A.2D) implies; # 0 and a simple computation yields

0 7]

X1 =7, W+()ma

Xo =1, (A.71)

0
Juk—1)

these two vector fields are linearly independent. Then, Sifce?] is zero,[X, X;] and[X, E,] are
collinear to9/0u*~1 and [X,, X»], [E2, X»], [X, E3] are linear combinations af/du*~1 and
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0/0uk=2) (for [X, E], [X, F»] and[X, Fs], we have used the fact thafoc = 0, see |(A.20)), one
has

(X, X1] = AX1, [X1, Xo] = N X1 4+ VX, (A72)
[(X,E] =0, [X,Eo]=pX1, [X,BE3]=p'Xqi+p"Xo, [Ez,Xo]=1'X1+1"Xs.(AT3)

for some functions\, \', A", u, p/, p”, v/, 0",

Proof :Proof of Lemmal|A.6.4From (A.16-c),y = p(u,...,u* D 2, v, ..., 0¢=1) defines local
coordinates, . .. u*=2) y, z,v,..., v~ Composing, by the inverse of this change of coordinates,
there is a functiom of k -+ ¢+ 1 variables such that, = a(u,...,u* =2 p, z, ..., 0“~1)identically.

If & > 2, differentiating with respect to both sides of this identity with respeetto® andu(*~2) and

using the determinant in the lemma implies thaloes not depend on its argumertt—2). To sum up,
p andp,, satisfy an identity

(k=3)

Do =a(u,...,u ,p,w,v,...,v“*l))

)

where the first listis empty i = 1 or k£ = 2. Now define two integers: < k —3 andn < ¢ — 2 as the
smallest such that depends o, ..., u("™), z,y, v, ..., v™ with the convention that. < 0if k = 1,

k = 2, or a depends on none of the variables .., «*=3) andn < 0 if o depends on none of the
variablesy, . .., v*~2), The lemma sates that andn are both negative. This is indeed true because, if
one of them is non-negative, applyigto both sides of the above identity yields,

m n
Yp, =0y Yp+ Z U(Hl)au(i) + Z U(Hl)av(i)
i=0 i=0

where at least one of the sums is nonempty. Uging (A.70), sipce= o, + aay,, one can replac¥ p
with y(z,y, o, oz + acy) andY p, with 6(z, y, o, oy + aay). Then, all terms of the above equation
depend ony, ..., u(™ z,y,v,...,v™ only except the last term of (at least) one of the sums, that
depends either on™*1 or v("*1) so that the identity cannot hold identically (by definition of these
integerso,,my # 0 (resp.a,, ey # 0) if m > 0 (resp.n > 0)). A

Proof :Proof of LemmalA.6.5From [A.67), one local coordinat¢s, . .., u* =), z,y, z,v, ..., 0(¢=1)
by

y = p(u, u(k_l),x,v,...,v(e_l)), z = pa(u, u(k_l),x,v,...,v(é_l)). (A.74)

In these coordinatesy andY’, defined in[(A.6B) have the following expressions, wittand o some
functions to be studied further :

0 0 0
0 0] 0] ; 0
o v v (z+1 (i+1)
Vo= g g X § o (A.76)

=0

where, in the expression &f, the third term is zero ik = 2, the fourth term }:f;; ---) is zero if
k = 2 or k = 3, and the notations andJ are slightly abusive 4 stands for the function
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(..., u*=3) gz y 20, 0D s gz, y, 2, a(u, ., uF )y, 2o, 0 D), and the same
for 5. With the same abuse of notatiorjs, (A.16-e) reads

Xy —640. (A.77)
Since the inverse of the change of coordindtes (A.74) is given by
,U(Zfl))7

w2 = x(u, ... uF ) oy 2, ,v(zfl)), w1 = Yx(u,... ) oy oz,

)

and, in the original coordinateéy 52— + 57— )u*"? = Zulk=2 = 8 uk=2) =, see

(A-77), one has

Ex=Xx=X1x=0. (A.78)
Then, from [(A.75){(A.75),
o o
X, = (Xy-0)5 + (X6-Ya)-- A7
L= (=8 g+ (X6 -Ya) o (A.79)
X, X1] = (X27—2X6—Ya)§y + (X26—XYa—X1a)%. (A.80)

From these expressions afd (A.72), one has

Xy—§ X*v-2X0+Ya

=0. (A.81)
X6—-Ya X2—XYa- Xja

By definition of o, Xz = «. in the original coordinates, this translates into the ideniity =
alu, ..., u*=3 z pp,,v,..., 0D If & > 3, differentiating both sides with respect "1,
u*~2) andu(*~3), we obtain that the determinafit (A|66) is zero is and only dfoes not depend on its
argument:,(*=3), To sum up, under the assumptions of the lemma,

adepends ony, ..., u* ™ z y, zv,..., 0% only (A.82)

with the convention that the first list is emptykif= 2 or k = 3.

Define two integersn, n as the smallest such thatdepends on, ..., u™ z y, 2z, v, ..., 0™,
with the convention that: < 0 if m = 2 or o depends on none of the variables . ., «(*~3) and
n < 0if o depends on none of the variables . ., v~ . We have

m>0 = a,m #0, n>0 = a,m #0. (A.83)

From [A.82)m is no larger that: — 4 ; hencey does not appear in the expressiortaf :

Ya = ~a,+da, + Zu(i“)aum + Zv(i“)avm (A.84)
i=0 i=0

where the first (second) sum is emptynif (n) is negative. In[(A.8]1), all the terms depend only on
w, .., u™ xy 20, . 0™ exceptY o, XY o and X« that may depend oa(™*1) if m > 0 or on
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v+ if n, > 0.According to the above formula, these three expressions are, if they depend on these va-
riables, affine functions af(™*1) andv("t1) with coefficients dependingan . .., u™), z,y, z, v, ..., o™
only, and the determinant ifi (A.B1) is then quadratic with respeatto™”) andv("*1); the term of
degree two comes froify «)? ; it is :

2
(%(m)u(mH) + %(n)v(nJrl)) '

Then [A.8] implies thatv, ) anda, . are identically zero. Fron (A.83), this implies thatandn
are negative, and by definition of these integers, this impliescthispends oriz, y, z) only, yielding,
in the original coordinates, an identity., = a(z, p,p,). B

Before proving Lemmp A.6]6, we need to extract more information from the previous proof :

Lemma A.6.7 Assume, as in Lem.5, theis a solution of( ¢, ) satisfying ), but assume
also that/ > k > 3 and the determinanf (A.66) is nonzero. TH&h E,] = X, F5] = 0.

Proof : Starting as in the proof of Lemnia A.§.5, one does not obfain {A.82) but, on the contrary, since
k > 3 and the determinank (A.b6) is nonzerejs a function ofu, ...,u*=3 z y, z,v,..., 0D
such that

Q-3 £ 0. (A.85)

SinceEp = Ep, = 0, one has, in these coordinatgs~= 9/dv*~ 1), and the first equations if (A.Jr3)
and [A.78) implya, -1y = x,e-» = 0. (A.69) and[(A.7B) then yieldZ; = 9/9v(*~?), and
0

[X, EQ] = — O, (£—2) &

which implies, from the second relation in (A]73), the expressdion (A.79Xpfand the inequation
(A.77), thata, .-, andy, and the bracketX, E»] are zero. This proves the first part of the lemma; let
us turn to[ X, Es].

ComputingEs from (A.69) and[(A.7p) yields, sincg, and X commute, and\ x = 0,

0 0 0
= X2 5y g0 (X, B3] = —(E3q) 2

Let us examine equatiofi (A.B1). The only terms that depend(6r?) areYa, XY« and X; .

SinceX x = 0, we have

B (A.86)

Ya = xa,m-3 + U(Z72)Oév(£73) + O,
XYa = xXoa,x-3 + v(e_2)onv<e73> + O,
Xia = —a, (X QU (k—3) +U(€_2)Oév(273)> + O,

where © denotesany functionthat depends om, ..., u*=3) z v,z v,...,v“ =3 only. Then, with
¢= X O (k—3) + ’0(272)041)(5—3), one has

onu(k—-s) XOéu(k—s)

C+bo 2 with b= Xay,e-s — ayea —2 (A.87)

Qy, (k—3) QO (k—3)

X¢ =
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and equatior{ (A.g81) reads
C+0¢C—(Xy-0)bv*24+0 = 0. (A.88)

Differentiating with respect t& and using[(A.8]7) yields

X, k-3

2 c2+(2bv“—2)+0)c+0v“—2>+0 = 0.

Qy, (k—3)

Then, eliminating, between these two polynomials yields

1 o —(Xy—=0)bo2 +0 0

0 1 O —(Xvy—=0)bov2 +0
2% 2b v~ + O 0vt=2 + 0 0 =0

0 2l 2b o2 4+ O 0v=2 + 0

This resultant is a polynomial of degree at most three with respeéttd) ; it must be identically zero
and its degree three coefficientigtb3 (X~ — §) ; henceb = 0. This implies, from ), thaf does
not depend on“~2) : but, consideringG), one ha@se—» = x,e—2Qum-3 + aue-3 = Eza.
HenceEs;a = 0, and this implieg X, E5] = 0. &

Proof :Proof of Lemma The independent variablesQﬁS'fé‘s) arew, u, i, x, v, 0, v. Since the
determinan) is nonzero, one defines local coordinates, z, w, v, v, ¥) by

y:p(u,u,ﬂ,x,v,i},im Z:pm(uauvuvxvvai)ai})v w:pxz(uvuvuv‘xavai}»ﬁ)' (A89)

In these coordinatesy andY’, defined in[(A.68), have the following expressions, wjtland« some
functions to be studied further :

7] 0 0 7

y - 2., 9 9 .9 A.
Ox +28y +w0z +a8w ’ (A.90)
0 0 0 0 0

Y = y 402 i b= 4 h— . A.91
Yoy 708 TVaw T a0 (A.91)

Then, using, for short, the following notatiah:

F:X’Y_§7é07 (A92)
one has
0 0 0
X, = I'—+4+(X6—v¢) —+ (X¢p—Ya) — A.
1 aer( 0 w)az+< (4 a)aw, (A.93)
X, X)) = (XF—X6+¢)%+(X25—2X¢+Ya)%+(X2w—XYa—X1a) (%}(A.94)
Also,

0 0 0 0 0
B=o. Ba=[BLY]=vig-t oo, [X.Bal = ug + (Xthe — Baa) o
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but, from Lemma A.6]7, one hdX, F,] = 0, hencey;; = 0, E> = 8/9v anda;, = 0. Then

0 0 0 0
ES_[aU ] % +(97 [XaES]—iﬁq}%“r(X’t/J@—Ega)%,
but, from Lemma A.6]7, one haX, F5] = 0, hencey,, = 0, E5 = d/9v anda,, = 0. To sum up,
0 0 0
E_%v E2_%7E3_%7 (A95)

a depends at most dfx, y, z, w) only andy on (z, y, z, w, v).
Notation : until the end of this proofQ stands foranyfunction ofz, y, z, w only.
For instanceq = O.
The functionsy andé also depend omn, y, z, w (they were functions of four variables to begin with),
and, since the vector fielf involves only these variableE, XT, X &, X25 as well. From|[(A.7R)[(A.93)

r X6 —1
and (A.94), one ha =0.Hence
XTI —X6+¢y X%5-2X¢y+Ya
1
X = ﬁw +0y+0 (A.96)
Then [A.93) yields
X; = XV +oX!+9iX? (A.97)

whereX?, X! and X? are vector fields in the variablesy, z, w only :

0 0 0 9] 9] 1 9
0o_n*Y . 7 1 - _ - 2 - - 7
XI_F8y+O8z+08w’ X 3z+08w7 X 2T dw (A.98)
Now define :
_ _xp_ %o _ 09 AN
U= "%"%Tow ™ 5 (O F> ow’ (A.99)
0 0 P2\ 0
_ 0_2yv2 _ 9 9 R
Vo= XP-uiXE =Ty 405+ ((9 2r> - (A.100)
so that
=V U (A.101)
and, from[(A.91) and (A.97) one deduces the following expressioki,of [X;,Y] :
Xo = (YY) U+ (X w)iﬂ/ﬁ + 2 —£+(’)2+0i +p X1+ X9 (A.102)
2 ! oI2 a oLy 0z ow 2T

where X3 and X3 are two vector fields in the variablesy, z, w only.

From this formula an5), one h@B,, Xs] = ( w) U = ¢, U; hence, from the last relation
in (A.73), eithery, is identically zero o/ is a linear combination oX; and X,. Let us prove that,
anyway, ifU is a linear combination ak; and X, theni) does not depend an From [A.99), [(A.10D)
and [A.101)U andV are linearly independent arij, is a linear combination d’ andV"; hence, if we
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assume, as we do now until the end of the proof, th&t a linear combination ok; and X5, thenU, V'
is another basis foX1, X». Then, X, and (from the second relation in (A]72)y, V] must be linear
combinations of/ andV. From [A.99) and[(A.100),

X o 5,0 1 0
T 9w ¢Oaw—|—¢W + W

[Ua V] -

whereW! andW?° are two vector fields in the variablasy, z, w only, and, finally, withZ! and Z°
two other vector fields in the variablesy, z, w only, one has, fron{ (A.102)

— .3 A
Xy~ (Y)U =T [U,V] = & oray *%a: T

This vector field, that does not involve any derivativeg)pfnust also be a linear combinationi@fand

V. Now, computing the determinant with respectdy, /9=, d/0w, one has, fron{ (A.99)[ (A.100)
and the above expression&h — (Yy) U —T'[U, V],

det (U, V, Xo = (Y)U = T[U,V]) = 50" + 06" + 04 + O + 0 = 0.

This polynomial of degree 4 with respectitas nontrivial because, fro (A.15),, # 0; its coefficients
depend on, y, z, w only, hencey cannot depend on. We have proved that botl and+ depend on
x,y, z, w only; this yields the identities in the lemm#

A.7 On flat outputs and differential flatness

Definition A.7.1 LetJ be a non-negative integer. A pait = (a,b) of real analytic functions defined
on a connected open sub&ebf () x R2/~2  R27+3 s aflat output of ordet/ for systeml) at point
X = (x0,Y0, 20, 0, Yo, - - - ,:céL), yéL)), with L > Jif and only if there exists a Monge parameterization
of order (k, ¢) for somek and/ at this pointX’ and, forU andV possibly smaller than these given in
Definition[A.1.2, one has the following property : a gefat.), y(.), z(.), u(.), v(.)) € V x U satisfies

(A.1I03) if and only if it satisfie§ (A.1ID4) :

p(ut),a(t), ..., u®(t),0(t),0(t),...,00) = ()

D(u(t), w(t),. .., u® (@), v(t),0(t),...,00t)) = y(t) (A.103)

x(u(t), a(t), ..., uM (), v(t), 0(t), ..., 0(t)) 2(t)
U(t)=al(x(t)yy(t)7Z(t)vﬂb(t),y,t‘f’(t)@(t), 2 (), y ) (t)) } (A.104)
v(t) = a®(@(t), y(8), z(t), &(1), , E(t), §i(1), . ... (1), 4 (1))

System[(Al1) is calleflat if and only if it admits a flat output of ordey for someJ € N. We
call a Monge parameterizatioandogenotﬁif and only if there exists a flat output associated to this
parameterization as above.

4 This terminology (endogenous vs. exogenous) is borrowed from the auth@rs bf[11, 42]; it usually qualifies
feedbacks rather than parameterization, but the notion is exactly the same.
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The focus in this paper is on existence of a Monge parameterization, but flatness is just slightly
more restrictive : it means existence of a Monge parameterization of a special type, that one could call,
following th

In order to compare the results in the present paper with the results from [50] on flatness, or dynamic
linearizability, of [A.8), we shall need the following result, where the functigremdd in are

supposed to be related to the functigrsnd? in (A.T)) according to[(A.4) and (A]5).

Proposition A.7.2 If system[(AJ6) is (z,u)-dynamic linearizable” in the sense df [50], then (A.1)
admits a parameterization of ordék, ¢) with £ < 3 and? < 3.

Proof : If system ) is (z, u)-dynamic linearizable” in the sense 6f [50], then it admits a flat
output whose components are functiongf¢?, €3, ¢4, w', w?. In the coordinates of (A1), this means
existence of a flat output dependingeny, z, A, &, , i.e. a flat output of order 2, but of a special kind :
Alz,y, z,&,9,i,) = a(x,y, 2, \, &, A). Consider the map

a(z,y, 2\, &, )
a(z,y, 2\, @, N, &, N)
Q(x,y, 2, A\ @, A, .23 AB)
a® (z,y, 2, M &, M, .., z® ) A@)

(3372/72, A &, /'\, - 73;'(4), /\(4)) N

Its Jacobian i8 x 12, and has rank 8, but th& x 8 sub-matrix corresponding to derivatives with
respect taz, A, ...,z A4 has rank 4 only. Hence, y, z, and can be expressed as functions of the
components ofi, 4, d, a(®), yielding a Monge parameterization of order at m@st3). W

A.8 Proofs and lemma

This section is devoted to the following proof, and to stating and proving one lemma.
Proof :Proof of Lemmal[A.2.3For this proof only, the notatiof; ; (0 < i < k,0 < j < /) stands
either for the following family ofi + j vectors inR*+2 or for the correspondingK + 2) x (i + j)

matrix :
on on on or
.7:7,)7 = (au(kl) geeey 8u(k*1) 9 61}(67.]) yeeey 3@(51)) (A105)
with the convention that ifor j is zero the corresponding list is empt¥; ; depends om, . . ., uk=1 p,

oD g 2K Let W, (1 < s < K 4 2) be the set of pairsi, j) such thati + j = s and
the rank of7; ; is s at least at one point i x RX, i.e. one of thes x s minors of F; ; is a nonzero
real analytic function o x RX. The lemma states th&'x, , is nonempty ; in order to prove it by
contradiction, suppose thHt{ x> = @ and lets be the smallest positive integer such that = &.
From —c),Wl contains(1,0), hence2 < s < K +2 < k+ ¢+ 1. Take(¢, j') in Wy_q ; Fir jr
has rank’ + 5’ (i.e. is made of’ + j' linearly independent vectors) on an open denseisetO x RX.
Let thei; < k andyj; < ¢ be the largest such tha;, ;» andF;, ;, have ranks — 1 on A. On the one
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hand, since’ + j' = s — 1 < k + £, one has eithei’ < k or 7/ < £. On the other hand sind#’; is
empty, it contains neithg’ + 1, j') nor (', j' + 1) ; hence the rank af; ; j is less than’ + 5’ + 1
if i < k, and so is the rank aF;/ ;11 if 7/ < £. To sum up,

i <k=i>i+1, j/<l=j>j+1.
Now assume thati, j;) # (k,£) (the other case is treated later); possibly exchangirand

. . on on on on
v, assumei; < k; all the vectors; ", ..., 52750y gucg - guiorF D

combinations of the vectors ifi;: ;., while 52— is not :
s u 1

are then linear

Rankfi/7j/ = i/ —+ j,, (A106)
Rank]—}lyjl = ¢ + j/, (A107)
0
Rank (Wﬁ_l) : fi/7j,) — 441 (A.108)

on an open dense subset@f RX, that we still callA although it could be smaller. In a neighborhood

of any point in this set, one can, frofn (A.108), apply the inverse function theorem and obtain, for an
open() C RFHHE+L g map) — R +5'+1 that expresses* %) ... uw*=1 (=) (=1 and
uk=i1-1) as functions ofu, ..., uk=i1=2) yk=in) g (k=i'=1) o (=i g 2(K) and

i’ +j' 4+ 1 functions chosen among,, p, Dp, ..., DX p (i’ + j' +1 columns defining an invertible minor

in (Or/ou*=1=Y " 7, .)). Focusing onu*~"1=1) one has

W B (g ) ), (A.109)

L—j5'—1)

v,...,v( ,a:,...,a:(K),px,p,...,DKp)

where B is some smooth function df + ¢ + 2K + 2 — i’ — 5/ variables and we have written all the
functionsp,, p, Dp, ..., DX~1p althoughB really depends only off + j’ + 1 of them.
Differentiating (A.109) with respect ta*~%), ... u(*=1 (=) . (=1 one has, with ob-

vious matrix notation(% %—f %) Fy j» = 0, where the right-hand side is a line-vector of
dimension’ + ;' ; from (A.108) and[(A.10[7), this implies that one also has
0B 0B 0B
gm e 2V F i =0, A.110
(3]73; dp 8DK1P> Fo (110

where the right-hand side is a now a bigger line-vector of dimension j;. Differentiating [[A.109)
with respect tau(k=i1) . u(k=i'=1) (=) 4(¢=i'~1) and using[(A.110) yields thak does not
depend on its argumentg®—i) ... w* =71 andy=31) ... »(='"=D B cannot depend oM X p

either becaus& D’ p +# 0 and all the other functions vanish @ then it cannot depend ari’®) either
because:(X) appears in no other argument, 109) becomes

ub—1-1) = g (u7 - ,u(k_il_Q),v, .. ,v(e_jl_l)mc, ... 790(1(_1),])93,])7 ... 7DK_1p> .
Applying D, using [A.21) and substituting’*~1~1) from above, one gets, from some smo6th

uk—in) — C(u, couEne) g ) g ) .,DKp) . (A.111)

empty if i1 =k—2 empty if j1=~0
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Differentiating with respect ta(*~), ... w*=1 (=i (=1 yields

20 o0 ... a,%c,lp) Fy j» = 0, the right-hand side being a line-vector of dimensioa ;’. From
(A.106) and|(A.10[)pr /0ul*—11~1) is a linear combination of the columns &% ;/, hence one also
has

(acao ac> o _,.

pr op o ODE-1p | gylk—ir—1)

this means that the derivative of the right-hand sid¢ of (4.111) with respeétté 1) is zero, but the
derivative of the left-hand side is 1; hen@e, j1) # (k, ¢) is absurd.

Let us now examine the case whéfg, j1) = (k, £). Then the rank ofF;, ; is strictly smaller than
K + 2 at all points ofO x R¥ (and equal ta — 1 < K + 2 on some open dense subset of it). Around
a point in this set, there is at least one funct®iin fact X + 2 — s independent such functions) such
that a non-trivial relationR(p,., p, ..., DXp,z,...,2(5)) = 0 holds and the partial derivative @t
with respect to at least one of ifs + 2 first arguments is nonzero. Applying to this relation, since
p is K-regular, and, from[(A.41)Dp,, is a function ofp,, p, Dp, z, &, we get thatR does not depend
on DX p, and hence does not dependdff) either... applyingE D, ED? and so on, we get finally a
relation R(p.,p, z) = 0 with (R, ,R,) # (0,0). Differentiating with respect ta*~), one obtains
Ry, Dyut-1 + Rppy,-1y = 0; hence, from the first relation if (A.l6-cR,, # 0, and the relation
R(p.,p,x) = 0implies, in a neighborhood of almost any point, = f(p, «) for some smooth function
f. From Lemma A.6 3, this would contradict the fact that the solutiGh X -regular. B

Lemma A.8.1 Let p be a smooth function af, ..., u*=Y z v, ..., 0D r a smooth function of

Uy .. uP Dz, 0@, withr o # 0, and f a smooth function of four variables such that
k—2 —1
> a6 + rpuen + > v puw = f(@,ppesPra) (A.112)
=0 =0

where, by conventiomp,,x—1) is zero ifk = 0 and the first (resp. last) sumis zerd:iK 1 (resp.f = 0).
Then eithep depends or: only or

k>1, £>1, p,e-1#0, pye-1 #0. (A.113)

Proof : Letmn < k—1 andn < /—1 be the smallest integers such thatepends om, . .., u(™ , z, v, ... v ;
if p depends on none of the variables .., u*~1) (orv,...,v~Y), takem < 0 (or n < 0). Then
Dyemy # 0if m > 0andp,m) # 0if n > 0.

The lemma states that eitherandn are both negative d¢ > 1, ¢ > 1 and(m,n) = (k—1,£—1).
This is indeed true :
-if m = k—1andk > 1thenn = ¢ — 1 and¢ > 1 because if not, differentiating both sides[in (A.]112)
with respect ta) would yieldr, ) p, -1y = 0, but the lemma assumes that, # 0,
-if m < k—1orm =0, (A.113) becomes " o u+Vp, o + S0 0 v pyy = f(2, 9, pos Paa)
if m > 0, differentiating with respect ta("+1) yields p, .y = 0 and ifn > 0, differentiating with
respect ta:(™*1) yieldsp, ., = 0; hencem andn must both be negativel
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A translation of the David Hilbert’s article Uber den Begriff der Klasse von
Differentialgleichungenmade by AleS Janka and David Avanessoff and Daniel Robertz
(2004).

We are going to concentrate our research on a differential equatiwvodfinctionsy and
z of onevariablex. The differential equation has the form

dm d m
F(dm—f{,...,ﬁ,y,Zyﬁ,...,%,z;x):0; (B.1)

and we suppose that this differential equation was neither obtained by one (or multiple) diffe-
rentiation of an equation of the same form and of lower order, nor by their linear combination.

Now, we set
& = @(m;y,%,%,...,z,g—;,g%,...),
n = w(x;y,%,%,...,z,g—;,%,...), (B.2)
¢ = X(x;y,%,%,...,z,g—;,%,...),

where the variable and the functiong andz appear as arguments together with their deriva-
tives up to certain order, and express

dy _ g &Py _ aE gt dr gt
g de (@2
P R I - da v
e e A (®2

as functions ofc andy andz and their respective derivatives. Then in general (when the func-
tions¢, 1, x do not satisfy any particular constraint), one can obtain ffom (B.2), by (B.1),
expressions for the parametersy, z as functions of andn and( as well as their derivatives

w.r.t. £ as follows :
dn d? d¢ d?
g(fﬂ?v TZ; d§g7 c '7(7 ch’ d£g7 s ')7

xr=
dn d? a¢ d?

y:h(g;n7£7 #7"'7(7%7%7"')’ (B'3)
dn d? a¢ d?

z = k(fanadigaf’;u?(udigufg))a

thereby|[(B.1) is transformed into a differential equation for the functipgsof £ of the form :

dv d dr d
DG, T, T B0 (€)= 0. (B.4)

About this transformation (B 2), resp. (B.3), we say that it transforms the differential equations
(B.1)) to (B.4) and back in amvertible integral-lessvay ; all differential equations which can

be transformed fron{ (B|4) in an invertible and integral-less way o] (B.1) are comprised into
oneclass of differential equations
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The introduced notion of “invertible and integral-less transformation” and the notion of the
“class” is an analogue, in the theory of differential relations of two functigng andz(z), to
the notions of the Riemann one-to-one (birational) transformation and the Riemann notion of
a class of algebraic equations within the theory of algebraic functions of one variable.

Now, on the other hand, we set

x = (t,w,wy,...,w),
y =t wwy, ..., w), (B.5)
z = x(t,w,wi, ..., wy),

where the function®, 1) and x are not of that special kind, where they depend onlyna

connection of their argumentswy, ..., w,. Here byw we mean some arbitrary function of a
variablet and denote by
dw d"w
Wl = —, ..., W=
1 dt ) ) T dt,r

its derivatives w.r.tt. We set
dy _ ¢ Py _ oYy
S ®9
5 o=
where
¢ = %f = Pt + W1Pw + W2Pwy + -0+ Wrp 1P,

Y =W = gyt withe + wrthe, + o+ WY,

and where by the quantities with indiceg we mean their derivatives w.rduy. If, after the
substitution from[(B.p) and (B]6), the differential equatipn (B.1) holds for any funetign,
i.e. identically int, w, wy, ..., w,, then we say that the differential equati¢n (B.1) has an
integral-less resolutiofB.5). It shows up, that the following Proposition holds : “All integral-
lessly soluable differential equations build one and only one class of differential equations”.
By Monge, the differential equations of first order in the fofm {B.1) (he= 1, m = 1)
are integral-lessly soluable ; then by our general assumption, all differential equations of first
order must be invertibly integral-lessly transformable into each other.
Actually, by Monge, one can find for any arbitrary differential equation of first order

F($7y727%7%):0 (B?)

afunctionJ(z, vy, z, ) of the variables:, y, z and of one parameté€r such that the differential
equation[(B.J7) can be obtained by eliminating the parantetiem the equations
oJ 9Jdy 0Jdz

7 77 = = B.
or  Oydx + 0z dx 0, (B:8)
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0% 0%J dy =~ 0*J dz

9108 " yoEdn " 9z0Edn (8.9)
Now, let us set
J(@,y,2,§) = n, (B.10)
oJ(x,y,2,&)
€ = (, (B.11)
and let us calculate from (B.8], (BJ10), and (B.11) the quantities ¢ as functions of:, y, z,
& dz Then

dy dJ (9] 8Jdy 8Jdz\dx 9J 9J

t- - (Granton) &t
By this means we have thus obtained a transformation of the differential equation (B.7) to the
special form
dn
a =
Moreover, this transformation is invertibly integral-less, because by differentiatidn of| (B.11)
and by taking into accourit (B.9), it follows that
0*J(x,y,2,§) _ d¢
€2 - dg’
and from [[B.10),[(B.11), (B.12) one can thereupon expregsand z as functions of, 7, ¢
and%.

(B.12)

As an example one can consider the differential equation
dz  (dy 2
de  \dz )’

J =&+ 2y + 2,

for which

and thus one obtains, by the definition of the integral-less transformation and its inverse, the

equations :
n = §2x + 28y + =,
C = 2‘£x + 2y7
¢ _
dif = 217,
2 d d _
EH+2E+E = 0,

E+@ =
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The integral-lessly soluable differential equations correspond to the class of rationally soluable
equations of two variables in the theory of algebraic equations, i.e. to the algebraic formation
of genus zero.

In the sequel, | would like to prove that, in any case, among the equations of second order
there are some which dwot belong to the class of integral-lessly soluable differential equa-
tions.

For this purpose we first examine a special differential equation

dz [ d%y\*
== <d;;> (B.13)

and we suppose, in contrast to our assumption, that this equation has an integral-less resolution

x = @(t,w,wy,...,w),
y =t w,wi,...,w), (B.14)
z = x(t,w,wy,...,w),

where, like in[(B.b)w is an arbitrary function of and where one sets

dw dw
prE IR wr—dtr.

w1 =

Further we denote, like before, the partial derivatives by their indices w;, w», ...and
define for any functiom of ¢, w, w1, wa, .. .the abbreviation

, dk
K :E:m—kwmw—l—wgfiwl—k---

Except in the case when one of the functigns) or x is constant, neither of the expressions
o', ¢’ andy’ is identically zero in all its arguments.

From now on, letw, be the highest derivative of the arbitrary functierwhich actually
appears in the right hand side of the integral-less resolution [(B.14), and accordingly let the
expression®,,, , ¥w,, Xw, Not be all identically zero in all their arguments.

From [B.14) we find that

dr ¢ o+ w1y + WP, + 0+ Wrp1Pw, '
dy ' Yt wite + wthu, + 0+ W1, (B.16)
dr ¢ @+ wipw + Wapw, + 1+ Wrp1Pw, '

and if we set for short )
Y

1% BVE)
SO/
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we have :
/

Py p et Wi + Wk + - Wi fl, + Wrtah,

@ B 90, Pt T W1py + W2 Pw, +-+ Wr41Pw,
Using (B.I%) and[(B.J7), the equatidn (B} 13) must be identically satisfied in the parameters
w, wy, ..., w,+2. However, as the left hand side gé does not contain the parameter. o,

, (B.17)

the right hand side must not contain it either, i.e. the tg{frmust not containu, 2, herewith,
it follows identically

er+1 = 07

i.e. p is independent ofv, 1. From this fact it follows, due t@ (B.17), that the paraméé’e'rs

a fully linear or linear rational function afy,. . ; and by our substitution, the right hand side of
(B.13) is a quadratic rational function af.1, by which the left hand side of (B.]L5) becomes

a linear function inw,.1 1. Thus both sides can only be identically equal, when each of the two
expressions

/
A andi/

is independent ofv,;. From [B.1%), [(B.I]) we clearly have

/

X
Sow,«? = Xwyr»
B
SOwT-a - eru

and asu is also independent af,.; by the previous argument, we also have, du¢ to (B.16),

Pwp b = Py,

If one of the parameters,,,, ¥, xw, Was identically zero, due to that relation every one of
them would have to disappear identically, i), andx would be independent af,., which
would contradict our original assumption.

The relations we have developed above are expressed in the form

(4 (e

@ Pw,

/

£ - Ro (B.19)
@ Pw,

/

oo Xeo (B.20)
@ Pw,

If the functionsy, v, x contained only the argumentsw, then [B.18),[(B.20) would imply
the equations

Yrow — Yuwpr = 0,

XtPw — Xwpt = 0,
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and because,, # 0, the functionsp, v, x would be of the special kind, where they depend
just ononeconnection of the argumentsw — a case which has been excluded right at the
beginning.

Due to these considerations we may supposg in {B.14) that the order of the highest diffe-
rential quotient is- > 1.

Using

x = @(t,w,wy,...,w),

we calculate the parametey. as a function ot, w, w1, ..., w,_1, z and substitute the resulting
expression fouw, in 1 andy. The functions obtained by this operation are denoted by

ft,w,wy,...,w.—1,z) and g(t,w,wi,...,w,—1,).

Let us in the sequel always denote $ythat both sides of an equation are identically equal in

t, w, wy, ..., w,, @S SO0N as one substitutes= . Thus, we surely have

Y=f (B.21)
and

X=g. (B.22)
Finally, let us abbreviate for any functh oft,w, wi, ..., Wr_1, T

K = ki +wiky + woky, + -+ + Wrky, -
By differentiating [B.21) w.r.tt we get
e

and by differentiation w.r.tw,. we have

Yw, = fzPw,-
By means off(B.18) it follows that
p= fa (B.23)
and
f'=0. (B.24)
INdT : The’ sign is not% in case of functions of, w, w1, ..., w,_1, x but remains the%-derivation in case

of functions oft, w, wy, ..., w,.
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Also, it follows from [B.23) by using (B.19) that

/

I

a = fox (825)
and

(fa) = (B.26)
and finally, by [(B.2D), from[(B.22) we obtain

/

% = ga (B.27)
and

J =0. (B.28)

Now, we differentiate{ (B.24) w.r.tw, to obtain

(f2) Pw, + fuw,_, =0,

from which, due to[(B.26), it follows that

fw,_, =0.

However, asf and thus alsgf,,. , do not explicitly contain the parameter,, it follows also
that

fw’!'*l = 0

identically int, w, wy, ..., w,_1, z, i.e. f does not contain the parametey_; explicitly
either. Because of the last argumefitdoes not contain the parametey explicitly, and thus
it follows from (B.24) necessarily that

=0
identically int, w, wy, ...,w,_1, x, i.€.
Jt Fwi fuw +wafuw, + -+ Fwr—1 fu,_, = 0.
From these equations, it follows in turn that
furs=0, fu,s=0, ..., fu=0, fi=0

by which we see thaf cannot explicitly contain any parameterw, ws, ..., w,._1, but it
depends only on.
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From [B.17) and (B.25) we see that

d?y

@ = f:m:
and from [B.15) and (B.27)

de _ .

dﬂ: - gCC7

Thus the studied differential equatign (B|.13) is transformed into

— f£2 .
g.Z’_ Tx)

this shows that alsg, is merely a function o& alone and hence, it follows that
g=X+W,

where X depends only orx and W depends only ont, w, wy, ..., w,—1. From [B.28), it
follows that

W =0,

i.e. W is constant ; then als¢pdepends only on.

Thereby we conclude that in any caggiy, x depend only oroneconnection of the pa-
rameters, w, wy, ..., w, — a result which has been excluded right from the beginning. Our
original assumption cannot therefore be satisfied and thus the Proposition is proved :

The differential equation of a second order

dz _ (&)
dr — \ dz?
This conclusion, used for a special differential equatjon (B.13), is valid also for more ge-

dz d*y dy
% =F <d$27 d$7yvzax> ) (829)

has no integral-less resolution.

neral differential equations

if F'is not a linear or linear rational function gi%

If F'is a linear rational function ig it can be rewritten in the form

dz a% + 0
T By n , (B.30)
a2 T



166 A point of view on a class of differential equations

wherecq, 8, v are some functions aof, y, z, % and 8 must not be identically equal t@~.
Moreover, one may also suppose tfjas not identically zero, because in the case- 0 we

should havex # 0; and if we replace in

d?y
dz _ g

7_d2

the functiony by y + =2, we get a differential equation of the same fofm (B.30) with the term
0 being non-zero.
Now, let us perform or] (B.30) a special transformation (of Legendre)

d d
§ = & r = g
o= af-y |y = ¢ (B.31)
¢ = z z =

we then obtain a differential equation of the form

¢ d*n ot 52’,%2

dg — dg? 14 4By
where now, 3, v became functions df, n, ¢, 3—’57. Sinces # 0, the numerator of the right hand
side is surely quadratic iggg, and thus we conclude with respect to our previous considerations
that the differential equation (B.B0) has no integral-less resoluti@newith, the differential
eguation ) can have an integral-less resolution onk i a fully linear function of%’.

The formulae[(B.31) propose an example of a transformation which permits an integral-
less inversion without any consideration of the underlying differential equation. Contrary to the
invertible integral-less transformations treated up to now, such invertible integral-less transfor-
mations, which can be used as|in (B.31) for all functigfs), z(z), orn(¢), ¢(£), respectively,
may be called the “unlimited invertible integral-less transformations”; they are the analogue of
the fully invertible rational transformations (of Cremona) of two variables in algebra.

By the fact that we have proved the existence of differential equations which do not have an
integral-less resolution, we have shown that there exists, besides the class of the integral-lessly
soluable differential equations, at least one different class of differential equations. By an argu-
ment analogous to the one used in the existence proof of the non integral-lessly soluable diffe-
rential equations, one can prove tltare is an infinite number of mutually different classes of
differential equationsLet us briefly sketch this.

We consider the two special differential equations

2 2
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and

dz _ <d3y>2. (B.33)

dr ~ \da3
The first one of them, as it has been shown before, is not integral-lessly soluable, and if we
consider in the other equati(% as the unknown, it follows that it is also an equation with no
integral-less resolution. Then, we have still to prove that there is no transformation of the type

@& mm, - €)s
V(& mms -, Q)
x(&mms-- e, €)
by which one could transform (B.B2) 1o (B]33). Here, we abbreviate
dn d™n
n = d—é, ceey, My = e

T
Y
z

Now, let us denote in general
! dk 2
KR = df = K¢ + Tkny + T12Kn, + -+ Tlr4+-1Kn, + T K¢
then we get

IS
I\

(B.34)

I
F

I
=

d3y

dx3
If there exists any transformation which transforfns (BB.32) to (B.33), thep by|(B.34) and (B.35)
the equality[(B.3B) must be identically satisfied in

U
8
66 6 6=

(B.35)

57 My My -5 M43, Cv

from here, we easily conclude for> 3 that the expressions

/ /

X 14
gy
must be independent of 1, 7,12, 7-+3 and therefore the identities
‘Pnrzfi = Xnrs
Onb = Pn,y
9077rV = :uﬂrv

v
410777 ? - Vnr



168 A point of view on a class of differential equations

hold. From these identities we conclude in a completely analogous way as before the impossi-
bility of our assumptions. In the cases-= 1, » = 2 we need, in order to achieve the same, one
special trivial consideration. Hereby, the existence of at least three different classes has been
ensured. Itis obvious how this method can be used to give an existence proof of arbitrary many
classes of differential equations.

For a deeper and a more systematic study of differential equations of the[form (B.1) and
the notion of classes, methods from variational calculus are required. The following Definitions
and notations seem to be particularly needed :

Any pair of functionsy(z), z(x) satisfying the differential equatioh (B.1) identically:in
is called a solution of (B]1). If now the differential equati¢n (B.1) can be transformed by a
invertible integral-less transformation into the differential equafion|(B.4), then in general, the
solution of the transformed equatidn (B.4) corresponds|vig (B.3) to a solution of the original
equation[(B.]l). However, there may be some solution§ of| (B.1) which cannot be represented
using [B.3), i.e., as we say, which are “omitted”. On the other hand, let us call “discrimina-
ting solutions” such solutions df (B.1) for which the first variation vanishes. By an invertible
integral-less transformation, discriminating solutions are mapped (at least partially) again to
discriminating solutions. We discover the fundamental meaning of these general notions first
in an example of a first order differential equation (of Monge). It shows up, that all discrimi-
nating solutions of Monge’s differential equation, and essentially only these, are the omitted
solutions.

We want to prove this statement for the discriminating solutions of Monge’s differential
eqguation, more specifically we take an example of the special differential equation of Monge

dz dy 2

By setting to zero the first variation of the integral
dy 2
= — ] d

d?y B

dz?2

and thus (accordingly) the discriminating solutions[of (B.36) are as follows :

{ = az +b, (B.37)

we get a differential equation

zza%—i—c,
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whereaq, b, ¢ are constants.
The integral-less resolution gf (BJ36) is as follows :

x = t2wy — 2w, + 2w,
Y = twy — wi, (B.38)
Z = Wtt.
Let
y=[f(z), »=9(2)
be a system of solutions of the differential equatjon (B.36). In order to express this system by

the formulae[(B.38), it is necessary and sufficient to find one funetign which satisfies the
two differential equations

twy —wp = f(thtt — 2tw; + 2'LU), (839)
W — g(thtt — tht + 2U}) (B40)

and for which the expression

2

T = t"wy — 2twy + 2w

is not constant, which means

dr o
— =1 0
dt Wett 7& )

Wittt ;é 0. (B41)

By differentiation of [B.39),[(B.40) w.r.t, we obtain

twyy = tPwp f (B.42)
Wiy = twing, (B.43)
or by (B.4]) there is
1 = tf, (B.44)
1 = t%. (B.45)

Now if f, g is not one of the discriminating solutiorjs (B} 37), th&ris not constant and thus
we can transfornf (B.44) by an inversion into

1
t2wtt —2twy + 2w =h <t> , (B46)
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whereh is a function of% which is not constant. This differential equation foris surely
always soluable. Lei" be one of its particular solutions.
From [B.44) it follows by

gl = (f,)27

that also|(B.4b) is fulfilled, if we substitute® for w therein. Herewith (B.42)[ (B.43) will also
be satisfied forw = «° and as these equations have arisen through differentiatign of| (B.39),
(B.40), we retain from there the existence of two constanénd B such that

twl, —w) + A = f(t*wd, — 2tw) + 2u°), (B.47)

w) + B = g(t?w), — 2tw? + 2u°). (B.48)
Now, let us set

1
w=w"+ §Bt2 — At,
so that these functions satisfy By (Bl47), (B.48) the differential equations]|(B.39)] (B.40). Mo-
reover, by[(B.4p) we get an expression

2wy — 2twy + 2w = th?t — 2tw? + 20

which is not equal to a constant. Thus we have shown that our solution can be indeed expressed

by (B.38).
On the other hand, lef, g be a discriminating solution, as it was given by (B.37). Then
(B.39) is transformed into

twtt — Wt = a(thtt — 2twt + 2’[1)) + b.
By differentiating w.r.tt we obtain
(t — CLtQ)’U)ttt =0

and so

wyy = 0,

i.e. our solution cannot be represented[by (B.38). Hence the Proposition about the fact that the
discriminating solutions and only these are the omitted solutions is completely proved.

To conclude with, we should note that Monge’s differential equation gives at the same
time an example which shows that the discriminating solutions do not possess an invariant
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character for the integral-less transformation. We have seen before that all differential equations
of Monge [B.7) can be transformed invertibly integral-lessly into a special form

and the latter equation obviously does not possess any discriminating solution at all. The pre-
sented case is completely coherent with the previous statement, that for Monge’s differential
equations all discriminating solutions are at the same time omitted solutions.
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