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Motivation

Motivation

Contexte : influence de la géométrie sur le probleme de Cauchy
associé a NLS

ioiu + Au = [ul?u,(t,x) eRx M.
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e Résolution locale dans I'espace d’énergie H N L* argument
de point fixe.
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Contexte : influence de la géométrie sur le probleme de Cauchy
associé a NLS

ioiu + Au = [ul?u,(t,x) eRx M.

e Résolution locale dans I'espace d’énergie H N L* argument
de point fixe.
¢ Lois de conservation pour globaliser en temps.
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Motivation
Motivation

Contexte : influence de la géométrie sur le probleme de Cauchy
associé a NLS

ioiu + Au = [ul?u,(t,x) eRx M.

e Résolution locale dans I'espace d’énergie H N L* argument
de point fixe.

e Lois de conservation pour globaliser en temps.

Résultat général (indépendant de la géométrie) :

Si le flot est régulier sur H"(M), alors

1€ 20,1750y S IF vz

Sandrine Grellier Opérateur de Hankel et équation de Schr 6dinger non lin éaire



Motivation
Motivation

Contexte : influence de la géométrie sur le probleme de Cauchy
associé a NLS

ioiu + Au = [ul?u,(t,x) eRx M.

e Résolution locale dans I'espace d’énergie H N L* argument
de point fixe.

¢ Lois de conservation pour globaliser en temps.

Résultat général (indépendant de la géométrie) :

Si le flot est régulier sur H"(M), alors

1€ 20,1750y S IF vz

OKsiM =RY,d =1,2,3,4, A = laplacien euclidien.
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Motivation

Sur le groupe de Heisenberg

A le sous-laplacien sur H! = C, x Re.
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Motivation
Sur le groupe de Heisenberg

A le sous-laplacien sur H! = C, x Rs. Pour les fonctions
"radiales” ne dépendant que de (|z|,s),

. 0
L2(H') = ©+ ®py_o Vim » Ay = £i(2m + Do -
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Motivation
Sur le groupe de Heisenberg

A le sous-laplacien sur H! = C, x Rs. Pour les fonctions
"radiales” ne dépendant que de (|z|,s),

. 0
L2(H') = ©+ ®py_o Vim » Ay = £i(2m + Do -
Sif e Vi, el'2f(z,s) =f(z,s T (2m + 1)t), donc

1€ llLeo.agret) = IfllLerany

Sandrine Grellier Opérateur de Hankel et équation de Schr 6dinger non lin éaire



Motivation
Sur le groupe de Heisenberg

A le sous-laplacien sur H! = C, x Rs. Pour les fonctions
"radiales” ne dépendant que de (|z|,s),

. 0
L2(H') = ©+ ®py_o Vim » Ay = £i(2m + Do -
Sif e Vi, el'2f(z,s) =f(z,s T (2m + 1)t), donc

1€ 48 lLa(o,1757) = IFllLareny
Injection de Sobolev sur le groupe de Heisenberg,

1€ | a0, pxrry S Iy =1 =2 1
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Motivation
Sur le groupe de Heisenberg

A le sous-laplacien sur H! = C, x Rs. Pour les fonctions
"radiales” ne dépendant que de (|z|,s),

. 0
L2(H') = ©+ ®py_o Vim » Ay = £i(2m + Do -
Sif e Vi, el'2f(z,s) =f(z,s T (2m + 1)t), donc

1€ 4| Lao.1yx ety = IFllLagrery
Injection de Sobolev sur le groupe de Heisenberg,
1€ | a0, pxrry S Iy =1 =2 1

Pas de flot régulier sur I'espace d’énergie!
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Motivation

Structure du probl eme d’ évolution

Soit M : L2(HY) — V&,

u:Ziunﬁ,uﬁﬁ:ﬂﬁu.

+ m=0
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Motivation

Structure du probl eme d’ évolution

Soit M : L2(HY) — V&,
u=> > un, uy="gu.
+ m=0

Lequation est un systeme d’équations de transport couplées,

i(0 £ (2m 4 1)ds)um = NE(Juf?u) .
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Motivation

Structure du probl eme d’ évolution

Soit M : L2(HY) — V&,
u=> > un, uy="gu.
+ m=0
Lequation est un systeme d’équations de transport couplées,
i(O £ (2m + 1)ds)um = NE(Jul?u) .

Probléme : étudier l'interaction de la non-linéarité |u|?u et des
projections % (opérateurs de Calderon-Zygmund).
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L équation de Szeg 6 cubique

Un cas mod éele : I équation de Szeg 6 cubique

Soit St ={z € C,|z| = 1}.
Notation : Pour tout sous-espace E of D'(S1),on pose

Er={ucE, u=>) a(k)e" vk <0,i(k) =0}.
kez
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L équation de Szeg 6 cubique

Un cas mod éele : I équation de Szeg 6 cubique

Soit St ={z € C,|z| = 1}.
Notation : Pour tout sous-espace E of D'(S1),on pose

Er={ucE, u=>) a(k)e" vk <0,i(k) =0}.
kez

Soit M : L2(St) — L2 (S?) la projection de Szego.
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L équation de Szeg 6 cubique

Un cas mod éele : I équation de Szeg 6 cubique

Soit St ={z € C,|z| = 1}.
Notation : Pour tout sous-espace E of D'(S1),on pose

Er={ucE, u=>) a(k)e" vk <0,i(k) =0}.
kez

Soit M : L2(St) — L2 (S?) la projection de Szego.
Equation d’évolution sur S?,

ioiu = N(Jul?u) . (S)
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L équation de Szeg 6 cubique

Systeme hamiltonien

Forme symplectique sur L2 (S?)

w(u,v) = Im/Sl uvg—

™
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L équation de Szeg 6 cubique

Systeme hamiltonien

Forme symplectique sur L2 (S?)

w(u,v) = Im/Sl uvy

™

Equation de Szegt cubique=systéme hamiltonien associé a

17/ do
H == 42
(u) 4/51u 2m
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L équation de Szeg 6 cubique

Systeme hamiltonien

Forme symplectique sur L2 (S?)

_do
w(u,v) =1m o uv o

Equation de Szegt cubique=systéme hamiltonien associé a

1/ do
Hu) == 4
(u) 4/51 ul 2

Lois de conservation :
© L de o de
Q) = [ P 5 = Il M) = [ —ioua gl = ulf,,.

Ona{Q,M} =0.
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L équation de Szeg 6 cubique

Le probl eme de Cauchy

Théoreme (P. Gérard, SG, 2008)

Soit up € H}F/Z(Sl), il existe une unique solution
u € C(R, Hi/z(Sl)) de (S) telle que u(0) = up. De plus, si
Ug € H$(St) pour un's > 3, alors u € C(R, HS$(S1)).
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L équation de Szeg 6 cubique

Le probl eme de Cauchy

Théoreme (P. Gérard, SG, 2008)

Soit up € H}F/Z(Sl), il existe une unique solution
u € C(R, Hi/z(Sl)) de (S) telle que u(0) = up. De plus, si
Ug € H$(St) pour un's > 3, alors u € C(R, HS$(S1)).

Idée : Pour s > 1/2 on résoud localement (facile car H® C L*).
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L équation de Szeg 6 cubique

Le probl eme de Cauchy

Théoreme (P. Gérard, SG, 2008)

Soit up € H}F/Z(Sl), il existe une unique solution
u € C(R, Hi/z(Sl)) de (S) telle que u(0) = up. De plus, si
Ug € H$(St) pour un's > 3, alors u € C(R, HS$(S1)).

Idée : Pour s > 1/2 on résoud localement (facile car H® C L*).
On globalise en temps par les lois de conservation et
I'estimation de type Brezis-Gallouét

1

U||Hs 2

[ullese < Cslullr2 [log (2 + luln |
[ullpa/2
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L équation de Szeg 6 cubique

Le probl eme de Cauchy

Théoreme (P. Gérard, SG, 2008)

Soit up € H}F/Z(Sl), il existe une unique solution
u € C(R, Hi/z(Sl)) de (S) telle que u(0) = up. De plus, si
Ug € H$(St) pour un's > 3, alors u € C(R, HS$(S1)).

Idée : Pour s > 1/2 on résoud localement (facile car H® C L*).
On globalise en temps par les lois de conservation et
I'estimation de type Brezis-Gallouét

1

U||Hs 2

[ullese < Cslullr2 [log (2 + luln |
[ullpa/2

Sis = 1/2, existence globale de solutions faibles. Unicité (idée
Yudovich equation Euler 2D)

vp < o0, full < C VP ([ullyz -
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L équation de Szeg 6 cubique

Propri étés du flot

eSis > % le flot est régulier sur H?, et est Lipschitz sur les
bornés.
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L équation de Szeg 6 cubique

Propri étés du flot

eSis > % le flot est régulier sur H?, et est Lipschitz sur les
bornés.

e Le flot est aussi continu sur H}F/z (unicité et lois de
conservation).

Sandrine Grellier Opérateur de Hankel et équation de Schr 6dinger non lin éaire



L équation de Szeg 6 cubique

Propri étés du flot

eSis > % le flot est régulier sur H?, et est Lipschitz sur les
bornés.

e Le flot est aussi continu sur H}F/z (unicité et lois de
conservation).

Probleme : Peut-on construire un flot par exemple sur I'espace
d’énergie L% ?
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L équation de Szeg 6 cubique

Propri étés du flot

eSis > % le flot est régulier sur H?, et est Lipschitz sur les
bornés.

e Le flot est aussi continu sur H}F/z (unicité et lois de
conservation).

Probleme : Peut-on construire un flot par exemple sur I'espace
d’énergie L% ?

eComportement en temps long ?
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L équation de Szeg 6 cubique

Les ondes stationnaires : un cas particulier

Proposition

1 ,
Soit ug € H2 \ {0}. Alors u(t) = e~'“'ug est solution de (S) si et
seulement si

lug? =wae onS?,

i.e. w—1/2yy est une fonction intérieure au sens de Beurling.

Sandrine Grellier Opérateur de Hankel et équation de Schr 6dinger non lin éaire



L équation de Szeg 6 cubique

Les ondes stationnaires : un cas particulier

Proposition

1 ,
Soit ug € H2 \ {0}. Alors u(t) = e~'“'ug est solution de (S) si et
seulement si

lug? =wae onS?,

i.e. w=1/2u, est une fonction intérieure au sens de Beurling.

M(|ug|?ug) = wug si et si |ug|?up — wup L L2 etdonc
|Ug|* — w|uo|* = 0.
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L équation de Szeg 6 cubique

Les ondes stationnaires : un cas particulier

Proposition

1 ,
Soit ug € H2 \ {0}. Alors u(t) = e~'“'ug est solution de (S) si et
seulement si

lug? =wae onS?,

~1/2

i.e.w Up est une fonction intérieure au sens de Beurling.

M(|ug|?ug) = wug si et si |ug|?up — wup L L2 etdonc
[Uo|* — wlug|* = 0.
Exemples avec w = 1.

z-B
1-pz’

Ipj| < 1, produits de Blaschke

1+2z . . e
Up(z) = exp 13 solution singuliére !
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Paire de Lax

Paire de Lax

Théoreme

: o . d
iotu = M(Julu) est équivalent a aHu = [Bu, Hu]-

© H, Hankel,

Q B, = _ii(TIUIZ + Ky), (anti-adjoint et antisymétrique pour
produit scalaire réel)

© T Toeplitz,

Q Ky(h) = u(1 — M)(uh) (C-linéaire, auto-adjoint).
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Paire de Lax

Paire de Lax

Théoreme

: o . d
iotu = M(Julu) est équivalent a aHu = [Bu, Hu]-

© H, Hankel,
Q B, = —iz(T|u|2 + Ky), (anti-adjoint et antisymétrique pour
produit scalaire réel)
© T Toeplitz,
Q Ky(h) = u(1 — M)(uh) (C-linéaire, auto-adjoint).
On dit que (Hy, By) est une paire de Lax pour (S).
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Paire de Lax

Paire de Lax

Théoreme

: o . d
iotu = M(Julu) est équivalent a aHu = [Bu, Hu]-

© H, Hankel,
Q B, = —iz(T|u|2 + Ky), (anti-adjoint et antisymétrique pour
produit scalaire réel)
© T Toeplitz,
Q Ky(h) = u(1 — M)(uh) (C-linéaire, auto-adjoint).
On dit que (Hy, By) est une paire de Lax pour (S).

H‘U|2U = T|u|2Hu + HuKu — HuT‘u|2 + KuHu .

Sandrine Grellier Opérateur de Hankel et équation de Schr 6dinger non lin éaire



Paire de Lax

Paire de Lax

Théoreme

: o . d
iotu = M(Julu) est équivalent a aHu = [Bu, Hu]-

© H, Hankel,
Q B, = —iz(T|u|2 + Ky), (anti-adjoint et antisymétrique pour
produit scalaire réel)
© T Toeplitz,
Q Ky(h) = u(1 — M)(uh) (C-linéaire, auto-adjoint).
On dit que (Hy, By) est une paire de Lax pour (S).

H‘U|2U = T|u|2Hu + HuKu — HuT‘u|2 + KuHu .

i
[Bu, Hu] = —5[(T\u|2+Ku)Hu+Hu(T|u\2+Ku)] = H_jju2u = Hoinqupzuy -
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Paire de Lax
Cons éguences

La famille U(t) d'opérateurs unitaires solution de
d

aU =ByU, U(0) =1, esttelle que pour tout t
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Paire de Lax
Cons éguences

La famille U(t) d'opérateurs unitaires solution de

d
aU =ByU, U(0) =1, esttelle que pour tout t

Donc, le spectre de H, ) est indépendant de t.
Les systeme est completement intégrable : infinité de lois de
conservation.
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Paire de Lax
Evolution de 1 sous H,

Théoreme
Soit f bornée sur le spectre de Hy,.

(F(Hiw)(1),1) = (F(HE, (1), 1)
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Paire de Lax
Evolution de 1 sous H,

Théoreme

Soit f bornée sur le spectre de Hy,.
(f(H3)(2), 1) = (F(HG (1), 1)

Cas particuliers : Jop, = (Hf{‘t)(l), 1) alors
Jo = Q(U), Js = H(U),
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Paire de Lax
Evolution de 1 sous H,

Théoreme

Soit f bornée sur le spectre de Hy,.

(F(Hiw)(1),1) = (F(HE, (1), 1)

Cas particuliers : Jop, = (Hf{‘t)(l), 1) alors

J2=Q(u),Js=H ()’
S :=d(1,Im(Hy))* (f = 1o)
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Paire de Lax
Evolution de 1 sous H,

Théoreme

Soit f bornée sur le spectre de Hy,.

(F(Hiw)(1),1) = (F(HE, (1), 1)

Cas particuliers : Jop := (Hf{‘t)(l), 1) alors

J2 =Q(u), Ja = ( ),

S = d(L,Im(Hu))* (f = 1o)

etsiS =0,S = ;= ou 1 =Hy(w) (F(A) = Ljo,00[/N)

IIWH
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Paire de Lax
Evolution de 1 sous H,

Théoreme

Soit f bornée sur le spectre de Hy,.

(F(Hiw)(1),1) = (F(HE, (1), 1)

Cas particuliers : Jop := (Hf{‘t)(l), 1) alors

J2 =Q(u), Ja = ( ),

S = d(L,Im(Hu))* (f = 1o)

etsiS =0,S = ;= ou 1 =Hy(w) (F(A) = Ljo,00[/N)

IIWH

Clé : By(1) = —i/2H2(1).
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Paire de Lax

Sous-vari étes invariantes de dimension finie

Soit M(N) la (2N + 1)-sous-variété complexe des fonctions

. A
rationnelles de la forme u = B avec
A€ Cy_1[X],B € Cy[X],B(0) =1, d(A) =N —1, 0u
d(B) = N, avec au moins une égalité, A et B sans zéro
commun, et les zéros de B a I'extérieur du disque.
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Paire de Lax

Sous-vari étes invariantes de dimension finie

Soit M(N) la (2N + 1)-sous-variété complexe des fonctions

rationnelles de la forme u = B avec

A€ Cy_1[X],B € Cy[X],B(0) =1, d(A) =N —1, 0u
d(B) = N, avec au moins une égalité, A et B sans zéro
commun, et les zéros de B a I'extérieur du disque.

Théoréeme (P. Gérard-SG, 08)

Le flot de (S) laisse M(N) invariant.
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Paire de Lax

Sous-vari étes invariantes de dimension finie

Soit M(N) la (2N + 1)-sous-variété complexe des fonctions

. A
rationnelles de la forme u = B avec
A€ Cy_1[X],B € Cy[X],B(0) =1, d(A) =N —1, 0u
d(B) = N, avec au moins une égalité, A et B sans zéro
commun, et les zéros de B a I'extérieur du disque.

Théoréeme (P. Gérard-SG, 08)

Le flot de (S) laisse M(N) invariant.

Conséquence du théoreme de Kronecker u € M(N) si et si
rang(Hy) = N.
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Paire de Lax

Systeme de point g énériques de M(N)

Les points génériques de M (N) sont

ou les p; sont distincts et |p;| < 1. (S) se lit

2
.. Qg P
I = +2 )
J Z(1—|oj|ok Zk:% P — Pl —pipk)
— (e%Yeny
ij_zl—pjﬂpj

k
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Paire de Lax
Nouvelles lois de conservation

Des lois de conservation en involution avec Q,M, H .
e Sur M(N),

Az) .

S — | = i
" <H,—N_1(1—pj2)> 1P

Sy=S= d(l, ImHu)

e Sur la sous variété invariante M(N — 1) :== M(N)N{Sy = 0},
formulation similaire du systéme générique avec py = 0.

N-1 j N—-1
~ St aiz)
1
Sn-1 (J ) = lan—1/* = |an—1 | | Pj
=1

2

[T - py2)

éNfl = é = W oul-= HU(W)
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Paire de Lax

Instabilit é orbitale des ondes stationnaires dans
M(1).

Corollaire (P. G érard-SG, 2008)

Pour toute onde stationnaire ug de M(1), il existe une suite ug
gui converge vers ug in Hi/z telle que, pour toutr € (0,1), il
existe t° tel que les points d’adhérence dans H}F/2 de us(t¢)
soient de la forme

Z—p
v:al_IOZ , |a] = [Juoll2 , Ip| =T .
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Paire de Lax

Evolution sur  M(1)

Siu(t) = a(lt)p()()

p°=Alp—p-)p+ —p),

alors p = |p|? satisfait
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Paire de Lax

Evolution sur  M(1)

a(t)z +b(t)
1-—p(t)z

/52* Alp —p=)(p+ —p) ,
= (Q+M)?>—-4amMS |

Siu(t) := , alors p = |p|? satisfait
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Paire de Lax

Evolution sur  M(1)

Siu(t) = a(lt)p()()

/52* Alp — p-)(p+ —p) ,
(Q+M)2 ZIVISH

, _S4+M-2VM S+ M+2VM
- Q+M—2\/S Q+I\/I+2\/ -

alors p = |p|? satisfait
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Donc, p = |p|? est une fonction oscillant entre p_ et p, avec
vitesse angulaire

Q= VA= (Q+M)>-4amS)V/2.
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Donc, p = |p|? est une fonction oscillant entre p_ et p, avec
vitesse angulaire

Q= VA= (Q+M)>-4amS)V/2.

DeplusQ=0sietsiQ =S =M,
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Donc, p = |p|? est une fonction oscillant entre p_ et p, avec
vitesse angulaire

Q= VA= ((Q+M)*—am§)1/2.

De plus Q =0 sietsiQ =S = M, si et si u est une onde
stationnaire (colinéarité de H,(u) etde 1 = H,(w) ou de u et
w),
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Donc, p = |p|? est une fonction oscillant entre p_ et p, avec
vitesse angulaire

Q= VA= (Q+M)>-4amS)V/2.

De plus Q =0 sietsiQ =S = M, si et si u est une onde
stationnaire (colinéarité de H,(u) etde 1 = H,(w) ou de u et
w),

On choisit par exemple
Up=2z+e—2z,e—0.
Alors

p_:O’ p_‘_:4(4+€2)7l—>l, Q:g\/4+€2.
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Paire de Lax

Théoréme

Sur M (1), les ondes stationnaires sont orbitalement instables,
toute solution satisfait

sup [[u(t)|ns < oo
teR
mais il existe une partie bornée B de C telle que, Vs > 1/2,

: u
lim sup sup [Ullne > 0.

t—oo ugeB 1+ |t‘23_1

Weak turbulence!!
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