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2 Contexte et Historique

Le projet MIAOU s’était donné comme objectif initial de montrer que des techniques de théorie des
fonctions, d’analyse harmonique en dimension 2, et de géométrie différentielle pouvaient s’appliquer
fructueusement dans le domaine de l’identification fréquentielle des systèmes dynamiques linéaires, i.e.

la déconvolution en dimension 1. Ayant au fil des années étudié les fondements d’une méthodologie
reposant sur la résolution de problèmes extrémaux analytiques particuliers ainsi que sur le paramé-
trage de certaines fonctions de transfert matricielles, le projet a choisi comme champ d’application,
pour tester ses algorithmes, la conception et le réglage de filtres hyperfréquences à cavités résonnantes
embarqués à bord des satellites de télécommunications pour le multiplexage et le démultiplexage des
signaux. Ce choix applicatif a résulté autant des opportunités de collaboration que de l’adéquation des
modèles au savoir-faire de l’équipe, ou encore de l’importance de l’enjeu industriel. Aujourd’hui que
ses algorithmes ont été transférés au CNES (Toulouse), à l’IRCOM (Limoges), et chez Alcatel-Space

1Par ailleurs chef du service des assistantes de projet (SAPR), et également assistante du projet COMORE.
2 F. Ben Hassen, I. Fellah et M. Mahjoub sont des doctorants ENIT-INRIA, co-encadrés par le projet et par le LAMSIN ;

ENIT : École Nale d’Ingénieurs de Tunis ; le LAMSIN est équipe de recherche associée à l’INRIA (EDidon).
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(Toulouse) où ils font l’objet d’une exploitation industrielle, MIAOU peut penser qu’il est devenu un
acteur de l’ingénierie logicielle des hyperfréquences en France, cependant que les développements
théoriques ont naturellement évolué vers des problèmes inverses un peu plus généraux que la déconvo-
lution unidimensionnelle. Le moment ne paraît donc pas inopportun pour jeter les bases d’un nouveau
projet qui, se fondant sur l’acquis, explorerait d’autres aspects de l’optimisation fréquentielle et du
filtrage (on pense en particulier au montage sur guide des OMUX ou aux filtres à ondes de surface)
et étudierait les possibilités de faire migrer certains de ses algorithmes génériques vers des logiciels
dédiés à l’Automatique (tels matlab ou Scilab), tout en approfondissant ses réflexions sur l’usage
de la théorie des fonctions et des théories spectrales concernant les problèmes de potentiel inverses
issus du Laplacien en dimensions 2 et 3. Bien que lesdites réflexions soient encore loin d’un stade
applicatif, elles participent de questions qui interviennent naturellement en contrôle non-destructif et
elles ont d’ores et déjà trouvé un débouché sur certains modèles simplifiés d’exploration fonctionnelle
du corps humain (Magnéto-Électro-encéphalographie) dans le cadre de l’ACI « Masse de données »,
« OBS-CERV ».

Parallèlement à son activité en identification, MIAOU menait des recherches sur les modèles diffé-
rentiels ordinaires en dynamique des populations (héritière de l’ex-projet EDORA), axées sur l’analyse
des solutions stationnaires de systèmes différentiels à flot monotone. A partir du tiers de son existence
environ, cette activité a engendré par scissiparité le projet COMORE, qui poursuit aujourd’hui, avec un
spectre beaucoup plus large, des recherches en modélisation et contrôle de systèmes biologiques. L’ac-
tivité en contrôle de MIAOU s’est alors infléchie, avec pour objectif d’exploiter les outils de géométrie
différentielle et d’intégrabilité sous-jacents aux fonctions de Lyapunov contrôlées, afin de stabiliser
en boucle fermée des systèmes de commande régis par des équations différentielles, notamment dans
les cas où leur linéarisé n’est pas ou n’est que peu contrôlable. Centrées au début sur la détermina-
tion de feedbacks instationnaires, ces investigations ont évolué vers la construction de lois stabilisantes
robustes et la question de leurs liens avec la synthèse optimale s’est rapidement posée. Au plan ap-
plicatif, une opportunité s’est présentée dans le moyen terme d’étudier le contrôle orbital et la mise
à poste d’un satellite muni de moteurs ioniques, qui sont à fort rendement mais faible poussée, dans
le cadre d’une collaboration avec Alcatel-Space (Cannes). Là encore, c’est la qualité du partenariat,
l’adéquation des modèles, et l’enjeu industriel qui ont motivé l’investissement du projet dans ce do-
maine pétri de mécanique spatiale. Par ailleurs, l’analyse du comportement d’un système au voisinage
d’un équilibre a aussi débouché naturellement sur des problèmes de classification et notamment di-
verses questions d’équivalence locale à la linéarité. Mues en premier lieu par le souci de déterminer
les trajectoires admissibles, ces recherches alimentent également une réflexion sur l’identification non-
linéaire en contrepoint de celle menée sur l’identification linéaire dont il a été fait mention auparavant.
Commencée plus tard et mobilisant moins de moyens humains, l’activité en contrôle de l’équipe com-
mence seulement à atteindre une certaine maturité, et se trouve à un stade où il convient sans doute de
renforcer sa dynamique tout en poursuivant dans les voies qu’elle s’est tracées. La refonte du projet est
à tout le moins l’occasion de réfléchir aux moyens de ce renforcement.

Il est un troisième axe scientifique qui a été poursuivi au sein du projet et qui concerne les jeux
dynamiques, plus particulièrement leurs aspects discrets, multi-agents, et probabilistes. Cette activité,
historiquement liée à MIAOU, n’est plus revendiquée dans APICS et nous ne la commenterons pas
davantage dans ce document.

Enfin, sans qu’il ait pour autant affiché d’engagement scientifique à cet égard, le projet MIAOU a
concentré au cours de son évolution des compétences concernant les outils de production et de manipu-
lation des documents scientifiques (LATEX, HTML, XML, ...), qui ont vu leur exploitation aller croissant
au service de l’Institut à mesure que se développait la publication électronique à l’INRIA dont le
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raweb3 est un exemple. Tout en assurant le suivi des réalisations entreprises par MIAOU, APICS n’en-
visage plus de réalisation d’importance dans ce domaine qui représente une charge importante et un
investissement non négligeable pour certains membres de l’équipe.

3 Fondements scientifiques et perspectives

Nous passons en revue dans cette section les principaux domaines sur lesquels APICS fonde sa
recherche, ainsi que les axes de recherche sur lesquels il entend plus spécifiquement être actif dans
ces domaines. On mettra en valeur dans le même temps l’évolution qu’APICS présente par rapport
à MIAOU ; à cet égard, les paragraphes indentés en italiques résument les principaux points de cette
comparaison.

3.1 Théorie des fonctions et identification

La théorie des fonctions analytiques d’une variable complexe (la « Funktionentheorie » dans la ter-
minologie allemande) est un sujet ancien dont les fondements remontent au début du XIXème siècle,
et dont les liens avec l’analyse harmonique ont été mis au jour dans la première moitié du XXème.
Il est alors apparu que les espaces de Hardy, par leur capacité à décrire les transformées de Fourier
des signaux causaux d’énergie finie et leurs multiplicateurs, étaient un cadre naturel pour étudier cer-
taines équations intégrales comme celle de Riemann-Hilbert ou de Wiener-Hopf, et fonder un calcul
spectral des contractions dans l’espace de Hilbert donnant lieu en particulier à une représentation spec-
trale des processus Gaussiens et à la description des solutions de problèmes d’interpolation classiques
[100, 152, 159, 224, 225, 226, 231] 4. En théorie des systèmes linéaires contrôlés, ce point de vue qui
fait jouer un rôle central à l’opérateur de Hankel unifie les notions de réalisation en dimension finie et
infinie [155], mais n’a suscité d’intérêt en contrôle qu’assez tardivement pour donner naissance à une
théorie de la stabilisation robuste [140, 153], laquelle a ensuite été réinterprétée dans le contexte des
jeux dynamiques [102] ; cette latence est sans doute due pour partie au succès justifié des méthodes
en variables d’état. Pour ce qui est de l’identification, ce même point de vue a reçu moins d’attention
encore jusqu’ici : des méthodes fréquentielles analytiques, en majorité fondées sur l’interpolation, ont
commencé à être proposées dans les années 1990 et leur manque de robustesse, inhérent en la matière à
toute procédure linéaire, a amené à introduire de nouveau les opérateurs de Hankel, en relation cette fois
avec l’approximation [229]. Ces développements, auxquels le projet MIAOU a apporté sa contribution,
ont été le fait de la communauté du contrôle et de l’analyse harmonique plus que de celle de l’iden-
tification. Cette dernière, traditionnellement centrée sur le paradigme de l’identification paramétrique
au maximum de vraisemblance dans lequel le bruit est partie intégrante du modèle, n’a que peu consi-
déré les problèmes analytiques extrémaux bien que ces derniers soient une version asymptotique de ce
paradigme [174, 212, 232, 251]. A certains égards, ceci peut surprendre dans la mesure où la théorie
des polynômes orthogonaux sur le cercle fut en partie motivée par l’estimation optimale des processus
à moyenne mobile, et qu’un analogue rationnel de cette théorie (i.e. l’approximation rationnelle dans
les classes de Hardy) s’appliquerait aux processus auto-régressifs, si populaires en identification. En
contrepartie, il faut bien admettre qu’un tel analogue est considérablement plus difficile à dévelop-
per, à cause de la non-convexité du problème extrémal sous-jacent, et ceci contribue à expliquer que

3Mise à disposition sous diverses formes des rapports d’activité annuels des projets, par exemple sur le site web de
l’INRIA ou sous forme de CD-ROM.

4Les espaces de Hardy ont aussi joué un rôle important dans le développement de la théorie des intégrales singulières
[256].
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l’investissement dans cette direction soit resté limité de la part des spécialistes de traitement du signal
[240]. Cependant, il est suffisamment de situations dans lesquelles les problèmes proviennent moins du
bruit que du caractère local en fréquence du modèle linéaire pour motiver une approche constructive
de l’approximation rationnelle. De surcroît, l’utilisation d’« optimiseurs » génériques sur un critère
fréquentiel aux moindres carrés, pondéré par l’inverse de la covariance estimée comme le préconise
le paradigme stochastique, peut fort bien conduire à un modèle instable alors même que le système
sous-jacent est stable, indiquant par là les limitations que peut rencontrer cette approche en pratique.

La théorie des fonctions quant-à elle a, depuis longtemps, considéré les problèmes d’approxima-
tion rationnelle dans le domaine complexe [107, 266], mais davantage sous l’angle des estimations
asymptotiquement optimales en fonction de la régularité de la fonction approximée que sous celui du
calcul optimal ou sous-optimal à degré donné. Il est intéressant de noter que, là encore, les opéra-
teurs de Hankel ont joué un rôle essentiel dans deux questions-clefs au moins, à savoir la preuve de la
conjecture de Gonchar [228, 236] et la caractérisation des erreurs décroissant plus vite que polynômia-
lement [231, théorème 6.4] ; de plus, une borne inférieure de l’erreur uniforme à degré donné est elle
aussi déduite du spectre de ces opérateurs [167]. En ce qui concerne le comportement asymptotique
des schémas d’interpolation classiques, mentionnons en passant la réfutation récente de la forme forte
de la conjecture de Padé [213, 114] dans laquelle l’ordinateur (calcul de racines en précision contrô-
lée) ainsi que l’itération complexe sont intervenus de façon déterminante. Naturellement, la théorie des
systèmes requiert souvent la considération de matrices rationnelles plutôt que de fonctions, ce qui en-
traîne des complications géométriques supplémentaires qui ne sont que marginalement explorées dans
la communauté de l’approximation. Il en va différemment des milieux de l’analyse harmonique, où
les fonctions à valeurs opérateurs sont des objets banals et où une véritable théorie des fonctions ra-
tionnelles à valeurs matricielles a été développée en relation avec l’interpolation, sans toutefois mettre
d’accent sur l’approximation [99].

C’est à la charnière entre la théorie des fonctions et celle des systèmes que le projet MIAOU

situait l’essentiel de ses contributions dans le domaine de l’identification, et c’est encore là

que le projet APICS pense effectuer la majorité des siennes à court et moyen terme, selon une

évolution que nous détaillons maintenant.

L’activité de MIAOU a été fédérée en bonne partie par la question suivante : « étant donnée une
fonction à valeurs matricielles définie sur un intervalle de l’axe imaginaire, comment l’approcher par
une matrice rationnelle de degré donné qui soit analytique dans le demi-plan droit ». Dans la pratique
de l’identification harmonique, la fonction que l’on approxime est par exemple la matrice de transfert
d’un système stable, telle qu’on peut la mesurer ou la simuler dans la bande passante, et l’approximant
rationnel est la matrice de transfert d’un modèle linéaire stable et de dimension d’état prescrite, tel
qu’on veut en disposer pour, la plupart du temps, le réaliser et avoir accès aux caractéristiques phy-
siques du système (cf. section 3.2). On pourrait au lieu du demi-plan droit considérer le complémentaire
du disque unité, ce qui correspond au cas de systèmes en temps discret.

Dans l’approche développée au sein de MIAOU, la question d’approximation précédente a été
scindée en deux : on se demande d’abord comment approcher la fonction originale par une fonction
analytique dans le demi-plan droit, puis on approxime cette dernière sur l’axe imaginaire entier par une
matrice rationnelle du degré désiré dont les pôles sont dans le demi-plan gauche.

Problèmes extrémaux bornés

La première étape permet d’assurer que l’approximation rationnelle est par la suite bien posée, et
a l’avantage de pouvoir se formuler de manière convexe (en dimension infinie) : comment approximer
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une fonction donnée sur une partie du bord d’un domaine par une fonction analytique dans le domaine.
De quelque manière qu’on l’aborde, une telle question se ramène plus ou moins à la régularisation
de la continuation analytique laquelle est un problème inverse prototypique, mal posé comme de juste
[194, 201, 209], qui intervient dans des contextes variés. Dans l’exemple précédent, le domaine est le
demi-plan droit et la fonction est donnée sur un intervalle de l’axe imaginaire correspondant à la bande
passante. Un autre exemple, qui illustre comment APICS compte aborder certains problèmes inverses
du Laplacien (cf. paragraphe 3.5), est celui où la fonction que l’on veut approcher est la complexifiée
d’une température ou d’un potentiel qu’on mesure sur une partie du bord d’un conducteur plan après
avoir imposé son flux (condition de Neumann).

Le problème d’approximation considéré par MIAOU en guise de régularisation, qu’on nommera
« problème extrémal borné », est une variante du schéma de Tikhonov [194, 201] pour l’injection
d’une classe de Hardy dans les fonctions définies sur la partie du bord accessible aux mesures. Les
formulations exactes varient suivant les critères adoptés, et certaines sont mentionnées précisément
au paragraphe 5.1.1 mais, pour ce qui est de l’identification harmonique, le cas L2 est peut-être par-
lant : on veut minimiser l’énergie de l’erreur de modélisation dans la bande passante, tout en bornant
l’énergie non-modélisée i.e. l’énergie du modèle aux fréquences où on n’a rien mesuré. Ce point de
vue extrémal semble dû au projet MIAOU [2, 18, 19, 22], mais il est des travaux antérieurs voisins
[200]. Ce problème possède son intérêt propre, et présente des liens étroits avec l’interpolation de
Carleman-Goluzin-Krylov, laquelle a été considérablement étudiée [86, 101, 193, 230, 265] mais ap-
paremment peu exploitée en pratique. La théorie spectrale des opérateurs de Toeplitz autorise dans ce
cas des estimées précises, qui indiquent qu’il est très difficile d’approximer sur la bande passante une
fonction qui n’est pas « presque » la trace d’une fonction analytique car l’énergie non-modélisée né-
cessaire pour y parvenir devient rapidement très grande [16]. A cet égard, la résolution des problèmes
extrémaux bornés sert un double propos : fournir des modèles linéaires à certaines fréquences, ou au
contraire invalider l’approximation linéaire. Ainsi, les filtres à cavités résonnantes construits par les
équipementiers de satellites ont des matrices de répartition qui sont bien représentées par des modèles
linéaires dans leur bande passante (cf. paragraphe 6.1) mais, par contraste, on a pu montrer que les
courbes de réponse en puissance des amplificateurs de signal utilisés dans le même contexte n’ad-
mettent pas de modèle linéaire satisfaisant dans leur domaine de fonctionnement (le CNES a obtenu
depuis de meilleurs modèles comprenant une non-linéarité qui vient, bien sûr, de la saturation) ; les
implémentations correspondantes ont été effectuées au sein du logiciel hyperion, écrit en C++, dont
nous parlerons en section 4. Certaines implémentations pour des contraintes en norme du sup ont aussi
été effectuées sous forme de programme matlab, en collaboration avec le CMA de l’École des Mines
de Paris.

D’autres versions des problèmes extrémaux bornés sont aujourd’hui à l’étude (cf. section 5.1.1) :
celles comportant des critères mixtes L2 − L∞, celles où critère et contraintes portent sur les parties
réelles et imaginaires des fonctions plutôt que leur module, et celles où la frontière du domaine d’ana-
lyticité n’est plus connexe. Les premières ont par exemple pour but d’imposer au modèle un caractère
dissipatif, en relation avec l’identification de systèmes passifs comme les dispositifs hyperfréquences ;
les secondes apparaissent naturellement en contrôle non-destructif (cf. section 6.3) où les parties réelles
et imaginaires des fonctions sont les quantités physiques (température, flux de chaleur, potentiel, flux
de courant...), cependant que les troisièmes visent à traiter les géométries présentant des cavités. Dans
les deux premiers cas, on s’intéressera particulièrement aux conditions qui assurent la continuité de la
solution sur la frontière du domaine d’analyticité ; si celle-ci ne pose pas trop de problèmes à l’intérieur
de l’ensemble accessible aux mesures, il n’en va pas de même aux extrémités de celui-ci.

Notons aussi en passant que, dans un registre bien différent, les problèmes extrémaux bornés ont
fourni un moyen de construire des sous-espaces hyperinvariants pour certains opérateurs qui ne sont ni
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compacts, ni quasinilpotents [124, 125].

Bien qu’ils ne soient plus aussi centraux pour eux-mêmes qu’ils l’étaient dans MIAOU, les pro-

blèmes extrémaux bornés continueront d’être étudiés par APICS et resteront à court et moyen

terme un vecteur privilégié de l’activité en identification et en conception de dispositifs hyperfré-

quences que le projet entend poursuivre, ainsi que de l’activité en contrôle non-destructif qu’il

veut investir.

Ces problèmes sont également un des lieux de rencontre entre l’analyse complexe et l’analyse
convexe : lors de leur résolution, on doit typiquement choisir entre la résolution d’une équation spec-
trale pour un opérateur de Toeplitz, qu’il faut discrétiser d’une manière ou d’une autre, ou bien la
considération d’une suite de problèmes du même type où l’inconnue est restreinte à un espace de di-
mension finie (par exemple les espaces de polynômes filtrés par le degré), et dont la solution converge
en un sens plus ou moins fort vers celle du problème initial. APICS compte étudier comparativement
ces aspects algorithmiques et élargir cette réflexion à d’autres aspects convexes ou quasi-convexes de
l’optimisation fréquentielle, comme la satisfaction de gabarit « en escaliers » pour le module d’une
fraction rationnelle de degré donné, un problème généralisant celui de Zolotarjov [243] dont les as-
pects constructifs sont délicats mais sur lequel on espère que les méthodes de points intérieurs peuvent
être efficaces [90, 91, 162, 163, 223]. Cette question est très importante pour la conception de filtres,
où la réalisation des spécifications avec la moindre complexité possible permet d’économiser au plan
de l’étude et du matériel sur la mise en œuvre des dispositifs (par exemple dans le cas d’un filtre, le
degré indique le nombre de résonateurs ou de transducteurs élémentaires). Plus intéressante encore est
la version de l’optimisation en gabarit où l’on veut aussi contrôler la dérivée de la phase de la réponse
du filtre (le « temps de retard de groupe »). Ceci n’est plus un problème convexe, mais il est lié au pré-
cédent par l’opérateur de conjugaison et devrait donc progresser avec lui. Un autre domaine où l’ana-
lyse convexe se mêle classiquement à la théorie des fonctions pour synthétiser les signaux est fourni
par les problèmes trigonométriques de moments [199], qui ont connu récemment un regain d’intérêt
pour la reconstruction de la voix [115, 116, 117] et pour lesquels il est tentant d’envisager d’autres
critères d’approximation rationnelle que l’interpolation. Il serait également intéressant d’étendre le
champ d’application au cas lacunaire ou même non-périodique, par exemple pour la détection sonar et
le traitement d’antenne avec des capteurs irrégulièrement espacés ou distribués suivant des géométries
complexes [190, 214]. D’autres problèmes de moments, cette fois bidimensionnels [171, 180, 220],
interagissent avec l’approximation rationnelle pour la reconstruction tomographique et seront évoqués
plus loin au chapitre des problèmes inverses en section 3.5.

Le champ d’application des méthodes d’analyse convexe en approximation polynomiale et ra-

tionnelle a vocation à prendre de l’importance dans APICS, alors qu’il était marginal pour

MIAOU. Les domaines visés à moyen et long terme sont la conception de filtres d’après gaba-

rit ou covariances, ainsi que certains problèmes inverses de moments liés à la localisation de

sources acoustiques et à la reconstruction tomographique.

Approximation rationnelle

La seconde étape de la méthodologie développée dans MIAOU pour l’identification fréquentielle
est l’approximation rationnelle. Comme nous venons de le voir, la résolution d’un « problème extrémal
borné » à la première étape permet de disposer d’un modèle analytique dans le demi-plan droit, que l’on
veut maintenant approximer par une fonction ou une matrice de transfert stable de degré donné. Le pro-
jet MIAOU a considéré particulièrement le critère L2, à la fois pour ses justifications stochastiques—il
correspond à la minimisation de la variance de l’erreur lorsque l’entrée est un bruit blanc—et pour
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son caractère prototypique de critère différentiable. Les efforts initiaux ont porté essentiellement sur
un paramétrage qui réduise la question à un problème d’optimisation sur une variété compacte. Un
tel paramétrage est fourni par la factorisation de Douglas-Shapiro-Shields [155], [27], qui permet de
définir le critère sur la variété des matrices intérieures de taille et de degré donné, disons n [1, 28] et,
lorsque la fonction à approximer est assez lisse, de l’étendre à l’ensemble des matrices intérieures de
degré au plus n qui est compact (mais stratifié et non plus lisse). A partir de cette construction, deux
voies de recherche complémentaires ont été poursuivies.

La première a consisté à développer un algorithme de descente sur la variété des matrices inté-
rieures de degré fixé, en utilisant les cartes fondées sur l’algorithme de Schur tangentiel introduites dans
[1], et à exploiter la structure récursive offerte par le critère sur le bord de cette variété (qui consiste en
les matrices intérieures de degré plus faible) pour en assurer la convergence vers un minimum local. Cet
algorithme a d’abord été développé dans son principe pour le cas scalaire [8], puis dans le cas matriciel
où la géométrie est nettement plus compliquée [53], cependant que les implémentations correspon-
dantes ont été effectuées dans le logiciel hyperion (fonction arl2) [57] et délivrées au CNES, à l’IR-
COM, à l’Université de Lille et à celle d’Orsay. Une autre implémentation, dans laquelle les matrices
intérieures sont appréhendées par le biais de réalisations orthogonales à chaque étape de l’algorithme de
Schur [54, 69], a fait l’objet du logiciel RARL2 (www-sop.inria.fr/miaou/Martine.Olivi/RARL2/rarl2-
eng.html), écrit dans le langage matlab en collaboration avec le CMA de l’École des Mines de Pa-
ris. Elle se prête bien à une description interne (i.e. en variables d’état) plutôt qu’externe des sys-
tèmes sous-jacents, et bénéficie de la souplesse d’utilisation inhérente à l’interpréteur. Le logiciel
PRESTO-HF, lui aussi écrit en matlab, encapsule à la fois la fonction arl2 d’hyperion et RARL2 et a
été livré à Alcatel-Space (centre de Toulouse) pour la synthèse et le réglage de filtres hyperfréquences
de (dé)multiplexage. Ces codes d’approximation ont été des pierres angulaires de la validation, de
la diffusion et du transfert des recherches effectuées au sein du projet MIAOU, et resteront centraux
dans APICS. De nouveaux problèmes d’approximation, cependant, seront à l’étude. Tout d’abord, on
compte utiliser l’approximation rationnelle, en conjonction avec les problèmes extrémaux bornés, pour
identifier et compenser de manière automatique les retards induits par les systèmes d’accès, un pro-
blème général qui est particulièrement aigu pour les dispositifs hyperfréquences ; ceci est par exemple
nécessaire pour traiter des filtres à ruban, intéressants à cause de leur faible encombrement mais dont
les pertes sont considérables5 et ne permettent plus l’approximation conservative pour régler le dépha-
sage des voies. Ensuite vient le problème de la synthèse d’OMUX, qui consiste à mettre en parallèle
une batterie de filtres sur un guide d’ondes et à obtenir une séparation des canaux ainsi qu’un réglage
correct de chaque canal, est une extension naturelle de la synthèse de filtres qui est de première im-
portance pour les industriels du multiplexage. Le réglage des canaux fait intervenir, par la règle du
chaînage, la distance hyperbolique plutôt qu’euclidienne entre éléments des matrices de répartition,
et le phénomène des petits dénominateurs provoque les « pics de manifold » dont le contrôle est un
des enjeux essentiels du sujet. Soulignons aussi qu’il ne s’agit plus ici de modèles rationnels unique-
ment, car la présence des guides introduit des facteurs exponentiels qui correspondent aux retards.
D’autres aspects de l’approximation rationnelle seront également l’objet des préoccupations d’APICS.
Mentionnons en particulier ceux liés à la synthèse de filtres à ondes de surface pour les « transduc-
teurs unidirectionnels » utilisés en téléphonie mobile, qui proposent des modèles plus complexe où
deux types d’énergie (acoustique et électrique) s’échangent et se propagent [182],[13], induisant des
contraintes de symétrie et de parité qui ne sont pas encore bien comprises ; soulignons que l’approche
analytique pour la conception de tels filtres commence à susciter l’intérêt de la communauté micro-
ondes [130]. Citons aussi la technologie « corruguée », qui supporte une puissance élevée et attire de
ce fait l’attention pour le filtrage de sortie en télécommunications satellitaires, mais dont la modélisa-

5Sauf à utiliser des dispositifs supra-conducteurs.
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tion n’est pas encore totalement au point. Enfin, on songe aux problèmes mixtes L2−L∞ qui procèdent
d’un regain d’intérêt en contrôle robuste et pour lesquels le critère n’est plus différentiable [245].

L’approximation de fonctions matricielles dans les classes de Hardy restera un sujet de re-

cherche central pour APICS, et des approximants plus généraux que rationnels ainsi que des

critères autres que les normes Lp seront considérés. Un des buts de cette recherche sera de faire

progresser à moyen terme la synthèse des OMUX comme MIAOU avait contribué à faire pro-

gresser celle des filtres à cavités résonantes. Un autre but, également à moyen terme, sera de

transposer l’approche précédente aux modèles électro-acoustiques de filtres à ondes de surface.

Le cas échéant, et à plus long terme, les modèles issus d’autres technologies hyperfréquences

seront également abordés, comme ceux des filtres à ruban et peut-être des filtres corrugués.

L’application à des problèmes de contrôle robuste est aussi envisagée.

L’autre voie de recherche née de la formulation du problème de la meilleure approximation ration-
nelle L2 de degré donné comme une question de minimisation sur une variété compacte a été l’étude
qualitative des points critiques et la recherche de conditions sur la fonction à approximer garantissant
l’unicité d’un minimum local. Une telle étude est bien sûr motivée par le désir d’assurer la convergence
globale d’un algorithme de descente, une propriété très désirable mais dont on sait qu’elle ne peut avoir
lieu en général [4, 34], [137, 211]. Les résultats obtenus concernent essentiellement le cas scalaire, dans
lequel l’espace d’optimisation consiste simplement en les produits de Blaschke de degré au plus un en-
tier donné, lequel est homéomorphe à un espace projectif [5]. En exploitant la stratification fournie par
le degré et en reliant la signature des points critiques à la coprimarité de leur forme irréductible, on a
montré, en utilisant les outils de la topologie différentielle pour passer du local au global [26, 5, 6], que
le fait qu’il n’y ait qu’un point critique est lié à la régularité et à la rapidité de la décroissance géomé-
trique de l’erreur. Il s’en est suivi une série de résultats d’unicité, souvent en degré assez grand, pour
certaines classes de fonctions dont les erreurs en interpolation rationnelle peuvent être évaluées assez
précisément (car les points critiques sont des interpolants particuliers) [31, 36, 37] ou pour lesquelles
une suite de points critiques présente une décroissance convenable [32]. Les fonctions concernées com-
prennent notamment les fonctions de Markov, une classe très importante en approximation à cause de
ses liens avec les fractions continues et les polynômes orthogonaux [98], et qui s’identifie aux fonc-
tions de transfert des systèmes dits « de relaxation » [112, 268]. Le cas matriciel, quant à lui, reste
presque inexploré : le seul résultat connu sur l’unicité d’un minimum local concerne les situations où
la fonction à approximer est « presque » rationnelle du degré cherché (c’est une version forte de la
« consistance » en identification au minimum de variance [28]), et il ne doit rien à la stratification
induite par le degré.

Cette recherche est aujourd’hui parvenue à un carrefour où deux directions se présentent. D’un
côté l’introduction6 de techniques de topologie différentielle a permis de mieux comprendre la géomé-
trie des points critiques et de donner des critères d’unicité, les premiers en approximation rationnelle
complexe. Il serait naturel d’exploiter cet acquis, soit en déformant une situation donnée en une situa-
tion où l’on a unicité pour initialiser une méthode de continuation, soit en cherchant directement un
ensemble de conditions initiales pour un algorithme de descente qui garantisse que l’on atteigne l’op-
timum global. Pour chacune de ces deux questions on dispose d’éléments de réponse qualitatifs7 mais

6S’il semble juste d’attribuer celle-ci au projet dans le cas complexe, mentionnons cependant qu’un cheminement assez
voisin avait été suivi, en approximation réelle sur l’intervalle, pour prouver l’unicité des monosplines de moindre déviation
[108].

7Si l’on travaille sur le cercle pour fixer les idées, et si on s’en tient aux cas génériques, il suffit par exemple de remplacer
la fonction à approximer f (eiθ) par f (reiθ) avec r > 0 assez petit pour avoir unicité [31] ; et pour une grille assez fine de
conditions initiales en degré inférieur, lorsque l’ordre est assez grand pour que l’erreur relative en interpolation soit inférieure
à 1/2, on atteint tous les minimas locaux en remontant le champ de gradient [29].
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obtenir des estimés quantitatifs pour les rendre constructives constitue un programme de recherche
déjà conséquent. D’un autre côté, la classe des fonctions pour lesquelles on sait conclure à l’unicité
est à ce jour bien maigre, et il est nécessaire pour l’agrandir d’estimer l’erreur d’interpolation dans des
cas plus généraux. Ceci nécessite peu ou prou la localisation des pôles, qui est toujours la difficulté
fondamentale en approximation rationnelle et, plus généralement, méromorphe. Il est utile ici d’élar-
gir la discussion et de considérer l’approximation rationnelle L2 sur le cercle ou la droite comme un
cas particulier de l’approximation méromorphe Lp pour p ≥ 2 [32], en soulignant que le cas p = ∞

se résout constructivement pour des fonctions suffisamment régulières grâce à la théorie AAK [82].
Dans le cas précédemment évoqué des fonctions de Markov, c’est à dire des transformées de Cauchy
de mesures positives sur un segment, l’estimation du comportement des pôles s’effectue via la théorie
des polynômes orthogonaux à poids variable [254, 263], qui constitue ici un ingrédient majeur aussi
bien dans le cas de la meilleure approximation rationnelle L2 [35] que dans le cas de la meilleure ap-
proximation méromorphe [30]. Pour des fonctions générales définies par des intégrales de Cauchy de
mesures complexes, la situation est beaucoup plus délicate. Lorsque le contour d’intégration est symé-
trique par rapport au potentiel logarithmique, i.e. est un contour (généralement ouvert) de « capacité
minimale », une technique fondée sur l’orthogonalité non-Hermitienne [253] permet de déterminer
l’asymptotique faible8 des pôles des approximants de Padé, technique qui a été ensuite étendue au cas
d’interpolants multipoints [169]. Le cas des meilleurs approximants rationnels sur le cercle ou la droite
est plus difficile, car les points d’interpolation ne sont pas connus explicitement. Néanmoins, dans le
cas d’intégrales de Cauchy sur un segment [17, 32, 62] puis plus récemment sur des contours symé-
triques généraux pour le potentiel de Green [33], ces résultats ont été généralisés aux points critiques en
approximation rationnelle pour p = 2 et plus généralement méromorphe pour pour p > 2. Notons que
les fonctions représentées par des intégrales de Cauchy, sur des contours symétriques comprennent en
particulier celles dont les singularités sont branchées ou logarithmiques ainsi que les résolvants d’opé-
rateurs auto-adjoints, et interviennent dans plusieurs applications intéressantes (processus à longue
mémoire [139], systèmes diffusifs [217, 219], distribution de sources 2D [136], diffraction des ondes
2D [134]) où l’approximation rationnelle a un rôle à jouer, notamment au plan de la simulation nu-
mérique et de la conception de compensateurs. Malheureusement, les asymptotiques faibles ne sont
pas suffisants pour décider de l’unicité d’un point critique, et le travail nécessaire pour obtenir des es-
timés plus forts constitue lui aussi un programme de recherche conséquent, qui n’a pour l’instant été
mené que pour les fonctions de Markov [30, 35], et qui participe de l’effort vers une théorie spectrale
quantitative des opérateurs de Hankel [231]. Toutefois, et c’est là que bifurque quelque peu l’intérêt du
projet, les asymptotiques faibles fournissent malgré tout des renseignements substantiels sur les liens
entre les singularités de l’approximant et celles de l’approximé qui conduisent à considérer l’usage des
résultats précédents pour résoudre des problèmes inverses. C’est ce que se propose de faire APICS, et
qui sera développé en section 3.5.

La géométrie des points critiques en approximation rationnelle ou méromorphe ne sera plus

un sujet central pour APICS comme il l’était pour MIAOU. Néanmoins l’étude du comporte-

ment asymptotique des pôles et des erreurs, en bonne partie motivée par l’analyse de problèmes

inverses, sera poursuivie et amplifiée à court et moyen terme. Celle-ci pourrait avoir des consé-

quences sur ladite géométrie, qu’APICS serait alors amené à exploiter, notamment pour établir

la convergence globale de certains algorithmes d’approximation.

8On entend par là la convergence faible-* de la « mesure de comptage », i.e. la mesure de probabilité ayant une masse en
chaque pôle proportionnelle à sa multiplicité.
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3.2 Théorie des systèmes : réalisations et paramétrages physiques

Le projet MIAOU a étudié depuis ses débuts le paramétrage des fonctions de transfert, du fait qu’il
était actif en approximation rationnelle matricielle où l’ensemble des approximants (i.e. l’ensemble des
systèmes stables de degré donné) est une variété non-triviale lorsqu’il y a plus d’une entrée et d’une
sortie, que ce soit dans le cas réel ou complexe [177, 179], [14]. De fait, la fonction arl2 du logiciel
hyperion ainsi que le logiciel RARL2 sont parmi les rares procédures numériques qui « optimisent »
sur une variété avec les problèmes de changement de cartes que cela suppose.

Comme on l’a mentionné dans la section précédente, l’analyse de Schur matricielle a fourni un
moyen de représenter la variété des matrices intérieures de degré donné [1] et partant, via la factori-
sation de Douglas-Shapiro-Shields [155], [27], celle des systèmes stables. Ceci a été une des contri-
butions algorithmiques de MIAOU et APICS veut continuer dans cette voie pour traiter de situations
plus spécifiques en identification. En effet, les lois physiques de conservation de l’énergie et de réci-
procité introduisent des sous-classes de fonctions de transfert, qui jouent un rôle important dans les
applications en général et la conception des filtres en particulier. Ce sont entre autres les fonctions
J-intérieures [234, 150] (qui sont les fonctions de transfert des multipôles par opposition aux matrices
de répartition), les fonctions de Schur (c’est à dire contractives en tout point et qui interviennent lors-
qu’on modélise les pertes), ou encore positives réelles [147] (associées aux systèmes passifs comme
les admittances), ainsi que les fonctions symétriques (la symétrie traduit la loi de réciprocité), et celles
qui satisfont certaines contraintes d’interpolation (la topologie d’un filtre induit par exemple certains
ordre d’annulation à l’infini pour la matrice de répartition). Le paramétrage doit bien sûr satisfaire dans
chaque cas à certaines exigences (identifiabilité et différentiabilité), c’est-à-dire constituer un atlas de
la variété différentielle correspondante pour pouvoir envisager des algorithmes de descente. Des consi-
dérations pratiques, comme la facilité d’implémentation, le conditionnement numérique, le moyen de
calculer une carte adaptée pour un système donné afin de gérer les changements de cartes entrent
également en ligne de compte.

Il est maintenant nécessaire d’introduire la notion de réalisation. Rappelons que la description de
tous les opérateurs différentiels linéaires qui donnent lieu par transformation de Fourier à une ma-
trice de transfert rationnelle donnée est une pierre angulaire de la théorie des systèmes linéaires : un
tel opérateur est appelé réalisation de la matrice de transfert et deux réalisations d’ordre minimum se
déduisent l’une de l’autre par changement linéaire des variables. Dans la plupart des applications de
l’optimisation fréquentielle, et en particulier dans l’identification et la conception des filtres déjà dis-
cutés, l’intérêt du constructeur porte moins sur la matrice de transfert (ou de répartition) que sur les
grandeurs physiques définissant le dispositif. Celles-ci interviennent typiquement comme paramètres
d’une réalisation dont elles contraignent la forme [92, 218, 182], et la question de savoir si un transfert
donné admet une réalisation de ladite forme est fondamentale pour poser le problème d’optimisa-
tion et en exploiter les résultats. On peut même dire que l’opposition entre la nature fréquentielle des
spécifications (qui portent donc sur le transfert) et le caractère spatial des grandeurs physiques (qui dé-
finissent le système par le biais d’une réalisation) constitue une des difficultés majeures du domaine, et
la principale source de réflexion sur le sujet pour un projet de recherche en Automatique et en Analyse
Harmonique appliquée.

L’existence de réalisations possédant certaines propriétés, de nature structurelle ou métrique, lorsque
la fonction de transfert a des propriétés analogues est un thème classique en théorie des systèmes.
Par exemple, une fonction de transfert rationnelle symétrique (resp. dissipative, conservative, passive,
passive-complexe) admet une réalisation (généralement complexe) dont la matrice-système (ou celle
en temps rétrograde) est symétrique (resp. contractive, unitaire, symétriquement positive, hermitienne-
ment positive) [147, 156, 157, 161, 268]. Nous avions déjà mentionné l’usage des réalisations unitaires
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pour les systèmes conservatifs (i.e. les matrices intérieures) en approximation rationnelle [1, 54]. Les
situations rencontrées en conception de filtres dépendent non seulement de ces propriétés classiques
(symétrie, conservativité, ...) mais aussi de caractéristiques combinatoires spécifiques. En effet, décider
de l’existence d’une réalisation ayant une structure de couplage prédéfinie pour une matrice de réparti-
tion donnée revient à classifier les orbites des réalisations sous l’action du groupe orthogonal complexe
ou de l’un de ses sous-groupes. Pour des filtres à cavités résonnantes de topologie standard en degré
6, la question se résout assez simplement par orthogonalisation [77]. Pour les cas plus complexes, on
a recouru à des algorithmes de descente initialisés sur une forme déjà creuse, mais la présence de mi-
nima locaux, autant que la volonté de décrire tous les jeux de couplage possibles associés à une matrice
de répartition, amènent aujourd’hui à envisager la résolution symbolico-numérique de cette question
après tout purement algébrique. Au vu d’expériences encourageantes effectuées en collaboration avec
le CMA de l’École des Mines de Paris à l’aide des logiciels alias du projet COPRIN de l’INRIA-
Sophia, puis GB du projet SPACES de l’INRIA Lorraine [79, 42], c’est dans cette direction qu’APICS
compte se diriger.

Pour des filtres à ondes de surfaces, où la topologie étudiée jusqu’à présent est plus rigide, d’autres
difficultés concernent les matrices de répartition que l’on peut engendrer, qui amènent à considérer
certaines extensions unitaires symétriques de matrices contractives, sans augmentation du degré, sous
contraintes d’interpolation [49, 78]. Ce problème est également de ceux qu’APICS veut considérer,
voir section 6.2.

Mentionnons aussi que l’étude de l’optimisation d’OMUX se connecte naturellement à l’approxi-
mation rationnelle sous contrainte de dissipativité (i.e. par des fonctions de Schur) à laquelle APICS
s’intéressera, voir section 6.1.

Le paramétrage des fonctions de transfert restera un sujet central pour APICS, qui mettra da-

vantage l’accent que MIAOU sur les liens entre représentations interne et externe d’un système

soumis à des contraintes fréquentielles ou, a contrario, à des restrictions sur ses réalisations.

L’usage de méthodes symbolico-numériques sera combiné à celui de l’analyse de Schur et des

méthodes classiques de théorie de la réalisation. Cette recherche sera en partie motivée, dès le

court terme, par la synthèse de filtres résonnants de topologie complexe, et à moyen terme par

l’étude des OMUX, ainsi que par la conception, à plus long terme, de filtres relevant d’autres

technologies (ruban, ondes de surface, ...).

3.3 Identification/modélisation non-linéaire

Dans ce qui précède (sections 3.1 et 3.2), on a exposé des techniques et des méthodes qui, du point
du vue de l’automatique, conduisent au choix d’un modèle linéaire à partir d’une série de mesures.
On peut appeler cette démarche « identification linéaire », même si cela laisse penser que le problème
lui-même est linéaire alors qu’on a vu qu’il n’en est rien : l’ensemble des modèles linéaires n’a pas
de structure linéaire (voir la structure de variété décrite dans [1]), et les algorithmes ne sont pas non
plus linéaires. L’exposition en section 3.2 illustre seulement en partie à quel point la communauté
scientifique est parvenue à une compréhension fine de la structure des modèles linéaires. C’est cela,
entre autres, qui fait aujourd’hui de l’identification linéaire une véritable discipline. Une autre raison,
plus profonde peut-être, est qu’un système linéaire est souvent le « développement au premier ordre »
d’un système qui ne l’est pas, et constitue le terme le plus robuste d’un tel « développement » face aux
erreurs de mesure ; pour citer [267] : Linear operations are common in physics- -commoner indeed in

physics than in nature, for the first approximation to a most definitely non-linear operator is often a

linear one.
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En comparaison, la structure des modèles non-linéaires est beaucoup moins bien connue, essen-
tiellement parce qu’il y en a (beaucoup !) plus. Ainsi la classe des modèles linéaires d’ordre fixé est
clairement de dimension finie, alors que ce n’est pas le cas des modèles généraux9. A vrai dire, c’est
presque un non-sens de vouloir considérer « l’ensemble des modèles non-linéaires », et il est difficile
de poser de manière cohérente la question du modèle qui rendrait le mieux compte de mesures ou
d’observations données. Il n’est pas pour autant absurde de s’intéresser aux modèles non-linéaires du
point de vue de l’identification, car il arrive que les modèles différentiels linéaires soient inappropriés
pour décrire un phénomène dynamique important. Nous avons déjà rencontré le cas de la saturation
en section 3.1, mais c’est aussi la situation de beaucoup d’interactions en dynamique des populations
étudiées par le projet COMORE, ou encore des modélisations de l’influx nerveux et du rythme car-
diaque considérées par les projets DEMAR et SOSSO, pour ne citer que quelques exemples liés à la
biologie dans l’environnement INRIA. Dans le même ordre d’idées MIAOU a mis en évidence sur des
phénomènes d’écoulement, en collaboration avec le CEMAGREF [66], le fait qu’il peut être bon d’uti-
liser un modèle non-linéaire plutôt qu’une famille de modèles linéaires « hybrides » rendant compte
du comportement au voisinage de différents points de fonctionnement. Il arrive aussi fréquemment
qu’un modèle non-linéaire soit simplement donné, analytiquement, par la connaissance que l’on a des
phénomènes physiques sous-jacents : c’est le cas des lois de la gravitation universelle ou du roulement
sans glissement, pour ne donner que des exemples issus de la mécanique qui concernent APICS (cf.

section 6.4) et le projet ICARE dans l’environnement de l’INRIA-Sophia. Lorsqu’un tel modèle de
connaissance comporte des paramètres inconnus, la nécessité d’une identification non-linéaire n’est
pas à démontrer et ne relève même plus d’une modélisation de style « boîte noire ». Ainsi les motiva-
tions pour développer une « identification non-linéaire » existent, et c’est là l’un des thèmes abordés
par le réseau européen ERNSI [246, 247] dédié à l’identification (cf. section 7.2, point 7), l’un des axes
d’ailleurs mis en avant lors de sa proposition de renouvellement, dans le cadre du 6ième PCRD10.

La situation où l’on recherche un modèle au sein d’une classe de dimension finie est de même
nature que l’identification linéaire à ordre fixé (le choix de l’ordre, quant-à-lui, n’est bien sûr pas tou-
jours facile). Le choix de ladite classe rigidifie le passage d’un nombre fini de mesures au choix d’un
modèle, qu’elle soit composée de modèles linéaires ou non. La classe linéaire a des propriétés struc-
turelles remarquables—sans doute parce qu’elle possède une certaine universalité—qui ont conduit à
des méthodes très spécifiques. Il est tentant de vouloir généraliser certaines d’entre elles à des classes
plus générales, mais ceci est probablement stérile si ces dernières n’ont pas une pertinence démontrée.
L’objet qui fait ici totalement défaut est un guide méthodologique pour choisir cette classe sur la base
de mesures, d’observations, ou de propriétés qualitatives. Une approche systématique consisterait à en-
visager une classification des modèles (de systèmes différentiels ordinaires contrôlés) sous une forme
relativement générale. Ceci est certainement hors d’atteinte, et la situation locale dans le cas analytique
plan est déjà passablement compliquée [186, 187]. Cependant, des résultats partiels seraient déjà inté-
ressants pour donner quelque fondement à une « théorie » de l’identification non-linéaire, pour laquelle
on pressent que la topologie des singularités est un ingrédient essentiel en même temps qu’une source
de difficultés formidable. Une question de base est ici :

quels sont les modèles qui décrivent une même réalité ? (1)

Bien sûr, la question est vaste, presque philosophique car un modèle ne décrit qu’une partie de la « réa-
lité ». Une formalisation possible de (1) est de classifier les modèles de systèmes de contrôle selon des
relations d’équivalence qui semblent suffisamment pertinentes pour mériter la qualification : « n’altère

9 Il est plus juste de parler de modèles « généraux » que « non-linéaires ».
10Celle-ci n’est toutefois pas encore acceptée par la Commission Européenne.
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pas la réalité » 11. Pour cela appelons solution d’un (modèle de) système tout comportement (passé et
futur des entrées, des sorties, et de toutes grandeurs caractérisant le système) permises par le modèle.
L’ensemble des solutions est ce que J. Willems appelle un « behavior » [269]. On espère évidemment
que les solutions du modèle reflètent les comportements observés. Dans ce point de vue, on peut dire
que deux modèles sont équivalents si il existe une transformation qui envoie les solutions de l’un sur les
solutions de l’autre. C’est déjà ce qu’Élie Cartan [121] cherchait à caractériser. Il n’était pas automati-
cien, mais s’intéressait à des systèmes d’équations différentielles « dont la solution générale dépend au
moins d’une fonction arbitraire du temps », ce qui est bien l’objet de l’automatique si cette fonction est
un contrôle. Le choix des transformations à considérer, qui traduit l’interprétation qui est faite de (1),
influe de manière cruciale sur la nature du problème. Ces transformations peuvent être par exemple :

– de « simples » changements de coordonnées sur l’état du système,
– des changements de coordonnées qui mélangent états et contrôles, ce sont les transformations

par feedback statique, appelées ainsi car les « anciens » états et contrôles sont donnés par des
fonctions (non dynamiques) des « nouveaux »,

– des transformations plus complexes dans lesquelles les « anciens » états et contrôles sont obtenus
comme sorties d’un système dynamique prenant en entrée les « nouveaux » états et contrôles ;
ce sont les transformations par feedback dynamique, qui ont elles-mêmes un état en tant que
système dynamique (la taille de cet état, ou l’ordre du système dynamique, est a priori arbitraire).

Le projet MIAOU a tenté de contribuer [3, 9, 10, 11] à l’avancement de ces questions en ce qui
concerne l’équivalence locale à un système linéaire ce qui, du point de vue du contrôle, est la linéari-
sation exacte, mais peut aussi être compris, pour revenir à la question (1), comme le fait qu’un modèle
linéaire rende compte « de la même réalité » que le système considéré. Par exemple, suite aux travaux
sur les dynamiques linéaires nilpotentes en temps discret exposés dans [247], et compte tenu du théo-
rème classique de Grobman-Hartman sur la linéarisation locale des équations différentielles autour
d’un point fixe hyperbolique, on peut se demander si une dynamique linéaire suivie d’une fonction
« statique » non linéaire est un modèle assez riche pour rendre compte de systèmes contrôlés géné-
riques au voisinage d’un équilibre. Dans [9], on a répondu de manière essentiellement négative à cette
question, mais il semble que l’on ne sache toujours pas caractériser qualitativement de tels modèles qui
représentent, en un sens, les systèmes non linéaires « les plus simples ».

Les travaux sur l’équivalence et la classification des systèmes de contrôle, constituaient une

part de l’activité de MIAOU, notamment en ce qui concerne la linéarisation. Faire de la notion

d’équivalence le point de départ d’une théorie, nécessairement partielle, de l’identification et de

la modélisation « non-linéaire » est un point de vue naturel mais récent. Pour ce qui le concerne,

APICS poursuivra l’étude de l’équivalence dynamique et en particulier de la « platitude » (cf.

section 3.6), avec des motivations qui se rapportent davantage au contrôle, mais ne consentira

d’engagement fort dans l’identification « non-linéaire » que si l’intérêt en devient manifeste, soit

d’un point de vue applicatif, soit du fait d’une collaboration avec d’autres partenaires, dans le

cadre par exemple du réseau Européen ERNSI (cf. section 7.2, point 7).

3.4 Généralités sur les problèmes inverses

Introduit vers les années soixante pour désigner la détermination, à partir d’expériences de type
« entrée-sortie », des paramètres fonctionnels de certaines équations de la physique (notamment en
géophysique, en inverse scattering, ou en tomographie), le vocable « problème inverse » s’utilise par-
fois aujourd’hui, de façon générale, pour parler de ce qui touche à la modélisation quantitative d’une

11 En dehors de la motivation venant de la modélisation, ce problème de classification a aussi un grand intérêt pour la
commande ; voir section 3.6.
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loi dont on observe plus ou moins partiellement les effets. En bref, on cherche une description calcu-
latoire d’un opérateur à partir d’un échantillon du graphe. Ce vocable s’oppose à « problème direct »,
qui réfère à l’effectuation de l’opérateur sur un argument. La terminologie est surtout répandue pour
les systèmes régis par des équations aux dérivées partielles. En Automatique et en traitement du signal,
l’étape correspondante, où après avoir choisi la forme du modèle on cherche à en ajuster les paramètres,
constitue la part algorithmique de l’identification.

La résolution des problèmes inverses est fondamentale pour la décision et le contrôle, car c’est
seulement sous forme numériquement close que les modèles acquièrent un caractère prédictif. Elle est
aussi par essence un moyen de détecter les pannes ou les défauts, et sert tout autant la conception des
dispositifs, que l’on aborde souvent comme un problème inverse bâti sur un comportement idéal. Mais
elle est usuellement difficile, car ces problèmes sont la plupart du temps mal posés [183, 201, 209].
La méthodologie courante pour y remédier est de régulariser c’est à dire, après avoir éventuellement
restreint l’inconnue à un sous-ensemble de l’espace admissible, de résoudre un problème d’optimisa-
tion sous contrainte pour obtenir une solution approchée qui, lorsqu’on relâche la contrainte, et que
l’erreur sur les données diminue, converge en un sens plus ou moins faible vers la solution cherchée
[194, 262]. Ainsi envisagée comme une famille de problèmes d’approximation, la résolution des pro-
blèmes inverses devient, par un glissement de point de vue, l’outil principal de validation des modèles :
un exemple élémentaire est celui où on résout un problème aux moindres carrés pour tester la vraisem-
blance d’une régression linéaire. A cet égard, il est intéressant de constater que l’optimisation, dont
l’objet est par nature quantitatif, se trouve paradoxalement être l’outil d’évaluation qualitatif le plus
maniable : le fait de chercher un « meilleur modèle » (parfois au sens d’un critère choisi par commo-
dité mais que l’on n’est pas véritablement intéressé à minimiser) représente souvent le meilleur espoir
d’en trouver un convenable qui satisfait aux contraintes que l’on s’est donné a priori 12. De fait, l’ex-
plosion de la capacité de calcul et le développement de l’analyse numérique, qui ont permis de mesurer
ou de simuler des quantités considérables de phénomènes, c’est à dire de résoudre beaucoup de pro-
blèmes directs, a, dans des domaines variés, multiplié le nombre et la sorte de problèmes inverses qu’il
faut analyser pour exploiter les masses de données ainsi obtenues.

Pour ce qui est des systèmes d’évolution, prolongeant et diversifiant les efforts initiaux fournis
dans le domaine de l’identification (historiquement motivé par l’économétrie) et de l’« inverse scat-
tering » (originellement lié à la détection radar), on assiste aujourd’hui, nous semble-t-il, à une ten-
tative systématique de dominer les problèmes inverses associés à un certain nombre de phénomènes
physiques fondamentaux qui servent à mesurer ou à matérialiser les grandeurs. Ceux-ci comprennent
entre autres les écoulements (notamment pour l’aéronautique, la météorologie), la propagation des
ondes (notamment pour la sismique, la tomographie, les télécommunications), la diffusion et la ré-
sonance (notamment pour la détection radar, le contrôle des matériaux, la tomographie d’impédance,
l’électro-encéphalographie, la géophysique), sans compter les phénomènes hybrides faisant intervenir,
par exemple, des réactions chimiques ou des processus biologiques (notamment dans les sciences de
l’environnement et les sciences du vivant).

L’ampleur des domaines et des techniques concernés rendrait vain de vouloir en dresser ici fût-
ce une liste, et nous nous bornerons à quelques remarques générales qui servent notre propos. Tout
d’abord, il paraît clair que les progrès passent par un développement substantiel de la modélisation
physique à diverses échelles et des systèmes d’acquisition de données ; de ce fait ils nécessitent la col-
laboration de scientifiques d’horizons divers et la mise en place de partenariats étroits. Ensuite, le sujet

12On tend parfois à cacher ce faisant que l’optimalité globale est rarement garantie par les procédures numériques « d’opti-
misation », et qu’on ne sait pas toujours dans l’absolu ce que signifie « petit » quand on parle de l’erreur. Par ailleurs, certains
logiciels utilisant une méthode de relaxation, le résultat peut n’être ni optimal, ni même convenable, et ne pas respecter non
plus les contraintes.
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tire manifestement une partie de sa vitalité du développement intensif des techniques d’optimisation
et d’approximation fonctionnelle dont la floraison au cours des quinze dernières années, des méthodes
de quasi-Newton et de points intérieurs à la différentiation de code et au gradient de formes en passant
par le recuit simulé, les algorithmes « génétiques » et les approches symboliques, a suscité beaucoup
d’espoirs. La raison en est que les problèmes inverses s’abordent en pratique comme des problèmes
d’approximation, par souci de régularisation, comme nous l’avons dit, mais aussi parce que les mo-
dèles sont imparfaits et les données non seulement entachées d’erreurs mais souvent incomplètes. En
troisième lieu l’analyse harmonique, la théorie des fonctions et du potentiel ainsi que l’analyse spec-
trale sur les variétés ont eu et devraient encore avoir à jouer un rôle déterminant dans les progrès de la
discipline.

A ces égards, on assiste d’une part au recours massif à une approche directe de haut niveau, fondée
sur la discrétisation paramétrique des modèles et l’emploi de méthodes d’optimisation « génériques »
sur des critères assez simples à calculer en fonction des données via la résolution du problème direct, et
d’autre part à une analyse théorique plus approfondie de modèles, souvent simplifiés, posant des ques-
tions mathématiquement structurées (typiquement d’identifiabilité globale) dont une meilleure com-
préhension permet de progresser au plan de la conception des algorithmes. Mentionnons par exemple
qu’en optimisation de formes, l’existence même d’un gradient pose des problèmes épineux, notamment
au voisinage d’un changement topologique [271], ou encore que l’identifiabilité d’une conductivité dis-
continue à partir de données de Dirichlet-Neumann vient seulement d’être établie en dimension 2 [95],
cependant qu’on ne sait toujours pas caractériser les potentiels magnétiques de conducteurs homogènes
à partir d’observations loin de l’objet [184].

L’approche directe est mise en œuvre couramment depuis des années par les analystes numériciens
des équations aux dérivées partielles, sur des modèles dont le problème direct a été déjà abondam-
ment étudié (par exemple pour la résolution de problèmes de diffusion en milieux poreux [103], le
confinement du plasma [104], le contrôle non-destructif [244], ...) ; plus récemment elle a commencé
d’être adoptée par la communauté du traitement d’image [173, 227]. Ses atouts résident dans une
grande adaptabilité et le réemploi de nombreux outils ; ses faiblesses gisent dans son coût de calcul
(elle requiert maintes résolutions du problème direct et souvent de ses dérivées), dans sa sensibilité
à la discrétisation, sa raideur en présence de nombreux paramètres, dans la difficulté à prendre avan-
tage de la structure du modèle laquelle se perd souvent lors de la discrétisation, et dans son caractère
heuristique : on ne sait pas en général se garder des optima locaux, ni même garantir que l’optimum
global réalise une valeur avantageuse du critère. De plus, la discrétisation joue souvent implicitement
le rôle d’un procédé régularisant dont l’influence sur la solution n’est pas toujours contrôlée. Au futur,
cette approche sera probablement tributaire d’un perfectionnement et d’une dissémination des codes de
différentiation automatique, des progrès généraux de l’optimisation, autant que des méthodes de choix
des conditions initiales.

Les analyses théoriques spécifiques, quant-à-elles, concernent naturellement des problèmes proto-
typiques possédant une structure, dont on peut prendre avantage. Celle-ci ne se révèle souvent qu’à une
échelle de description simplifiée, où les modèles peuvent s’agréger jusqu’à devenir semi-physiques ;
la structure résulte aussi quelquefois d’une modification et d’un partitionnement du problème initial.
Ces efforts débouchent fréquemment sur des méthodes semi-explicites, dont le coût calculatoire est at-
trayant mais qui requièrent souvent des hypothèses fortes et dont la régularisation est parfois délicate.
Outre cela, l’inconvénient principal de ce genre de démarche est son manque de systématisme : il s’agit
au cas par cas d’un investissement de recherche qui demande du temps, de l’expertise, et qui n’est pas
toujours couronné de succès. Gageons cependant que cet investissement ira croissant de la part des
différents acteurs (industriels, agences de moyens, physiciens, mathématiciens, informaticiens, ingé-
nieurs, biologistes ...) dans les domaines à fort enjeu pour lesquels les approches directes, après avoir
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souvent permis de déblayer le sujet, ne permettront pas de progresser autant qu’on l’eût souhaité. C’est,
nous semble-t-il, dans cette « mince couche séparant le facile de l’impossible »13 que les acteurs de la
recherche devraient avoir un rôle important à jouer. Une fonction première de l’analyse approfondie
de modèles simplifiés est, croyons nous, de pourvoir en conditions initiales les méthodes directes et de
fournir des estimés rapides de leur gradient. Une deuxième est d’éclairer la géométrie de l’optimisation
et de mettre en évidence les variables et les quantités les plus relevantes, suggérant par là de nouvelles
manières de faire les mesures et de conduire les calculs. Une troisième enfin, fondamentale, est de don-
ner des résultats certifiés concernant un problème donné ou certains de ses sous-problèmes, notamment
des bornes sur l’erreur atteignable. Ceci est particulièrement important pour les méthodes harmoniques
qui sont sujettes au « principe d’incertitude », selon lequel on ne peut pas bien approximer à la fois une
fonction et sa transformée de Fourier [176].

3.5 Les problèmes inverses chez APICS

Les problèmes inverses auxquels APICS est naturellement amené à s’intéresser sont d’abord ceux
induits par les recherches de MIAOU en approximation analytique et méromorphe, à savoir les pro-
blèmes de potentiel inverses en dimension 2.

Rappelons que, étant donné un opérateur elliptique et une solution fondamentale de celui-ci, on
engendre un potentiel par convolution de cette solution avec une mesure. Le problème inverse est de
retrouver la mesure à partir de l’observation de son potentiel dans un sous-ensemble de l’espace am-
biant. C’est un problème très classique dont la considération pour le potentiel Newtonien remonte au
dix-huitième siècle. Une question aussi générale ne peut évidemment être résolue sans hypothèses
supplémentaires, et sur l’ensemble d’observation et sur la mesure [184]. Lorsque l’opérateur considéré
est le Laplacien en dimension deux, on a affaire à un potentiel logarithmique dont la dérivée par rap-
port à la variable complexe est l’intégrale de Cauchy de la mesure. Ce fait, qui fonde la connexion
bien connue entre la théorie du potentiel et celle des fonction holomorphes [239, 243, 264], explique
aussi pourquoi l’analyse complexe intervient dans ce contexte : la forme dérivée du problème inverse
consiste à retrouver une mesure connaissant son intégrale de Cauchy dans une partie du plan [128].

Le problème inverse du potentiel intervient naturellement en géophysique et en électromagnétisme
mais aussi, sous forme légèrement généralisée (car on observe le potentiel à l’addition d’une fonction
harmonique près), en contrôle non-destructif qui est l’un des domaines d’application visé par APICS
(cf. section 6.3). La première occurrence en est le problème de continuation analytique dans un disque
ou un demi-plan à partir de données incomplètes sur la frontière, que MIAOU avait abordé en introdui-
sant les problèmes extrémaux bornés (cf. section 3.1) pour l’identification fréquentielle. Dans ce cas
on connaît le support de la mesure (le cercle ou l’axe imaginaire) et les limites de la dérivée complexe
du potentiel de part et d’autre d’un sous-ensemble du support (i.e. la fonction à continuer d’un côté,
la limite nulle de l’autre). Les problèmes extrémaux bornés sont une manière d’aborder le problème
inverse en imposant une contrainte supplémentaire à la solution sur la partie non observée du support
afin de régulariser la situation.

Pour donner un exemple d’application, qui concerne des domaines plus généraux que des disques
ou des demi-plans, un problème extrémal posé avec une contrainte mixte couplant les parties réelles
et imaginaires de la fonction continuée constitue une formulation naturelle pour évaluer le coefficient
de Robin d’un problème de Dirichlet-Neumann [46, 45], un cadre classique pour le contrôle de cor-
rosion par observations électriques de surface [88]. Pour donner un autre exemple, plus prospectif, un
problème extrémal borné avec contrainte sur la composante intérieure de la frontière d’un domaine

13Nous empruntons cette métaphore à E. Rakhmanov.
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doublement connexe [250, 123], [40], devrait permettre d’aborder la détection de défauts d’analyticité
se produisant lorsque la frontière intérieure touche le support de la mesure et fournir une alternative aux
méthodes itératives fondées sur la résolution du problème direct [198]. En faisant varier cette frontière,
on peut espérer localiser ainsi des fissures, sources, interfaces entre couches de conductivité différentes,
qui sont typiques de certains modèles de contrôle non-destructif [154, 87, 93, 148, 110], d’exploration
fonctionnelle du cerveau [172, 143, 144], ou de tomographie d’impédance [197, 183, 138, 127, 205,
111].

La deuxième occurrence du problème inverse pour le potentiel logarithmique dans les travaux de
MIAOU est l’approximation rationnelle ou plus généralement méromorphe de fonctions analytiques
dans le demi-plan ou le disque (cf. section 3.1). En effet une telle fonction est la dérivée d’un potentiel
(i.e. une intégrale de Cauchy) et, puisque les fractions rationnelles sont elles-mêmes les dérivées de po-
tentiels de mesures discrètes, l’approximation rationnelle dans les classes de Hardy peut se voir comme
un problème de discrétisation optimale d’une mesure, le nombre de masses étant fixé, au sens d’une
norme de Sobolev pour les potentiels ; l’approximation méromorphe peut s’interpréter de la même ma-
nière à l’addition près d’un second potentiel, dont le support connu entoure l’ensemble d’observation
et qu’on ne cherche pas à discrétiser. Ce point de vue, peut-être dû au projet [20], permet d’aborder
de façon tautologique les situations dans lesquels la mesure sous-jacente est d’ores et déjà supposée
discrète [143, 119], au moins au premier ordre [7], [144]. Pour traiter cas plus généraux, il faut savoir
relier la distribution des masses d’une discrétisation « optimale » avec la mesure définissant le poten-
tiel, et c’est là que les travaux de MIAOU sur le comportement asymptotique des pôles et des erreurs en
approximation méromorphe et rationnelle trouvent un terrain d’application lorsque le support de cette
mesure est de dimension 1. En effet, lorsque ce support est un contour symétrique pour le potentiel de
Green et que sa densité est suffisamment régulière, il en résulte (cf. sections 3.1 et 5.1.4) que les pôles
des meilleurs approximants convergent vers ce contour avec une densité asymptotique qui est la me-
sure d’équilibre. Par déformation, il devient alors possible de localiser les extrémités du support dans
un certain nombre de situations qui « ne diffèrent pas trop » du cas symétrique. Une application de ces
idées à la détection de fissures par mesures thermiques ou électriques de surface à partir d’une obser-
vation générique de l’application « Neumann-donne-Dirichlet » a été développé sous des hypothèses
d’analyticité [20, 25, 68] (cf. section 6.3), cependant que le cas plus général de fissures polynômiales
par morceaux, qui reste pour à étudier, devrait pouvoir se traiter d’après [33]. Ceci peut s’interpréter
comme un aspect quantitatif particulier d’un programme plus vaste et plus profond tendant à recons-
truire une surface de Riemann connexe étant donné la correspondance « Dirichlet-donne-Neumann »,
lequel s’étend aux dimensions supérieures pour les variétés analytiques réelles compactes [208]. Com-
parée à d’autres approches semi-explicites du même problème [93, 110], la méthode donne sous des
hypothèses assez fortes des renseignements partiels (localisation des points anguleux et des extrémités)
de manière plutôt stable pour un coût de calcul très faible ; elle a typiquement pour vocation d’aider
à initialiser une méthode directe exigeant davantage de calculs. L’algorithme s’applique de façon plus
directe encore à la détection de sources ponctuelles dipolaires [7]. Le projet APICS fera face ici à un
travail important de rédaction et d’implémentation pour mettre au point le cas polynômial par mor-
ceaux. Ceci fait, il compte étudier le cas de fissures non-analytiques, et le cas d’inclusions qui est aussi
celui de la tomographie d’impédance pour une conductivité constante par morceaux. Ces questions
sont certainement difficiles : la première dépend vraisemblablement d’estimés d’erreur plus fins que
ceux dont on dispose actuellement, et la seconde est liée à la localisation des zéros de certains poly-
nômes orthogonaux non-hermitiens sur le cercle alors que, même dans le cas d’une mesure positive et
régulière, l’asymptotique n’en est pas connu en général14. En outre, APICS sera amené à rendre effec-

14On sait seulement que les zéros sont dans le disque et que les points d’accumulation de la mesure de comptage ont pour
balayage sur le cercle la mesure de Lebesgue [255].
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tive l’approximation rationnelle et méromorphe sur d’autres domaines que le disque ou le demi-plan.
Une possibilité serait d’utiliser la transformation conforme de manière numérique ; sans envisager vé-
ritablement de recherche sur ce sujet déjà fort développé [206], le nouveau projet devra consentir un
investissement pour acquérir des compétences sur cet aspect de la théorie constructive des fonctions où
il n’a pas d’expérience. Le projet APICS pense également considérer des conductivités non-constantes,
pour lesquelles l’analyticité reste un outil possible en contrôle non-destructif [89]. La situation du pro-
blème inverse de la conductivité elle-même est plus délicate, comme en témoigne l’état des recherches
sur l’identifiabilité globale [95, 118, 221]. De façon générale, une conductivité variable fait interve-
nir une équation de Beltrami plutôt que de Cauchy-Riemann (application quasi-conforme plutôt que
conforme), et il est nécessaire de réfléchir plus avant à la possibilité d’adapter à ce cas les techniques
de l’approximation.

Nous n’avons mentionné jusqu’ici que des techniques planes qui supposent, pour être applicables
en dimension 3, une symétrie axiale. Il est cependant intéressant de constater que l’analyse d’un pro-
blème de sources 3D dans une sphère peut se ramener sur des tranches 2D à une famille de problèmes
qui ne sont plus des problèmes de sources mais auxquels les algorithmes de détection de fissures
précédents s’appliquent [21]. Le projet APICS compte exploiter ce fait sur les modèles simplifiés de
magnéto-électro-encéphalographie (MEEG) qu’il étudiera dans le cadre de l’ACI « OBS-CERV », et
le généraliser à certaines déformations explicites de la sphère, que ce soit par transformation conforme
dans les tranches planes ou bien directement, par projection et extension harmonique, ou par une autre
voie encore. Par ailleurs, et indépendamment, la question de la discrétisation optimale d’un potentiel
de Newton en dimension 3 se pose tout aussi bien que celle d’un potentiel logarithmique en dimension
2, même si on ne dispose plus alors de la puissance calculatoire de l’analyse complexe pour l’aborder.
Le projet APICS souhaite approfondir cet aspect des choses. Il serait particulièrement intéressant d’in-
vestiguer dans ce contexte un analogue de la théorie AAK sur la boule, dans lequel les projections de
Riesz peuvent être définies classiquement [256] mais où la difficulté provient de l’absence de structure
multiplicative. Une piste, encore vague à ce stade, serait peut-être fournie par l’analyse quaternionique
[259]. Mentionnons que le problème d’une conductivité variable en dimension supérieure ou égale à 3
est plutôt délicat ; l’identifiabilité n’est par exemple établie que sous des conditions de régularité assez
fortes [261].

D’autres problèmes inverses 2D sur lesquels APICS pourrait être actif à long terme sont ceux liés
à l’équation de Helmholtz, qui gouverne par exemple le problème de l’inverse scattering lorsqu’on
linéarise l’équation d’Euler autour d’une solution stationnaire et que l’on suppose la densité constante
[194]. La situation où l’on connaît l’onde incidente et où on observe le champ lointain est assez simi-
laire aux problèmes inverses du Laplacien, mais la solution fondamentale qui définit le potentiel est
bien sûr différente. Dans le cas plan, il faut remplacer le logarithme par une fonction de Hankel de
première espèce [131] et, comme leurs comportement au voisinage des singularités est le même, il est
possible que l’approximation rationnelle joue un rôle similaire à celui que l’on suppute dans le cas
d’inclusions. Cependant, un travail considérable reste nécessaire pour vérifier ce point. Par ailleurs, le
cas plan est ici encore celui d’une symétrie axiale, et l’examen de véritables problèmes 3D paraît pour
l’instant assez lointain. Le projet APICS ne compte pas être actif à court terme dans cette direction.

Mentionnons pour finir un autre type de problème inverse où l’approximation rationnelle et méro-
morphe semble pouvoir jouer un rôle intéressant. Il s’agit des problèmes de moments bidimensionnels,
issus de l’inversion de la transformée de Radon [178], qui interviennent notamment en tomographie
[180, 220]. En bref, certains domaines plans, à savoir les domaines de quadrature pour les fonctions
analytiques [85], sont caractérisés par le fait qu’une certaine transformée exponentielle de la série des
moments en deux variables conjuguées de leur fonction caractéristique est rationnelle à l’infini, de
dénominateur séparable [237]. Partant, des algorithmes de reconstruction relevant de l’interpolation

20



bivariable ont été proposés pour retrouver l’équation d’un tel domaine (qui est un polynôme en deux
variables conjuguées) à partir de la série des moments ; en outre, la densité de ces domaines parmi
les domaines bornés généraux (au sens de la distance de Hausdorff [170]) permet, sous des hypo-
thèses d’analyticité, d’associer à certaines approximations rationnelles de la transformée exponentielle
d’un domaine des approximations de celui-ci par des domaines de quadrature [171]. Ici, le type d’ap-
proximation est particulier : la rationalité est en deux variables conjuguées à dénominateur séparable.
Pourtant, la situation est remarquablement similaire à celle du problème inverse du potentiel, et appelle
la question de savoir quelle efficacité aurait une approximation rationnelle ou méromorphe optimale
de ladite transformée exponentielle sur une frontière distinguée entourant le domaine que l’on veut
reconstruire. C’est là un type de problème d’approximation nouveau, dont certaines formulations sont
quasi-convexes, et sur lequel APICS envisage de travailler à moyen terme. Notons que les domaines de
quadrature sont liés à l’injectivité de la représentation des potentiels de double couche [141] de sorte
que ces recherches concernent aussi, en un sens, les problèmes inverses du Laplacien en dimension 2.

L’étude des problèmes inverses sera importante pour APICS alors qu’elle n’était qu’émer-

gente15dans MIAOU. Le projet APICS se concentrera, à court et moyen terme, sur les problèmes

liés à la discrétisation du potentiel de Laplace, le modèle qui en est fourni par l’approximation

rationnelle ou méromorphe, et ses généralisations possibles à la dimension 3. Les applications

visées sont le contrôle non destructif, et la détection de sources notamment pour la MEEG. Les

problèmes de moments en tomographie et particulièrement l’usage de l’approximation ration-

nelle pour l’inversion approchée de la transformée de Radon seront également une priorité à

moyen terme pour APICS. A plus long terme, le projet pourrait se pencher sur des questions

analogues en conductivité variable, ainsi que sur l’inversion du potentiel de Helmholtz pour

l’inverse scattering.

3.6 Linéarisation exacte, platitude, classification

Les considérations qui suivent recoupent celles de la section 3.3, mais la motivation diffère. Suppo-
sons un problème de contrôle posé, avec un modèle réputé convenable ; y a-t-il un modèle plus simple,
équivalent, qui permette de résoudre plus aisément la question ? C’est une interrogation récurrente dans
nombre de situations : tout le monde tombe d’accord sur le fait qu’un choix de variables intelligent pour
décrire un problème donne souvent la moitié de la solution !

Particulièrement bien connus sont les systèmes linéaires. Les problèmes de linéarisation exacte
sont ceux de savoir si un modèle donné est un système linéaire déguisé par certaines transformations.
Une transformation par « feedback dynamique », pour les systèmes de contrôle, donne les « an-
ciens » contrôles comme la sortie d’un système dynamique prenant en entrée l’état et les « nouveaux »
contrôles, puis effectue un changement de coordonnées sur l’ensemble. Une telle transformation a elle-
même un état en tant que système dynamique ; la taille de cet état (ordre du système dynamique) est a
priori arbitraire. Le problème de la linéarisation dynamique, non résolu à ce jour, est celui de trouver
des conditions explicites sur un système pour qu’existe une transformation par feedback dynamique
qui le rende linéaire et contrôlable. La difficulté mathématique essentielle est que la transformation par
feedback dynamique possède un état dont la dimension n’est pas connue à l’avance.

On dit qu’un système est différentiellement plat [151] si il existe un certain nombre de fonctions
de l’état et des dérivées de la commande —on les appelle des sorties plates— qui ne sont liées par au-
cune équation différentielle, et qui « paramètrent toutes les trajectoires ». Il est montré dans [151] qu’un
système plat est linéarisable par feedback dynamique, la réciproque étant vraie sous des hypothèses de

15Ou ne recouvrait que la déconvolution mono-dimensionnelle.
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régularité et d’inversibilité des transformations dynamiques mises en jeu (voir la note de bas de page
numéro 22 à la section 5.3.2). Cette propriété de paramétrage « libre » de l’ensemble des solutions a
en elle-même un intérêt au moins aussi important pour la commande que l’équivalence à un système
linéaire : elle fournit par exemple des solutions simples aux problèmes de planification de trajectoire
car l’ensemble des trajectoires peut être décrit sans intégrer d’équation différentielle. Un bon exposé
des applications de la platitude est donné par exemple dans [215].

La question fondamentale reste cependant ouverte de décider de façon algorithmique si un système
donné est plat. Ce problème est en un sens un peu mieux posé que celui de la linéarisation dynamique,
mais la principale difficulté demeure : de même qu’on ne savait pas borner a priori la taille d’un
feedback linéarisant, on ne sait pas davantage borner le nombre de dérivées des contrôles dont peuvent
dépendre les « sorties plates ».

Les auteurs de [151] eux-mêmes ont relié cette question à des travaux du début du vingtième siècle
[121, 181] sur la possibilité de donner la solution générale d’un système d’équations différentielles
sous-déterminé en fonction d’un certain nombre de fonctions du temps arbitraires. Si l’on voit un
système d’équations différentielles sous-déterminé comme un système de contrôle, l’équivalence par
feedback dynamique est très voisine de l’équivalence absolue d’É. Cartan.

Le projet MIAOU a investi dans la formalisation de la platitude des systèmes analytiques, loca-
lement autour d’un équilibre. En introduisant une valuation ad hoc [3], il a obtenu une filtration de
dimension finie des équations correspondantes et constaté l’intégrabilité formelle de celles-ci, cepen-
dant qu’une condition nécessaire serait l’existence d’une vraie solution. En parallèle, V. Chetverikov
dans [129] a obtenu une condition nécessaire et suffisant d’un type un peu différent, à laquelle il est
tentant d’appliquer la filtration valuée précédente. Le rapprochement de ces points de vue laisse espérer
des progrès concernant la caractérisation de la platitude, qu’APICS compte réaliser.

MIAOU s’est aussi intéressé à la classification par feedback statique, sans régularité autre que
topologique de la transformation ; il est montré par exemple dans [9] que l’équivalent du Théorème
de Grobman-Hartman pour les systèmes de contrôle est essentiellement faux, c’est à dire qu’un sys-
tème « générique », localement autour d’un point d’équilibre « générique », n’est généralement pas
équivalent topologiquement à son linéarisé puisqu’en réalité l’équivalence topologique entraîne l’équi-
valence par un feedback statique aussi lisse que le système lui-même, et il est connu que cette propriété
est très rare. On peut d’ailleurs se demander, et c’est là un point intriguant, si le fait que l’équiva-
lence topologique entraîne (génériquement) l’équivalence différentiable reste vrai pour des classes de
conjuguaison par feedback statique plus générales que celles des systèmes linéaires. Il est d’autres
conclusions en apparence plus positives de cette recherche, comme le fait que la linéarisation peut être
obtenue sous des conditions très faible mais en « boucle ouverte » [9]. Toutefois la nature de telles
transformations reste pour l’instant obscure et APICS ne fonde pas de projet de recherche précis sur ce
point.

A moyen terme, APICS souhaite faire fructifier les travaux de MIAOU sur la caractérisation

de la platitude16. Il est possible que les outils développés débouchent sur une implémentation

dans un système de calcul formel. Ce sujet intensifierait alors une collaboration pour l’instant

informelle avec le projet CAFE. Des travaux plus généraux sur l’équivalence topologique ou les

invariants par feedback dynamique pourraient également être envisagés dans le long terme.

16Dans le cadre d’une collaboration naissante avec V. Chetverikov, de l’Université Baumann à Moscou.
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3.7 Feedback, stabilisation, contrôle optimal

Il y a eu, dans MIAOU, d’importants travaux sur la stabilisation non-linéaire. En collaboration avec
le projet ICARE, on a notamment introduit l’idée de feedbacks temps-variants [48, 70, 71, 74], avec
des applications à des systèmes mécaniques (robots mobiles) [60, 67, 72]. Ces travaux se sont ensuite
orientés plutôt vers la recherche de fonctions de Lyapunov contrôlées17 [50, 51, 52], qui constituent
un outil pour étudier et assurer la robustesse de la stabilisation. Nous exposons dans cette section
les nouvelles directions de ces travaux dans APICS, qui sont centrées sur les ponts à lancer entre la
stabilisation et la commande optimale.

Le contrôle optimal [233, 210, 191] est une branche du calcul des variations [160, 120]. Ce qui en
fait une discipline appliquée, c’est la nécessité de calculer réellement les commandes qui produisent
ces trajectoires optimales ou des trajectoires proches.

Il est frappant de constater que les manuels d’automatique non-linéaire à l’usage des ingénieurs
—voir par exemple l’ouvrage [185], une référence en la matière— mentionnent à peine le contrôle
optimal ; on parle même souvent de ce dernier comme d’une discipline déconnectée de l’automatique.
Pourtant, si minimiser un coût ne doit pas être un obsession, il existe de nombreux cas concret dans
lesquels un critère à optimiser s’impose naturellement.

Le calcul d’une trajectoire optimale en « boucle ouverte », produite par un contrôle qui est fonction
du temps, est déjà une tâche difficile y compris numériquement. L’obtention d’une synthèse optimale

—un moyen de calcul en fonction de l’état et non plus du temps de la commande optimale— est plus
ardue encore, car il n’existe pas de moyen systématique pour l’obtenir (la calculer numériquement n’a
pas de sens ; seule une bonne compréhension du système à contrôler et de sa géométrie, permet de
l’obtenir, tout au moins partiellement), et de plus la manière dont le contrôle dépend de l’état est est en
général très irrégulière.

Nombre de recherches en commande optimale, au sein de la communauté scientifique, concernent
la nature des contrôles optimaux et la structure de la synthèse dans les cas génériques [105, 202, 260].
Force est de constater que la majorité de ces travaux montre l’incroyable complexité de cette structure.
La recherche d’une synthèse ne se fait vraiment que sur des exemples ou des classes d’exemples, et de
cas concrets.

Il y a eu aussi des travaux sur les stratégies « sous-optimales », dont le but est d’obtenir un contrôle
sous forme de feedback, aussi régulier que possible, qui ne soit pas nécessairement optimal mais proche
(au sens du coût) de l’être. Cette approche, qui paraît frappée au coin du bon sens, est largement
invoquée en pratique à ceci près que l’on a pas vraiment de moyens de s’assurer que l’on est « à peu
près » optimal, les méthodes de construction de ces feedbacks que l’on dit « sous-optimaux » n’ayant en
général aucune parenté avec le problème de contrôle optimal. Il semble qu’il faille en réalité parvenir à
une compréhension suffisante de la synthèse pour pouvoir « l’approximer » en un sens approprié, une
problématique pour laquelle il n’est pas de méthode systématique et qui ramène à la question initiale
d’étudier le contrôle optimal lui-même.

Fonctions de Lyapunov contrôlées. Les fonctions de Lyapunov sont un outil bien connu pour
l’étude de la stabilité des systèmes dynamiques non contrôlés. Pour un système contrôlé, on appelle
Fonction de Lyapunov contrôlée une fonction qui est de Lyapunov pour le système bouclé par une
certaine commande. Ceci se traduit par une inéquation différentielle que l’on appellera « Équation

17En anglais : clf.
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d’Artstein [94] », et qui ressemble à l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellmann mais est largement sous-
déterminée. On peut déduire de la connaissance d’une fonction de Lyapunov contrôlée des feedbacks

stabilisants de manière très commode.

L’obtention de fonctions de Lyapunov contrôlées n’est pas une fin en soi mais :
– cela peut être la première étape de la synthèse d’une commande stabilisante ;
– si une commande stabilisante est déjà connue, l’obtention d’une fonction de Lyapunov contrô-

lée peut être très utile pour étudier la robustesse de la stabilisation, ou pour rendre la loi de
commande initiale plus robuste ;

– si il est important d’optimiser un critère et que la solution optimale est difficile à mettre en place,
on peut rechercher une fonction de Lyapunov contrôlée « proche » de la fonction valeur du
problème de contrôle optimal, qui conduise à une commande stabilisante plus aisée à mettre en
œuvre et d’un coût (au sens du critère) voisin de l’optimum.

Certains travaux menés dans le projet MIAOU ont consisté à partir d’objets qui sont « presque » des
fonctions de Lyapunov contrôlées, et qui sont explicitement descriptibles, à les déformer de manière
constructive en fonctions de Lyapunov contrôlées ou, au contraire, à montrer le cas échéant qu’une telle
construction n’est pas possible. Dans [50], ces objets sont soit des intégrales premières[51], que l’on
ne peut pas faire décroître strictement, soit des fonctions qui ont les caractéristiques de décroissance
voulues mais ne sont pas lisses [52].

Le contrôle optimal n’était pas en soi un champ d’investigation du projet MIAOU, dont l’activité

en contrôle s’orientait plutôt vers la construction de fonctions de Lyapunov contrôlées pour

la stabilisation. Toutefois, le travail [50] tendait à tracer un parallèle entre la stabilisation

et le contrôle optimal, et APICS souhaite investir davantage dans le rapprochement des deux

points de vue. Les recherches méthodologiques seront, dans un futur proche, guidées par une

application au domaine spatial (voir section 6.4) à savoir le transfert d’orbite en faible poussée,

où le coût à minimiser a une importance cruciale.

4 Développements logiciels

Comme beaucoup de projets de recherche en mathématiques appliquées, MIAOU a développé des
codes de programmes numériques pour au moins deux raisons :

– la validation à usage interne des algorithmes issus de la théorie et l’alimentation en retour de
cette dernière par les expériences numériques,

– la diffusion des résultats de la recherche lors de collaborations extérieures.
Si un code peut voir le jour pour la première raison et finir son cycle de développement pour la
deuxième raison, l’activité de programmation n’est pas exactement la même dans les deux cas. Le
premier participe du va et vient qui s’établit entre la description mathématique d’un algorithme et sa
matérialisation sous forme de code, dans lequel la théorie trouve son compte. Il faut alors dévelop-
per du code performant mais plutôt prototypique. Le deuxième cas, où l’on développe une application
destinée à être exportée, réclame une discipline supplémentaire de suivi et d’assistance à l’utilisateur
final, impliquant une standardisation du code et un travail de documentation, souvent aussi l’ajout de
fonctionalités spécifiques de l’application en question qui ne sont pas nécessairement des produits de la
recherche du projet. Le code prend de ce fait un caractère plus figé, se décline en versions successives,
et se dote généralement d’un interface avec l’utilisateur plus sophistiqué.

Le projet MIAOU a expérimenté ces deux types de production. Tout d’abord, l’activité en théo-
rie des fonctions a donné naissance à plusieurs algorithmes concernant notamment l’extrapolation de
données fréquentielles par résolution de problèmes extrémaux bornés ou l’approximation rationnelle
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par optimisation sur la variété des matrices de transfert stables de degré donné, cf. section 3.1. Ceci a
donné naissance à des codes numériques dont le logiciel hyperion, écrit en C puis C++ cf. section
4.4, est la forme la plus intégrée, et numériquement la plus performante. Ce logiciel a été exporté à
l’IRCOM et au CNES, aux Université de Lille et d’Orsay, au CMA de l’École des Mines de Paris à
Sophia-Antipolis, et vendu à Alcatel-Space (centre de Toulouse). Soulignons qu’hyperion est bien
davantage qu’une bibliothèque de programmes dédiés à l’identification fréquentielle : c’est un système
généraliste doté d’un interprète de commandes symboliques et d’une arithmétique puissante hérités
du logiciel Sisyphe [158]. Ensuite, à mesure que se développait la collaboration avec le CMA de
l’ENSMP concernant l’optimisation d’OMUX et les problèmes inverses, à mesure aussi que s’étoffait
le transfert auprès d’Alcatel pour le filtrage hyperfréquences, il est apparu qu’hyperion, avec toute
la qualité de ses algorithmes, manquait de fonctionalités autant que de documentation, et que l’effort
nécessaire pour les lui conférer était trop grand pour MIAOU dont la vocation générale n’était pas de
faire de la programmation système. Son développement a donc été arrêté et, à partir de ce moment,
le projet a développé ses algorithmes sous matlab qui était à la fois d’un confort appréciable pour
la programmation et largement répandu dans le milieu des utilisateurs visés. C’est dans ce langage
que des versions en variables d’état des algorithmes d’approximation rationnelle ont vu le jour via

le logiciel RARL2, livré à Alcatel-Space (centre de Toulouse) ainsi qu’à l’IRCOM, et que des modes
de complétion dédiés à la détermination des retards ont été ajoutés à la panoplie existante au sein du
logiciel PRESTO-HF, qui encapsule à la fois RARL2 et hyperion.

La question à laquelle le projet APICS doit maintenant faire face est double : comment capita-
liser les acquis algorithmiques de MIAOU d’une part, et quelle politique logicielle adopter au futur
d’autre part. Ces choix doivent aussi être arrêtés concernant les outils de production et de manipulation
des documents scientifiques auxquels MIAOU a consacré une énergie appréciable au cours des deux
dernières années.

4.1 Valoriser les développement algorithmiques de MIAOU

Les procédés de complétion et d’approximation rationnelle développés par MIAOU sont assez ver-
satiles pour intéresser divers aspects des sciences de la modélisation, cependant qu’arl2 (hyperion) et
RARL2 sont, à notre connaissance, les codes d’approximation rationnelle matricielle à degré donné les
plus efficaces disponibles aujourd’hui sur le marché du logiciel. Bien qu’ils aient été développés de
manière expérimentale, en liaison avec l’identification des dispositifs hyperfréquences, pour prouver
la faisabilité d’approches extrémales en théorie des fonctions, la question se pose de leur diffusion
auprès d’un public plus large. Bien qu’APICS n’ait pas plus que MIAOU vocation à réaliser et main-
tenir des développements logiciels d’ampleur, des opportunités peuvent par exemple être recherchées
de transférer ces algorithmes au sein de plates-formes à vocation généraliste. Une occasion naturelle
à cet égard est la naissance du consortium Scilab, sous l’égide, entre autres, de l’INRIA. Le portage
des algorithmes d’hyperion dans Scilab est certes délicat, notamment les algorithmes assez com-
plexes d’approximation rationnelle : hyperion est écrit en C++, utilise en certains endroits une arith-
métique étendue, et possède ses propres structures de données incompatibles avec celles de Scilab.
Néanmoins, selon l’intérêt manifesté par le consortium, il serait envisageable d’entreprendre l’effort
de programmation correspondant pour pérenniser les algorithmes. Pour ce qui est des codes matlab,
leur syntaxe est suffisamment voisine de celle de Scilab dans les parties purement algorithmiques
pour que le portage, tout en représentant une somme de travail appréciable, figure a priori parmi les
objectifs d’APICS.

D’autres occasions de transfert pourraient également se présenter par le biais de réseaux européens
comme ERNSI (European Research Network on System Identification, cf. section 7.2, point 7), et
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sous d’autres architectures logicielles encore. Le public visé serait grosso modo le même, à savoir
des équipes de recherche et de développement en Identification, en Automatique et en Traitement
du Signal, universitaires, institutionnelles ou industrielles. Par ailleurs, APICS devrait connaître de
nouvelles situations propices au transfert des algorithmes de MIAOU au sein de la communauté micro-
ondes avec laquelle il entretient des liens via l’IRCOM, le CNES, et le cycle des congrès internationaux
du domaine. Toutefois, bien qu’il compte rester attentif à de telles opportunités, le futur projet ne
cherchera pas systématiquement à les provoquer.

Le projet APICS étudiera les possibilités de transférer à moyen terme les codes d’approximation

développés par MIAOU à des plates-formes logicielles existantes jouissant d’une large diffusion

et, plus généralement, considérera au cas par cas les occasions de faire migrer ses outils vers

d’autres sphères d’utilisateurs que la communauté des hyperfréquences.

Pour ce qui est de la partie système et notamment l’interprète d’hyperion, le projet envisage de le
mettre en accès libre, par exemple sous une licence de type GNU.

4.2 MIAOU et les formats de documents scientifiques

Une partie croissante de la ressource humaine du projet MIAOU a été consacrée au développement
et à la maintenance d’outils pour manipuler, créer ou convertir des documents scientifiques à différents
formats (LATEX, HTML, XML, etc.) du domaine public (on exclut des formats propriétaires comme
Word) ; il a également assuré une veille technologique dans des secteurs sensibles (pdfTEX, MathML,
preview-latex). Soulignons que la publication électronique à l’Inria a pris de l’importance, d’autant
plus que les rapports de recherche Inria ne sont plus diffusés sous forme papier. Ces développements
se sont faits principalement à l’occasion de la publication du rapport d’activité de l’Inria sur le Web
(raweb) [58].

L’avènement de TEX [195] a été une véritable révolution dans le domaine de l’édition scientifique.
D’une part, la qualité typographique des sorties est excellente, mais de plus, le format dvi (inventé par
David R. Fuchs en 1979) est d’une grande stabilité (les fichiers dvi créés il y a 20 ans sont encore
lisibles, modulo une substitution de fontes). Regarder un document sur un écran, plutôt que l’imprimer
et le lire sur papier ou, mieux encore, pouvoir lire un document composé il y a quelque minutes dans un
pays étranger et envoyé par courrier électronique, ont modifié considérablement la façon de travailler
des chercheurs.

D’un autre côté, le standard de fait est le logiciel LATEX de Leslie Lamport [207], qui a bénéficié en
1994 de l’aide de nombreux chercheurs européens (autour de Frank Mittelbach) lors du passage à la
version 2ε. Il est entièrement compatible avec PDF (un format plus universel, et plus moderne que le
format dvi) grâce aux travaux de Hàn Thế Thành. De cette façon, on peut mettre une version entière-
ment formatée du rapport d’activité de l’Inria sur un support aussi petit qu’un CD-rom (l’équivalent de
3000 pages au format A4), et lisible sur tout ordinateur personnel. On utilise pour cela XML comme
langage intermédiaire, et comme XML n’est pas fait pour être lu par des humains, on utilise des outils
de traduction comme XSLT [192] pour produire la version HTML et pdfTEX pour engendrer la version
PDF. Une contribution du projet MIAOU à cette traduction structurée a été l’écriture du logiciel Tralics

[59] qui transforme un texte LATEX en un document XML. Ce traducteur, qui a déjà permis en 2002
la confection du rapport d’activité de l’Inria, fait aujourd’hui partie du package Raweb distribué par
la DISC. A quelques détails près qui restent à améliorer, le projet considère qu’il s’agit d’un transfert
essentiellement achevé, cependant que la DISC devrait se préoccuper de la diffusion de Tralics.

Le projet APICS relaiera la veille technologique assurée par MIAOU dans le domaine de la ma-
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nipulation de documents scientifiques18, tout en assurant le suivi des logiciels créés par MIAOU,

en particulier Tralics. Toutefois, le nouveau projet n’envisage pas au futur de nouveaux déve-

loppements dans ce domaine.

4.3 Le développement logiciel chez APICS

Le nombre de sujets de recherche exigeant de développer du code ainsi que le nombre des acteurs
concernés allant croissant de MIAOU à APICS, ce dernier est amené tout à la fois à diversifier la nature
de ses réalisations logicielles et à définir un minimum d’inter-opérabilité entre elles. Dans le domaine
de l’approximation, de l’identification fréquentielle et des problèmes inverses, matlab a été retenu
comme interprète commun aux différents codes. Ceci n’impose pas un langage de programmation en
particulier mais demande à chaque développeur de rendre accessible ses réalisations les plus impor-
tantes depuis le langage de commande matlab, par exemple par un mécanisme client/serveur. Le but
avoué de cette manière de faire est de constituer à terme une bibliothèque de procédures de « haut
niveau » en analyse harmonique, en approximation, et en optimisation fréquentielle, qui capitalise le
savoir faire du projet dans ces domaines et permette à de nouveaux développements (cf. 4.3) de voir le
jour sans devoir recoder à partir de rien. Un autre élément de la politique de programmation du projet
APICS sera l’usage du système de literate programming noweb. Celui-ci permet de commenter les
programmes en LATEX, et non plus en ASCII simple, et ce de manière essentiellement indépendante du
langage utilisé grâce aux travaux de Ramsey [238] (hyperion avait quant à lui été écrit en C++web et
le projet MIAOU a déjà développé une version de web pour le langage utilisateur de hyperion).

Le choix de matlab s’explique ici par l’importance des bibliothèques de programmes auxquelles
il donne accès ainsi qu’à sa très large diffusion dans la communauté mondiale du traitement du signal.
Compte tenu de la création récente d’un consortium auquel l’INRIA participe, il est sans doute appro-
prié de commenter spécifiquement la position d’APICS à l’égard de Scilab. Ce dernier ne paraissait
pas assez fiable pour les besoins du projet à l’époque où le choix de matlab a été fait, mais les deux
langages bien qu’incompatibles sont cependant assez proches dans les parties purement algorithmiques
pour envisager, le cas échéant, une traduction de certains codes d’un système vers l’autre ou même au
futur des développements conjoints. Par exemple, nous expérimentons la réécriture conjointe de RARL2
sous matlab et Scilab, le tout sous le système de documentation de code noweb. De plus, le projet est
favorable pour certains codes à ce qu’ils soient en accès libre (sources disponibles pour tout le monde).
Aussi APICS reste-t-il ouvert à participer, dans la mesure où son spectre scientifique le lui permet,
aux efforts de la communauté Française dans le domaine des outils logiciels pour l’Automatique et le
Traitement du Signal via le système Scilab.

Parmi les aspects du sujet susceptibles d’être le lieu de développements logiciels conséquents en
vue de constituer la bibliothèque évoquée ci-dessus, on peut recenser les suivants.

– La continuation analytique ou méromorphe sous diverses formes, notamment les problèmes ex-
trémaux mixtes ou à partie imaginaire bornée, et la discrétisation numérique des équations spec-
trales pour les opérateurs de Hankel et de Toeplitz qui servent à leur résolution (cf. section 5.1.1).

– La mise au point, pour les problèmes extrémaux bornés, d’outils permettant de contrôler la ré-
gularité des approximants via le choix du comportement de référence.

– L’approximation rationnelle ou méromorphe dans les espaces de Hardy en une variable, scalaire
et matricielle (cf. section 5.1.3), notamment des versions pondérées (qui pourraient amener à
développer une base de données de poids) et intégrant des contraintes sur l’approximant, par
exemple être une fonction de Schur ou satisfaire certaines contraintes d’interpolation comme

18L’un de ses membres continuera notamment d’être le correspondant LATEX de l’UR de Sophia-Antipolis.
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c’est le cas en filtrage, ou encore satisfaire certaines relations directionnelles entre les résidus
comme il semble raisonnable de l’imposer en détection de fissures (cf. section 6.3).

– L’approximation par des fractions rationnelles ayant pour coefficients des exponentielles afin de
modéliser les retards.

– L’approximation rationnelle ou méromorphe en deux variables à dénominateur séparable, no-
tamment sur le tore qui est le cas intervenant dans les problèmes de moments liés à l’inversion
de la transformée de Radon (cf. section 5.1.3).

– La possibilité de développer les fonctions sur d’autres bases que celle de Fourier (en supposant
pour fixer les idées que l’on travaille sur le cercle), par exemple des bases rationnelles dont les
pôles se concentrent sur les bords de bande. En effet, les problèmes de complétion n’étant pas
symétriques par rapport à la bande passante, l’usage de bases uniformément distribuées en fré-
quence n’est pas toujours judicieux pour les résoudre ; et en approximation rationnelle, de telles
bases permettent d’encoder plus efficacement les fonctions qui n’ont pas de symétrie circulaire,
e.g. celles possédant une singularité frontière comme les transferts à puissances fractionnaires
des processus à longue mémoire et de certains systèmes diffusifs. L’usage de bases de ce type
exigeant généralement le contrôle du nombre de chiffres significatifs des coefficients, il pourrait
conduire à utiliser des bibliothèques de calcul en grande précision.

– La mise en place de procédures permettant de travailler sur d’autres contours que le cercle ou
la droite, par transformation conforme ou calcul direct dans des bases adaptées (par exemple les
polynômes de Szegö du contour).

– Les procédures de réalisation des matrices de transfert sous diverses contraintes, notamment
de symétrie et de type Schur pour le paramétrage des systèmes dissipatifs (cf. section 5.1.5),
mais aussi sous des contraintes géométriques de couplage des états pour la détermination de
paramètres physiques de filtres (section 5.1.5). Ce dernier point conduit à l’utilisation de calcul
symbolico-numérique pour la résolution de systèmes algébriques via les bases de Gröbner ou
leurs dérivés (section 5.1.5).

– La résolution de problèmes d’optimisation convexes ou quasi-convexes dédiés à l’approximation
polynômiale et rationnelle, particulièrement lorsque les variables parcourent le cône des poly-
nôme positifs (trigonométriques ou algébriques). Ceci serait l’occasion d’adapter des méthodo-
logies récentes en optimisation convexe (comme la programmation SDP et la formulation SOCP)
à la conception de filtres en gabarit ou à l’approximation en dimension finie des problèmes ex-
trémaux bornées (cf. sections 5.1.1, 5.1.2), ainsi qu’à la résolution de certains problèmes de
moments (cf. sections 5.1.3, 5.1.2).

– La constitution de modules de calcul harmonique dans l’espace euclidien, notamment sur la
boule, incluant le développement en harmoniques sphériques et les projections de Riesz, pour
traiter des problèmes de sources en dimension 3 (cf. section 5.2).

La bibliothèque ainsi envisagée pourrait s’agréger en codes applicatifs spécialisés :
– programme de réglage assisté de filtres hyperfréquences, avec identification, calcul exhaustif des

jeux de couplage associés, suivi des réalisations (cf. section 6.1) ;
– programme de conception et d’optimisation d’OMUX, avec détermination des longueurs de

ligne et réglage des filtres à partir d’un gabarit spécifié (cf. section 6.1) ;
– programme d’optimisation de fonctions de transfert scalaires à partir de gabarits pour la concep-

tion de filtres (cf. section 5.1.2) ;
– inversion approchée de la transformée de Radon, par reconstruction de moments bi-dimensionnels

et approximation rationnelle de ceux-ci, pour la tomographie 5.1.3) ;
– détection et localisation de fissures ou d’inclusions en 2D à partir de mesures électriques, ma-

gnétiques ou thermiques sur la frontière d’un conducteur, pour le contrôle non-destructif (cf.

section 6.3) ;
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– reconstruction de coefficients ou de géométries frontière inconnus en 2D depuis des mesures
disponibles sur une partie du bord seulement (cf. section 6.3) ;

– détection de sources ponctuelles à partir de signaux électro-encéphalographiques en 2D et 3D
(cf. section 6.3).

Un des objectifs du projet APICS est aussi de diffuser ses méthodes et ses algorithmes vers des uti-
lisateurs industriels. L’expérience de MIAOU dans le domaine du filtrage confirme le fait bien connu
qu’un transfert réussi est plus que la simple mise à disposition de certaines procédures génériques.
Lors de la collaboration quadripartite CNES-IRCOM-Alcatel-INRIA par exemple, MIAOU a dû s’in-
téresser en détail au problème de l’identification de paramètres de couplages de filtres hyperfréquences
pour pouvoir faire une contribution significative. Cette démarche a largement enrichi et orienté les
recherches pour aboutir au plan logiciel au code dédié qu’est PRESTO-HF, et au plan des recherche
à l’inscription de l’étude des formes canoniques de filtres dans la liste des objectifs d’APICS. Aussi
l’écriture de code spécialisé, lorsque cela est nécessaire pour assurer un débouché aux méthodes dé-
veloppées ou tout simplement parce que c’est intéressant d’un point de vue scientifique, fait partie
de la politique de développement logiciel d’APICS. Cette activité s’appuiera naturellement sur la bi-
bliothèque de méthodes générales évoquée précédemment, mais comporte aussi des aspects moins
prévisibles auxquels le futur projet se réserve la possibilité de s’intéresser.

Des développements logiciels devraient également voir le jour dans le domaine du contrôle, notam-
ment en ce qui concerne les applications à la commande de satellites (cf. section 6.4) et les problèmes
de linéarisation dynamique (cf. section 5.3.2). Dans le premier cas, on peut s’attendre à ce que des
programmes numériques d’intégration d’équations différentielles dédiés au transfert d’orbite soient
mis au point par APICS pour tester ses algorithmes ; toutefois, il semble que le partenaire industriel
(i.e. Alcatel-Space, centre de Cannes) soit pour l’instant demandeur d’études plutôt que de code, et
qu’il entende développer lui-même ses logiciels dans un domaine aussi sensible. Dans le second cas,
l’opportunité de développer des programmes symboliques pour tester les conditions d’intégrabilité
sous-jacentes à la notion de « platitude » sera décidée en fonction des progrès de la recherche ; cet as-
pect pourrait le cas échéant faire l’objet d’une collaboration renforcée avec le projet CAFE, qui a déjà
été associé à MIAOU pour encadrer des travaux de DEA sur la différentiation formelle, dans lequel le
langage utilisé était MAPLE. Cependant, il serait en tout état de cause prématuré d’arrêter de manière
précise les choix informatiques qui présideront à ces développements.

Le projet APICS constituera, dans le moyen et long terme, une bibliothèque de codes dédiés à

l’optimisation fréquentielle et à l’approximation rationnelle ou méromorphe, qui seront acces-

sibles depuis matlab. Ces codes seront déclinés en logiciels applicatifs spécialisés, notamment

le réglage assisté de filtres hyperfréquences, l’optimisation d’OMUX, la conception de filtres en

gabarit, le contrôle non destructif 2D, la détection de sources 3D notamment pour la MEEG, et

les problèmes de moments 2D en particulier pour la tomographie. APICS considérera en outre

le développement conjoint de ces outils sous Scilab dans la mesure où il perçoit une demande

à cet égard. Le nouveau projet sera aussi amené, au moins pour son usage interne, à mettre au

point à moyen terme des programmes numériques de simulation de trajectoires de systèmes dy-

namiques contrôlés, notamment dans le cadre de la mécanique spatiale pour le transfert orbital

ainsi, à plus long terme, que des codes symboliques de transformations de systèmes différentiels

par feedback dynamique, sous une forme qui reste à préciser.

4.4 Annexe : le logiciel hyperion

Le logiciel hyperion est à la fois un interprète de commandes généraliste, et possède une biblio-
thèque d’algorithmes dédiés à l’identification fréquentielle. Initialement écrit en C, il a été traduit plus
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tard en C++[258], et a atteint une stabilité comparable à celle de TEX. Dans sa version initiale, l’inter-
prète de commande était rudimentaire (choix entre trois ou quatre méthodes de peb2), mais rapidement
nous avons décidé d’utiliser Lisp comme langage de commandes, plus précisément un clone de Le-
Lisp de l’Inria [122]. Profitant de l’expérience acquise dans le projet SAFIR, nous avons récupéré le
compilateur du logiciel Sisyphe [158] de sorte que hyperion dispose maintenant d’un interprète de
commandes symboliques, à la Macsyma, dont le langage possède de bonnes propriétés théoriques (les
fonctions sont des objets de première classe, la liaison des variables est lexicale par défaut, etc.).

Ce logiciel possède également une arithmétique puissante, en effet, les nombres connus sont non
seulement les entiers et flottants machine, mais, héritage de Sisyphe (voir [55, 56]), les entiers de
taille arbitraire, les nombres rationnels (quotient de deux entiers) et les flottants à précision contrôlée
(le résultat d’une opération peut avoir un grand nombre de chiffres, mais ils sont tous exacts), et,
spécifiques à hyperion, les flottants en quadruple et octuple précision (mantisse de 128 et 256 bits), de
même que les polynômes et les matrices (et les matrices de polynômes à coefficients double, quadruple
ou octuple précision (réels ou complexes). D’autres objets n’ont pas le statut de nombre, mais en
ont certaines propriétés, par exemple les séries trigonométriques

∑
akz

k peuvent être additionnées ; la
propriété principale d’une telle série est de pouvoir être évaluée pour un certain z, et une évaluation
multiple permet de dessiner la série (Bode, Nyquist, etc.) Notons que si la série est un développement
de Taylor (tronqué à l’ordre N), on peut définir une multiplication, mais dans le cas de séries de Laurent
(si k peut-être positif et négatif, avec troncature dans les deux sens) la multiplication n’a plus de sens.

Les algorithmes principaux de hyperion sont peb2/arl2 (voir section 3) qui permet d’identifier
une fonction de transfert de degré donné à partir de mesures fréquentielles ; comme arl2 identifie des
systèmes en temps discret, et que c’est la partie peb2 qui fait la conversion des systèmes en temps
continus vers les systèmes en temps discrets, et que cette conversion n’est pas unique, la partie arl2
ne peut pas fonctionner indépendamment de la partie peb2 (plus précisément, la gestion des résultats
intermédiaires et finaux, de même que le traçage des courbes, dans arl2 est sous le contrôle de peb2.
Notons également que dans le cas d’un système à plusieurs entrées et plusieurs sorties, donc dans le
cas où on cherche à identifier une matrice Fi j, on applique peb2 à chaque composante de la matrice,
et arl2 à l’ensemble. Certains paramètres ont donc le droit de dépendre de i et j, d’autres le ne peuvent
pas. On a écrit un petit langage qui permet d’exprimer de façon simple les desiderata de l’utilisateur,
et un traducteur qui traduit ceci en commandes qui sont interprétés par hyperion.

Le principe fondamental de peb2/arl2 est le suivant

1. Passage en temps discret,

2. Interpolation des données,

3. Extrapolation des données,

4. Approximation des données.

Le premier item ne pose pas de problèmes théoriques, mais dans la pratique, pour identifier des sys-
tèmes non strictement propres dont on ne connaît pas la valeur à l’infini, et qui peuvent éventuellement
contenir des retards, plusieurs stratégies peuvent être utilisées. Dans le cadre des filtres du CNES, on
considère que la variable est ω + 1/ω, ce qui, en première approximation divise le degré de McMillan
par deux, et transforme les systèmes réels en système complexes. Notons que les problèmes du type
(P)19 sont toujours exprimés comme : soit K un arc du cercle, alors que dans la pratique, K doit être
symétrique par rapport à l’axe réel, et l’astuce précédente permet de traiter le cas où K est union de
deux arcs, l’un des sous-arc étant le symétrique de l’autre. La deuxième étape consiste à remplacer une
suite de valeurs ponctuelles par une fonction, en général par interpolation par des splines cubiques.

19La formulation a changé, mais le programme utilise toujours le demi-cercle (ndlr)
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Ceci suppose que les données sont de classe C∞ (on veut les approcher par une fonction rationnelle),
mais cette hypothèse n’est pas nécessaire. L’important est que la fonction soit définie sur un ensemble
K de mesure non nulle, en particulier infini. La troisième étape est la partie peb2 proprement dite alors
que la quatrième partie est arl2.

Pour chaque étape, on a implémenté un algorithme (et parfois plusieurs) qui prend en entrée une
suite finie de nombres et rend une suite finie de nombres. Pour l’instant, il s’agit de nombres flottants,
en double précision, et on se demande si cela est suffisant. Bien entendu, avec des mesures ayant de
l’ordre de quatre chiffre significatifs, et une approximation finale de l’ordre de un pour cent ou un
pour mille, on peut imaginer que 15 chiffres suffisent pour les grands algorithmes (en interne arl2 a
parfois besoin de la quadruple précision). Comme les espaces fonctionnels considérés sont tous de
dimension infinie non dénombrable, il n’est pas possible de représenter les fonctions comme une suite
finie de nombres, et on considère des projections sur des « bases », comme la base de Fourier. Mais
le choix de la base n’est pas innocent, par exemple la base de Fourier ne contient que des fonctions
continues (et même rationnelles), et donc les fonctions manipulées à chaque étape sont continues (et
même rationnelles : dans la version courante, arl2 calcule le meilleur approximant rationnel d’un objet
rationnel, et donc fait de la réduction de modèle). Comme dit plus haut, si on cherche un excellent
approximant rationnel, la fonction a intérêt à être continue, mais on peut vouloir utiliser arl2 à d’autres
fins.

Rappelons que les trois premières étapes sont linéaires (si g1 et g2 sont de bons approximants de
f1 et f2 alors g1 + g2 est un bon approximant de f1 + f2), mais ceci n’est plus le cas de arl2, car la
contrainte de degré nous fait travailler sur une variété différentielle (de dimension finie). La question
n’est donc plus de trouver une bonne base sur laquelle projeter, mais le choix d’un atlas de la variété et
un algorithme de choix de cartes. Il est à remarquer que l’optimiseur de hyperion travaille dans une
carte locale, il fonctionne tant qu’on l’informe d’un changement de cartes, mais ce n’est pas lui qui
prend de décision (on a une stratégie ad-hoc qui fonctionne, RARL2 utilise un autre atlas, et une autre
stratégie, avec autant de succès).

5 Quelques points de recherche

Nous précisons dans cette section certains aspects plus techniques de la recherche qu’APICS se
propose de mener. Sans viser à être exhaustif, on cherche à illustrer, pour un lecteur déjà versé dans

les sujets correspondants, la nature des problèmes considérés.

5.1 Optimisation fréquentielle et théorie des fonctions

5.1.1 Problèmes extrémaux bornés

Participants : L. Baratchart, J. Leblond, J.R. Partington, F. Seyfert, J. Grimm

Il s’agit de problèmes d’approximation analytique de données frontières incomplètes dans les
classes de Hardy d’un domaine plan. C’est une formulation possible de la question du prolongement
analytique, qui se pose naturellement en identification fréquentielle de systèmes dynamiques (voir
sections 3.1, 6.1) et en contrôle non-destructif (voir section 6.3). Du point de vue de la théorie des
fonctions, ces questions généralisent les problèmes extrémaux classiques [159]. Pour fixer les idées,
nous présentons les choses dans le disque.
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Soit D le disque unité, T le cercle unité, Hp l’espace de Hardy d’exposant p, c’est-à-dire le sous-
espace de Lp(T) formé des fonctions dont les coefficients de Fourier d’indice négatif valent 0. Ces
fonctions sont les traces sur T des fonctions g holomorphes dans D telles que ‖g(reiθ)‖Lp(0,2π) est borné
indépendamment de r ∈ [0, 1).

Un problème extrémal borné typique est le suivant :

(P) Soient p ≥ 1, K un sous-ensemble du cercle unité T de mesure positive ainsi que son com-
plémentaire E = T \ K, f ∈ Lp(K), ψ ∈ Lp(E) et M > 0 ; on cherche une fonction g ∈ Hp telle que
‖g − ψ‖Lp(E) ≤ M et telle que g − f soit de norme minimale dans Lp(K) sous cette contrainte.

En pratique f correspond aux données, K à l’endroit où ces données peuvent être mesurées, ψ
est un comportement de référence aux endroits où l’on n’a rien pu mesurer, et g un modèle (e.g. une
fonction de transfert stable, une solution complexifiée du Laplacien etc...).

Ces problèmes sont convexes et admettent une unique solution, à condition, si p = ∞, de supposer
(nous le ferons tacitement) que la fonction concaténée f ∨ ψ est continue [19, 22]. En général, il n’est
pas facile d’exprimer la solution parce que l’on ne connaît pas mieux que numériquement la projection
de meilleure approximation de Lp sur Hp qui intervient dans l’équation variationnelle [80], [249]. Dans
les cas p = 2 et p = ∞, on peut exprimer cette projection (le cas p = 2 est trivial, le cas p = ∞ est plus
subtil et fait l’objet du théorème de Nehari qui introduit un opérateur de Hankel) et, partant, résoudre le
problème. Nous les passons en revue rapidement afin de donner une idée de ces problèmes qui marient
l’analyse complexe et convexe.

Si p = 2, la solution du problème (P) s’obtient en résolvant une équation spectrale pour l’opérateur
de Toeplitz de symbole χE , la fonction caractéristique de E :

φχE
: H2 → H2

g 7→ PH2(χEg) (2)

où PH2 : L2(T)→ H2 est la projection orthogonale. Plus précisément, si f n’est pas déjà la trace sur K

d’une fonction de H2 satisfaisant les contraintes, l’unique solution g0 de (P) est donnée par :

g0 =
(
1 + λφχE

)−1
PH2( f ∨ (1 + λ)ψ), (3)

où ∨ indique la concaténation et où λ ∈ (−1,+∞) est l’unique nombre réel tel que le membre de droite
de (3) soit à distance M de ψ dans L2(E). Notons que λ joue le rôle d’un multiplicateur de Lagrange qui
rend implicite la dépendance en M de la solution et que l’on ajuste par dichotomie. Une implémentation
de la méthode figure dans le logiciel hyperion sous le nom peb220.

Si p = ∞, la solution de (P) s’obtient en introduisant un opérateur de Hankel. Pour le décrire, on
introduit le complémentaire orthogonal H̄2

0 de H2 dans L2(T) (l’espace de Hardy du complémentaire
de D). L’opérateur de Hankel de symbole ϕ ∈ L∞(T) est alors :

Γϕ : H2 → H̄2
0 défini par Γϕg = PH̄2

0
(ϕg),

où PH̄2
0

est la projection orthogonale L2(T) → H̄2
0 . Il faut aussi, pour ρ > 0 arbitraire, introduire la

fonction auxiliaire

wρ(z) = exp
{

log ρ
2π

∫
K

eiθ + z

eiθ − z
dθ

}
, z ∈ D, (4)

20En fait, c’est le nom anglais bep qui est utilisé.
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(c’est la « fonction extérieure » de module ρ sur K et 1 sur E). À présent, si f n’est pas la trace sur K

d’une fonction de H∞ de sorte que la valeur β du problème est strictement positive, l’unique solution
de (P) est

g0 = w−1
M/β

PH2

(
( f ∨ ψ)wM/βv0

)
v0

, (5)

où v0 est un vecteur maximisant de l’opérateur de Hankel Γ( f∨ψ)wM/β . Bien que β ne soit évidemment
pas connu a priori, on peut le déterminer par dichotomie car c’est l’unique nombre positif tel que le
membre de droite de (5) est à distance M de ψ sur E.

On peut aussi considérer le problème mixte :

(P’) Soient K un sous-ensemble du cercle unité T de mesure positive ainsi que son complémentaire
E = T\K, f ∈ L2(K), ψ ∈ L∞(E) et M > 0 ; on cherche une fonction g ∈ H2 telle que ‖g−ψ‖L∞(E) ≤ M

et telle que g − f soit de norme minimale dans L2(K) sous cette contrainte.

Cette formulation est en particulier intéressante pour imposer un modèle conservatif en identifica-
tion fréquentielle. La solution de (P’) est donnée par une équation implicite analogue à (3), à ceci près
que le paramètre de Lagrange λ est cette fois une fonction dans L1(E) [24]. Lorsque K est une union
finie d’arcs, un schéma de résolution de type SODP basé sur l’approximation polynômiale de (P’) est
à l’étude cf. section 5.1.2). Soulignons à ce propos qu’on fait face du point de vue constructif à des
questions comme : si Em est un sous-espace de dimension finie m de Hp et si gm est la solution de
(P) restreint à Em, converge-t-elle vers g0, et dans quel sens ? Aussi, si la fonction f est connue en un
nombre fini de points (c’est le cas en pratique) puis interpolée, disons par des splines cubiques, à partir
de quelle valeur de m l’erreur d’interpolation devient-elle prépondérante ?

Une question importante pour la pratique, dans tous les cas ci-dessus, est de donner des conditions

sur f , ψ et M qui assurent la continuité de la solution. Dans le cas p = ∞, elles sont assez restrictives
[23]. Le cas p = 2 et le cas mixte sont ouverts et constitueront à cet égard l’une des premières préoc-
cupations d’APICS.

L’intérêt de (3) n’est pas uniquement de fournir un algorithme de résolution, mais aussi des esti-
més d’erreur. En fait, le caractère mal posé du prolongement analytique a pour effet, si les données ne
sont pas exactement analytiques, que l’erreur d’approximation sur K tend vers 0 si, et seulement si, M

tend vers l’infini [22]. En diagonalisant l’opérateur de Toeplitz, on peut quantifier assez précisément
ce phénomène en fonctions de la régularité de f , et voir par exemple que, génériquement, M croît
exponentiellement avec l’inverse de l’erreur dans certaines classes de Sobolev mais polynômialement
seulement dans le cas méromorphe. En simplifiant, l’erreur décroît très lentement lorsque M augmente
si f ne se prolonge pas analytiquement au voisinage de K [16]. Ceci est intéressant pour discriminer
entre les données proches d’être analytiques et celles qui ne le sont pas, et donne l’idée d’utiliser l’ana-
logue de (P) sur un domaine multiplement connexe [123] afin de détecter des frontières d’analyticité
pour le contrôle non destructif (cf. section 6.3). En bref, si on a des données sur la frontière extérieure
d’un anneau et si on cherche à les approcher par une fonction analytique sur l’anneau dont la norme ne
dépasse pas M sur la frontière intérieure, il faudra consentir un M très grand pour obtenir une bonne
approximation si les données ne se prolongent pas analytiquement à travers la frontière intérieure. Ceci

n’est qu’intuitif : les opérateurs de Toeplitz ont des propriétés spectrales très différentes sur l’anneau
et les estimés dans ce cas restent à établir et à tester numériquement. APICS compte y travailler.

Mentionnons aussi, comme objet d’étude pour APICS, le problème (PR) suivant, qui intervient
naturellement en relation avec les conditions de Dirichlet-Neumann :

(PR) Soient p ≥ 1, K un sous-ensemble du cercle unité T de mesure positive ainsi que son complé-
mentaire E = T \ K, f ∈ Lp(K), ψ ∈ Lp(E), α , β > 0, et M > 0 ; on cherche une fonction g ∈ Hp telle
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que Re(g − f ) soit de norme minimale dans Lp(K) sous la contrainte α ‖Re (ψ − g)‖Lp(E) + β ‖Im (ψ −
g)‖Lp(E) ≤ M.

Pour p = 2, (PR) se résout au moyen de combinaisons linéaires d’opérateurs de Toeplitz et de
Hankel. Notons que le problème est maintenant linéaire par rapport aux coefficients réels, mais non
plus complexes. L’analyse numérique et l’implémentation d’algorithmes sont en cours [63], avec en
vue des applications à certains problèmes inverses du Laplacien 2D, voir section 6.3.

Notons que (P) se formule aussi bien pour des approximants méromorphes et non plus analytiques :
on demande que g appartienne à Hp + RN où RN est l’ensemble des fonctions rationnelles de degré N

sans pôles sur T. Ce problème intéressant est sans aucun doute difficile. Pour p = ∞ il se résout de
manière similaire à (P) via la théorie AAK [23]. Dans le cas p = 2, il est a priori plus général que
le problème d’approximation rationnelle mentionné en section 5.1.3 ; on peut espérer le ramener à ce
dernier de la même manière que pour p = ∞ en utilisant l’interprétation de l’approximation rationnelle
L2 comme la recherche des valeurs singulières d’un opérateur de Hankel non hermitien [32].

A plus long terme, le projet s’intéressera à l’étude de problèmes extrémaux mixtes et pondérés, qui
sont naturels en optimisation fréquentielle et que l’on peut poser de la façon suivante.

(Pg) Soient p , q ≥ 1, µ, ν deux mesures positives sur T, f ∈ L
p
µ(T), ψ ∈ L

q
ν(T) et M > 0 ; on

cherche une fonction g ∈ Hp telle que ‖g− ψ‖Lq
ν(T) ≤ M et telle que g− f soit de norme minimale dans

L
p
µ(T) sous cette contrainte.

Bien que des instances particulières de (Pg) aient déjà été considérées, notamment (P) et (P’) qui
correspondent à dµ = χKdθ et dν = χEdθ avec, respectivement, p = q et p = 2, q = ∞, ou encore
dµ = |w|2 χKdθ et dν = |w|2 χEdθ, pour w ∈ H∞ telle que w−1 ∈ H∞, et p = q = 2 [64], la plupart des
configurations restent à analyser, avec des hypothèses de régularité et de compatibilité sur les mesures
et les exposants p et q. Les situations où les dérivées de µ et ν par rapport à dθ sont de logarithme
sommable (condition de Szegö) sont à distinguer de celles déjà abordées, car elle sont plus singulières
en ce qu’elles ne garantissent pas la saturation de la contrainte.

5.1.2 Optimisation convexe et approximation

Participant : F. Seyfert

On s’intéresse ici à des problèmes d’approximation convexes, ou quasi-convexes. Par convexe
(resp. quasi-convexe), on entend des problèmes de minimisation à critères convexes (resp. quasi-
convexe c’est à dire dont les ensembles de niveaux sont convexes) pour lesquels l’ensemble admis-
sible est lui-même convexe. Par exemple, les problèmes d’approximation suivants font partie de cette
classe : les problèmes extrémaux bornés (P) et (P’) (détaillés en section 5.1.1), certains problèmes
classiques de moment avec contraintes d’interpolation [117, 164], les problèmes d’approximation uni-
forme d’une fonction continue par un polynôme positif ou une fraction rationnelle positive. Un cas
simple mais typique, intervenant en conception de filtres, est le suivant :

(P1) Si Cn[z] est l’ensemble des polynômes complexes en une variable z de degré au plus n et, ε1,
ε2 deux fonctions positives sur R, peut-on trouver p, q ∈ Cn[z] avec q unitaire tels que

ε1(x) ≤
∣∣∣∣∣ pq

∣∣∣∣∣ ≤ ε2(x) ∀x ∈ R. (6)

En élevant (6) au carré et en chassant les dénominateurs, on se ramène à un problème de décidabilité
convexe quantifié sur les carrés des modules de polynômes de Cn[z], lesquels ne sont autre que les
éléments du cône convexe P2n des polynômes réels de degré au plus 2n qui sont positifs sur R.
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Parmi ces problèmes convexes ou quasi-convexes, on distingue deux catégories : ceux pour lesquels
l’ensemble admissible peut être décrit par un nombre fini d’inégalités convexes et ceux pour lesquels
l’ensemble admissible a une description plus complexe. Le problème (P1), par exemple, appartient à la
deuxième catégorie et est dit semi-infini parce que le cône admissible P2n est décrit par un nombre dé-
nombrable d’inégalités convexes indexées sur un ensemble indépendant des paramètres d’optimisation
(e.g. il suffit d’écrire qu’un polynôme réel prend des valeurs positives en chaque point d’un maillage
dense sr le cercle pour qu’il soit positif).

Si la formulation duale des problèmes de la première catégorie permet souvent de se ramener
de manière constructive à l’ajustement de paramètres de Lagrange par maximisation concave sur un
simplexe, la stratégie à adopter pour les problèmes de la seconde catégorie est plus ouverte.

Dans le cas semi-infini, on pourra par exemple sélectionner un nombre fini seulement des inéqua-
tions en jeu, et s’intéresser aux propriétés de convergence de la solution du problème ainsi discrétisé
vers celle du problème initial lorsque l’ensemble d’inéquations sélectionnées croît. Dans le cas (P1) on
est par exemple ramené à résoudre un programme linéaire de taille croissante [135, 270]. Dans le cas
du problème extrémal (P’), la discrétisation de la contrainte aboutit à une formulation quadratique à
nombre croissant de contraintes quadratiques, dite en anglais SOCP (pour second order cone program).
Bien que la dualisation lagrangienne permette d’envisager la résolution d’une telle suite de problèmes
pour des instances de tailles modestes, les progrès annoncés de certaines méthodes de point intérieur
dédiées à SOCP [90, 223] semblent plaider pour l’utilisation de ces dernières dans le cas où le degré
des polynômes considérés dépasse la centaine. Notons que, pour être utilisée en approximation fonc-
tionnelle, cette stratégie de discrétisation requiert des résultats d’analyse pour estimer l’erreur commise
et donner des indications quant au choix des points d’interpolation. Dans le cas du problème (P1), par
exemple, on sera amené à borner un polynôme de degré donné dont on contrôle le module sur une
grille de points [142].

De manière concurrente, on peut aussi faire appel pour certains problèmes à une paramétrisation
ad-hoc de l’ensemble admissible. Pour reprendre le cas de (P1) et des polynômes positifs, on pourra
représenter ces derniers comme modules au carré de polynômes dans Cn[z]. Ce faisant, on perd la
convexité du critère mais ceci est moins grave qu’il n’y parait : en procédant ainsi on ne rajoute pas de
minima locaux parasites.

Pour finir, on peut penser aussi à utiliser la programmation semi-définie positive (SDP) via les mé-
thodes de point intérieur [222]. Le problème extrémal borné (P’) admet par exemple une formulation
duale de type maximisation concave sur le cône des formes linéaires positives agissant sur les poly-
nômes de degré donné, cet ensemble étant lui même caractérisé par la positivité de la forme quadratique
associée (ici une forme de Toeplitz). Remarquons que l’utilisation de la SDP ne nécessite pas de dis-
crétisation contrairement à la formulation SOCP. Nombre de publications récentes, voir [91, 162, 163],
exploitent la SDP pour résoudre certains problèmes d’approximation par des polynômes positifs. Si
l’utilisation de ces méthodes peut paraître attrayante, leur mise en œuvre n’est pas sans problèmes sur
le plan numérique, en particulier dans le cas de problèmes du type de (P1) [162].

La question est ici de savoir comment adapter au contexte de la théorie des fonctions certaines
méthodologies récentes de l’optimisation convexe — comme la programmation SDP et la formulation
SOCP — et quels outils d’analyse constructive mettre en œuvre pour surmonter la complexité inhérente
à la programmation semi-infinie. Ultérieurement, le rajout de contraintes non-convexe sera étudié. On
pense ici en particulier à des contraintes sur l’amplitude de la dérivée de la phase (le « temps de retard
de groupe » dans le vocabulaire propre au filtrage) de la fonction de transfert d’un filtre, qui viennent
s’ajouter aux contraintes sur le module dans le cadre de certains problèmes de synthèse.
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5.1.3 Approximation rationnelle

Participants : L. Baratchart, J. Grimm, J. Leblond, J.-P. Marmorat, M. Olivi, F. Seyfert

Approximation rationnelle en une variable Le problème qui consiste à approcher, au sens de la
norme Lp, une fonction analytique dans le disque unité par une fonction rationnelle stable de degré
donné s’énonce ainsi avec les notations de la section 5.1.1 :

Soient 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ Hp et n un entier ; on cherche une fonction rationnelle P/Q analytique dans
un voisinage du disque unité et de degré au plus n qui minimise∥∥∥∥∥ f −

P

Q

∥∥∥∥∥
Lp(T)

. (7)

Si n > 0, il n’existe aucun algorithme21 connu pour résoudre cette question malgré son importance
pratique, sauf si n = 2 et que f est rationnelle auquel cas l’équation aux points critiques est algébrique
et justiciable des méthodes d’algèbre formelle, mais la complexité est alors trop grande pour résoudre
même des cas de degré faible [189, 175]. Dans le cas p = ∞ il existe des stratégies sous-optimales
fondées sur la troncation du meilleur approximant méromorphe donné par la théorie AAK, avec bornes
certifiées (qui peuvent être mauvaises) lorsque f est rationnelle [167]. Pour p = 2, le projet MIAOU
a développé des algorithmes de descente convergeant génériquement vers un minimum local [8] et
prouvé la convergence globale dans des cas particuliers [37, 31, 36, 32]. Le fondement de la méthode
est que, lorsque le dénominateur Q est fixé, le numérateur optimal P quand p = 2 dans (7) est déterminé
par une opération linéaire, à savoir la projection orthogonale sur les fractions de dénominateur Q. Ceci
permet d’éliminer la variable P dans le critère et de la remplacer par une fonction de f et Q. Par
définition de la projection, le critère reste alors borné par ‖ f ‖L2(T) même si les racines de Q s’approchent
de T ce qui signifie que le numérateur optimal simplifie à la limite les pôles de module 1. Lorsque f

est assez régulière cette simplification s’effectue de manière lisse et on peut ainsi définir le critère sur
l’ensemble des polynômes unitaires de degré donné quotienté par la relation d’équivalence « avoir
les mêmes racines de module strictement inférieur à 1 ». Une représentation explicite de la classe
d’équivalence dans H2 s’obtient en formant la fraction Q/Q̃ où Q̃ est le réciproque de Q (Q et son
réciproque ont les mêmes racines de module 1) et l’ensemble de ces fractions (i.e. les produits de

Blaschke de degré donné), a la structure topologique d’une boule dont le bord est stratifié par les
produits de Blaschke de degré inférieur [5]. Cette construction a deux conséquences importantes :

– la donnée d’un minimum local au degré inférieur fournit une condition initiale pour chercher un
nouveau minimum au degré courant dans la boule,

– la connaissance globale de la topologie et de la fonction critère sur les strates fournit, via la
théorie du degré, des relations entre les indices des points critiques [26, 5].

Le premier item est utilisé pour engendrer de manière récursive des minima locaux. Le second item est
à la base des preuves de convergence globale évoquées précédemment.

Le résultat le plus intéressant ici serait sans doute de prouver la convergence générique d’un algo-
rithme, au moins pour de larges classes de fonctions. Cependant, la stratégie précédente pour chasser
les minima locaux est assez efficace sur les exemples traités à ce jour et, sans pour autant abandon-
ner l’idée de progresser dans l’analyse de la convergence globale, APICS compte plutôt se consacrer
à court et moyen terme à des variantes du problème qui interviennent en optimisation fréquentielle
(cf. 6.1). En particulier, on compte considérer le cas où l’approximant est borné ponctuellement en

21On entend par algorithme une procédure démontrablement et globalement convergente en théorie
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module sur le cercle ; dans cette optique, une modification intéressante du critère est celle qui ferait
intervenir la distance hyperbolique plutôt qu’euclidienne dans le disque. Rien, ou presque, n’existe à
ces égard, mais on peut gager que l’analyse de Schur doit ici jouer un rôle déterminant sachant que,
grosso modo, les coefficients de Schur sont au cas hyperbolique ce que les coefficients de Taylor sont
au cas euclidien. Un autre exemple est l’approximation pondérée qui peut s’aborder de façon relati-
vement analogue lorsque le poids est l’inverse du module au carré d’un polynôme, en développant le
numérateur sur la base des polynômes orthogonaux correspondants [64] (même alors se posent des
problèmes de complexité cf. section 5.1.6), mais qui reste largement ouvert pour des poids plus gé-
néraux. Une troisième direction, très intéressante, est l’approximation rationnelle sur un arc de T de
données incomplètes sous contrainte en module sur l’arc complémentaire. La solution de ce problème
permettrait d’éviter l’actuel traitement en deux temps (complétion analytique par résolution d’un pro-
blème extrémal borné puis approximation rationnelle sur T) ; il s’agit d’une question difficile, puisque
plus générale a priori que l’approximation rationnelle sur le cercle, mais il serait important de savoir si
elle se ramène implicitement à une approximation rationnelle pondérée sur T de la même façon qu’un
problème extrémal borné se ramène implicitement à un problème extrémal ordinaire (cf. section 5.1.1).

Pour beaucoup d’applications à l’Automatique et au Traitement du Signal, le problème scalaire (7)
n’est pas suffisant. Il faut traiter le problème matriciel :

Soient 1 ≤ p ≤ ∞, F ∈ (Hp)m1×m2 et n un entier ; on cherche une matrice rationnelle R analytique
dans un voisinage du disque unité et de degré de McMillan au plus n qui minimise

‖F − R‖Lp(T) .

La norme matricielle peut s’interpréter de diverses manières, la plus courante étant la norme Lp usuelle
de la norme d’opérateur. Dans le cas p = 2, on utilise aussi la norme de Frobenius. La raison pour la-
quelle le problème est fondamentalement plus difficile que dans le cas scalaire est que le degré de
McMillan couple les éléments de la matrice entre eux ; nous ne le définirons pas ici mais disons sim-
plement que c’est le degré d’une réalisation minimale associée au transfert R. Comme dans le cas
scalaire, le problème admet des stratégies sous-optimales si p = ∞, et des approches symbolico-
numériques sont théoriquement possibles si p = 2 ; en fait, les références ci-dessus traitent aussi bien
du cas matriciel. Toujours si p = 2, l’approche développée par le projet MIAOU a été généralisée en ce
que la factorisation R = Q−1P, où Q et P sont des matrices rationnelles telles que Q est analytique dans
D et unitaire sur T cependant que P est analytique dans D (factorisation de Douglas-Shapiro-Shields
[27],[155]), fournit une définition du dénominateur et du numérateur qui permet d’éliminer ce dernier.
Une différence notable est que la topologie dans (H2)m1×m2 des produits de Blaschke matriciels de de-
gré inférieur ou égal à un entier donné est mal connue, notamment la manière dont le bord se colle sur
l’intérieur, et qu’en conséquence aucune relation entre les indices des points critiques n’a été démon-
trée pour l’instant. Une autre différence notable est que l’ensemble des « numérateurs » admissibles
pour un « dénominateur » donné est un espace vectoriel qui « dépend vraiment » de ce dénominateur,
i.e. l’ensemble des fonctions de transfert stables de taille m1×m2 est un fibré non trivial sur les produits
de Blaschke m1×m1 dès que m1 > 0 et m2 > 0. Ceci fait que l’adjonction d’un poids, par exemple, pose
des problèmes nouveaux car il n’est pas clair de savoir quel type de décomposition orthogonale utiliser
dans la fibre. L’équation aux points critiques est cette fois une condition d’interpolation bitangentielle
[28] qui est plus difficile à interpréter en termes d’orthogonalité : on ne sait même pas, par exemple,
si le meilleur approximant d’une fonction de Markov matricielle est encore du même type, alors que
dans le cas scalaire cela se déduit, comme pour les approximants de Padé, les propriétés classiques des
polynômes orthogonaux [37], [255]. Le projet APICS compte étudier ces questions prototypiques.

Néanmoins, un algorithme de descente génériquement convergent vers un minimum local, assez
similaire au cas scalaire, se déduit d’une analyse locale du bord de la variété des produits de Blaschke
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matriciels de degré donné [53] et a été implémenté dans le logiciel hyperion, avec des coordonnées
pour les produits de Blaschke qui sont des paramètres de Schur tangentiels. Une version procédant
par représentation interne, où les coordonnées sont les éléments d’une réalisation unitaire, a été im-
plémentée dans le logiciel RARL2 mais la topologie du bord est singulière dans ce cas et la preuve
de la convergence globale (i.e. du fait que le point courant de l’algorithme ne peut s’échapper par ce
bord) reste à faire. APICS tâchera de mettre ici les choses au point. Un des avantages des paramétrages
utilisant les réalisations est qu’ils se prêtent sans doute mieux à la description de certaines propriétés
additionnelles de la fonction de transfert que l’on veut parfois imposer comme la symétrie, la passivité
etc. L’approximation sous cette dernière contrainte devra, comme dans le cas scalaire, être examinée.

Approximation rationnelle en deux variables et problèmes de moments bi-dimensionnels Si Ω
est un domaine plan borné et χΩ sa fonction caractéristique, on définit les moments de χΩ par la
formule :

am,n =

∫
Ω

zm z̄n dA(z), m, n ∈ N

où A(z) est la mesure de Lebesgue. Le problème de reconstruire Ω à partir de ses moments apparaît
naturellement en tomographie pour inverser la transformée de Radon de Ω [180, 220].

Ce problème est connecté à l’approximation rationnelle comme suit. Définissons la transformée
exponentielle de χΩ par :

EΩ(z, w̄) = exp
(
−

1
π

∫
Ω

dA(z)
(ξ − z)(ξ̄ − w̄)

)
, z,w ∈ C \Ω.

On prouve que Ω est un domaine de quadrature d’ordre N pour les fonctions holomorphes si, et seule-
ment si, EΩ est une fonction rationnelle du type

EΩ(z, w̄) =
q(z, w̄)

p(z)p(w̄)
(8)

où p et q sont de degré N. Dans ce cas les nœuds de la quadrature sont les racines de p, et une équation
de Ω est q(z, z̄) < 0 [237]. De plus, on dispose de l’estimé :

|EΩ − 1| ≤
A(Ω)

πd(z,Ω)d(w,Ω)
(9)

où d(z,Ω) est la distance euclidienne de z à Ω [171].

A partir de (8)-(9), on montre dans la référence précédente comment approcher (au sens de l’aire
de la différence symétrique) un domaine Ω contenu dans une boule donnée par un domaine de quadra-
ture via l’interpolation rationnelle de sa transformée exponentielle en dehors de cette boule. Puisque
l’approximation rationnelle à pôles libres est a priori plus performante que l’interpolation, on peut se
poser les questions suivantes.

– Si Ω est à l’intérieur d’un cercle S , peut-on améliorer la technique en minimisant par exemple
‖EΩ − q(z, w̄)/p(z)p(w̄)‖Lp(S×S ) à degré de p et q fixés ? Lorsque p = ∞, ce problème est quasi-
convexe (cf. section 5.1.2).

– Peut-on obtenir des estimés géométriques de l’erreur faisant intervenir la capacité du condensa-
teur (S ,Ω) comme dans le cas de l’approximation rationnelle en une variable [169] ?

– Peut-on caractériser le comportement asymptotique des pôles des approximants comme dans
le cas de l’approximation rationnelle en une variable d’intégrales de Cauchy sur un contour
symétrique (cf. section 5.1.4) ?
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Ce problème peut aussi être l’occasion d’une réflexion sur l’approximation méromorphe en deux va-
riables sur le tore, pour laquelle la situation est nettement moins claire que dans le cas unidimensionnel
[132, 133, 149]. Celle-ci pourrait être menée en collaboration avec l’Université de Provence.

5.1.4 Comportement asymptotique des pôles

Participants : L. Baratchart, E.B. Saff.
Collaborateur notable : H. Stahl (TFH de Berlin).

La description du comportement asymptotique des pôles des meilleurs approximants rationnels ou
méromorphes d’une fonction analytique d’une variable complexe est à la fois un des aspects fondamen-
taux de la recherche d’APICS en théorie des fonctions et l’outil technique, apparemment original, avec
lequel il aborde certains problèmes inverses. Nous avons mentionné en section 5.1.3 que le problème
de l’approximation rationnelle est non-résolu analytiquement, et le problème de l’approximation méro-
morphe ne l’est que dans le cas de la norme uniforme par le biais du spectre d’un opérateur de Hankel
qu’il n’est pas aisé d’analyser [82]. Aussi n’est-il pas question ici d’étudier les pôles des approximants
directement. Dans le cas d’une analyse asymptotique, cependant, les équations aux points critiques
se conjuguent de manière plaisante à la théorie du potentiel pour donner, dans le cas de fonctions à
singularités branchées, des théorèmes de convergence inattendus dans ce contexte. Pour simplifier la
description, nous nous limitons au cas du disque unité en reprenant les notations de la section 5.1.1.

Si K ⊂ D est compact de capacité positive [243], il existe une unique mesure µe qui, parmi toutes
les mesures de probabilité µ sur K, minimise l’énergie de Green :

E(µ) =
∫

K

∫
K

log
∣∣∣∣∣1 − zt̄

z − t

∣∣∣∣∣ dµ(z)dµ(t).

La quantité 1/E(µe) est par définition la capacité cap(T,K) du condensateur (T,K) ; l’interprétation
électrostatique (dans le cas où K est connexe pour simplifier) est que, si l’on dépose une charge unité
sur T et une de signe opposé sur K, alors µ0 décrira l’équilibre des charges sur K sous l’action du
potentiel de Coulomb. Cette distribution d’équilibre est caractérisée par le fait que son potentiel :

Pµe
(z) =

∫
K

log
∣∣∣∣∣1 − zt̄

z − t

∣∣∣∣∣ dµ(t)

est constant quasi-partout sur K où il vaut 1/cap(T,K).

Soit à présent une mesure complexe ν sur K et définissons la fonction :

fν(z) =
∫

K

dν(t)
z − t

(10)

ainsi que la suite hn/qn de ses meilleurs approximants méromorphes dans L∞(T), avec h ∈ H∞ et qn un
polynôme de degré n (approximation AAK). On lui associe la mesure de comptage de ses pôles, c’est
à dire la mesure de probabilité discrète :

µn =
1
n

∑
d j δξ j

où ξ j est un zéro de qn de multiplicité d j.

Lorsque K est un contour symétrique pour le potentiel de Green (une union finie d’arcs analytiques
tels que sur l’intérieur de chacun de ces arcs les dérivées normales du potentiel d’équilibre à droite et
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à gauche coïncident : ∂Pµe
/∂n+) = ∂Pµe

/∂n−), et pourvu que la mesure ν présente assez de régularité,
on a prouvé récemment [33] que la suite µn converge au sens faible-étoile vers la mesure d’équilibre µe

(ceci signifie que µn(Ω) → µe(Ω) pour tout ouvert Ω ⊂ C). En particulier, les pôles des approximants
s’accumulent sur K. Le résultat se généralise aux approximants méromorphes Lp pour p ≥ 2, en parti-
culier aux approximants rationnels L2 (qui coïncident dans ce cas avec les approximants méromorphes
sur le cercle) ; en fait, on peut prouver que seul un nombre fini de pôles peut s’accumuler hors de K,
et on a même des estimés de ce nombre en fonction de la variation de l’argument de ν dans le cas du
segment [68, 17, 62].

Un exemple prototypique de contour symétrique est la solution du problème de Lavrentiev [203,
204] : étant donnés m points du disque, trouver le continuum K qui les connecte et qui minimise la
capacité cap(T,K). Pour les fonctions à singularités branchées, pour lesquelles on peut écrire la repré-
sentation de Cauchy (10) sur tout continuum joignant les points de branchement, on peut donc conclure
concernant l’asymptotique des pôles et ceci est à la base de certains développements en sections 6.3,
5.2. La figure 1 illustre la situation sur un exemple numérique où il y a quatre points de branchement.
Notons que ceci peut se voir comme une version hyperbolique d’un résultat célèbre en approximation
de Padé [253] généralisé au cas multipoint dans [169].
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F. 1 – Les trois segments en trait plein définissent K, les quatre extrémités sont des points de branche-

ment, on a calculé le meilleur approximant AAK avec 14 pôles, matérialisés par des croix. Le contour

qu’ils dessinent a effectivement l’allure du continuum de capacité de Green minimale joignant ces

quatre points.

Les problèmes de contrôle non destructif, réciproquement, posent de nouvelles question et en parti-
culier celle de connaître l’asymptotique des pôles lorsque K est un compact plus général, de dimension
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2 par exemple (pour traiter les inclusions). Une conjecture à cet égard, qui généralise le résultat précé-
dent, est la suivante :

Si f est donnée par (10) où l’argument de ν est assez régulier, et si K est le continuum de capacité
minimale en dehors duquel f est analytique et n’a qu’une seule branche [252], alors, la suite µn des
mesures de comptage des pôles des meilleurs approximants méromorphes de f sur T a pour points
d’accumulation au sens faible-étoile des mesures à support dans K, dont le balayage sur la frontière
∂K est la distribution d’équilibre µe,

Pour son intérêt propre et ses conséquences potentielles en contrôle non destructif (cf. section 5.2),
cette question sera considérée par APICS avec une attention particulière. Cependant, on est très loin
aujourd’hui de savoir conclure dans une telle généralité.

5.1.5 Problèmes de paramétrages

Participants : L. Baratchart, P. Enqvist, A. Gombani, J.P. Marmorat, M. Olivi, F. Seyfert

Ces problèmes ont été au cœur de l’activité « identification » du projet MIAOU. Ils interviendront
à nouveau pour APICS de façons complémentaires dans les contextes suivants :

1. paramétrer une classe de fonctions (les modèles) pour aborder un problème d’optimisation,
2. faire le lien, dans un contexte applicatif donné (e.g.les filtres résonnants, les filtres à ruban, les

filtres à ondes de surface, ...), entre le comportement fréquentiel et les paramètres physiques qui
définissent le système.

Pour ce qui est du premier point, la variété des matrices intérieures de degré donné a été paramétrée
pour les besoins de l’approximation rationnelle (cf. sections 5.1.3 et 5.1.6) à partir d’un algorithme de
Schur tangentiel [1] qui est associé au problème d’interpolation de Nevanlinna-Pick (interpolation
dans des directions données en des points donnés sous contrainte d’analycité et de bornitude en norme
d’opérateur). Dans les logiciels d’approximation développés par MIAOU (section 4), on utilise deux
atlas différents :

– celui décrit dans [53, 57] et implémenté dans le logiciel hyperion. Une représentation polynô-
miale des matrices intérieures y est utilisée.

– Celui décrit dans [73] et implémenté dans le logiciel RARL2. Les matrices intérieures y sont
représentées par une réalisation interne unitaire.

Il se trouve que problème de Nevanlinna-Pick sous-jacent dans les deux cas admet une généralisation
sous forme intégrale connue sous le nom de problème de Nudelman [99]. Celui-ci pourrait servir de
base à la construction de nouveaux atlas et autoriserait semble-t-il une description unifiée des matrices
de fonctions analytiques (fonctions de transfert de systèmes stables) de degré de McMillan donné
satisfaisant certaines contraintes issues de la physique des dispositifs que l’on rencontre en filtrage
comme le caractère intérieur ou contractif (issu de la passivité), la symétrie (issue de la réciprocité), ou
encore des propriétés d’interpolation en certains points (issues de la topologie des dispositifs qui force
la présence de retards). APICS se propose d’utiliser la souplesse de ces atlas pour unifier son approche.

Le paramétrage de Schur a aussi été utilisé pour donner un caractère récursif aux algorithmes de
descente sur la variété des matrices intérieures de dimension et de degré fixés. En fait, la frontière to-
pologique de cette variété, dans H2, est composée de matrice intérieures de degré strictement inférieur
et cette stratification est à l’origine d’une stratégie de recherche itérative sur le degré de l’approximant.
Afin d’une part de prouver la convergence de l’algorithme RARL2vers un minimum local, et d’autre part
de conférer à cette stratégie un caractère global qui autorise l’usage des outils de topologie différen-
tielle comme dans le cas scalaire, APICS compte étudier la stratification de cette frontière de manière
plus fine.
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Pour ce qui est du second point, il s’agit d’un problème que MIAOU a rencontré lors de travaux sur
l’identification et la synthèse de filtres hyperfréquences et de filtres à ondes de surface (voir sections 6.1
et 6.2) [15, 41, 81, 13]) : comme indiqué en section 3.2, les comportements identifiés ou synthétisés
sont mesurés ou spécifiés dans le domaine fréquentiel, cependant que les grandeurs physiques qui
sont d’intérêt central pour le concepteur et le constructeur (afin de corriger un filtre existant ou d’en
dimensionner un nouveau) interviennent par le biais de certaines réalisations des matrices de transfert
ou de scattering sous-jacentes.

Dans le cas des filtres à cavités résonnantes, on cherche à associer à une matrice de scattering don-
née un ensemble de réalisations satisfaisant à certaines contraintes qui sont imposées par la géométrie
physique du filtre, laquelle gouverne les couplages entre cavités. Ceci se traduit par le fait qu’il doit
exister une réalisation (A, B,C,D) dans laquelle D = Id et C = BT = [e1, en] où les e j sont les vecteurs
de la base canonique de Cn, cependant que la matrice A est symétrique et doit comporter des zéros à
certains endroits bien précis. Un exemple de géométrie à 3 cavités et 6 pôles, pour un filtre asymétrique
à 2 zéros de transmission, est donné par :

A =



? ? 0 ? 0 0
? ? ? 0 0 0
0 ? ? ? 0 ?

? 0 ? ? ? 0
0 0 0 ? ? ?

0 0 ? 0 ? ?


,

De façon générale, on montre sous certaines conditions raisonnables sur la géométrie des couplages
(il ne faut pas qu’elle soit redondante) que ce problème revient à déterminer les racines d’un système
polynômial multivarié de dimension zéro. C’est en collaboration avec les projets COPRIN, GALAAD
et SPACES que MIAOU a abordé ce problème que l’on parvient aujourd’hui à résoudre pour les tailles
d’instances rencontrées en pratique. Lors de cette collaboration, la contribution du projet a consisté
en une mise en équations du problème adaptée à l’algorithme de résolution, ici le calcul d’une base
de Groebner finalement rendu effectif par les algorithmes du projet SPACES (voir [145]). La formu-
lation retenue contient en particulier un grand nombre d’équations redondantes de bas degré et brise
une symétrie naturelle du problème. Les inconnues sont les éléments d’un quotient (induit par la déter-
mination des coeficients au signe près) du groupe des changements de base orthogonaux complexes,
appliqués à une réalisation canonique initiale dite « en flèche », elle-même relié aux travaux de [97].

La première préoccupation d’APICS sera ici de produire un code stable et raisonnablement auto-
matisé pour une procédure à ce jour guidée et segmentée en nombreuses étapes (écriture adaptée des
équations, calcul de la dimension, obtention d’une représentation univariée, résolution, ...). En outre,
une question qui se pose aujourd’hui avec acuité est celle de l’existence de solutions réelles, qui cor-
respondent à un filtre idéal (sans pertes), lequel sert de modèle à la synthèse. C’est un sujet délicat qui
touche à la topologie de certains revêtements de la sous-variété constituée par les filtres d’une géo-
métrie donnée. APICS ambitionne d’avancer dans le compréhension de ce phénomène. Si l’utilisation
de méthodes algébriques peut sembler très spécifique au problème de filtrage considéré ici, cette étape
s’inscrit cependant dans la démarche, défendue par APICS après MIAOU, visant à résoudre certains
problèmes de synthèse ou d’identification en les formulant comme des problèmes d’approximation.
Dans ce processus, la remontée vers les grandeurs physiques est amenée à faire partie des recherches
chaque fois que la relation entre paramètres physiques et paramètres d’optimisation n’est pas triviale.

Dans le cas des filtres à ondes de surface, le problème de la correspondance entre matrices de
scattering et paramètres physiques se pose de la même manière, mais le formalisme change. Il s’agit de
circuits électriques imprimés sur un substrat piézo-électrique, qui échangent de l’énergie via les ondes
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acoustiques qu’ils engendrent dans ce substrat. Le but est de réaliser une fonction de filtrage entre
les ports de deux circuits, très similaire à celle des filtres résonnants. Il y a cependant une différence
fondamentale avec le cas précédent : il est ici deux types d’énergie en jeu, électrique et acoustique,
de sorte que le modèle conservatif est de taille 4 × 4 et non plus 2 × 2. Cette fonction de scattering

globale est définie par une matrice intérieure rationnelle symétrique S qui relie les ondes et les énergies
électriques incidentes Wi et Wi

′ aux ondes et énergies émergentes Wo et Wo
′ :[

Wo
Wo
′

]
= S

[
Wi
Wi
′

]
,

et la fonction de filtrage que l’on veut synthétiser est l’élément 4-3 (ou 3-4 par symétrie) de S. Le
problème vient de ce que si on peut écrire une réalisation de S en fonction des paramètres physiques
(réflexion et intensité des sources des cellules élémentaires qui composent le filtre) [13], on ne connaît
pas de caractérisation intrinsèque des fractions rationnelles qu’il est ainsi possible de former, et on ne
peut de ce fait construire un modèle de référence sur lequel mettre en œuvre des techniques d’approxi-
mation. Parmi les questions qui se posent naturellement, on peut citer la suivante :

Si S est une matrice rationnelle symétrique contractive analytique dans le disque, à quelle condition
est-elle un bloc diagonal d’une matrice rationnelle symétrique intérieure (i.e. analytique dans le disque
et unitaire sur le cercle) de taille plus grande, et quelle est le degré de McMillan minimal d’une telle
extension ?

Pour voir comment la question surgit, observons que la matrice de transfert électrique est le bloc
2 × 2 en bas à droite de S qui en est donc une extension symétrique et intérieure ; au prix de quelques
calculs, on peut montrer de plus que le degré de S est supérieur de 2 à celui de ce block 2 × 2. Le
problème de l’extension intérieure sans augmentation du degré d’une matrice rationnelle contractive S

est classique, et requiert que les blocks de Jordan associés aux zéros réels de la matrice I−S S ∗ soient de
taille paire [168]. Si l’on choisit S symétrique et que l’on impose à l’extension d’être symétrique aussi,
on a établi récemment la condition suplémentaire que les multiplicités algébriques de tous les zéros de
I−S S ∗ doivent être paires [12]. A présent, si cette condition n’est pas remplie, il reste a priori possible
de construire une extension intérieure symétrique, mais il faudra consentir une augmentation du degré.
C’est là le sens de la question ci-dessus. Il y a bien d’autres problèmes associés à la caractérisation du
transfert S, liées au fait que des retards dûs au temps de propagation des ondes induisent des conditions
d’interpolation sur la matrice de scattering acoustique dont le développement de Schur à l’origine est
de ce fait « pair ». Le projet APICS compte poursuivre l’étude de ces modèles entreprise par MIAOU.

5.1.6 Aspects algorithmiques de l’identification des systèmes linéaires stables

Participants : J. Leblond, J. Grimm, J.P. Marmorat, F. Seyfert

Au vu de l’expérience acquise avec les logiciels hyperion, RARL2, PRESTO-HF, et autres, le projet
APICS considère que les items suivants sont susceptibles de donner lieu à des implémentations d’al-
gorithmes dans matlab ou Scilab ou autre, et/ou posent des questions intéressantes, tant du point de
vue théorique que du point de vue appliqué. Parmi les quatre phases de l’identification, citées page 30,
les deux plus importantes portent le nom de peb2 (voir section 5.1.1) et arl2 (voir section 5.1.3).

L’objectif principal est de réaliser un logiciel qui identifie une fonctionH =
∑∞

k=0 Hk/s
k+1 connais-

sant certaines valeursH(iω), rangées dans un fichier, suivant une convention quelconque, mais norma-
lisée, et sachant queH est analytique dans le demi-plan et rationnelle de degré fixé. C’est la fonction de
transfert d’un système stable en temps continu. Grâce à une transformation du type s = (z + 1)/(z − 1),
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on se ramène à identifierH ′ =
∑∞

k=0 H′
k
zk, analytique dans le disque, rationnelle de même degré, c’est

la fonction de transfert d’un système stable en temps discret.

1. Problème de représentation. Dans la phase d’interpolation, on a décidé d’utiliser des splines
cubiques pondérées, et de calculer les H′

k
, coefficients Fourier de ces splines, par intégration par

parties. Ce n’est pas la seule méthode (on peut par exemple calculer les Hk, et les convertir, ce qui
revient implicitement à effectuer un algorithme peb2/arl2 en temps continu, mais à quoi devrait
ressembler un tel algorithme ?). La pondération des splines a pour but de réduire le bruit de
mesure, mais réclame à l’utilisateur du logiciel trois pondérations (pour les splines, la complétion
analytique et l’approximation rationnelle), n’est-ce pas trop lui demander ?
On calcule typiquement une expression de la forme∑

j

∫ β

α
ck j(x − γ)ke−inx dx,

où les ck j sont les coefficients en xk de la spline numéro j, [α, β] l’intervalle support de la
spline. Pour garantir la stabilité numérique, on choisit pour γ un point intérieur à l’intervalle,
par exemple le milieu, ce qui donne ∑

j

∫ δ

−δ
c′k jx

keinx dx.

Le nombre de sinus et de cosinus à calculer est assez grand, et cette façon de faire n’est pas
optimale (il est plus judicieux de calculer les puissances successives de e−iθ que tous les e−inθ).
Par ailleurs elle n’utilise pas le fait que β j = α j+1 : quelle est l’influence numérique de cette
approximation ? peut-on trouver une limite sur le nombre de coefficients de Fourier à calculer,
connaissant le nombre de mesures, le pourcentage de bruit sur les mesures, les diverses erreurs
numériques ?

2. Optimisation. Un certain nombre de méthodes numériques pour minimiser une fonction f uti-
lisent le gradient de la fonction calculé par estimation, par exemple [ f (x+ hv)− f (x)]/h pour un
certain h dans la direction v, et s’il faut calculer la dérivée dans n directions, on peut utiliser n

valeurs différentes de h. En général on ne connait pas de formules explicite de la dérivée, mais
plutôt un procédé calculatoire exact (issu le plus souvent de la différentiation automatique en
mode direct). Dans un certain nombre de cas, la différentiation en mode inverse [146, 241] est
nettement plus efficace, car le temps de calcul est indépendant du nombre de directions n, mais
le prix à payer en place mémoire est lourd. Dans le cas arl2 scalaire, on sait que le temps de
calcul optimal de la fonction est en nm + k(n), où m est le nombre de coefficients de Fourier, n

le degré et k(n) une fonction indépendante de n (si on pouvait utiliser les racines de q comme
paramètres, la situation serait plus simple). Une variante permet de faire le calcul en temps 2nm,
et la différentiation automatique en mode inverse s’applique de façon effective.
Calculer la dérivée seconde n’est pas facile. Les différences divisées permettent d’avoir une
approximation suffisante pour un intégrateur comme lsode, mais sûrement pas pour une méthode
de Newton, dans la mesure où le test d’arrêt est basé sur la positivité du Hessien. La plupart des
logiciels évacuent ce problème en fixant a priori le nombre d’itérations. Trouver un algorithme
précis et efficace pour le Hessien est un de nos objectifs.

3. Comportement de référence. La fonction ψ qui est de classe L∞ ou Lp dans l’énoncé du pro-
blème (P) ou (P’) est dans les faits rarement connue. On connaît plutôt certaines indications
sur l’approximant rationnel (par exemple, sous la forme : module près de 0.97, phase presque
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linéaire), et on cherche à construire une fonction ψ adéquate (dans hyperion, la fonction nulle
est la seule possibilité). On peut choisir quelques points pour ψ, puis interpoler par des droites
ou des splines puis projeter le résultat sur L∞ (ou sur la base de Fourier de L2) ; du point de vue
algorithmique, il semble plus simple d’utiliser une fonction de H∞ ou Hp, qui est dans l’espace
dans lequel on cherche g. Ceci nous laisse le choix entre plusieurs possibilités, qui devront être
validées par l’usage. Si l’on cherche un approximant borné par une fonction M, comment s’y
prend-on ? évaluer la fonction sur une grille de points comme cela est suggéré en section 5.1.2
est-il le plus rapide ?

4. Algorithme arl2 pondéré. On cherche F minimisant

ψH (F) =
1

2π

∫ 2π

0
|F(eiθ) −H(eiθ)|pw(θ) dθ (11)

où F est une fonction rationnelle de degré fixé, etH =
∑

Hiz
i est le développement (en général

tronqué à m termes) de la fonction que l’on cherche à identifier. Dans le cas p = 2, et si w(θ) = 1,
l’intégrale devient

∑
i |Fi − Hi|

2, et peut se calculer exactement en temps fini. On ne connait pas
de formule pour p , 2, et on ne connait pas grand-chose pour un w quelconque. Se posent les
questions suivantes : dans le cas w = 1 et p , 2, comment calculer l’intégrale ? et quelle est
l’équation au points critiques (l’équation obtenue en écrivant la condition nécessaire au premier
ordre) ? peut-on écrire F comme un quotient P/Q et éliminer formellement P, de sorte à avoir
une équation aux points critiques ne dépendant que de Q comme dans le cas scalaire quand p = 2
[26] ? A-t-on comme alors une formule pour la valeur du critère, qui ne nécessite pas le calcul de
P ? Dans le cas w , 1, il serait possible de calculer l’intégrale via le calcul de valeurs singulières
d’un certain opérateur, mais n’est il pas trop lourd numériquement, et dans le cas de la dérivée
seconde numériquement peu stable ?
Dans le cas matriciel, l’expression précédente peut s’écrire

ψ =
1

2π

∫ 2π

0

∑
kl

∣∣∣Fkl(eiθ) −Hkl(eiθ)
∣∣∣p w(θ) dθ

mais on peut vouloir faire dépendre w des indices k, l, ou même remplacer la somme par la
trace de X∗WX, où X = F − H et W une matrice de pondération. Comment décider laquelle
des méthodes est la meilleure ? En théorie, et en pratique, retrouve-t-on les bonnes propriétés
de l’algorithme (consistance, etc) ? introduire un poids ne risque-t-il pas de multiplier le nombre
de points critiques ? certaines constantes numériques dans le programme ont été ajustées avec
soin au vu des nombreux essais effectués dans le projet ; ces constantes doivent-elle dépendre du
poids ?

5. Algorithme arl2 matriciel. Les pôles de l’approximant peuvent bien sûr avoir une partie réelle
négative. Or, l’algorithme de Schur [53] monte les degrés en ajoutant un pôle en +1, donc loin
des pôles cherchés dans ce cas. Peut-on trouver un algorithme similaire, aussi efficace, mais qui
permette, comme dans le cas scalaire, de placer un pôle n’importe où sur la frontière ?

6. Algorithme arl2 scalaire pondéré. La théorie de Szegö permet d’approcher au degré n une fonc-
tion en norme pondérée par un poids 1/|w|2 (où w est un polynôme en z de degré d), avec une
complexité égale à l’approximation non-pondérée au degré n + d. Cependant, la différentiation
en mode inverse (utilisée pour trouver le gradient de la fonction objectif) ne s’applique pas, et
une méthode mixte doit être utilisée. On peut vouloir choisir d’autres fonctions de pondération,
par exemple, de type fraction rationnelle. Comme w est une fonction polynomiale de la variable
complexe z, et que l’on s’intéresse à w(eiθ) en tant que fonction de θ, le choix de w par l’utili-
sateur final n’est pas simple. Faut-il faire une base de données de poids ? un automate cellulaire
pour y accéder ?
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7. Changement de carte dans arl2 matriciel. Soit ω un nombre complexe, u et y deux vecteurs, et Θ
défini par ces trois quantités, une étape élémentaire de l’algorithme de Schur est définie par

B = TΘ(A) = (A − αuv∗)(I − αyv∗)−1,

où on a posé b = (z−ω)(1−ω), βω = b/b̃ (b̃ est le polynôme réciproque de b), α = (1− βω)(1−
y∗y)−1, et v = A∗u − y. Il y a une différence de 1 entre les degrés de McMillan entre A et B,
de sorte que toute matrice intérieure de degré n s’obtient par application de n transformation du
type TΘ. La transformation inverse a la même forme. La transformation est singulière si |ω| = 1
ou ||y|| = 1, et numériquement mal conditionnée au voisinage de ces points.
L’algorithme de Schur est naturellement récursif en u et y. On peut ainsi concevoir un algorithme
qui change une partie uniquement des paramètres. En prenant pour ω un pôle, on peut mettre à 0
le y correspondant, mais cela peut nuire au conditionnement numérique. Dans le cas complexe,
en degré k, on a le choix de k racines, dans le cas réel, les k pôles pourraient être imaginaires si k

est pair. Dans la version actuelle, l’algorithme de changement de carte est indépendant du critère
à optimiser, ce qui n’est sans doute pas optimal.

8. Bases exotiques. Est-il possible de faire tourner arl2 sur des bases autres que la suite des zn,
par exemple des ondelettes etc. Faut-il utiliser la même base que celle qui a servi pour résoudre
peb2 ? Dans l’équation (11), il faut se poser la question de la représentation de F (le résultat) et
H (les entrées).
Dans le cas multivariable, peut-on choisir une base différente pour chaque entrée ? Comment
traiter le cas (pas complètement idiot) où la n-ième composante dans la base doit être connue
avec une précision décroissante avec n (par exemple 500 chiffres pour le premier, 400 pour le
second, 300 pour le troisième, 1.115,pour le dernier etc.) ? Peut-on faire des calcul dans une base
qui n’est pas formée de fractions rationnelles ?

9. Démos. Faire une base de données de démonstrations accessibles par le Web, avec explications
et commentaires, pour chaque algorithme. Faire un help interactif (à la Scilab), mais autoriser
le couper-coller sur les exemples.

5.2 Problèmes inverses

Participants : L. Baratchart, F. Ben Hassen, M. Jaoua, I. Fellah, J. Leblond, M. Mahjoub, J.-P. Mar-
morat, J.R. Partington.
Collaborateurs notables : A. Ben Abda, S. Chaabane (LAMSIN-ENIT, Tunis).

C’était pour MIAOU un domaine relativement récent, né d’une collaboration avec le LAMSIN-
ENIT sur la détection de fissures dans un matériau conducteur en dimension 2, avec pour modèle un
problème de Dirichlet-Neumann [20]. Ultérieurement, on a aussi considéré la détection de sources
ponctuelles plutôt que de fissures suivant des modèles couramment utilisés en MEEG [7]. Dans ce
contexte électromagnétique, l’approximation quasi-statique des équations de Maxwell (on néglige les
dérivées en temps des champs électriques et magnétiques) permet de se ramener au cas d’un problème
inverse de type géométrique pour l’opérateur de Laplace que l’on peut, avec les notations de la section
5.1.1, énoncer par exemple ainsi pour des mesures électriques :

Cas des sources ponctuelles. Étant donnés un domaine lisse simplement connexe Ω ⊂ R2 et deux
fonctions φ (le flux de courant imposé) et γ (la différence de potentiel mesurée) sur le bord extérieur
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∂Ω, on souhaite trouver des points S j , Ck ∈ Ω et des moments λ j ∈ R, pk ∈ R
2 tels que la solution u

de

−∆ u =

m1∑
j=1

λ j δS j
+

m2∑
k=1

pk .∇ δCk
dans Ω

vérifie
∂u

∂n |∂Ω
= φ , u|∂Ω = γ . (12)

Cas d’une fissure. Étant donnés Ω, φ, et γ comme précédemment, on souhaite trouver un arc S ⊂ Ω,
tel que la solution u de  −∆ u = 0 dans Ω \ S

∂u

∂n±
= 0 sur S

vérifie (12).

La condition de stationnarité du flux nécessaire pour garantir l’existence d’une solution au pro-
blème direct est ici : ∫

∂Ω
φ =

{ ∑m1
j=1 λ j pour le cas des sources ponctuelles,

0 pour le cas d’une fissure.

L’approche développée par MIAOU consiste à affaiblir le problème, pour le ramener à l’approxi-
mation méromorphe d’une fonction dont des mesures sont disponibles sur la frontière et qui est définie
par une intégrale de Cauchy sur le lieu singulier, puis à déterminer le comportement asymptotique des
singularités de l’approximant (i.e. ses pôles) en relation avec celles de l’approximé.

Classiquement, on discrétise l’opérateur sur un nombre fini d’éléments de base ; ici, de façon
« duale », on discrétise les conditions au bord. En effet, on dispose sur le bord extérieur ∂Ω de mesures
de la fonction

f = γ + i

∫
φ ,

qui (d’après les équations de Cauchy-Riemann) est analytique dans le domaineΩ privé des singularités
{S j , Ck} ou S et telle que Re f = u ; de plus, si φ ∈ L2(∂Ω), alors f est continue (en fait Hölder 1/2
[165]) sur ∂Ω. Dans le cas oùΩ = D, auquel l’on se ramène par transformation conforme lorsqueΩ est
assez régulier, on obtient alors une solution approchée en calculant le meilleur approximant rationnel
L2 de degré N (cf. section 5.1.3), ou méromorphe L∞ (approximant AAK cf. [82]) avec au plus N pôles,
de f sur ∂Ω = T. Pour N suffisamment grand, celui-ci est une fonction gN telle que Re gN ' u dont les
pôles fournissent une localisation (en un sens relativement faible dans le cas d’une fissure ou de sourcs
monopolaires) des singularités de f , car celle-ci s’exprime, à une fonction analytique près, comme une
intégrale de Cauchy dont le support coïncide avec les singularités [17, 20, 68] ce qui permet d’invoquer
les résultats mentionnés en section 5.1.4. Dans le cas particulier de sources dipolaires, cette intégrale
est même une fonction rationnelle dont les pôles coïncident théoriquement avec les dipôles {Ck}. Dans
le cas général, l’approche a typiquement pour vocation de fourni, pour un coût calculatoire faible, des
informations permettant d’initialiser une méthode directe.

Plus précisément, dans le cas de singularités de dimension 0 ou 1, on a prouvé, et le résultat a une
signification assez générale du point de vue de la théorie des fonctions, que la mesure de comptage
de ces pôles converge (dans le sens faible-étoile) vers une distribution d’équilibre pour un potentiel de
Green lié aux points singulier de la singularité elle-même, voir figure 1 et section 5.1.4. Sur des données
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simulées, les résultats numériques obtenus à l’aide du logiciel RARL2 sont vraiment bons et engendrent
beaucoup d’espoir au sein du projet. Ceux-ci restent à valider sur des données expérimentales. La
détection de singularités de dimension 2 (sources, inclusions, cavités) devra elle aussi être considérée
(dans le cas de petites inclusions circulaires, la solution est proche d’une fonction rationnelle [148]
dont les pôles (centres des inclusions) sont bien localisés par RARL2 , [7]). Suite à ces travaux, deux
questions centrales se posent :

– peut-on obtenir des estimés « durs » sur la géométrie des pôles dans le cas d’une fissure géné-
rale ? (on peut dans le cas d’un arc « suffisament analytique » [68, 62]) ;

– peut-on étendre cette approche au cas d’inclusions 2-D ?
Ces points sont à relier à la conjecture mentionnée en section 5.1.4, et ils participent pour APICS d’une
perspective de recherche à long terme. Mentionnons au passage une autre problématique, certainement
difficile également : quel type d’information concernant les singularités peut-on déduire des données
frontière ? Leur nombre ? Leur dimension ?

D’autres questions relevant toujours de la détection et l’identification de défauts mais cette fois en
données incomplètes, dans le cas réaliste où la totalité de la frontière n’est pas accessible aux mesures,
peuvent se formuler au moyen des problèmes (P) dans H∞ + RN avec N > 0 (voir section 5.1.1). Il
s’agit par exemple du problème ci-dessus de détection d’une fissure, lorsque les mesures ne sont dis-
ponibles que sur K ⊂ ∂Ω. Les algorithmes disponibles pour la résolution de (P) ont permis d’étendre
de telles données sur des cas simulés, et d’initialiser avec un certain succès succès des techniques de
localisation de fissures développées à l’ENIT qui nécessitent des données complètes, [39, 61]. La ré-
partition asymptotique des pôles des approximants méromorphes pourrait sans doute, ici aussi, donner
des indications directes sur les fissures ou défauts, mais ceci reste à étudier pour APICS.

D’autres problèmes de singularités frontières, reliés à des modèles de corrosion, relèvent des pro-
blèmes extrémaux avec conrainte sur les parties rélles ou imaginaires de la solution (cf. section 5.1.1). Il
s’agit-là de déterminer la géométrie inconnue d’une partie de la frontière d’un domaine depuis des me-
sures effectuées sur la partie complémentaire. Dans les cas les plus simples, le bord entier est supposé
connu mais l’on cherche à déterminer un certain coefficient d’échange, lié à des conditions de Robin
portant sur la partie corrodée. Les solutions des problèmes extrémaux bornés et les algorithmes d’ap-
proximation analytique développés pour la résolution de (P) avec p = 2 et des données suffisamment
régulières se sont avérés très efficaces pour la détermination de ce coefficient (logiciel hyperion), voir
[44, 46]. Des résultats de stabilité globale pour ce problème de Robin ont aussi été établis en utilisant sa
formulation dans les espaces de Hardy et certaines propriétés de ces derniers, voir [38, 45] et aussi [88].
Suite à cela, APICS souhaite investiguer des problèmes géométriques d’identification d’une frontière
libre dans le cadre de l’une des thèses co-encadrées par le LAMSIN et le projet. Il s’agit, par le biais
d’un changement de variable construit sur les données disponibles, de transformer le problème géo-
métrique en problème de détermination d’une fonction sur une partie du bord du domaine transformé,
dans le style de [128].

Si le domaine Ω a des « trous », les mêmes questions extrémales [47, 65], [123, 250] autorisent
l’abord de problèmes inverses du Laplacien à frontière libre. Par exemple pour identifier une compo-
sante connexe de la frontière d’un domaine d’analyticité (matérialisée par une fissure ou une cavité),
on peut poser après transformation conforme un problème extrémal dans l’espace de Hardy d’une
couronne (cf. section 5.1.1). Naturellement l’application conforme elle-même n’est pas connue, mais
en utilisant une famille suffisament riche d’automorphismes de l’intérieur du bord extérieur ∂Ω (e.g.

en conjuguant par une application conforme sur le disque une famille suffisamment riche de trans-
formations de Möbius), on peut espérer localiser la frontière intérieure comme envelope de courbes de
niveau au delà desquelles l’extension analytique n’est plus possible. Ceci permet une autre approche de
la détection de fissures et aussi d’aborder l’estimation de coefficients d’échanges aux interfaces entre
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différents milieux [40] qui intervient dans des géométries tridimensionnelles à symétrie cylindriques.
Citons par exemple le problème de Robin sur la peau interne d’un tube, qui consiste à déterminer le
coefficient ϕ tel que la solution de

∆ u = 0 dans la couronne Ω = D \ sD , 0 < s < 1

soumise aux conditions (12) sur le bord extérieur T vérifie

∂u

∂n
+ ϕ u = 0

sur le bord interne sT. Pour valider une telle approche, le projet APICS cherchera dans un premier
temps à étendre au présent contexte les résultats de stabilité logarithmique de [45] et [88].

Une question naturelle, celle qui est peut-être la plus importante au regard des applications, est de
savoir si les études effectuées en dimension 2 permettent d’aborder la dimension 3. Il se trouve que sur
des géométries sphériques, en particulier dans le cas de sources ponctuelles dans une boule Ω ⊂ R3

(un modèle courant quoique simplifié pour le problème de l’EEG), on peut en considérant la trace des
solutions u le long de cercles Tp contenus dans la sphère ∂Ω tirer parti des résultats mentionnés précé-
demment concernant le comportement des pôles en approximation rationnelle ou méromorphe dans le
plan. Le cas particulier d’une unique source se traite ici de façon particulièrement simple : la restriction
à Tp du carré de u privé de sa projection harmonique est alors la trace d’une fonction rationnelle dans
le disque Dp de frontière Tp et la singularité cherchée se trouve dans le disque Dp où le pôle (simple ou
triple) de cette fonction est de module maximum ; ainsi, au degré approprié, les pôles de l’approximant
la localisent en principe exactement [7]. Dans le cas de plusieurs sources u2

p est une fonction à points
de branchements dans chaque tranche, et le comportement asymptotique des pôles des approximants
donne à nouveau une localisation des singularités qui atteignent tour à tour un maximum en module
dans les plans qui contiennent une source (voir figure 2). Cette approche préliminaire du cas 3D a
donné des résultats convaincants sur des données simulées par le projet ODYSSÉE, et devra être testée
sur des données réelles. Notons que le caractère sphérique intervient à deux niveau : d’une part pour
comparer explicitement les « tranches » (elles sont toutes isomorphes au disque à une renormalisation
près), et d’autre part pour effectuer commodément la projection harmonique via le développement en
harmoniques sphériques [96], c’est à dire rendre effectif le fait qu’un champ de vecteurs L2 (non né-
céssairement tangent) sur la sphère est somme du gradient d’une fonction harmonique à l’extérieur et
du gradient d’une fonction harmonique à l’intérieur (sur le demi-plan cela découle de l’existence des
transformées de Riesz [256, 257], et on passe à la sphère par transformée de Kelvin [96]). La première
préoccupation d’APICS sera ici de tenter une généralisation de la éthode à des déformées explicites de
la sphère, par exemple en étendant harmoniquement les données jusqu’à la sphère « la plus proche »
ou au contraire en procédant tranche à tranche par application conforme.

Une autre voie, plus naturelle et plus ambitieuse à la fois, serait d’étendre les résultats-clés en di-
mension 2 à la dimension 3. La difficulté devient alors double : il faut d’une part généraliser de quelque
façon les propriétés de convergence des mesures de comptage (cf. section 5.1.4) à la discrétisation opti-
male d’un potentiel de Newton et non plus d’un potentiel logarithmique, et il faut d’autre part mettre au
point les outils pour calculer un discrétisé optimal ou sous-optimal en dimension 3, où l’on ne dispose
plus de la puissance calculatoire de l’analyse complexe. Par exemple, les résultats discutés en section
5.1.4 dans le cas plan conduisent à la question suivante :

SiPµ est le potentiel de Newton d’une mesure µ à support suffisamment régulier dans la boule unité
de R3, et µN est la mesure discrète à N masses dont le potentiel approxime le mieux (disons en norme
uniforme) Pµ sur la sphère unité de R3, la mesure de probabilité équirépartie sur le support de µN

converge-t-elle (au sens faible-*) lorsque N → ∞ ou du moins quels sont ses points d’accumulation ?
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F. 2 – 4 dipôles dans Ω ⊂ R3, approximants de deg. 8
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Il faut noter que la théorie des fonctions quaternioniques a donné naissance à une analyse harmo-
nique relativement complète sur la sphère qui est assez similaire à celle du cercle [106, 166, 259], mais
l’absence de structure multiplicative à ce jour ne permet pas de définir des analogues aux opérateurs
de Hankel et de Toeplitz qui sont si importants pour l’analyse en dimension 2. Le projet APICS tentera
d’approfondir ces aspects en relation avec la question ci-dessus. Ce cercle d’idées pourrait faire, le cas
échéant, l’objet d’une collaboration avec l’Université de Provence.

5.3 Contrôle/modélisation/identification non-linéaire

5.3.1 Contrôle, optimisation, feedback

Participants : A. Bombrun, J. Grimm, J.-B. Pomet, M. Sigalotti.

On a expliqué en section 3.7 que les travaux d’APICS dans ce domaine porteraient sur l’obtention
de feedback, tout en gardant le souci de ne pas dégrader un critère qu’il faudrait idéalement optimiser.

On entend ici « stabilisation » dans un sens général : soit la stabilisation asymptotique d’un point
d’équilibre, soit l’obtention d’un feedback qui permette d’atteindre, par exemple en temps fini, une
« cible », qui peut elle-même avoir une dynamique. Stabiliser est un objectif qualitatif, tandis qu’op-
timiser un critère (par exemple le temps pour atteindre la « cible ») est un objectif quantitatif. Une
synthèse optimale (le contrôle optimal écrit comme un feedback) est évidemment une solution parti-
culière du problème qualitatif de stabilisation, mais d’une part elle est quasi-impossible à construire
explicitement en général, et d’autre part elle est d’une complexité qui la rendrait difficilement implé-
mentable en pratique, voir par exemple [260, 202]. En laissant de côté les cas heureux où une synthèse
optimale explicite est possible, on cherchera donc, soit à approcher cette synthèse optimale par un
feedback explicite, soit tout du moins à quantifier le coût de feedbacks stabilisants construits d’autre
manière. La question est assez générale, mais APICS a l’intention de focaliser son attention sur des pro-
blèmes de contrôle issus du domaine spatial, en particulier le problème du transfert d’orbite en poussée
faible (cf. section 6.4) dont l’enjeu industriel est important et qui devrait être une source d’inspiration
pour des travaux méthodologiques.

Précisons trois directions importantes.

1. Quantification de feedbacks. Si l’on a construit un feedback par une méthode qui n’est absolu-
ment pas reliée au critère que l’on souhaite optimiser, il reste ensuite à quantifier ses « perfor-
mances ». On peut bien sûr évaluer le critère sur certaines trajectoires-test à l’aide d’une cam-
pagne de simulation, ou faire de l’optimisation sur un nombre de paramètres laissés libres dans la
construction du feedback ; cette approche est parfois qualifiée de « directe » dans les problèmes
d’ingénierie. Des méthodes un peu plus systématiques pour cette évaluation, par exemple plus
indépendantes des conditions initiales choisies, seraient très souhaitables. Cette question n’est
pas un « défi » en elle-même, il s’agit plutôt de systématiser des démarches existantes, pour une
question à laquelle on a souvent à faire face.

2. Caractérisation des problèmes de contrôle optimal dont la fonction valeur, non lisse, est proche

(au sens C0) de fonctions de Lyapunov contrôlées (lisses). Les travaux [50, 52] vont dans cette
direction en ce qu’ils étudient les fonctions non lisses qui peuvent être limites de fonctions de
Lyapunov contrôlées lisses. Il manque une confrontation avec l’étude des synthèses génériques.
En effet, bien que non lisse, cette fonction valeur a quand même de la structure : elle est parfois
sous-analytique, parfois plus complexe [83, 84]. Cette question précise est très ambitieuse, et
APICS n’espére pas obtenir de réponse « générale », mais croit que c’est une façon de penser
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fructueuse. Toute réponse, même partielle, serait une contribution importante au contrôle non
linéaire.

3. Applications. Ces questions sont au cœur de certains problèmes de contrôle en mécanique spa-
tiale (on détaille ces derniers à la section 6.4). D’ailleurs, le programme de recherche ci-dessus
est en partie inspiré par le problème de transfert d’orbite, ou de rendez-vous, pour des satellites
munis de moteurs à poussée faible (propulsion électrique, moteurs plasmiques). Ce problème
pratique, qui a énormément de structure, sera un sujet privilégié pour APICS dans les années
à venir. En particulier, une étude géométrique aussi poussée que possible de la synthèse des
problèmes de contrôle optimal correspondants ne semble pas hors de portée, et permettrait de
donner du corps à la question 2 ci-dessus.

5.3.2 Caractérisation de la « platitude »

Participants : D. Avanessoff, L. Baratchart, J.-B. Pomet.
Collaborateur notable : V. Chetverikov (Univ Baumann, Moscou).

Ce problème, dont on a exposé les bases à la section 3.6, est à la fois difficile et important pour
l’automatique non-linéaire. Pour toute fonction v du temps, on note v(i) pour div/dti ; v̇ a la même
signification que v(1). Pour résumer, un système de contrôle

ẋ = f (x, u) (13)

dont l’état est x ∈ Rn et l’entrée u ∈ Rm sera « plat » si il existe m fonctions de l’état, de la commande
et d’un certain nombre de ses dérivées par rapport au temps

y j = φ j(x, u, u(1), · · · , u(k)), 1 ≤ j ≤ m,

qui soient différentiellement indépendantes et qui permettent d’exprimer x et u sans avoir à intégrer
d’équations différentielles22 :

(x, u) = Ψ(y, y(1), . . . , y(`)) , avec y(i) = (y1
(i), . . . , ym

(i)).

Si on introduit le module des différentielles du système, i.e. l’ensemble des combinaisons linéaires :∑
ai dx(i) +

∑
b j du( j)

où les ai et b j sont des fonctions de x, u et d’un nombre finis de leurs dérivées, muni de la relation

dx(1) =
∂ f

∂x
dx +

∂ f

∂u
du

qui permet d’éliminer les dx(i) pour i > 0, la platitude est équivalente a l’existence d’une base de formes
exactes23 pour ce module sur l’anneau des opérateurs différentiels en d/dt à coefficients fonctions. En
ce sens, il s’agit donc d’une question d’intégrabilité.

22 Les travaux initiaux sur les systèmes d’équations différentielles sous-déterminés (voir par exemple [188] pour une
rétrospective) portaient sur l’existence de la fonction Ψ, mais pas des φ j donnant chaque y j comme une fonction de l’état,
de la commande et d’un certain nombre de ses dérivées. On peut dire que le système (13) admet une paramétrisation, ou
paramétrisation de Monge, si il existe une fonction Ψ telle que, pour tout choix de fonctions du temps t 7→ (y1(t), . . . , ym(t)),
les formules (x, u) = Φ(· · · ) donnent une solution de (13), et que ceci décrive toutes les solutions de (13). Cette propriété
est en fait suffisant pour que le système (13) soit linéarisable par feedback dynamique (voir section 3.6). L’existence des
fonctions φ j assure que, pour chaque solution (x, u) de (13), il existe un unique choix des fonctions y, données par la formule
ci-dessus ; dans ce cas, le feedback linéaire qui permet de linéariser est dit endogène [151].

23L’existence d’une base de formes possiblement non exactes est en fait assurée par la contrôlabilité du système.
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Soit à présent un système de contrôle, dont on voudrait savoir si il est plat et, le cas échéant obtenir
des sorties plates y j. L’état des connaissances est à ce jour le suivant.

1. Soit on arrive à construire des sorties plates, grâce à une compréhension profonde de la structure
du système et/ou grâce aux méthodes disponibles dans la littérature24 et, dans ce cas, plus aucune
question ne se pose concernant l’existence de sorties plates. Tout-au-plus peut-on se demander
si on a obtenu les plus simples : par exemple, si l’on en connaît qui dépendent de l’état, des
contrôles et des dérivées premières des contrôles, en existe-t-il d’autres qui dépendent seulement
de l’état et des contrôles, ou seulement de l’état ?

2. Soit on peut appliquer l’une des rares conditions nécessaires disponibles dans la littératurepour
décider que le système n’est pas plat. La seule condition nécessaire générale, outre la contrôla-
bilité de l’approximation linéaire est le « critère de surface réglée » [242, 248]. On peut aussi
se rapporter pour certaines classes de systèmes particulières aux conditions nécessaires et suffi-
santes mentionnées dans la note 24 en bas de page.

3. Sinon on est réduit à rechercher des sorties plates de la manière suivante : d’abord comme fonc-
tions de l’état seulement, en écrivant les relations différentielles qu’elles doivent satisfaire, pour
parvenir (par chance) à une solution explicite ou du moins à un développement en série ou bien à
une contradiction25 qui montre qu’il n’existe pas de sorties plates dépendant de l’état seulement ;
on peut alors reprendre la même démarche pour des fonctions de l’état et des contrôles puis, si
une nouvelle contradiction survient, de l’état des contrôles et de leurs dérivées premières, et ainsi
de suite26 ...

Il est juste de dire que la principale difficulté, c’est-à-dire le fait que les objets recherchés (les sorties
plates) soient des fonctions dépendant potentiellement d’une infinité de variables, n’est surmontée que
dans les travaux mentionnés à l’item 2.

Un travail de longue haleine dans le but de développer une théorie de l’intégrabilité formelle « à une
infinité de variables », qui donne un sens aux équations qui régissent les sorties plates indépendamment
du nombre de variables dont elles dépendent, a été mené depuis plusieurs années au sein du projet
MIAOU. Il se trouve que ce travail a porté quelques fruits. L’article préliminaire [3] décrit une valuation
naturelle, adaptée au système de contrôle en un point, qui permet de donner un sens formel à la notion
de troncature à un certain ordre des « équations de la platitude ».

Nous fondons de grands espoirs, à court terme, sur ces résultats, et sur une collaboration récente
avec V. Chetverikov (Univ. Bauman), qui a mené des travaux tout-à-fait complémentaires aux nôtres,
voir [129]. Le projet est de mettre sur pied des méthodes explicites pour tester l’existence de sorties
plates, au moins localement dans le cas analytique, et de les rendre effectives à l’aide de systèmes de
calcul formel, en collaboration avec nos collègues du projet CAFE.

24 Pour les systèmes à un contrôle, ou à deux contrôles mais linéaires en les contrôles (c’est-à-dire du type ẋ = u1 f1(x) +
u2 f2(x), avec u1 et u2 scalaires), la platitude est entièrement caractérisée ; c’est essentiellement contenu dans [121], et explicité
pour les systèmes de contrôle dans [126] et [216], voir aussi [75, §6]. La situation des systèmes affines en les contrôles à
quatre états et deux entrées est élucidée dans [76] pour le cas où on ne dérive pas la commande.

25La théorie de l’intégrabilité formelle est bien résumée dans [113] ; pour les systèmes ne faisant intervenir que des fonc-
tions polynomiales, on peut par exemple employer le package diffalg du système de calcul formel Maple.

26Pour les systèmes à quatre états et deux commandes dont la dynamique est affine en ces commandes (ce sont les pre-
mières dimensions pour lesquelles le problème est véritablement non-trivial), les conditions nécessaires et suffisantes [76]
pour l’existence de fonctions linéarisantes dépendant de l’état et de la commande (mais pas des dérivées de la commande)
sont certes explicites mais pointent la complexité de la question.
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6 Applications, validation

Les applications que le projet APICS met en avant dans son activité scientifique concernent :

1. la résonance en cavités pour le filtrage hyperfréquence,

2. le couplage de circuits électriques par ondes surfaces pour le filtrage SAW-SPUDT (Surface
Acoustic Wave-Single Phase UniDirectional Transducer),

3. la détection de sources et de défauts sur des modèles diffusifs associés à un Laplacien en dimen-
sion deux ou trois, pour le contrôle non-destructif de matériaux ou la modélisation de l’activité
cérébrale,

4. le contrôle spatial,

5. la régénération des signaux optiques.

Toutes ces activités, à des degrés de profondeur très divers, ont été initiées du temps du pro-
jet MIAOU. On peut dire grosso modo que l’item 1 est le plus ancien et vit sa maturité, cependant
que l’item 2 n’a pas encore vraiment débouché et que les items 3 et 4 sont émergents mais de ceux
qu’APICS veut développer fortement. L’item 5 est un peu à part méthodologiquement, et résulte d’une
opportunité dont le futur n’est pas encore complètement défini.

Ce qui unifie les trois premiers items, c’est que les modèles sous-jacents sont holomorphes (pour
généraliser la définition usuelle à la dimension 3, on dit qu’un champ de vecteurs est holomorphe si
c’est le gradient d’une fonction harmonique). Ceci reflète le formalisme utilisé pour décrire les phéno-
mènes physiques sous jacents (la transformée de Fourier et l’opérateur de Laplace sont ici responsables
de l’intervention de l’holomorphie).

En dernière analyse, les approches développées par le projet MIAOU pour les 3 premiers itms
consistent toujours plus ou moins à poser les problèmes inverses sous-jacents comme celui de l’ap-
proximation d’un potentiel (logarithmique en dimension 2, Newtonien en dimension 3) par un potentiel
discret. Là se révèle la structure particulière que l’on cherche à exploiter.

6.1 Filtrage hyperfréquence

Participants : L. Baratchart, J.-P. Marmorat, F. Seyfert

Le domaine des hyperfréquences est le seul dans lequel le projet MIAOU a une expérience de plu-
sieurs années allant de recherches assez abstraites jusqu’au transfert industriel. Partant, c’est le sujet
dont APICS cerne le moins mal la prospective. La demande socio-industrielle est forte et ne devrait
pas se démentir pendant plusieurs années encore : les transmissions satellitaire ont une capacité de
couverture inégalée et la plupart des applications fortement factorisées (comme la télévision) devraient
continuer d’emprunter ce vecteur, de même que les missions d’observation de la planète qui sont sû-
rement amenées à prendre de l’importance. Par ailleurs, les exigences de débit et les contraintes phy-
siques liées à l’embarquement ne présagent pas d’un avènement prochain du « tout numérique » dans
le traitement des signaux satellitaires. Aussi, l’aide informatisée à la conception et au réglage de filtres
analogiques semble-t-elle avoir de l’avenir, surtout si l’on considère que la chaîne de ré-amplification
(filtrage, démultiplexage, amplification, remultiplexage, filtrage) compose l’essentiel de la charge utile
d’un satellite de télécommunications. Ceci se renforce du fait que les constellations de satellites envi-
sagées aujourd’hui, si elles voient le jour, exigeront la réalisation de batteries de filtres par centaines,
et que les spécifications pointues en réjection et en largeur de bande peuvent demander des semaines
de mises au point, quelquefois infructueuses. A son passif, la transmission par satellite ne propose pas
pour l’instant de solution technique claire à la prise en compte des requêtes individuelle des utilisateurs
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(il est difficile d’organiser l’accès de chaque utilisateur à une station montante). Elle devra pallier cela
pour ne pas subir à terme la concurrence des fibres optiques sur ce plan.

Un regroupement des acteurs européens dans le domaine du filtrage (EADS-Astrium, Alcatel-
Space,. . . ) pourrait se dessiner à moyen terme. Notons que TESAT (ex Bosch) semble travailler da-
vantage en collaboration avec les laboratoires universitaires sous l’égide de l’ESA (notamment l’Uni-
versité de Darmstadt) que ses homologues français. L’ETH est aussi un laboratoire actif en physique
des hyperfréquences. Dans l’hexagone, c’est surtout le CNES qui fédère la recherche de laboratoires
comme l’IRCOM (Limoges), l’INRIA, ou d’entreprises de logiciels comme CADOE, en collaboration
avec les industriels nationaux. Notons que le numéro un mondial des filtres micro-ondes, le cana-
dien COMDEV, n’est pas équipementier (il fournit des équipementiers, notamment ceux du continent
Nord-Américain comme Lockheed-Martin), et dépend donc davantage de son innovation que d’autres.
Le projet MIAOU a reçu le soutien du CNES depuis des années et collaboré de longue date avec l’IR-
COM. Il a transféré certains de ses outils chez Alcatel-Space depuis deux ans, tout en essayant d’élargir
sa base de contacts au sein du domaine des micro-ondes. APICS compte s’appuyer sur ces acquis pour
rester un acteur de cette communauté.

Au plan technique, l’approche développée par le projet MIAOU, qui systématise le recours aux
problèmes extrémaux dans des espaces de fonctions analytiques pour la détermination de la matrice de
répartition du modèle passe-bas, a montré une réelle efficacité pour ce qui est de l’aide à la conception
et au réglage d’IMUX (Input MUltipleXer) via les logiciels hyperion, RARL2 et PRESTO-HF[15] (voir
aussi section 4). Elle parait posséder un peu d’avance sur les méthodes développées dans la commu-
nauté, dont certaines, d’ailleurs, commencent à prôner à leur tour l’usage de techniques d’approxima-
tion polynomiales ou rationnelles. La figure 3 illustre cette approche sur un exemple à cinq cavités
comportant 10 pôles et 8 zéros, les couplages associé étant à titre indicatif donnés par la matrice :

−0.068 0.795 0.000 0.058 0.000 0.067 0.000 0.000 0.000 0.000
0.795 0.060 0.542 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.542 0.016 0.562 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.058 0.000 0.562 0.006 −0.522 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 −0.522 −0.029 0.504 0.000 0.012 0.000 0.000
0.067 0.000 0.000 0.000 0.504 0.023 0.534 0.000 0.000 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.534 −0.020 −0.210 0.000 −0.688
0.000 0.000 0.000 0.000 0.012 0.000 −0.210 0.075 0.975 0.000
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.975 −0.083 −0.504
0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 −0.688 0.000 −0.504 0.071


Le nouveau projet pense que la théorie des fonctions et l’analyse harmonique, dans ses aspects

analytiques à valeurs matricielles, et plus particulièrement les problèmes extrémaux (approximation
sous contraintes variées de norme ou de degré, voir section 5.1.1), pourrait jouer un rôle conséquent
dans les progrès à moyen terme de la conception des dispositifs hyperfréquences, à mesure que leur
association aux équations différentielles de la propagation et de la résonance (Maxwell et Helmholtz)
ira croissant. Par ailleurs, la détermination des paramètres physiques du modèle passe-bas, à partir de
sa matrice de répartition, a fait l’objet d’expériences assez convaincantes de la part du projet MIAOU
(cf. section 5.1.5) en couplant une interprétation automaticienne des équations à un logiciel de résolu-
tion symbolico-numérique, pour déterminer tous les jeux de paramètres possibles (le problème n’est
généralement pas univoque). Ceci semble indiquer que la théorie classique des systèmes, d’une part,
et les outils de résolution d’équations algébriques, d’autre part, sont aussi des ingrédients importants
pour l’avancement du sujet. C’est donc un domaine où pourraient se valoriser des collaborations entre
APICS et des projets comme CAFÉ, COPRIN, GALAAD, ou SPACES.
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F. 3 – La procédure d’identification fréquentielle fondée sur la résolution d’un problème extrémal

(pour compléter les données partielles) suivie d’une approximation rationnelle, illustrée à l’aide du

logiciel PRESTO-HF sur un filtre résonnant à cinq cavités (10 pôles) proposé par Alcatel-Space (centre

de Toulouse). Les quatre voies (réflexion et transmission à chacun des deux ports) sont figurées sépa-

rément par leur diagramme de Nyquist. Les points figurent les données mesurées, le trait continu est

l’approximant rationnel matriciel de degré 10.
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Soulignons que les concepts d’une approche dédiée comme celle-ci doivent se situer assez en
amont pour ne pas être trop dépendants de la technologie : peut-être assistera-t-on dans un futur proche
au développement d’autres types de filtres, (citons les dispositifs à ruban ou encore corrugués pour le
traitement passe-bas de sortie) ; même si les modèles en éléments localisés correspondants n’ont pas
encore été complètement mis au point par les physiciens des micro-ondes, il est fondamental pour un
projet de recherche en mathématiques appliquées de mener des réflexions qui puissent se transposer, le
cas échéant, à des contextes nouveaux.

Un enjeu important du traitement des signaux hyperfréquence pour le futur projet (cf. section 3.1)
serait la conception et le réglage des OMUX (Output MUltipleXer). Il s’agit de batteries de filtres
couplés en parallèle par un guide d’ondes. Par rapport au cas d’un seul filtre, évoqué au paragraphe
précédent, le problème se complique du fait que la modélisation inclut des retards, induits par les
longueurs de guide, et que la règle de chaînage introduit la distance hyperbolique entre matrices de
répartition des différents canaux. Quoique dégrossi par l’étude individuelle de chaque filtre, le pro-
blème est calculatoirement plus lourd que précédemment et aussi plus spécialisé. Par une approche
directe, développée en collaboration avec le CMA et testée sur deux situations délicates, nous avons
obtenu des résultats comparables à ceux déjà obtenus par Alcatel-Space au moyen d’un code « d’op-
timisation » générique. Le seul progrès significatif a été le gain de temps, dû au calcul explicite du
gradient, que l’« optimiseur » générique n’effectue même pas. Il s’agit d’exemples sur lesquels les
spécifications ne sont pas remplies, et où l’industriel a par ailleurs imposé des contraintes à certains
paramètres parce qu’il souhaitait réutiliser plusieurs éléments du dispositif. On se trouve ainsi dans
un cas typique où l’on voudrait : soit des bornes certifiées pour éclaircir ce que l’on peut espérer sous
les contraintes en question, soit une méthode dédiée qui fasse mieux que l’approche directe. APICS
croit possible le développement d’une telle méthode, en se fondant d’une part sur une version hyper-
bolique des problèmes extrémaux déjà mentionnés pour les IMUX, et d’autre part sur la géométrie des
matrices intérieures pour procéder récursivement par ajoût de cavités. Cependant, le caractère presque
périodique des exponentielles assure la présence de nombreux optima locaux, et interagit de manière
délicate avec la discrétisation en fréquence. L’idéal serait d’obtenir des bornes a priori sur les longueurs
de guide qui assurent l’unimodalité. C’est un champ d’investigation intéressant qui s’ouvre ici, enri-
chissant la classe des fonctions à considérer et faisant jouer un rôle premier à la distance hyperbolique.
Mais il s’agit d’une recherche d’assez longue haleine, relativement spécialisée (il n’y a peut-être pas
beaucoup d’autres applications qu’aux OMUX), demandant une masse critique d’efforts en partenariat
pour aboutir. APICS est décidé à faire cet investissement dans la mesure où le CNES et Alcatel-Sace
ne démentent pas leur intérêt.

6.2 Filtres à ondes de surface

Participants : L. Baratchart, P. Enqvist, A. Gombani, M. Olivi

Il s’agit de circuits électriques imprimés sur un substrat piézo-électrique, qui échangent de l’énergie
via les ondes acoustiques qu’ils engendrent dans ce substrat. Le but est de réaliser une fonction de
filtrage entre les ports de deux circuits, très similaire à celle des filtres résonnants évoqués dans le
section précédente. Il y a cependant une différence fondamentale : il y a ici deux types d’énergie en
jeu, électrique et acoustique (cf. section 5.1.5). En particulier, l’une des principales difficultés est de
dissiper aussi peu d’énergie acoustique que possible au voisinage de la fréquence considérée c’est à
dire de rendre la transmission aussi unidirectionnelle que possible, ce qui explique l’appellation Single-

Phase UniDirectional Transducer (SPUDT).

L’expérience de MIAOU sur ce type de système est limitée, et se résume à une collaboration avec
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Thomson Microsonics, fabricant de puces pour le téléphone mobile, qui a duré environ deux ans. Le
modèle physique se présente sous forme de relations récursives, à mesure que l’on chaîne les cellules,
qui sont du type Szegő (récurrences à trois termes qui lient les polynômes orthogonaux). Le projet
a investi un temps significatif, dans l’écriture d’une réalisation de la matrice de scattering explicite
en fonction des paramètres physiques, et l’analyse de la sévérité des contraintes sur les valeurs des
paramètres physiques (coefficients de réflexion et de source) qui sont faibles de par la technologie
actuelle (mais celle-ci évolue rapidement) ; il a enfin tenté de synthétiser directement les paramètres
physiques en utilisant un code d’« optimisation » générique, sans beaucoup de succès. A ce stade,
l’industriel s’est quelque peu désengagé cependant que le MIAOU, convaincu de la nécessité d’une
approche spécifique, s’est attelé à établir quelques conjectures sur le type de modèle que l’on peut
réaliser qui n’ont pas encore été vérifiées mais ont tout de même considérablement progressé [12] (cf.

section 5.1.5).

La conception de filtres SAW-SPUDT est un sujet intéressant au plan scientifique, où l’analyse
de Schur matricielle, les polynômes orthogonaux, et et les opérateurs de Hankel interviennent dès le
premier stade de modélisation macroscopique. Cependant, c’est une recherche qui n’est pas à court
terme et qui nécessite là encore un partenariat étroit avec les physiciens. Comme le domaine évolue
très vite, et que les débouchés sont soumis à de fortes fluctuations économiques, il n’est pas facile
pour un projet de recherche de nouer des relations directement avec un industriel qui fait face à de
nombreux impératifs et aléas. Pour ce qui est du futur proche, APICS compte mener à bien les travaux
entamés par MIAOU sur la modélisation fréquentielle de ces dispositifs, car il considère cela comme un
investissement dont l’intérêt déborde largement l’application initialement envisagée. A moyen terme,
il souhaite recontacter un partenaire industriel dans ce domaine assez vaste lorsqu’il pensera avoir
véritablement avancé au plan méthodologique.

6.3 Contrôle non-destructif

Participants : L. Baratchart, F. Ben Hassen, M. Jaoua, I. Fellah, J. Leblond, M. Mahjoub, J.-P. Mar-
morat, J.R. Partington.
Collaborateurs notables : A. Ben Abda, S. Chaabane (LAMSIN-ENIT, Tunis).

Les applications visées à terme assez rapproché sont de contribuer à la détection de sources ponc-
tuelles suivant des modèles couramment utilisés en magnéto-encéphalographie, notamment en colla-
boration avec le projet ODYSSÉE autour du problème inverse MEEG et au travers de l’ACI « OBS-
CERV », cf. section 5.2. Le projet est également en train de nouer des contacts avec S. Lowitzsch
(Center for Advanved Imaging, West Virginia Univ.) sur les mêmes problèmes et aussi sur ceux is-
sus de la résonance magnétique. Le but est de faire progresser l’exploration fonctionnelle du cerveau,
que ce soit pour l’avancement des connaissances elles-mêmes concernant les potentiels d’évènements
ou pour le diagnostic (par exemple la détection des foyers épileptiques). Le traitement des données
magnétiques (mesures du champ ou du flux magnétiques) n’a pas encore été considéré, bien qu’il se
formule encore (sous l’hypothèse quasi-statique) par le biais d’un opérateur de Laplace ; la solution,
cependant, est ici un potentiel magnétique, vecteur dont dérive le champ magnétique. Celui-ci sera
nécessaire pour aborder le problème inverse MEEG dans sa globalité (puisque l’on dispose aussi pour
le résoudre de mesures du champ magnétique prélevées sur le scalp, en vue de retrouver les défauts de
conductivité).

D’autres applications à connotation médicale sont envisagées, plus spécialement l’inversion de la
transformée de Radon via la résolution de problèmes de moments bi-dimensionnels (cf. section 5.1.3)
pour la tomographie, mais il ne s’agit pour l’instant que d’un projet de recherche pour lequel APICS
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n’a pas encore de partenaire.

Les possibilités de considérer d’autres opérateurs elliptiques, comme celui de l’équation de Helm-
holtz pour l’inverse scattering (détection d’obstacles, prospection des sous-sols, ...) ou encore l’équa-
tion −∇·(σ∇u) = 0, qui généralise le Laplacien au cas d’une conductivitéσ variable et sert par exemple
en tomographie d’impédance sont envisagées à un horizon plus lointain. Elles pourraient faire l’objet
de collaborations avec l’UNSA, l’UTC (Compiègne), ainsi que les projets ODYSSÉE et OPALE.

Bien d’autres problèmes de contrôle non destructif font intervenir des mesures électriques ou ma-
gnétiques, parmi lesquels on peut citer la reconstruction géométrique (forme et position) d’un arc élec-
trique dans un court-circuit, élément constituant majeur des réseaux de distribution électrique [109],
la vérification de matériaux (tuyaux, pièces métalliques . . . ) [93], ou encore l’identification de la fron-
tière intérieure du plasma (gaz ionisé produisant des réactions de fusion nucléaire) dans un Tokamak
(dispositif de confinement magnétique du plasma utilisé en recherches sur la fusion thermonucléaire)
[104]. Ces exemples relèvent des techniques 2-D à cause de leur symétrie axiale, et pourraient de ce fait
valoriser plus directement les acquis de MIAOU. Le projet APICS n’a pas pour l’instant noué de par-
tenariat en ce qui les concerne, mais étudiera la possibilité d’y adapter ses techniques. Le confinement
de plasma pourrait, le cas échéant, faire l’objet d’une collaboration avec l’UNSA.

6.4 Contrôle et mécanique spatiale

Participants : J. Grimm, J.-B. Pomet, M. Sigalotti, A. Bombrun.

Les problèmes de mécanique spatiale et de contrôle de ces satellites sont un peu l’intendance des
technologies de communication satellitaires, et posent des problèmes d’automatique difficiles. Pour
les résoudre, l’industrie spatiale est très demandeuse de lois de contrôle précises et performantes. Par
exemple, dans le domaine de la propulsion de satellites, la limitation de la quantité d’ergol qu’on peut
embarquer rend très pertinente la minimisation de la consommation, ou du temps de parcours.

Un contrat d’étude est en cours avec Alcatel Space (établissement de Cannes), sur le problème de
transfert orbital en poussée faible. Spécifiquement, le carburant (les ergols) représente à lui seul une
part très importante de la masse d’un satellite à son lancement, ce qui réduit d’autant la masse que l’on
peut consacrer à la charge réellement utile pour la mission (télécommunication, surveillance, etc..)
puisque la masse totale est limitée par la capacité des lanceurs. Il est donc naturel que l’on ait cherché
à développer des moyens de propulsion à rendement très élevé. Les progrès de la physique ont permis
de rendre opérationnels des modes de propulsion électriques (moteurs ionique, à plasma, etc..) qui ont
un rendement bien meilleur que les moteurs chimiques classiques, mais en contrepartie une puissance
instantanée considérablement plus faible. Ceci rend par exemple le temps de mise a poste nettement
plus long, et résulte en une grande difficulté numérique pour calculer des contrôles « optimaux » (en
temps ou en consommation de carburant). Par ailleurs, il est souhaitable d’obtenir, plutôt qu’une loi de
commande en «boucle ouverte» obtenue numériquement, un contrôle de type feedback qui se comporte
bien vis-à-vis d’évènements comme des arrêts de poussée dûs à des passages à l’ombre. Ce problème
est donc un excellent prototype pour le programme de recherche décrit en section 5.3.1.

La mécanique spatiale pose de nombreux problèmes de contrôle délicats, qui sont importants vues
les conditions extrêmes et la très longue durée de vie exigée d’un satellite. Le projet APICS souhaite
intensifier son effort dans ce domaine applicatif ; dans un futur immédiat, cela se concrétise par la
venue d’A. Bombrun (doctorant) et de M. Sigalotti (post-doctorant), tous deux motivés par le sujet.
L’environnement régional y est favorable puisqu’Alcatel Space a installé un département «recherche»
dans son établissement de Cannes. Par ailleurs, le problème spécifique du transfert en faible poussée
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intéresse d’autres équipes avec lesquelles nous collaborons, comme le CAS (Fontainebleau), l’Univ.
Paris-Sud, ou l’université de Bourgogne.

Notons qu’une proposition de réseau RTN (action Marie Curie) vient d’être soumise sur ce thème,
voir section 7.2, point 10. Dans cette proposition, l’équipe baptisée INRIA inclut des chercheurs du
projet, mais aussi des enseignants-chercheurs des université de Bourgogne et de Paris-sud.

6.5 Automatique pour l’optique non-linéaire

L’augmentation du débit des signaux numériques dans les réseaux d’information est un enjeu in-
dustriel majeur. Le moyen le plus performant à l’heure actuelle pour transporter ces signaux de manière
individuelle entre le serveur et l’utilisateur est de les faire porter par des ondes lumineuses se propa-
geant dans des fibres optiques. L’utilisation de ce médium à la limite de ses temps de réponse pose
de nombreux problèmes de contrôle pour maintenir un signal aussi peu altéré que possible, à la fois
dans les fibres elles-mêmes et dans les dispositifs de routage et/ou de régénération « tout-optique ». Le
projet MIAOU s’est intéressé au cours des deux dernières années au problème de la régulation d’un
composant consacré à la régénération tout optique. Le cadre contractuel liait l’INRIA à Alcatel CIT
(Marcoussis).

Le travail effectué à cette occasion ne constitue pas une avancée méthodologique du point de vue
de l’automatique, mais plutôt une synthèse fructueuse entre des idées de physiciens et d’automaticiens
dont la connaissance des outils classiques de modélisation mathématique a été utile. C’est certainement
un transfert de connaissances concret puisque cette collaboration d’un an débouche sur un brevet Euro-
péen27, déposé par Alcatel CIT, dont trois des inventeurs sont des membres de la future équipe. Il n’est
donc pas opportun pour APICS d’abandonner cette collaboration, bien qu’il soit difficile de l’intégrer
dans le programme de recherche développé par le présent document. Dans le problème précis auquel
nous nous sommes intéressés, aller plus loin nécessite un étonnamment gros investissement mathéma-
tique pour aboutir à un modèle pertinent en contrôle. APICS poursuivra ses contacts avec Alcatel CIT
pour motiver ces développements.

7 Collaborations

7.1 Partenaires académiques

À l’INRIA : projets CAFÉ, COPRIN, GALAAD, ICARE et ODYSSÉE à Sophia Antipolis, et,
dans d’autres U.R., SPACES, SIGMA2.

Dans la région : CMA (École de Mines, Sophia-Antipolis), UNSA (labo. J.-A. D.), Observatoire
Nice Côte d’Azur, Univ. de Provence (LATP, Marseille),

Ailleurs en France : CAS (École de Mines, Sophia-Antipolis), IRCOM (Limoges), UTC (Com-
piègne), Univ. de Lille, Univ. de Bourgogne (Dijon), Univ. de Besançon, Univ. de Bordeaux I, CEMA-
GREF (Montpellier).

Dans le monde : LAMSIN-ENIT (Tunis, Tu.), T.F.H. Berlin (All.), Univ. Szeged (Hongrie), LADSEB-
CNR (Padoue, It.), Vanderbilt Univ. (Nashville, USA), Michigan State Univ. (East Lansing), Univ. Beer
Sheva (Isr.), Univ. Leeds (G.B.), Univ. Maastricht et CWI (Hol.), Acad. de Sc. de Pologne (Varsovie),
SISSA (Trieste (It.)).

27Brevet numéro 03292257.7-, enregistré le 19/09/2003.
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7.2 Conventions

Conventions en cours

1. ACI Masse de données « OBS-CERV », avec les projets CAIMAN, ODYSSÉE (INRIA-Sophia,
ENPC), l’UNSA (labo. Dieudonné), le CEA, le CNRS-LENA (Paris), et plusieurs services hos-
pitaliers, 2003-2006 (problèmes inverses EEG, localisation de sources).

2. Région PACA : financement à 50% du séjour post-doctoral de Per Enqvist, et soutien financier
pour des échanges avec le SISSA (Trieste, It.).

3. NATO CLG (Collaborative Linkage Grant), PST.CLG.979703, « Constructive approximation
and inverse diffusion problems », avec Vanderbilt Univ. (Nashville, USA) et le LAMSIN-ENIT
(Tunis, Tu.), 2003-2004.

4. Partenaire d’un NSF EMSW21 Research Training Group formé par l’INRIA-Sophia et l’Univer-
sité Vanderbilt (Nashville, USA).

5. Marie Curie EIF (Intra European Fellowship) FP6-2002-Mobility-5-502062, (24 mois, 2003-
2005), qui finance le séjour post-doctoral de Mario Sigalotti.

6. Marie Curie Multi-partner Training Site HPMT-CT-2001-00278 « Control Training site », 2001-
2005.

Conventions soumises

7. Réseau européen TMR-RTN-ERNSI (identification des systèmes). Participation du projet depuis
1992. Renouvellement en cours d’examen dans le 6e PCRD. Partenaires : KTH Stockholm, Univ.
Linköping (Suède), SZTAKI Budapest (Hongrie), CWI / T.U. Delft / T.U. Eidhoven (Pays bas),
T.U. Vienne (Aut.), Univ. Cambridge (GB), Univ. Louvain (Belgique), Univ de Padoue (It.)

8. Demande de subvention INRIA-Universités Tunisiennes, proposition STIC, avec le LAMSIN-
ENIT (Tunis, Tu.), 2004, soumise.

9. Demande de soutien de l’Institut Lyapunov pour échanges entre le projet et l’Université Bau-
mann (Moscou), soumise.

10. Proposition de réseau Marie Curie RTN, sur le thème de l’automatique pour le spatial, « innova-
tive space applications of advanced control theory » (ISAAC), novembre 2003. Partenaires, outre
l’INRIA : ESA, École des Mines, DLR (Deutschen Zentrum für Luft- und Raumfahrt), Univ. de
Calabre, Politecnico Milano, T. U. Eindhoven, T. U. Delft, Imperial College, Univ. Aalborg.

7.3 Contrats industriels

Partenaires avec lesquels MIAOU est lié par des contrats en cours qu’APICS reprendra à son
compte.

– CNES Toulouse (filtres hyperfréquences),
– Alcatel-Space Toulouse (filtres hyperfréquences),
– Alcatel-Space Cannes (contrôle orbital de satellites).

Partenaires avec lesquels MIAOU a été lié par des contrats et avec lesquels APICS pourrait re-
prendre une collaboration.
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– Thalès (filtres à ondes de surface),
– Alcatel CIT Marcoussis (contrôle de dispositifs de régénération de signaux dans les fibres op-

tiques, dépôt de brevet en Sep. 2003).

8 Diffusion des connaissances

8.1 Enseignement et formation

Pour 2003-2004, cours au DEA Géométrie et Analyse, LATP-CMI, Univ. de Provence (Marseille).

Enseignement des mathématiques au collège (cycle 12-15 ans de l’école Montessori « les Pouces
Verts », Mouans-Sartoux).

Membre (correspondant : J.B. Pomet) du Marie Curie Multi-partner Training Site HPMT-CT-
2001-00278 « Control Training site », 2001-2005

Membre (correspondants : L. Baratchart et B. Mourrain) du NSF EMSW21 Research Training
Group formé par l’INRIA-Sophia et l’Université Vanderbilt (Nashville, USA), 2003–2005.

8.2 Animation de la communauté scientifique

Les membres du projet ont participé à la direction et à l’organisation de l’école thématique d’été
CNRS-INRIA, Analyse Harmonique et Approximation Rationnelle : leurs rôles en théorie du signal,
du contrôle et des systèmes dynamiques, Porquerolles, septembre 2003.

L. Baratchart est Conférencier invité à Constructive Functions Tech-04, Georgia Tech, 7-9 No-
vembre 2004.

L. Baratchart est membre du comité Éditorial de Computational Methods and Function Theory
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