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Préface
Ce volume contient les Actes de la 7ème Conférence d’Apprentissage (CAp) qui

s’est tenue à Nice du mercredi 1er au vendredi 3 juin 2005. CAp, rendez-vous an-
nuel des chercheurs de la communauté francophone du domaine, s’est déroulée au
sein de la plate-forme organisée par l’Association Française d’Intelligence Artificielle
(AFIA), comme chaque année de millésime impair. Ce regroupement donne l’occasion
d’échanges entre participants à trois conférences : CAp, IC (Ingéniérie des connais-
sances) et RJCIA (Rencontre des Jeunes chercheurs en Intelligence artificielle).

Nous avons reçu 51 propositions d’articles cette année, ce qui constitue un nombre re-
cord depuis la création de CAp en 1999, attestant du dynamisme des chercheurs français
en apprentissage automatique. Trois autres indicateurs me semblent témoigner de la
bonne santé de notre thématique de recherche :

– le nombre et la diversité des laboratoires et organismes de rattachement des au-
teurs : CRIL, ENST Paris, ETIS, EURISE, GRAPPA, GREYC, IMAG, INRA, IN-
RIA Rhône-Alpes, INRIA Sophia Antipolis, INSA Lyon, INSA-Rouen, INSERM,
IRISA-ENSSAT, LENA, LMGM, LIFO, Lim&Bio, LIF, LIRIS, LIRMM, LORIA,
LRI, LTCI, UTC, X, Xerox, univ. Montréal, Australian National Univ., Univ. Cath.
de Louvain, Univ. de Tunis, ...

– la multiplicité des thèmes traités : inférence grammaticale, théorie de l’apprentis-
sage, modèles probabilistes, règles d’association et treillis de Galois, méthodes à
noyaux, réseaux bayésiens, algorithmes génétiques, optimisation, contraintes, . . .
et d’autres encore sortant des thèmes usuels ;

– la répartition équilibrée des travaux sur un axe théorie-applications, illustrant le
lien marqué en apprentissage automatique entre la performance des méthodes et
leurs fondements théoriques.

Chaque article a été évalué par trois relecteurs. Sur 51 soumissions, le comité de pro-
gramme a retenu 22 articles en version longue (exposé de 25 mn pendant la conférence
et article de 16 pages dans les Actes) et 14 autres en version courte (exposé de 5 mi-
nutes, article de 2 pages et poster : 11 auteurs ont accepté cette possibilité).

Je tiens à remercier vivement les membres du comité de programme et plus généralement
tous les relecteurs pour la très grande qualité de leurs rapports à la fois exigeants et
constructifs ainsi que Fabien Torre pour le très efficace logiciel de gestion qu’il a mis à
ma disposition. Merci également aux organisateurs de la plate-forme et à Fabien Gan-
don au premier chef. Je remercie tout particulièrement Cécile Capponi, Yann Esposito
et Liva Ralaivola pour le sérieux coup de main qu’ils m’ont donné au quotidien et en
particulier pour la composition des présents Actes.

François DENIS,
Président du comité de programme de CAP 2005,
LIF, Université de Provence
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Coupling Maximum Entropy and
Probabilistic Context-Free Grammar Models

for XML Annotation of Documents
Boris Chidlovskii1, Jérôme Fuselier1,2
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Abstract : We consider the problem of semantic annotation of semi-structured
documents according to a target XML schema. The task is to annotate a doc-
ument in a tree-like manner where the annotation tree is an instance of a tree
class defined by DTD or W3C XML Schema descriptions. In the probabilistic
setting, we cope with the tree annotation problem as ageneralized probabilistic
context-free parsingof an observation sequence where each observation comes
with a probability distribution over terminals supplied bya probabilistic classi-
fier associated with the content of documents. We determine the most probable
tree annotation by maximizing the joint probability of selecting a terminal se-
quence for the observation sequence and the most probable parse for the selected
terminal sequence.

Nous considérons le problème de l’annotation sémantique de documents semi-
structurés guidée par un schéma xml cible. Le but est d’annoter un document
de façon arborescente où l’arbre d’annotation est l’instance d’une DTD ou d’un
schéma W3C XML. Avec notre approche probabiliste, nous traitons le problème
de l’annotation comme unegénéralisation de la dérivation de grammaires hors-
contextes probabilistespour des séquences d’observations. Chaque observation
possède une distribution de probabilités sur les classesqui est fournie par un
classifieur probabiliste associé au contenu du document. L’arbre d’annotation
le plus probable est choisi en maximisant la probabilité jointe de la séquence
d’observations et de l’arbre de dérivation associé à cette séquence.

Mots-clés: Apprentissage artificiel, Web sémantique, Extraction d’informations

1 Introduction

The future of the World Wide Web is often associated with the Semantic Web initia-
tive which has as a target a wide-spread document reuse, re-purposing and exchange,
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achieved by means of making document markup and annotation more machine-readable.
The success of the Semantic Web initiative depends to a largeextent on our capacity to
move fromrendering-orientedmarkup of documents, like PDF or HTML, tosemantic-
orienteddocument markup, like XML and RDF.

In this paper, we address the problem ofsemantic annotation of HTML documents
according to a target XML schema. A tree-like annotation of a document requires that
the annotation tree be an instance of the target schema, described in a DTD, W3C
XML Schema or another schema language. Annotation trees naturally generalize flat
annotations conventionally used in information extraction and wrapper induction for
Web sites.

The migration of documents from rendering-oriented formats, like PDF and HTML,
toward XML has recently become an important issue in variousresearch communi-
ties (Christina Yip Chung, 2002; Curran & Wong, 1999; Kurganet al., 2002; Saikat Mukher-
jee, 2003; Skounakiset al., 2003a). The majority of approaches either make certain
assumptions about the source and target XML documents, likea conversion through a
set of local transformations (Curran & Wong, 1999), or entail the transformation to par-
ticular tasks, such as the semantic annotation of dynamically generated Web pages in
news portals (Saikat Mukherjee, 2003) or the extraction of logical structure from page
images (Skounakiset al., 2003a).

In this paper, we consider the general case of tree annotation of semi-structured docu-
ments. We makeno assumptions about the structure of the source and target documents
or their possible similarity. We represent the document content as a sequence of obser-
vationsx = {x1, . . . , xn}, where each observationxi is a content fragment. In the case
of HTML documents, such a fragment may be one or multiple leaves, often surrounded
with rich contextual information in the form of HTML tags, attributes, etc. The tree
annotation of sequencex is given by a pair (y, d), wherey andd refer to leaves and
internal nodes of the tree, respectively. The sequencey = {y1, . . . , yn} can be seen, on
one side, as labels for observations inx, and on the other side, as a terminal sequence
for treed that defines the internal tree structure overy according to the target XML
schema.

In supervised learning, the document annotation system includes selecting the tree
annotation model and training the model parameters from a training setS given by
triples(x,y, d). We adopt a probabilistic setting, by which we estimate the probability
of an annotation tree(y, d) for a given observation sequencex and address the problem
of finding the pair(y, d) of maximal likelihood.

We develop a modular architecture for the tree annotation ofdocuments that includes
two major components. The first component is a probabilisticcontext-free grammar
(PCFG) which is a probabilistic extension to the corresponding (deterministic) XML
schema definition. The PCFG rules may be obtained by rewriting the schema’s element
declarations (in the case of a DTD) or element and type definitions (in the case of a W3C
XML Schema) and the rule probabilities are chosen by observing rule occurrences in the
training set, similar to learning rule probabilities from tree-bank corpora for NLP tasks.
PCFGs offer the efficient inside-outside algorithm for finding the most probable parse
for a given sequencey of terminals. The complexity of the algorithm isO(n3 · |N |),
wheren is the length of sequencey and |N | is the number of non-terminals on the
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PCFG.
The second component is a probabilistic classifier for predicting the terminalsy for

the observationsxi in x. In the case of HTML documents, we use the maximum entropy
framework (Bergeret al., 1996), which proved its efficiency when combining content,
layout and structural features extracted from HTML documents for making probabilistic
predictionsp(y) for xi.

With the terminal predictions supplied by the content classifier, the tree annotation
problem representsthe generalized case of probabilistic parsing, where each position
i in sequencey is defined not with a specific terminal, but with a terminal probability
p(y). Consequently, we consider the sequential and joint evaluations of the maximum
likelihood tree annotation for observation sequences. In the joint case, we develop a
generalized version of the inside-outside algorithm that determines themost probable
annotation tree(y, d) according to the PCFG and the distributionsp(y) for all positions
i in x. We show that the complexity of the generalized inside-outside algorithm is
O(n3 · |N |+ n · |T | · |N |), wheren is the length ofx andy, and where|N | and|T | are
the number of non-terminals and terminals in the PCFG.

We also show that the proposed extension of the inside-outside algorithm imposes
theconditional independence requirement, similar to the Naive Bayes assumption, on
estimating terminal probabilities. We test our method on two collections and report an
important advantage of the joint evaluation over the sequential one.

2 XML annotation and schema

XML annotations of documents are trees where inner nodes determine the tree struc-
ture, and the leaf nodes and tag attributes refer to the document content. XML annota-
tions can be abstracted as the class T ofunranked labeled rooted treesdefined over an
alphabetΣ of tag names (Neven, 2002). The set of trees overΣ can be constrained by a
schemaD that is defined using DTD, W3C XML Schema or other schema languages.

DTDs and an important part of W3C XML Schema descriptions canbe modeled
as extended context-free grammars (Papakonstantinou & Vianu, 2000), where regu-
lar expressions over alphabetΣ are constructed by using the two basic operations of
concatenation· and disjunction| and with occurrence operators∗ (Kleene closure),?
(a? = a|ε) and+ (a+ = a · a∗). An extended context free grammar(ECFG) is defined
by the 4-tupleG = (T, N,S, R), whereT andN are disjoint sets of terminals and non-
terminals inΣ, Σ = T ∪N ; S is an initial nonterminal andR is a finite set of production
rules of the formA → α for A ∈ N , whereα is a regular expression overΣ = T ∪ N .
The languageL(G) defined by an ECFGG is the set of terminal strings derivable from
the starting symbolS of G. Formally,L(G) = {w ∈ Σ∗|S ⇒ w}, where⇒ denotes
the transitive closure of the derivability relation. We represent as aparse treed any
sequential form that reflects the derivational steps. Theset of parse treesfor G forms
the setT (G) of unranked labeled rooted trees constrained with schemaG.

In practical cases, we deal with the structure of the documents which can be repre-
sented by DTD. Moreover, as DTD are strictly less powerful than CFG, we can work
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with CFG or its probabilistic extension, given the fact thatit will always be possible to
map our results to DTD.

2.1 Tree annotation problem

When annotating HTML documents accordingly to a target XML schema, the main
difficulty arises from the fact that the source documents areessentially layout-oriented,
and the use of tags and attributes is not necessarily consistent with elements of the target
schema. The irregular use of tags in documents, combined with complex relationships
between elements in the target schema, makes the manual writing of HTML-to-XML
transformation rules difficult and cumbersome.

In supervised learning, the content of source documents is presented as a sequence of
observationsx = {x1, . . . , xn}, where any observationxi refers to a content fragment,
surrounded by rich contextual information in the form of HTML tags, attributes, etc.
The tree annotation model is defined as a mappingX → (Y, D) that maps the obser-
vation sequencex into a pair(y, d) wherey={y1, . . . , yn} is a terminal sequence andd

is a parse tree ofy according to the target schema or equivalent PCFGG, S ⇒ y. The
training setS for training the model parameters is given by a set of triples(x,y, d).

To determine the most probable tree annotation(y, d) for a sequencex, we attempt to
maximize the joint probabilityp(y, d|x, G), given the sequencex and PCFGG. Using
the Bayes theorem, we have

p(y, d|x, G) = p(d|y, x, G) · p(y|x,G), (1)

As d is independent ofx given y andy is independent ofG, we can rewrite the
equation 1 as follows :

p(y, d|x, G) = p(d|y, G) · p(y|x), (2)

wherep(y|x) is the probability of terminal sequencey for the observed sequencex,
andp(d|y, G) is the probability of the parsed for y according the PCFGG. The most
probable tree annotation forx is a pair(y, d) that maximizes the probability in (2),

(y, d)max = argmax
(y,d)

p(d|y, G) · p(y|x). (3)

In the following, we build a probabilistic model for tree annotation of source docu-
ments consisting of two components to get the two probability estimates in (3). The
first component is a probabilistic extension of the target XML schema; for a given ter-
minal sequencey, it finds the most probable parsep(d|y, G) for sequences according
to the PCFGG, where rule probabilities are trained from the available training set. The
second component is a probabilistic content classifierC, it estimates the conditional
probabilitiesp(y|xi) for annotating observationsxi with terminalsy ∈ T . Finally, for a
given sequence of observationsx, we develop two methods for finding a tree annotation
(y, d) that maximizes the joint probabilityp(y, d|x, G) in (2).

The figure 1 outlines the tree annotation problem with the decomposition in two com-
ponents.
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Figure 1: HTML to XML conversion schema.

3 Probabilistic context-free grammars

PCFGs are probabilistic extensions of CFGs, where each ruleA → α in R is associated
with a real numberp in the half-open interval (0; 1]. The values ofp obey the restriction
that for a given non-terminalA ∈ N , all rules forA must havep values that sum to 1,

∀A ∈ N :
∑

r=A→α,r∈R

p(r) = 1. (4)

PCFGs have a normal form, called the Chomsky Normal Form (CNF), according to
which any rule inR is eitherA → B C or A ∈ b, whereA, B andC are non-terminals
and b is a terminal. The rewriting of XML annotations requires thebinarizationof
source ranked trees, often followed by an extension of the nonterminal set and the
underlying set of rules. This is a consequence of rewriting nodes with multiple children
as a sequence of binary nodes. The binarization rewrites anyruleA → B C D as two
rulesA → BP andP → C D, whereP is a new non-terminal.

A PCFG defines a joint probability distribution overY , a random variable over all
possible sequences of terminals, andD, a random variable over all possible parses.Y

andD are clearly not independent, because a complete parse specifies exactly one or
few terminal sequences. We define the functionp(y, d) of a given terminal sequence
y ∈ Y and a parsed ∈ D as the product of thep values for all of the rewriting rules
R(y, d) used inS ⇒ y. We also consider the case whered does not actually correspond
to y,

p(y, d) =

{ ∏

r∈R(y,d) p(r), if d is a parse of y

0, otherwise.

The values ofp are in the closed interval [0; 1]. In the cases whered is a parse of
y, all p(r) values in the product will lie in the half open interval (0; 1], and so will the
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product. In the other case, 0 is in [0; 1] too. However, it is not always the case that
∑

d,y p(y, d) = 1.
The training of a PCFG takes as evidence the corpus of terminal sequencesy with

corresponding parsesd from the training setS. It associates with each rule an expected
probability of using the rule in producing the corpus. In thepresence of parses for all
terminal sequences, each rule probability is set to the expected count normalized so that
the PCFG constraints (4) are satisfied:

p(A → α) =
count(A → α)

∑

A→β∈R count(A → β)
.

3.1 Generalized probabilistic parsing

PCFGs are used as probabilistic models for natural languages, as they naturally reflect
the “deep structure” of language sentences rather than the linear sequences of words.
In a PCFG language model, a finite set of words serve as a terminal set and production
rules for non-terminals express the full set of grammaticalconstructions in the language.
Basic algorithms for PCFGs that find the most likely parsed for a given sequencey or
choose rule probabilities that maximize the probability ofsentence in a training set,
represent (Lari & Young, 1990) efficient extensions of the Viterbi and Baum-Welsh
algorithms for hidden Markov models.

The tree annotation model processes sequences of observationsx = {x1, . . . , xn}
from the infinite setX , where the observationsxi are not words in a language (and
therefore terminals inT ) but complex instances, like HTML leaves or groups of leaves.

Content fragments are frequently targeted by various probabilistic classifiers that pro-
duce probability estimates for labeling an observation with a terminal inT , p(y|xi),
y ∈ T , where

∑

y p(y|xi) = 1. The tree annotation problem can therefore be seen as
a generalized version of probabilistic context-free parsing, where the input sequence is
given by the probability distribution over a terminal set and the most probable annota-
tion tree requires maximizing the joint probability in (3).

A similar generalization of probabilistic parsing takes place in speech recognition. In
the presence of a noisy channel for speech streams, parsing from a sequence of words
is replaced by parsing from a word lattice, which is a compactrepresentation of a set
of sequence hypotheses, given by conditional probabilities obtained by special acoustic
models from acoustic observations (Hall & Johnson, 2003).

4 Content classifier

To produce terminal estimates for the observationsxi, we adopt the maximum entropy
framework, according to which the best model for estimatingprobability distributions
from data is the one that is consistent with certain constraints derived from the training
set, but otherwise makes the fewest possible assumptions (Bergeret al., 1996). The
distribution with the fewest possible assumptions is one with the highest entropy, and
closest to the uniform distribution. Each constraint expresses some characteristic of the
training set that should also be present in the learned distribution. The constraint is
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based on a binary feature, it constrains the expected value of the feature in the model to
be equal to its expected value in the training set.

One important advantage of maximum entropy models is their flexibility, as they
allow the extension of the rule system with additional syntactic, semantic and pragmatic
features. Each featuref is binary and can depend ony ∈ T and on any properties of
the input sequencex. In the case of tree annotation, we include thecontent featuresthat
express properties on content fragments, likef1(x, y) =“1 if y is title andx’s length is
less then 20 characters, 0 otherwise”, as well as thestructural and layout featuresthat
capture the HTML context of the observationx, like f2(x, y)=“1 if y is author andx’s
father isspan, 0 otherwise”.

With the constraints based on the selected featuresf(x, y), the maximum entropy
method attempts to maximize the conditional likelihood ofp(y|x) which is represented
as an exponential model:

p(y|x) =
1

Zα(x)
exp

(

∑

α

λα · fα(x, y)

)

, (5)

whereZα(x) is a normalizing factor to ensure that all the probabilitiessum to 1,

Zα(x) =
∑

y

exp

(

∑

α

λαfα(x, y)

)

. (6)

For the iterative parameter estimation of the Maximum Entropy exponential mod-
els, we have selected one of the quasi Newton methods, namelythe Limited Memory
BFGS method, which is observed to be more effective than the Generalized Iterative
Scaling (GIS) and Improved Iterative Scaling (IIS) for NLP and information extraction
tasks (Malouf, 2002).

5 Sequential tree annotation

We use pairs(x,y) from triples(x,y, d) of the training setS to train the content clas-
sifier C and pairs(y, d) to choose rule probabilities that maximize the likelihood for
the instances in the training set.C predicts the terminal probabilitiesp(y|x) for any
observationx, while the inside-outside algorithm can find the parsed of the highest
probability for a given terminal sequencey.

By analogy with speech recognition, there exists a naive, sequential method to com-
bine the two componentsC andG for computing a tree annotation for sequencex.
First, fromC ’s estimatesp(y|x), we determine the (topk) most probable sequences
ymax,j for x, j = 1, . . . , k. Second, we find the most probable parses for allymax,j ,
dmax,j = argmax

d

p(d|ymax,j , G); and finally, we choose the pair(ymax,j , dmax,j)

that maximizes the productp(ymax,j) × p(dmax,j).
The sequential method works well if the noise level is low (inspeech recognition) or if

the content classifier (in the tree annotation) is accurate enough in predicting terminals
y for xi. Unfortunately, it gives poor results once the classifierC is far from 100%

7
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accuracy iny predictions, as it faces the impossibility of finding any parse for all the
topk most probable sequencesymax,j .

Example.

Consider an example target schema given by the following DTD:

<!ELEMENT Book (author, Section+)>
<!ELEMENT Section (title, (para| footnote)+)>
<!ELEMENT author (#PCDATA)>
<!ELEMENT title (#PCDATA)>
<!ELEMENT para (#PCDATA)>
<!ELEMENT footnote (#PCDATA)>

The reduction of the above schema definition to the Chomsky Normal Form will
introduce extra non-terminals, so we get the PCFGG = (T, N,S, R), where the termi-
nal set isT={author, title, para, footnote}, the nonterminal set isN=
{Book, Author, SE, Section, TI, ELS, EL},S= Book, andR includes twelve production
rules.

Assume that we have trained the content classifierC and the PCFGG and have
obtained the following probabilities for the production rules inR:

(0.3) Book→ AU Section (0.7) Book→ AU SE
(0.4) SE→ Section Section (0.6) SE→ Section SE
(0.8) Section→ TI ELS (0.2) Section→ TI EL
(0.4) ELS→ EL EL (0.6) ELS→ EL ELS
(1.0) AU→ author (1.0) TI→ title
(0.8) EL→ para (0.2) EL→ footnote.

Assume now that we test the content classifierC and PCFGG on a sequence of five
unlabeled observationsx = {x1, . . . , x5}. Let the classifierC estimate the probability
for terminals inT as given in the following table:

x1 x2 x3 x4 x5

author 0.3 0.2 0.1 0.1 0.2
title 0.4 0.4 0.3 0.3 0.3
para 0.1 0.2 0.5 0.2 0.2
footnote 0.2 0.2 0.1 0.4 0.2

According to the above probability distribution, the most probable terminal sequence
ymax is composed of the most probable terminals for allxi, i = 1, . . . , 5. It is ’title
title para footnote title’ with probabilityp(ymax) = p(ymax|x) = Πi ·
p(ymax

i |xi) = 0.4 · 0.4 · 0.5 · 0.4 · 0.3 = 0.0096. However,ymax has no correspond-
ing parse tree inG. Instead, there exist two valid annotation trees forx, (y1, d1) and
(y2, d2), as shown in Figure 2. In Figure 2.b, the terminal sequencey2=‘author
title para title para’ with the parsed2=Book(AU SE(Section (TI EL) Sec-
tion (TI EL))) maximizes the joint probabilityp(y, d|x, G), with p(y2) = 0.3 ·0.4 ·0.5 ·
0.3 · 0.2 = 0.0036, and

p(d2)=p(Book→ AU SE) · p(AU → author)×
p(SE→ Section Section)· p(Section→ TI EL) ×
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p(TI → title) · p(TI → title) ×
p(EL → para)· p(EL → para)×
p(Section→ TI EL)

=0.7 · 1.0 · 0.4 · 0.2 · 1.0 · 1.0 · 0.8 · 0.8 · 0.2 = 0.007172.

Jointly, we havep(y2) × p(d2) ≈ 2.58 · 10−5. Similarly, for the annotation tree in
Figure 2.a, we havep(y1) × p(d1) = 0.0048 · 0.0018432 ≈ 8.85 · 10−6.

author title para footnote para
x2 x3 x4 x5x1

ELELELTIAU

ELS

ELS

Section

Booka)

x1 x2 x3 x4 x5

author title para title para

TI TIEL ELAU

SectionSection

SE

Book

b)

y2y1
x x

Figure 2: Tree annotations for the example sequence.

6 The most probable annotation tree

As the sequential method fails to find the most probable annotation tree, we try to couple
the selection of terminal sequencey for x with finding the most probable parsed for y,
such that(y, d) maximizes the probability productp(d|y, G)·p(y|x) in (3). To this end,
we extend the basic inside-outside algorithm for terminal PCFGs (Lari & Young, 1990).
It is a dynamic programming algorithm which is efficient at calculating the best parse
tree which yields a given sentence of the PCFG. As in the Viterbi algorithm where only
the forward function may be used, we may only use the inside probability. We redefine
the inside probabilityas the most probable joint probability of the subsequence ofy

beginning with indexi and ending with indexj, and the most probable partial parse
tree spanning the subsequencey

j
i and rooted at nonterminalA:

βA(i, j) = max
A,y

j

i

p(Ai,j ⇒ y
j
i ) · p(yj

i |x). (7)

The inside probability is calculated recursively, by taking the maximum over all pos-
sible ways that the nonterminalA could be expanded in a parse,

βA(i, j) = maxi≤q≤j p(A → BC) · p(B ⇒ y
q
i ) ×

p(C ⇒ y
j
q+1) · p(yj

i |x).

To proceed further, we make theindependence assumptionaboutp(y|x), meaning
that for anyq, i ≤ q ≤ j, we havep(yj

i |x) = p(yq
i |x) · p(yj

q+1|x). Then, we can
rewrite the above as follows
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βA(i, j) = maxi≤q≤jp(A → BC) · p(B ⇒ y
q
i ) × (8)

p(C ⇒ y
j
q+1) · p(yq

i |x) · p(yj
q+1|x) (9)

= maxi≤q≤jp(A → BC) · βB(i, q) · βC(q + 1, j) (10)

The recursion is terminated at theβS(1, n) which gives the probability of the most
likely tree annotation(y, d),

βS(1, n) = max p(S ⇒ yn
1 ) · p(yn

1 |x),

wheren is the length of both sequencesx andy.
The initialization step requires some extra work, as we should select among all ter-

minals inT being candidates foryk:

βA(k, k) = maxyk
p(A → yk) · p(yk|x). (11)

It can be shown that the redefined inside function converges to a local maximum in
the (Y, D) space. The extra work during the initialization step takesO(n · |T | · |N |)
time which brings the total complexity of the extended IO algorithm toO(n3 · |N |+n ·
|T | · |N |).

The independence assumption established above representsthe terminal conditional
independence, p(y|x) =

∏n

i=1 p(yi|x) and matches the Naive Bayes assumption. The
assumption is frequent in text processing; it simplifies thecomputation by ignoring
the correlations between terminals. Here however it becomes a requirement for the
content classifier. In other words, as far as the PCFG is assumed to capture all (short-
and long- distance) relations between terminals, the extended inside algorithm (10)-
(11) imposes the terminal conditional independence when building the probabilistic
model. This directly impacts the feature selection for the maximum entropy model,
by disallowing features that include terminals of neighborobservationsyi−1, yi+1, etc,
as in the maximum entropy extension with HMM and CRF models (McCallumet al.,
2000; Laffertyet al., 2001).

7 Experimental results

We have tested our method for XML annotation on two collections. One is the collec-
tion of 39 Shakespearean plays available in both HTML and XMLformat.1 60 scenes
with 17 to 189 leaves were randomly selected for the evaluation. The DTD fragment
for scenes consists of 4 terminals and 6 non-terminals. After the binarization, the PCFG
in CNF contains 8 non-terminals and 18 rules.

The second collection, called TechDoc, includes 60 technical documents from re-
pair manuals.2 The target documents have a fine-grained semantic granularity and are
much deeper than in the Shakespeare collection; the longestdocument has 218 leaves.

1http://metalab.unc.edu/bosak/xml/eg/shaks200.zip.
2Available from authors on request.
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Method TechDoc Shakespeare
TER NER TER NER

ME 86.23 – 100.0 –
MEMM 78.16 – 99.91 –
Seq-ME-PCFG 86.23 9.38 100.0 82.87
Jnt-ME-PCFG 87.59 72.95 99.97 99.79
Jnt-MEMM-PCFG 75.27 56.25 98.09 94.01

Table 1: Evaluation results.

The target schema is given by a complex DTD with 27 terminals and 35 nonterminals.
The binarization increased the number of non-terminals to 53. For both collections, a
content observation refers to a PCDATA leaf in HTML.

To evaluate the annotation accuracy, we use two metrics. Theterminal error ratio
(TER) is similar to the word error ratio used in natural language tasks; it measures
the percentage of correctly determined terminals in test documents. The second metric
is thenon-terminal error ratio(NER) which is the percentage of correctly annotated
sub-trees.

As content classifiers, we test with the maximum entropy (ME)classifier which gives
us the best results and is the most convenient to use all kind of features. For the ME
model, we extract 38content featuresfor each observation, such as the number of words
in the fragment, its length, POS tags, textual separators, etc. Second, we extract 14lay-
out and structural featuresinclude surrounding tags and all associated attributes. Be-
yond the ME models, we use the maximum entropy Markov models (MEMM) which
extends the ME with hidden Markov structure and terminal conditional features (Mc-
Callumet al., 2000). The automaton structure used in MEMM has one state per termi-
nal.

In all tests, a cross-validation with four folds is used. ME and MEMM were first
tested alone on both collections. The corresponding TER values for the most probable
terminal sequencesymax serve a reference for methods coupling the classifiers with
the PCFG. When coupling the ME classifier with the PCFG, we test both the sequential
and joint methods. Additionally, we included a special caseMEMM-PCFG where the
content classifier is MEMM and therefore the terminal conditional independence is not
respected.

The results of all the tests are collected in Table 1. The joint method shows an im-
portant advantage over the sequential method, in particular in the TechDoc case, where
the ME content classifier alone achieves 86.23% accuracy andthe joint method reduces
the errors in terminals by 1.36%. Instead, coupling MEMM with the PCFG reports a
decrease of TER values and a much less important NER increase.
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8 Relevant Work

Since the importance of semantic annotation of documents has been widely recognized,
the migration of documents from rendering-oriented formats, like PDF and HTML,
toward XML has become an important research issue in different research communi-
ties (Christina Yip Chung, 2002; Curran & Wong, 1999; Kurganet al., 2002; Saikat Mukher-
jee, 2003; Skounakiset al., 2003a). The majority of approaches either constrain the
XML conversion to a domain specific problem, or make different kinds of assumptions
about the structure of source and target documents. In (Saikat Mukherjee, 2003), the
conversion method assumes that source HTML documents are dynamically generated
through a form filling procedure, as in Web news portals, while a subject ontology
available on the portal permits the semantic annotation of the generated documents.

Transformation-based learning is used for automatic translation from HTML to XML
in (Curran & Wong, 1999). It assumes that source documents can be transformed into
target XML documents through a series of proximity tag operations, including insert,
replace, remove and swap. The translation model trains a setof transformation tem-
plates that minimizes an error driven evaluation function.

In document analysis research, Ishitani in (Skounakiset al., 2003a) applies OCR-
based techniques and the XY-cut algorithm in order to extract the logical structure from
page images and to map it into a pivot XML structure. While logical structure extraction
can be automated to a large extent, the mapping from the pivotXML to the target XML
schema remains manual.

In natural language tasks, various information extractionmethods often exploit the
sequential nature of data to extract different entities andextend learning models with
grammatical structures, like HMM (McCallumet al., 2000) or undirected graphical
models, like Conditional Random Fields (Laffertyet al., 2001). Moreover, a hierar-
chy of HMMs is used in (Skounakiset al., 2003b) to improve the accuracy of extract-
ing specific classes of entities and relationships among entities. A hierarchical HMM
uses multiple levels of states to describe the input on different level of granularity and
achieve a richer representation of information in documents.

9 Conclusion

We propose a probabilistic method for the XML annotation of semi-structured docu-
ments. The tree annotation problem is reduced to thegeneralized probabilistic context-
free parsingof an observation sequence. We determine the most probable tree an-
notation by maximizing the joint probability of selecting aterminal sequence for the
observation sequence and the most probable parse for the selected terminal sequence.

We extend the inside-outside algorithm for probabilistic context-free grammars. We
benefit from the available tree annotation that allows us to extend the inside function in
a rigorous manner, and avoid the extension of the outside function which might require
some approximation.

The experimental results are promising. In future work, we plan to address different
challenges in automating the HTML-to-XML conversion. We are particularly interested
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in extending the annotation model with the source tree structures that have been ignored
so far.

10 Acknowledgement

This work is partially supported by VIKEF Integrated Project co-funded by the Euro-
pean Community’s Sixth Framework Programme.

References

BERGERA. L., PIETRA S. D. & PIETRA V. J. D. (1996). A maximum entropy approach to
natural language processing.Computational Linguistics, 22(1), 39–71.

CHRISTINA Y IP CHUNG, M ICHAEL GERTZ N. S. (2002). Reverse engineering for web data:
From visual to semantic structures. In18th International Conference on Data Engineering
(ICDE’02), San Jose, California.

CURRAN J. & WONG R. (1999). Transformation-based learning for automatic translation from
HTML to XML. In Proceedings of the Fourth Australasian Document ComputingSymposium
(ADCS99).

HALL K. & JOHNSONM. (2003). Language modeling using efficient best-first bottomup pars-
ing. In IEEE Automatic Speech Recognition and Understanding Workshop, p. 220–228.

KURGAN L., SWIERCZ W. & C IOS K. (2002). Semantic mapping of XML tags using inductive
machine learning. InProc. of the 2002 International Conference on Machine Learning and
Applications (ICMLA’02), Las Vegas, NE, p. 99–109.

LAFFERTY J., MCCALLUM A. & PEREIRA F. (2001). Conditional random fields: Probabilis-
tic models for segmenting and labeling sequence data. InProc. 18th International Conf. on
Machine Learning, p. 282–289: Morgan Kaufmann, San Francisco, CA.

LARI K. & Y OUNG S. J. (1990). The estimation of stochastic context-free grammars using the
inside-outside algorithm.Computer Speech and Language, 4, 35–56.

MALOUF R. (2002). A comparison of algorithms for maximum entropy parameter estimation.
In Proc. 6th Conf. on Natural Language Learning, p. 49–55.

MCCALLUM A., FREITAG D. & PEREIRA F. (2000). Maximum entropy Markov models for
information extraction and segmentation. InProc. 17th International Conf. on Machine Learn-
ing, p. 591–598: Morgan Kaufmann, San Francisco, CA.

NEVEN F. (2002). Automata Theory for XML Researchers.SIGMOD Record, 31(3), 39–46.

PAPAKONSTANTINOU Y. & V IANU V. (2000). DTD Inference for Views of XML Data. In
Proc. of 19 ACM Symposium on Principles of Database Systems (PODS), Dallas, Texas, USA,
p. 35–46.

SAIKAT MUKHERJEE, GUIZHEN YANG I. R. (2003). Automatic annotation of content-rich
web documents: Structural and semantic analysis. InInternational Semantic Web Conference.

SKOUNAKIS M., CRAVEN M. & R AY S. (2003a). Document transformation system from
papers to xml data based on pivot document method. InProceedings of the 7th International
Conference on Document Analysis and Recognition (ICDAR’03), Edinburgh, Scotland., p. 250–
255.

13



CAp 2005

SKOUNAKIS M., CRAVEN M. & R AY S. (2003b). Hierarchical hidden markov models for
information extraction. InProceedings of the 18th International Joint Conference on Artificial
Intelligence, Acapulco, Mexico.

14



Constrained Sequence Mining
based on Probabilistic Finite State Automata?
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Résuḿe : Dans ce papier, nous présentons un nouvel algorithme de sequence
mining ayant la particularité d’extraire des patterns fr´equents sous contraintes
à partir d’un automate probabiliste (PDFA). Alors que lesPDFAs ont été très peu
étudiés jusqu’à présent dans le domaine du sequence mining, nous montrons dans
cet article l’avantage d’exploiter une telle représentation condensée, apprise à par-
tir des données, plutôt que de manipuler les séquences elles-mêmes, souvent très
(trop) nombreuses. Nous proposons deux types de contraintes afin d’extraire du
PDFA des patterns spécifiques permettant ainsi de réduire considérablement l’es-
pace de recherche. Les expériences menées sur des bases dedonnées artificielles
et réelles montrent l’efficacité de notre approche.

Mots-clés: sequence mining, automates probabilistes, contraintes.

1 Introduction

The sequence mining task consists in finding patterns,i.e sequences of events shared
in a database by a large number of instances which can take theform of texts, DNA
sequences, web site usage logs, etc. By automatically extracting suchfrequentpatterns,
one aims at discovering useful knowledge, for example abouta particular disease, cus-
tomer behaviors, network alarms, web site access strategies, etc (Hanet al., 2002). We
say that a sequential patternw is frequentif the number of sequences of the database
that containw (calledsupportor frequency) is greater than a threshold given by the
user (called theminimal support) (Agrawal & Srikant, 1995). In such a context, many
sequence mining algorithms have been proposed during the last decade (Agrawal &
Srikant, 1995; Srikant & Agrawal, 1996; Mannilaet al., 1997; Zaki, 1998). However,
over the past few years two new trends seem to independently emerge.

The first one concerns the way the database is scanned while discovering frequent
patterns among millions of sequences. Some works have been done, for example (Han

? This work was supported in part by the IST Programme of the European Community, under the PASCAL

Network of Excellence, IST-2002-506778, and by the ACI Masses de Données 2004 Bingo. This publication
only reflects the authors’ views.
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et al., 2000; Peiet al., 2001), in order to build a subtile representation of the database
to avoid multiple naive scannings of it. However, in case of huge databases, thisexact
representation of sequences requires all the same high computational and storage costs.
Then, rather than building a costlyexactrepresentation of the data, an other solution
would consist inlearning a more compact summary of the database in the form of
a generative model, such as a grammar or an automaton. This idea of using a learned
and generalized representation of the sequences has been proposed in (Hingston, 2002).
Hingston shows how one can use a probabilistic deterministic finite automata (PDFA) for
providing answers efficiently to queries of sequence miningalgorithms about frequen-
cies of patterns. He also proposes a sequence mining algorithm for extracting frequent
patterns by analyzing the transitions of thePDFA. In this paper, we also claim that a
learnedPDFA is a suitable and relevant representation of the sequence database to ex-
tract knowledge. We provide here interesting improvementsof Hingston’s approach by
introducingconstraintson the frequent sequences extracted from aPDFA. This concept
of constraint is a second current trend in sequence mining.

Actually, despite the use ofminimal supporttuned by the user (that is in practice
a tricky task), anunconstrainedsearch can produce millions of patterns or may even
be intractable. A new recent strategy consists in extracting frequent patterns under
constraints: length and width restrictions, minimum or maximum gap between sequence
elements, time window of occurrence (Zaki, 2000), or regular expressions (Garofalakis
et al., 2002) (see also (Peiet al., 2002)). Moreover, as Zaki claims in (Zaki, 2000),
there exist many domains (such as in bio-informatics) wherethe user may be interested
in interactively adding syntactic constraints on the minedsequences. In this paper, we
introduce two new constraints that we adapt to the specific context ofPDFAs.

The first belongs to the same family of constraints as the one of time windowproposed
in (Zaki, 2000), and consists in extracting only frequent sequences which begin after a
given prefix length. To take into account this constraint in the computation of probability
estimates, we propose an extension of Hingston’s formulae.

The second constraint on the extracted frequent sequences is based on their statistical
relevance. Roughly speaking, we mean that a frequent sequence does not always ex-
press a significant information:frequentdoes not meanrelevant? Let us take a simple
example for describing that. Two series of experiments A andB are carried out by tos-
sing a coin respectively 10 and 10000 times. Let us assume we obtain respectively 8 and
8000tails (and of course 2 and 2000heads), resulting in two databases of 10 and 10000
sequences (of only one event). We fix the minimal support to70%, i.e. respectively
7 and 7000 sequences. In such a context, the sequencetails is frequent in both data-
bases. Does it mean that the knowledge “tails is frequent in A with a support of80%”
expresses the same information than “tails is frequent in B with a support of80%”?
Absolutely not. Actually, while it is highly probable, witha non-unbalancedcoin, to
obtain more than70% of tails over 10 trials, this event is so improbable over 10000
trials, that it could lead to challenge the balance of the coin itself. We see that for two
same frequent patterns deduced from the same relative support, the extracted know-
ledge (and its consequences !) is very different. Since tuning the minimal support is a
tricky task, we propose to contrain a frequent sequence to bealso statistically relevant.
We introduce in this paper a statistical test-based approach that we adapt to sequence
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mining fromPDFA.
The rest of this paper is organized as follows. First, after apresentation of the ad-

vantages of an automaton-based sequence mining algorithm,we describe Hingston’s
method. We carry out here a series of experiments that shows the efficiency of aPDFA

for estimating true probabilities. In Section 3, we outlinethe main steps of our methodo-
logy by defining our constraints and combining them in a sequence mining algorithm.
Section 4 deals with experiments, carried out using the algorithm ALERGIA (Carrasco
& Oncina, 1994) for learning thePDFA, that show the efficiency of our approach.

2 On usingPDFA for sequence mining

2.1 Advantages of an automaton-based approach

Using aPDFA for mining sequences has not received wide attention. However, the
advantages of using such a generalized representation of the sequences are undeniable.

First, as we will see later, it allows us to extract frequent patterns by analyzing the
paths of the automaton. However, we must make here an important remark concerning
the kind of information we will be able to find from aPDFA. By definition, the problem
of mining sequences is to find all frequent patterns in the database according to a given
minimal supportsup. However, by learning a generalized representation of datain the
form of an automaton, and by mining it instead of the input sequences themselves, we
can not claim that the extracted sequences occur exactly more thansup times in the
database. In other words, since we use a probabilistic representation of the data, we can
only ensure that the extracted sequences areprobablyfrequent. Fortunately, if the size
of the database is large enough, the probabilities estimated from thePDFA converge to
the ones observed in the set of sequences. In this case, all the extracted sequences from
the automaton will be also frequent in the database. To illustrate this phenomenon, we
present in the next section some empirical results showing that, when the number of
sequences increases, the estimated probabilities computed from thePDFA get closer to
the ones issued from the database. Then, they can be used efficiency for discovering
knowledge fromPDFA.

The second advantage of an automaton-based approach is directly linked to the pre-
vious remark. The fact that an learnedPDFA is a generalized representation of the input-
sequences, using it for sequence mining might result in the discovery of new knowledge.
In other words, it is possible to extract patterns that do notoccur in the database. This
amazing phenomenon is due to the fact that the most of the learning algorithms (such as
ALERGIA (Carrasco & Oncina, 1994) that we will use in our experiments) work with a
state merging procedure, starting from a prefix tree acceptor and merging states that are
judged statistically compatible. From a theoretical standpoint, if the database contains
characteristic sequences, it is possible to prove that one can exactly learn the target dis-
tribution of the sequences (see theoretical results about learning in the limit (Oncina,
1992; Higuera, 1997)). Let us take a simple example from which one can discover inter-
esting knowledge that does not occur in any sequence of the database. We asked a group
of children to geometrically describe a square. We gave theman alphabet of five cha-
racteristics:A: four congruent sides, B: quadrilateral, C: polygon, D: four right angles,
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1

D: 4 right angles (5/8)

2
E: parallelogram (3/8)

0

A: 4 congruent sides (2/6)

B: quadrilateral (2/6)

C: polygon (2/6)

FIG. 1: An example ofPDFA. Final states characterizing the end of a sequence are
described with a double circle. The observed proportion of sequences which use each
transition is indicated between parentheses.

E: parallelogram. We obtained the 6 following necessary, but insufficient answers, to
describe this shape, ordered according to the letters of their components: BD (quadri-
lateral andfour right angles), CD (polygonandfour right angles), AD (four congruent
sidesandfour right angles), AE (four congruent sidesandparallelogram), BDE (qua-
drilateral, four right anglesandparallelogram), CDE (polygon, four right anglesand
parallelogram). Let us assume now that we have learned from these sequencesthe au-
tomaton shown in Figure 1.

Beyond of the paths describing the 6 input-sequences, this generalized automaton
expresses additional information. Assuming that no sequence uses more than one time
the cycle of state 1, the automaton describes also the knowledge ADE (four congruent
sides, four right anglesandparallelogram), BE (quadrilateralandparallelogram) and
CE (polygonand parallelogram). Among them, the first one is the only one which
describes perfectly,i.e. with necessary and sufficient conditions, a geometrical square.
Interestingly, we can observe than this knowledge is also the only one which has been
usedin partby input-sequences.In partmeans that ADE does not occur in the database,
but some input sequences have followed the transitions AD, and others the transitions
DE. We will see later that this information will be importantfor estimating the relevance
of a frequent pattern.

The model we are going to handle is then aPDFA, which can come from an expert
knowledge or from a learning pre-process. Let us now more formally define aPDFA.

Definition 1
A PDFA is a tupleA =< Q, Σ, q, q0, π, πF > where:
- Q is a finite set of states
- Σ is the alphabet
- q : Q × Σ → Q is an application calledtransition function
- q0 is the initial state
- π : Q × Σ × Q → [0, 1] is a probability function which associates at each transition
its probability.
- πF : Q → [0, 1] is a probability function which associates to each stateS ∈ Q a
probability to be final.
- A must be deterministic, that means that∀S ∈ Q, ∀z ∈ Σ, the cardinality of the set
{x|q(S, z) = x} is bounded by 1.

Since the automaton is deterministic, it results that the two first arguments of the func-
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0 (0.338)

1 (0.0)b (0.348)

2 (0.0)a (0.314)

a (0.532)

b (0.468)

b (0.46)

a (0.54)

FIG. 2: An example ofPDFA.

tion π are sufficient to characterize a transition, that means thatπ(S, z) will represent
in the following the probabilityπ(S, z, q(S, z)). Figure 2 shows an example ofPDFA

whereQ = {0, 1, 2}, Σ = {a, b}, q(0, a) = 2 for instance,q0 = 0, andπF (0) = 0.338.

2.2 Related work

As we said before, very few work has been done in automata-based sequence mining.
As far as we know, the first main work in this domain is probablythe one of Hing-
ston (Hingston, 2002), which uses an Apriori-like system for mining sequences from
PDFA. He claims that such a strategy can provide answers efficiently to queries about
frequencies asked by sequence mining algorithms. One of theobjectives of this paper
aims at extending Hingston’s method to constrained sequence mining. For this reason,
we now detail the main steps of his method, consisting in estimating the probability of
occurrence of particular patterns. By combining them, it ispossible to derive formulae
to compute probabilities for any desired ordering of symbols and n-grams.

2.2.1 Estimation of the probability that a sequence contains a symbolx

Given aPDFA A =< Q, Σ, q, q0, π, πF >. To assess witĥp(x) the true proportion
p(x) of sequences of the database that contain the letterx, Hingston defines first the
probabilityP (S, x) that a random path inA starting from stateS contains anx. This is
ensured either if a path begins with anx (with probabilityπ(S, x)), or if it begins with
some other symbolz ∈ Q and is followed by a path starting at the next state (given by
q(S, z)) containing anx. This can be written with the following recursive formula:

P (S, x) = π(S, x) +
∑

z 6=x∈Σ

(π(S, z) × P (q(S, z), x)) (1)

which can be easily rewritten as follows:

P (S, x) = π(S, x) +
∑

T∈Q





∑

z 6=x,q(S,z)=T

π(S, z)



 × P (T, x) (2)

Obviously, if S = q0, P (S, x) is exactly equal tôp(x), i.e. the probability we are
looking for1. ComputeP (S, x) requires to solve a system of linear equations for which

1. Note that̂p(x) must only depend on prefixes that explains why the probabilitiesπF are not used here.
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Hingston proposes an efficient solution based on matrix products. He defines the matrix
ρ(x) whose components areρS,T (x) =

∑

z 6=x,q(S,z)=T π(S, z). LetP (x) be the vector
of values ofP (S, x) andπ(x) the vector of values ofπ(S, x), ∀S. Equation 2 becomes:

P (x) = π(x) + ρ(x)P (x) = (I − ρ(x))−1π(x) (3)

whereI is the identity matrix. Since the matrixρ(x) and the vectorπ(x) are directly
built from the conditional probabilities of thePDFA, the computation of the vectorP (x)
becomes very easy to achieve.

Example: Let us take again thePDFA of Figure 2 to explain these formulae. We aim
at assessing witĥp(a) = P (0, a) the true proportionp(a) of sequences that contain the
lettera. In this case, the vectorπ(a) has the following componentsπ(0, a) = 0.314,
π(1, a) = 0.532, π(2, a) = 0.54. For the matrixρ(a), we get:





0 0.348 0
0 0 0.468

0.46 0 0





Computing(I − ρ(x))−1, we get




1.081 0.376 0.176
0.233 1.081 0.506
0.498 0.173 1.081





We deduce thatP (x) = (0.635, 0.921, 0.832) and that̂p(a) = P (0, a) = 0.635. The
estimation of the proportion of sequences that contain ana is then equal to0.635.

2.2.2 Estimation of the probability that a sequence contains a patternxy

Based on the same principle, Hingston shows that it is possible to estimate the pro-
portion of strings that contain a bi-gramxy. Let P (S, xy) be the probability that a path
starting at stateS contains the bi-gramxy. One can derive as in the previous section:

P (xy) = (I − ρ(x))−1τ(xy) (4)

whereτ(xy) = π(S, x)π(q(S, x), y).
It is also possible to assess the proportion of strings containing the symbolx, followed

later by ay, notedP (S, < x, y >). This quantity can be split in two parts:

– the proportion of strings that contain in a first part the symbol x. One must com-
puteF (S, T, x) that corresponds to the probability that a random path starting at
stateS and ending at stateT contains exactly onex, which is the last symbol on
the path (for more details see (Hingston, 2002)),

– the proportion of strings that, in a following part, contain ay (i.e.P (T, y)).

One can easily deduce thatP (S, < x, y >) =
∑

T F (S, T, x)P (T, y).
By combiningP (S, x), P (S, xy) andP (S, < x, y >), one can derive formulae to

compute probabilities for any desired ordering of symbols and n-grams.
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FIG. 3: Average difference between estimated and observed probabilities of patterns
composed of one letter or one bi-gram (according to a given regular expression).

2.2.3 Experimental results

Hingston claims, despite the fact that no empirical study has been done in (Hingston,
2002), that the estimatesP (S, x), P (S, xy) andP (S, < x, y >) converge toward the
true proportions in the database when the number of sequences increases. To assess
the efficiency of aPDFA to correctly estimate these frequencies, we have implemented
Hingston’s algorithm and carried out a series of experiments. The experimental setup
was the following. We simulated a target distribution from agiven alphabetΣ. In order
to simplify, this theoretical distribution has been modelized in the form of an automaton
with only one state and|Σ| output transitions. From this automaton, we generated by
sampling learning sets in function of an increasing number of sequences (from 10 to
6000). For each of them, we learned aPDFA usingALERGIA (Carrasco & Oncina, 1994),
and then we computedP (q0, x) andP (q0, < x, y >) 2 and compared them with the
true frequenciesp(x) andp(< x, y >) observed in the database. Figure 3 shows the
behavior of the average difference between the estimated and the true frequencies. We
can observe that in all cases the difference converges toward 0 while the size of the set
of sequences increases. We can then confirm that, at the limit, aPDFA is able to correctly
estimate the true proportion of patterns in the database.

Before concluding this section, note that Hingston proposed a sequence mining algo-
rithm using the previous estimates (for more details see (Hingston, 2002)). Moreover,
his method has been efficiently used in a new classification rule induction algorithm
proposed in (Psomopoulouset al., 2004) in the particular case of proteins, for which
patterns are not ordered. Finally, we also dealt with the extraction of decision rules
from non-probabilistic finite automata in (Jacquenetet al., 2004). However, this work
was limited to the discovery of rules located at the end of theinput-sequences.

2. Since the behavior ofP (S, xy) follows the one ofP (S, x), we did not carry out experiments for it.
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3 On usingPDFA for constrained sequence mining

In the following, we improve Hingston’s approach by constraining the sequence
mining algorithm to discoverparticular frequent patterns. Two types of constraints
are proposed. The first one allows us to discover frequent patterns according to a gi-
ven prefix-length. This constraint is interesting in domains, such as in bio-informatics,
where the location in the sequence (and not only the frequency) can express the mea-
ning of the pattern. In order to take into account this constraint in aPDFA-based mining
algorithm, and then to permit us the computation of the estimates, we must adapt Hing-
ston’s formulae to this new framework. This is the goal of thefollowing subsection.
Then, we present our second constraint based on the statistical inference theory. This
constraint aims at extracting among the frequent patterns only the ones that are statis-
tically relevant. Adapted in this article to the context ofPDFA, they can be obviously
used by standard sequence mining algorithms.

3.1 A prefix length constraint

We aim at modifyingP (S, x) and P (S, xy) to take into account a prefix length
constraint of sizeδ, that can result in an interesting reduction of the search space. Let
us recall thatP (S, x) (resp.P (S, xy)) is an estimation of the proportion of sequences
that contain, from stateS, the symbolx (resp. the bi-gramxy). We want to extend
them respectively toP (S, x, δ) andP (S, xy, δ), i.e we are looking for the proportion
of sequences that contain the symbolx (resp. the patternxy) after a prefix of lengthδ.

Note we will not extend the probabilityP (S, < x, y >), that explains why we did not
enter in the previous section in the details of the calculation of the functionF (S, T, x).
We think that imposing a prefix length constraint in this context would not be relevant.
Actually, in such frequent patterns, the most important information is that the symboly
occursafter (the location is here not important) the symbolx.

3.1.1 FromP (S, x) to P (S, x, δ)

First, we are interesting in convertingP (S, x) into P (S, x, δ) for taking into account
the constraintδ. A componentP (S, x, δ) of the vectorP (x, δ) corresponds to the pro-
portion of sequences of the database containing the symbolx at a distanceδ from the
stateS. Note that it means thatx can also occur before the distanceδ.

Let us take again the example of Figure 2. If we assume that we are looking for
the proportionP (0, a, 2) of sequences containing the lettera in third position, we can
establish using Hingston’s notations that:

P (0, a, 2) = π(0, b) × π(1, b) × π(2, a) + π(0, b) × π(1, a) × π(0, a)

+π(0, a) × π(2, a) × π(1, a) + π(0, a) × π(2, b) × π(0, a)

= 0.348× 0.468 × 0.54 + 0.348× 0.532 × 0.314

+0.314× 0.54 × 0.532 + 0.314 × 0.46 × 0.314

=
∑

z∈Σ

π(0, z) × P (q(0, z), a, 1) = 0.282.
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Generalizing, and given aPDFA A =< Q, Σ, q, q0, π, πF >, we get

P (S, x, δ) =
∑

z∈Σ

π(S, z) × P (q(S, z), x, δ − 1) (5)

which can be rewritten as follows

P (S, x, δ) =
∑

T∈Q





∑

z,q(S,z)=T

π(S, z)



 × P (T, x, δ − 1). (6)

Since anx can also occur before the distanceδ (that means that the constraintz 6= x

does not exist), we can not use the matrixρ(x) previously proposed by Hingston in
Equation 3. Let us introduce the following matrixµ which is nowindependentof x.

µS,T =
∑

z,q(S,z)=T

π(S, z).

We can rewrite Equation 6 as

P (S, x, δ) =
∑

T∈Q

µS,T × P (T, x, δ − 1). (7)

Let P (x, δ) be the vector of values ofP (S, x, δ), Equation 7 becomes:

P (x, δ) = µ × P (x, δ − 1). (8)

This is a geometric series of common ratioµ and first termP (S, x, 0) = π(S, x).
Writing π(x) for the vector of values ofπ(S, x), we obtain:

P (x, δ) = µδ × π(x). (9)

All the components of the matricesµ andπ(x) are directly obtained from the condi-
tional probabilities of thePDFA. Of course, as for Hingston, we are only interested in
the case ofS = q0, which estimates the probability that a sequence contains aprefix of
lengthδ before the occurence ofx.

As in Section 2.2.3, we carried out a series of experiments toverify if our extended
formulaP (S, x, δ) correctly estimates, for different values ofδ, the observed frequen-
cies in the database. Figure 4 shows that the convergence is reached very quickly.

3.1.2 FromP (S, xy) to P (S, ω, δ)

The second objective consists in extending the probabilityof occurrence of a bi-gram
xy by taking into account the prefix-length constraint. In fact, we propose here to di-
rectly generalize to a patternw, in the form of a n-gram, at a distanceδ from S.

Definition 2
A patternw = (w1, ..., wk) is an ordered set ofk symbolswi ∈ Σ, ∀i = 1, . . . , k.
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FIG. 4: Average difference, in function of the sequence set size, between estimated and
observed probabilities of patterns composed of one letter,for different values ofδ.

First, we have to generalize the functionτ(S, xy) (Equation 4) to a patternw. We get,
τ(S, w1 . . . wn) = π(S, w1) × τ(q(S, w1), w2 . . . wn). Then,

P (S, w, δ) =
∑

z∈Σ

(π(S, z) × P (q(S, z), w, δ − 1)) (10)

P (S, w, 0) = π(S, w1) × π(q(S, w1), w2) × . . . = τ(S, w) (11)

Using exactly the same principle (with the matrixµ) as the one for a single letter, and
using vectors, we get:

P (w, δ) = µδ × τ(w)

3.2 Statistical relevance constraints

After a first constraint based on a prefix length, we introducein this section a second
type of constraints based on the need of relevance of the extracted frequent patterns. As
we saw in introduction with the example of a coin toss, a frequent pattern (according to
a given minimal support) can be statistically irrelevant. We show here that the relevance
can be assessed using statistical tests applied on the proportions estimated from the
PDFA. In this section, we propose two statistical tests, that we call relevance constraints,
to validatestep by stepthe symbols of arelevantfrequent pattern.

The firstrelevanceconstraint allows us to verify a firstabsolutecondition. Letw =
(w1...wl) be a currentrelevantpattern of sizel in the PDFA, at a distanceδ from the
initial state. The relevance of an additionall + 1th symbolwl+1 will be ensured if
the proportion of sequences that contain the patternw′ = (w1...wl+1) at a distanceδ
from the initial state (estimated byP (q0, (w1...wl+1), δ)) covers a significant part of
the probability density of all sequences.

The second constraint expresses arelativecondition. Given a current relevant frequent
patternw = (w1...wl) and an additional symbolwl+1 satisfying the first relevance
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constraint. The proportion of sequences that satisfyw at a distanceδ from the initial
state must be approximately the same as the one of the new patternw′ = (w1...wl+1).

According to the two previous conditions, we are going to definerecursivelythe no-
tion of relevance (of a symbol or of a pattern). For this reason, let us assume in the
following that we have already a frequent and relevant pattern.

3.2.1 Relevance constraint of a symbol

Definition 3
Let A be aPDFA in which the patternw = (w1...wl) is frequent andrelevantat a
distanceδ fromq0. Letwl+1 be a new symbol which, concatenated withw, makes a new
patternw′ = (w1...wl+1). wl+1 is statistically relevant forw′ iff P (q0, (w1...wl+1), δ)
is significantly higher than 0, using a test of proportion.

The notion ofsignificanceis defined by a test of proportion (called PROPORTION TEST)
aiming at verifying ifP (q0, (w1...wl+1), δ) is high enough,i.e. if the new resulting pat-
ternw′ = (w1...wl+1) statistically covers a sufficient part of the probability density of
the input-sequences. For simplifying the notations, let usconsider, without any loss of
generality, thatP (q0, (w1...wl+1), δ) = p̂(w′, δ). We are interested in verifying if this
estimate of the true proportionp(w′, δ) (the proportion of input-sequences containing
the patternw′ after a prefix of lengthδ) is relevant. To achieve this task, we test the null
hypothesisH0 : p(w′, δ) = 0, against the alternative oneHa : p(w′, δ) > 0.

If the number of input-sequences is high enough, the statistic p̂(w′, δ) asymptotically
follows the normal law. We have then to determine the threshold k which defines the
bound of rejection ofH0, and which corresponds to the(1 − α)-percentile (Uα)of the
distribution ofp(w′, δ) underH0. It is easy to show thatP (p̂(w′, δ) > k) = α iff

k = Uα

√

p̂(w′, δ)(1 − p̂(w′, δ))

n

wheren represents the number of sequences in the database. The decision rule is the
following: if p̂(w′, δ) > k, the constraint of relevance of the symbolwl+1 is satisfied.

Note that in the previous definition, we assumed that we had a current relevant frequent
patternw. Of course, from an algorithmic standpoint, we will initialize w, during a
first step, to the empty string,w′ containing only the additional symbolwl+1. Such a
manner to proceed will allow us to find the first set of relevantpatterns with the PRO-
PORTION TEST. Let us take an example. Figure 5 shows aPDFA with 6 states, where
Σ = {a, b, c}, built from a set of 100 sequences. Given the patternw′ = (a), and a
given minimal support of40%, w′ is then considered asfrequentat a distance0 from
the initial state0, becauseP (0, a, 0) > 0.4. Is its new (and unique here) componenta

also relevant? With a riskα = 2.5%, Uα = 1.96 andk = 0.088. SinceP (0, a, 0) > k,
the symbola is relevant for the patternw′. Sincew′ = (a), we can also deduce here
thatw′ is relevant.

3.2.2 Conditionally relevance constraint of a pattern

However, we think that an unique constraint on each additional symbol is not suffi-
cient to acceptw′ = (w1...wl+1) as being a relevant pattern. Actually, we would like

25



CAp 2005

0

2b (0.3)

1

a (0.7)

c (1.0)

3

4

5

a (0.1)

b (0.8)

c (0.1)

FIG. 5: An example ofPDFA with 6 states built fromΣ = {a, b, c}.

also to verify if there exists a statistical dependence in the PDFA between the previous
patternw = (w1...wl) and the new onew′ = (w1...wl+1). Roughly speaking, we mean
that the high majority of the sequences that containedw must also satisfyw′. This is
what we call aconditionally constraint.

Definition 4
Let A be aPDFA in which the patternw = (w1...wl) is frequent andrelevantat a
distanceδ from q0. Let wl+1 be a new symbol which, concatenated withw, makes a
new patternw′ = (w1...wl+1). w′ is statistically relevant conditionally tow iff w′ is
significantly dependent ofw, using a Chi-Square test.

This dependence can be assessed by analyzing the nature of all the different symbols
occurring in thePDFA after the patternw. Consider again the example of Figure 5 for
which we have already validated the relevance of the patternw′ = (a) at a distance
δ = 0 from the initial state0. According to the conditional probabilities of thisPDFA,
we could wonder if the patternw′ = (ab) is also relevant. To deal with this problem,
we must achieve two tasks. First, the PROPORTION TEST must be run to verify if the
additional symbolb is relevant forw′. In this case, withα = 2.5% andUα = 1.96,
p̂(w′, 0) = P (0, ab, 0) = π(0, a).π(1, b) = 0.56 andk = 0.083. Sincep̂(w′, 0) > k,
the additional symbolb is relevant forw′. Second, we must now verify if there exists
a statistical dependence betweenw = (a) andw′ = (ab). In order to carry out this

task, we generate an output vector
−−−−→
Voutput of dimensionm, wherem corresponds to

the number of different outgoing transitions from the states in which the last symbol
wl of w ends. In our example,

−−−−→
Voutput has three components

−−−−→
Voutput(z), z = 1, ..., 3

because there is a setO = {a, b, c} of three outgoing transitions from the state1.

Each component
−−−−→
Voutput(z) corresponds to the expected number of times the symbolz

follows the patternw in the databaseLS, that means that
−−−−→
Voutput(z) = P (q0, z, δ) ×

|LS|. We arrange the vector
−−−−→
Voutput such that the considered symbolwl+1 (hereb) is

the first component of the vector (the order of the other components does not matter).
In our example,

−−−−→
Voutput = (56, 7, 7).

We aim now at testing the dependence between
−−−−→
Voutput and an input vector

−−−→
Vinput

for which the first component is the expected number of times the patternw occures in
the database (the other components are null). Then,

−−−→
Vinput = (70, 0, 0). From the two

vectors
−−−→
Vinput and

−−−−→
Voutput, we run a test of independence based on a Chi-square test
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(called CHI SQUARE TEST). We build the following statisticX2, such that:

X2 =
∑

z∈O

[(
−−−→
Vinput(z) − Ψ(z))2 + (

−−−−→
Voutput(z) − Ψ(z))2]

Ψ(z)

whereΨ(z) =
−−−−→
Vinput(z)+

−−−−−→
Voutput(z)

2 is the average vector of
−−−→
Vinput and

−−−−→
Voutput. From

a statistical standpoint,X2 follows a Chi-square distribution with2×m− 1 degrees of
freedom. It is then possible to test ifX2 is higher thanX2×m−1

α , which is the(1 − α)-
percentile of the Chi-square distribution. The decision rule is the following: ifX2 <

X2×m−1
α , the dependence betweenw andw′ is ensured and the conditionally relevant

constraint is verifyied. By combining the two previous relevance constraints, we are
now able to define what we call a frequent and relevant pattern.

Definition 5
Let A be aPDFA in which the patternw = (w1...wl) is frequent andrelevantat a
distanceδ from q0. Let wl+1 be a new symbol which, concatenated withw, makes a
new patternw′ = (w1...wl+1). w′ is frequent and statistically relevant at a distanceδ

from q0 iff (i) P (q0, w
′, δ) is higher than the minimal support, (ii) the new symbolwl+1

is statistically relevant forw′ and (iii) w′ is statistically relevant conditionally tow.

3.3 A new sequence mining algorithm

Combining all the concepts we presented before, we propose anew sequence mining
algorithm. It aims at discovering from aPDFA all frequent and statistically relevant
patterns in the form of n-grams, according to a minimal support σ and a given prefix
length constraintδ. Of course, we can also run it several times with different values ofδ
to avoid to have to fix in advance a given prefix length without any knowledge about the
studied domain. Let us recall that our algorithm only extracts relevant frequent n-grams.
However, it is possible to use our relevance constraints on the probabilitiesP (S, <

x, y >) (with a possible gap betweenx andy) estimated in Hingston’s algorithm.
The pseudo-code of our algorithm ACSM (for Automata-based Constrained Sequence

Mining) is presented in Algorithm 1. During a first step (fromlines 2 to 9), it initializes
a first setG of relevant frequent patterns composed of only one symbol. Since no pat-
terns have been extracted yet, only the support test (line 4)and the PROPORTION TEST

(line 5) are run. The paths of thePDFA that do not satisfy these two tests will not be
studied anymore, that will allow us to dramatically reduce the search space. The second
part of our algorithm tests additionnal symbols to search for larger frequent relevant
patterns. In this case, three conditions must be satisfyed:the support test (lines 17), the
PROPORTION TEST (line 18) and the CHI SQUARE TEST (line 19).

4 Experimental results

We experimentally observed in the previous sections the ability of a PDFA to correctly
estimate the true proportions of patterns in a database. Forthis reason, the only main
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Algorithm 1 : ACSM
Input : A PDFA A = (Q, Σ, q ,q0, π, πF ), a support thresholdσ, two risksα1 andα2, δ a prefix length constraint
Output : a set of relevant frequent patterns G
begin1

G1 ←∅ ;2
foreach l ∈ Σ do3

if P (q0, l, δ) ≥ σ then4
if Proportion Test (P (q0, l, δ), α1) is satisfiedthen5

G1 ← G1 ∪ lδ ;6
end7

end8
end9
G← G1 ;10
n← 1 ;11
while Gn 6= ∅ do12

Gn+1 ← ∅ ;13
foreachωδ = (w1...wn)δ ∈ Gn do14

foreach l ∈ Σ do15
ωδ ← (w1...wnl)δ ;16
if P (q0, ωδ, δ) ≥ σ then17

if Proportion Test (P (q0, (ωnl), (δ + n− 1)), α1) is satisfiedthen18
if Chi square Test (

−−−−→
Vinput,

−−−−−→
Voutput, α2) is satisfiedthen19

Gn+1 ← Gn+1 ∪ ωδ ;20
end21

end22
end23

end24
end25
G← G ∪Gn+1 ;26
n← n + 1 ;27

end28
return G ;29

end30

goal of this section is to evaluate the effect of our constraints to reduce the number
of extracted frequent patterns. We carried out various series of experiments from two
databases. First, we used a real database which correspondsto the set of all female first-
names extracted from the french calendar (called FIRSTNAME). Its size is deliberately
not large, because we are above all interested, in a first series of experiments, in ana-
lyzing the behavior of our constraints on small datasets. Then, we used the synthetic
sequence generator IBM DATAGEN 3 for generating a larger database (called SYND)
containing 100000 sequences of average size 10 events. FromFIRSTNAME and SYND,
we learned twoPDFAs usingALERGIA.

The first chart of Figure 6 shows the direct impact of our relevance constraints on
the number of frequent patterns extracted from FIRSTNAME. We applied our relevance
tests on the estimates of Hingston’s algorithm. We observe that incorporating these
constraints significantly decreases the number of extracted patterns. Note that when we
apply both tests (here withα1 = 10% andα2 = 50%), the number of patterns drops
dramatically. Without surprise, while the minimum supportincreases, the statistical re-
levance of the extracted patterns is more frequently validated, that explains that all the
curves tend to join the one of Hingston.

For the three remaining charts, we used our algorithm ACSM, which requires four

3. http://www.cs.rpi.edu/∼zaki/software/
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FIG. 6:Effect of minimum support, prefix length, and relevance constraints on the num-
ber of extracted patterns.

parameters:σ, δ, α1 andα2. The objective was to evaluate the effect of each constraint
on the number of patterns extracted by our new system. The second chart shows the
influence of the prefix length constraint in the case of FIRSTNAME. We can see that
strengthening this constraint leads to extracting a decreasing number of patterns. For
this experiment we tested various values forσ, α1 andα2 and the various charts we got
had always the same shape. The two remaining charts of Figure6 shows the effects of
the statistical relevance constraints on SYND. We tested the influence of the relevance
constraint of a symbol without incorporating the conditionally relevance constraint of
a pattern (i.e. fixing α2 to 100%) and reciprocally (fixingα1 to 100%). Firstly, we
observe again that the stronger one of these constraints is (i.e. the lower theα1 or
α2 parameter is), the more the number of extracted patterns decreases. Secondly, once
again, we observe that the more the minimum support constraint increases, the more
the relevance constraints become useless.

5 Conclusion

In this paper, we have presented an automata-based approachfor constrained se-
quence mining. We have seen that building a PDFA from the dataand then mining
that structure presents many advantages compared to more classic sequence mining
tools that directly mine the sequences. Our framework extends the one of Hingston in
several ways by incorporating a prefix length constraint andtwo statistical relevance
constraints. The experiments we made have shown that those constraints lead to extrac-
ting less frequent patterns (but the most relevant ones!) which is really important for
the users that are often overwhelmed by huge amount of useless patterns while mining
data.

We now want to focus on several points. First we would like to integrate other constraints
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in the ACSM algorithm. Then, we plan to study the impact of noisy data on the system
and the way it deals with them. We also want to use it in the context of biological data
in order to explore the power of our new constraints on such a field of applications.
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Définitions et premières exṕeriences en
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Résuḿe : Cet article donne une définition de l’analogie entre séquences fondée
sur la distance d’édition et donne deux algorithmes (l’un rapide et approché,
l’autre plus complexe, mais optimal) pour calculer ladissemblance analogique
entre quatre séquences. Cette notion et ces algorithmes sont ensuite utilisés dans
une expérience d’apprentissage sur une base de données artificielle, pour montrer
la résistance au bruit de ce type d’apprentissage.

Mots-clés: Séquences, Distance d’édition, Analogie, Apprentissage supervisé.

1 Introduction

Cet article présente des définitions, des algorithmes originaux et quelques expériences
dans le domaine de l’apprentissage non paramétrique (CORNUÉJOLS& M ICLET, 2002)
dans l’univers des séquences.

Le principe de l’apprentissage non paramétrique est de ne faire aucune hypothèse sur
la distribution statistique des classes, ni d’utiliser d’´eventuelles connaissancesa priori.
La technique la plus simple de ce domaine est celle de l’apprentissage parplus proche
voisin, qui requiert seulement que l’on sache calculer au moins uneressemblance, au
mieux une distance, entre les objets. A un objet extérieur `a l’ensemble d’apprentissage,
cette méthode attribue la classe de l’élément de l’ensemble d’apprentissage qui lui est
le plus ressemblant.

Dans la même famille, la technique de l’apprentissage par analogie fait appel à un
argumentaire plus sophistiqué. Donnons-en un exemple intuitif. Soit la séquence de
lettrescherchant, dont on veut apprendre la supervision ou la classe1 ; supposons
que dans l’ensemble d’apprentissage se trouvent les trois séquences :voler,volant,
chercher, avec respectivement pour classesinfinitif, participe pŕesent, infinitif. On
attribuera àcherchant la classeparticipe pŕesent, par un raisonnement qui s’énonce

1. Le termesupervisionest plus général que celui d’étiquetteou declasse, puisqu’il couvre aussi bien
les cas de l’apprentissage de règles de classification, de la régression et le cas où la supervision est un objet
strucuré, comme une séquence.
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informellement comme ceci. Puisque, dans l’univers des séquences

voler est àvolant commechercher est àcherchant

la supervision decherchant est donc la solution de l’équation (dans l’univers des
classes) :

infinitif est àparticipe pŕesentcommeinfinitif est àx d’où : x =participe pŕesent

Plan de l’article

Cet article donne dans sa première partie des définitions pour les relations(( est à))

et (( comme)), fondées sur la distance d’édition entre séquences. Il définit la notion de
dissemblance analogiqueentre quatre séquences, qui permet de quantifier de manière
cohérente la relation(( comme)). Il propose deux algorithmes, l’un permettant de cal-
culer une approximation de la dissemblance analogique, l’autre sa valeur exacte. Dans
sa seconde partie, il propose aussi une première série d’expériences, sur des données
artificielles, pour vérifier la validité de ces définitions et l’efficacité de ce type d’ap-
prentissage, en particulier sa résistance au bruit.

2 L’analogie entre śequences

2.1 L’analogie et ses propríetés

2.1.1 D́efinition de l’analogie

Le raisonnement par analogiea été longuement décrit et étudié depuis les philo-
sophes grecs ; ses applications récentes intéressent en particulier les sciences cognitives
(SHAVLIK & D IETTERICH, 1990; WILSON & K EIL, 1999), la linguistique et l’intelli-
gence artificielle. Lepage donne dans (LEPAGE, 2003) une histoire encyclopédique de
ce concept et de ses applications à la science du raisonnement et à la linguistique.

Le fait que quatre objetsA, B, C etD sont en relation d’analogie s’énonce :

“A està B commeC està D”

Selon la nature des objets, la signification de cette relation varie. Par exemple, une
analogie sur la sémantique de mots français est :

“jument està poulain commevache està veau”

En revanche, la relation analogique suivante est purement morphologique:

“abcd està ecd commeabfab està efab”

Elle ne porte que sur la transformation des lettres dans des séquences :

Pour transformerabcd enecd, exactement comme pour transformerabfab
enefab, il faut remplacer en début de séquenceab pare.
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C’est à ce genre d’analogie dans les séquences que nous nous intéressons. Nous ne
traitons pas les analogies du type :

“ab està abab commeabfg està abfgabfg” ni
“abc està abd commeaababc està aababcd”

qui ont pourtant toutes les deux de bonnes raisons cognitives d’être considérées comme
correctes. L’argument est purement opérationnel : nous utilisons une notion de ressem-
blance entre séquences qui ne traite pas naturellement ce type de relations. Notre ap-
proche est donc limitée du point de vue de la simulation du comportement cognitif.

2.1.2 Propriétés de l’analogie,́equations analogiques.

La relation d’analogie“A estàB commeC estàD” entre quatre objets sera désormais
notée : A : B :: C : D

Si un terme de la relation d’analogie est inconnu, on peut considérer qu’on est en
présence d’une équation.Résoudre unéequation analogiqueconsiste à trouver une ou
plusieurs valeurs à l’inconnueX pour vérifier la relation (ou à prouver qu’il n’y a pas
de solution) : A : B :: C : X

Classiquement, l’écriture de la relation analogiqueA : B :: C : D impose que deux
axiomes2 soient satisfaits. Ils s’expriment comme une équivalenceentre la relation de
départ et deux autres relations analogiques (LEPAGE& A NDO, 1996) :

Syḿetrie de la relation comme: C : D :: A : B
Echange des termes médians: A : C :: B : D

On montre alors facilement que cinq autres équations analogiques se déduisent par
équivalence de ces axiomes à partir deA : B :: C : D

B : A :: D : C D : B :: C : A D : C :: B : A B : D :: A : C C : A :: D : B

Au total, ces axiomes donnent donc pour équivalentes huit ´equations entre quatre ob-
jets. On peut imposer un autre axiome, ledéterminismequi exige que l’une des deux
équations triviales suivantes n’ait qu’une seule solution3 :

A : A :: B : X ⇒ X = B
A : B :: A : X ⇒ X = B

On peut maintenant4 , en se fondant sur les axiomes ci-dessus, donner une définition
de la solution à une équation analogique :

2. L’axiome de symétrie, que nous qualifions de(( classique)) n’est pas dans tous les cas une propriété
naturelle de l’analogie. Par exemple, (HOFSTADTER& the Fluid Analogies Research Group, 1994) donne les
deux analogies sur les séquences, dans l’alphabet de l’anglais : “bcd est àbce commexyz est àwyz” et
“xyz est àwyz commebcd est àacd”. Le premier cas, puisque la lettrez n’a pas de successeur, fait appel
à un(( effet de rebond)). Le second se résoud naturellement en utilisant l’ordre des lettres. Mais comme nous
utilisons une notion de distance (symétrique) dans les alphabets, nous l’étendons naturellement à la distance
entre séquences et à la relation(( comme)).

3. L’autre équation en est une conséquence.

4. Il y a 24 façons d’arranger quatre objets en une équationanalogique, qui se réduisent à trois classes
d’équivalences dont les représentants sont par exemple :A : B :: C : D , A : B :: D : C et A : C :: D : B
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Définition 1
X est unesolution correctede l’équation analogiqueA : B :: C : X si X est une
solution de cette équation et est aussi une solution des deux équations :

C : X :: A : B et A : C :: B : X

Une équation analogique peut avoir zéro, une seule ou plusieurs solutions.

2.2 Une d́efinition de l’analogie entre śequences par la distance
d’ édition : la dissemblance analogique.

2.2.1 La distance d’́edition entre deux śequences.

SoitΣ un ensemble fini appeléalphabet. Leslettresa, b, c, ... sont les éléments deΣ.
On noteu, v, . . . ouX, Y, . . . les éléments deΣ∗, appelésséquencesouphrasesoumots.
Une séquenceu = u1u2 . . . u|u| est une liste ordonnée de lettres deΣ ; salongueurest
notée|u|. ε, la séquence vide, est la séquence de longueur nulle. Siu = u1u2 . . . u|u| et
v = v1v2 . . . v|v|, leurconcat́enationestuv = u1u2 . . . u|u|v1v2 . . . v|v|.

Pour présenter la distance d’édition entre deux séquences, nous allons rappeller quel-
ques notions et citer un théorème démontré dans (WAGNER & F ISHER, 1974). La
première notion est celle d’édition de śequences. Elle est elle-même fondée sur trois
opérations d’́edition de lettres, outransformationśelémentaires: l’ insertiond’une lettre
dans une séquence, lasuppressiond’une lettre et lasubstitutiond’une lettre à une autre
lettre. A chacune de ces opérations est associé un coût, qui est en général la valeur d’une
certaine distanceδ sur(Σ ∪ {ε})× (Σ ∪ {ε}).

Nous notonsSa→b la substitution dea enb (de coûtδ(a, b)), Sa→ε la suppression de
a (de coûtδ(a, ε)) etSε→b l’insertion deb (de coûtδ(ε, b)). La substitution(ε, ε) n’est
pas considérée comme une opération d’édition. Lecoût de l’édition d’une séquence
est la somme des coûts de l’édition de ses lettres. L’édition d’une séquence de lettres
permet donc de la transformer en une autre séquence de lettres par une séquence de
transformations élémentaires, avec un certain coût.

Par exemple, on peut passer de la séquenceabc à la séquencecd avec la séquence
de transformations élémentairesSa→εSb→cSc→d de coûtδ(a, ε) + δ(b, c) + δ(c, d)
ou avec la séquence de transformations élémentairesSa→εSb→εSc→cSε→d de coût
δ(a, ε) + δ(b, ε) + δ(c, c) + δ(ε, d).

Définition 2
Un alignementou édition entre deux séquencesu et v est une séquence de transfor-
mations élémentaires entre les lettres deu et dev. La distance d’éditionD(u, v) entre
deux séquencesu et v est le coût de l’alignement de coût minimum parmi tous les
alignements possibles entre les deux séquences.

On représente un alignement par un tableau à deux lignes, une pouru et une pourv,
chaque mot complété par desε, les deux mots obtenus ayant la même longueur.

Par exemple, voici les deux alignements précédents entreu = abc etv = cd :

a
|
ε

b
|
c

c
|
d

a
|
ε

b
|
ε

c
|
c

ε
|
d
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L’algorithme de Wagner et Fisher (WAGNER & F ISHER, 1974) , dans sa version
complète, prend en entrée deux phrasesu et v et produit en résultat l’alignement opti-
mal, c’est à dire la séquence optimale de transformationsélémentaires et bien sûr son
coût (SANKOFF & K RUSKAL, 1983). Nous notonsS(u, v) cette séquence optimale5.

Une conséquence du calcul par programmation dynamique estle remarquable résultat
suivant (CROCHEMORE& et al., 2001), qui justifie le nom dedistanced’édition:

Théorème 1
Si δ vérifie les axiomes d’une distance6 sur (Σ ∪ {ε}) alorsD, la distance d’édition
entre séquences calculée à partir deδ, vérifie aussi les axiomes d’une distance surΣ∗.

2.2.2 La relation (( està )).

Nous avons choisi de définir le termeu : v d’une analogie entre séquences comme
leur alignement optimal, c’est à dire comme la séquence optimale de transformations
calculée par l’algorithme de Wagner et Fisher. Ce choix permet de décrire précisément
commentu se transforme env : il modélise donc bien une relation(( est à)).

Par exemple, pour la table de distances :

δ a b c ε
a 0 1.5 1.5 1
b 1.5 0 1.3 1
c 1.5 1.3 0 1
ε 1 1 1 1

la transformation optimale (ici unique) entreu = abbcc etv = bbbc est la séquence

S(u, v) = Sa→εSb→bSb→bSc→bSc→c

de coût

δ(a, ε) + δ(b, b) + δ(b, b) + δ(c, b) + δ(c, c) = 1 + 0 + 0 + 1.3 + 0 = 2.3

Nous posons donc queS(u, v) = Sa→εSb→bSb→bSc→bSc→c définit ce que(( u est
àv )).

Nous avons déjà noté que cette transformation optimale peut ne pas être unique. Par
exemple, en prenant une autre distanceδ, telle que∀a, b ∈ (Σ∪{ε}), a 6= b, δ(a, b) = 1,
et∀a ∈ Σ, δ(a, a) = 0, les transformations entreu = abbcc etv = bbbc

Sa→εSb→bSb→bSc→bSc→c

de coût

δ(a, ε) + δ(b, b) + δ(b, b) + δ(c, b) + δ(c, c) = 1 + 0 + 0 + 1 + 0 = 2

5. Elle peut ne pas être unique et nous traiterons ce problème un peu plus loin. Nous la supposons unique
pour le moment.

6. Pour être exact,δ est une application de((Σ ∪ {ε}) × (Σ ∪ {ε})) \ {(ε, ε)} dansR+ qui respecte les
axiomes d’une distance.
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et
Sa→bSb→bSb→bSc→cSc→ε

de coût

δ(a, b) + δ(b, b) + δ(b, b) + δ(c, c) + δ(c, ε) = 1 + 0 + 0 + 1 + 0 = 2

sont toutes les deux optimales. Nous reviendrons plus loin sur cette difficulté.

2.2.3 La relation (( comme)).

Soit l’analogie u : v :: w : x . Nous connaissons désormais le termeu : v, qui
est la séquence optimaleS(u, v), supposée pour le moment unique, de transformations
élémentaires entreu etv et nous connaissons aussiw : x qui est la séquenceS(w, x).

La relation(( exactement comme)).

Examinons d’abord un exemple où la relation(( comme)) est l’identité, avant de la
généraliser. Soit les séquences :u = abbccccb, v = bbbcccc, w = abbccaab et bbbcaac.
Le calcul, sur la table des distances donnée pour l’exempledu paragraphe 2.2.2, donne :

S(u, v) = Sa→εSb→bSb→bSc→bSc→cSc→cSc→cSb→c

S(w, x) = Sa→εSb→bSb→bSc→bSc→cSa→aSa→aSb→c

Il est naturel de mettre toutes les transformations élémentaires d’égalité, qui doivent
être de coût nul, dans une même classe d’équivalence7 notéeSe. Nous obtenons alors :

S(u, v) = Sa→εSeSeSc→bSeSeSeSb→c

S(w, x) = Sa→εSeSeSc→bSeSeSeSb→c

Dans cet exemple, puisqueS(u, v) = S(w, x), la relation(( comme)) de l’équation
analogique abbccaab: bbbcaac:: abbcaabb: bbbcaac est donc une identité. Ce cas
particulier est à la base des algorithmes derésolution d’́equations analogiques, pour
lesquelsu, v etw sont donnés etx est l’inconnue (LEPAGE, 2003; DELHAY & M ICLET,
2004).

Si nous voulons généraliser ce cas particulier, il nous faut définir complètement une
distance∆ entre transformations élémentaires. Nous pourrons alors poser la seconde
partie de notre construction :

La valeur de la relation(( comme)) est donńee par la distance d’édition,
calcuĺeeà partir de∆, entreS(u, v) etS(w, x).

Nous cherchons donc maintenant à définir une distance∆ entre transformations élé-
mentaires sur un alphabet(Σ ∪ {ε}), lui-même muni d’une distanceδ.

7. Ceci se justifie par le fait que, pour touta et b, l’équation a : a :: b : b est exacte.
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Des contraintes sur∆.

Pour être cohérent avec les axiomes de l’analogie et la remarque du paragraphe
précédent, il faut imposer les conditions suivantes :

– La distance entre deux opérations de transformation identiques est nulle.

∀a, b ∈ (Σ ∪ {ε}), ∆(Sa→b, Sa→b) = 0

– Insérer ou supprimer des opérations d’égalités de lettres se fait à coût nul8.

∀a, b ∈ (Σ ∪ {ε}), ∆(−, Sa→a) = ∆(Sa→a,−) = 0

– La distance entre deux transformations d’égalité est nulle.

∀a, b ∈ (Σ ∪ {ε}), ∆(Sa→a, Sb→b) = 0

En effet, si l’une de ces propriétés n’était pas respect´ee, la distance d’édition obtenue à
partir de∆ sur quatre phrases en analogie exacte ne serait pas nulle.

Une proposition pour la distance∆.

Nous proposons de définir∆ par la formule suivante :

∆(Sa→b, Sc→d) = Min

{
δ(a, b) + δ(c, d)

δ(a, c) + δ(b, d)

Cette définition remplit les contraintes précédentes etassure que∆ possède la propriété
de l’inégalité triangulaire9 : ∆(Sa→b, Sc→d) + ∆(Sc→d, Se→f ) ≥ ∆(Sa→b, Se→f ).
Cependant, on n’a pas :∆(Sa→b, Sc→d) = 0⇔ a : b :: c : d

Fin de la construction de la relation(( comme)).

Une fois définie la distance∆ entre séquences d’opérations élémentaires, il est fa-
cile d’appliquer à nouveau l’algorithme de Wagner et Fisher avec∆ sur le couple de
séquencesS(u, v) etS(w, x). Le coût obtenu quantifie la relation(( comme)).

Définition 3
Nous appelonsdissemblance analogique approchée10 entre les phrasesu, v, w et x,

notéeD̂A(u, v, w, x), le coût d’édition obtenu avec la distance∆ entreS(u, v) et
S(w, x). Ces deux derniers termes représentent les deux séquences optimales11 de
transformations élémentaires entreu et v, d’une part, et entrew et x, d’autre part,
obtenues avec la distanceδ.

8. Le mot vide dans l’alphabet des transformations élémentaires est noté :(( − ))

9. Nous ne donnons pas la démonstration ici, faute de place.Elle est plutôt technique.

10. La nécessité de cet adjectif sera expliquée au paragraphe 2.2.4

11. Encore une fois, nous supposerons pour le moment ces séquences optimales uniques.
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Un exemple.

Pour le tableau de distances :

δ a b c ε
a 0 1.2 1.5 2
b 1.2 0 1.7 2
c 1.5 1.7 0 2
ε 2 2 2 2

l’alignement optimal unique entreu = cbacba etv = babba (de valeur 3.7) est :

u

v

=

=

c
|
ε

b
|
b

a
|
a

c
|
b

b
|
b

a
|
a

et celui, unique aussi, entrew = cbacbc etx = bcabbc (de valeur 5.1) est :

w

x

=

=

c
|
b

b
|
c

a
|
a

c
|
b

b
|
b

c
|
c

et finalement la dissemblance approchée est calculée comme valant 3.7, par l’aligne-
ment optimal suivant selon la distance∆ :

S(u, v)

S(w, x)

=

=

Sc→ε

|
Sc→b

Sb→b

|
Sb→c

Sa→a

|
Sa→a

Sc→b

|
Sc→b

Sb→b

|
Sb→b

Sa→a

|
Sc→c

Le cas òu les śequences d’oṕerationsélémentaires ne sont pas uniques.

Nous avons supposé jusqu’ici que, dans le calcul de la relation analogique entre
séquences u : v :: w : x , l’algorithme de Wagner et Fisher produisait une solu-
tion unique avec la distanceδ pour calculer l’alignement optimalS(u, v) entreu et
v, commeS(w, x) entrew etx.

Il est en principe facile de relâcher cette contrainte : notonsℵ(u, v) (respectivement
ℵ(w, x)) l’ensemble des séquences de transformations élémentaires de coût optimal
entreu et v (respectivement entrew et x). Nous pouvons définir l’exactitude de la re-
lation (( comme)), c’est à dire la distance analogique approchée entreu etv d’une part,
w et x d’autre part, comme le coût d’un alignement optimal entre deux séquences de
transformations optimales, quand l’une parcourtℵ(u, v) et l’autre parcourtℵ(w, x). On
effectue donc au pire|ℵ(u, v)| × |ℵ(w, x)| alignements entre séquences de transforma-
tions élémentaires. En pratique, il est possible de réduire les calculs, car les séquences
de transformations optimales sont structurées en graphe sans cycle (SANKOFF & K RUS-
KAL , 1983).

Quelques probl̀emes avec la dissemblance analogique approchée.

Pour être cohérent avec les axiomes de l’analogie, il serait souhaitable que l’on ait la
même dissemblance analogique entre les huit quadruplets de séquences dont l’analogie
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se déduit des axiomes, comme on l’a vu au paragraphe 2.1.2. Ce n’est en général pas le
cas de la dissemblance analogique approchée (voir le paragraphe 2.2.4).

C’est en particulier pour remédier à cette difficulté quenous allons voir dans le pa-
ragraphe suivant comment définir et calculer directement,sur les mêmes principes, ce
que nous appelons ladissemblance analogiqueentre quatre séquences surΣ, une no-
tion complètement cohérente avec les axiomes de l’analogie et répondant de plus à un
critère d’optimalité.

2.2.4 Construction simultańee de(( està )) et de(( comme)). Dissemblance analo-
gique entre quatre śequences.

Les paragraphes précédents ont donné une construction qui permet de mesurer l’exac-
titude de la relation(( comme)), après que les séquences de transformations qui définissent
les deux relations(( est à)) aient été construites. On peut se demander si cette construc-
tion en deux étapes est optimale : il pourrait exister une s´equence de transformations
S′(u, v), de coût supérieur àS(u, v), et une séquenceS′(w, x), de coût supérieur à
S(w, x), telles que la distance d’édition entreS′(u, v) etS′(w, x) soit inférieure à celle
entreS(u, v) etS(w, x).

Reprenons l’exemple du paragraphe 2.2.3 :̂DA(cbacba, babba, cbacbc, bcabbc) =

3.7. Nous pouvons montrer que la construction dêDA en deux étapes séparées n’est en
effet pas optimale. Il existe deux couples d’alignements entre u et v d’une part,w etx
d’autre part, qui fournissent un meilleur résultat. Le premier n’est pas optimal (il a une
valeur de 5.4), le second est l’alignement optimal (valeur de 5.1).

c
|
b

b
|
ε

a
|
a

c
|
b

b
|
b

a
|
a

c
|
b

b
|
c

a
|
a

c
|
b

b
|
b

c
|
c

Leur alignement optimal par∆ se fait comme suit pour une valeur de 2 :

Sc→b

|
Sc→b

Sb→ε

|
Sb→c

Sa→a

|
Sa→a

Sc→b

|
Sc→b

Sb→b

|
Sb→b

Sa→a

|
Sc→c

Ceci amène la définition suivante :

Définition 4
La dissemblance analogiqueDA(u, v, w, x) est le coût minimal de la distance d’édition
calculée par la distance∆ entreS′(u, v) etS′(w, x), quand ces deux termes parcourent
l’un tous les alignements entreu etv et l’autre tous les alignements entrew etx.

2.2.5 Propriétés de la dissemblance analogique entre quatre séquences.

Nous avons, grâce à cette nouvelle définition, les résultats suivants12.

Propri été 1
Symétrie. ∀(u, v, w, x) ∈ (Σ∗)4 : DA(u, v, w, x) = DA(w, x, u, v)

12. Faute de place, nous les donnons ici sans leur démonstration. Il est intéressant de noter qu’ils sont en
général faux si l’on remplaceDA par dDA.
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In égalité triangulaire. ∀(u, v, w, x, z, t) ∈ (Σ∗)6 : DA(u, v, w, x) ≤ DA(u, v, z, t)+
DA(z, t, w, x)

Propri été 2
Echange des ḿedians. ∀(u, v, w, x) ∈ (Σ∗)4 : DA(u, v, w, x) = DA(u, w, v, x)

Non-échange des deux premiers termes.En général,∀(u, v, w, x) ∈ (Σ∗)4 :

DA(u, v, w, x) 6= DA(v, u, w, x)

Ces résultats assurent donc la cohérence de toute notre construction avec les axiomes
de l’analogie13. Nous donnons dans le paragraphe suivant son algorithme de calcul.

2.2.6 Algorithmes : résolution d’uneéquation analogique entre śequences et cal-
cul de la dissemblance analogique entre quatre séquences.

Algorithme de ŕesolution d’unéequation analogique entre séquences.

La résolution d’une équation analogiqueu : v :: w : x consiste à calculerx, connais-
santu, v etw. Nous avons traité ce problème dans le cadre de la distanced’édition, en
supposant que la relation(( comme)) est l’identité, dans (MICLET & D ELHAY , 2003;
DELHAY & M ICLET, 2004). Nous avons donné deux algorithmes du même type que
ceux traités ici : un approché et un optimal. Une question que nous n’avons pas abordée
est l’écriture un algorithme pour résoudre une équationanalogique avec une dissem-
blance non nulle (c’est à dire en levant l’hypothèse que(( comme)) est l’identité).

Algorithme de calcul de la dissemblance analogique approchée entre quatre śequences.

Cet algorithme a été expliqué ci-dessus : il consiste à calculer l’ensemble des séquences
de transformations optimalesℵ(u, v) entreu etv et l’ensemble des séquences de trans-
formations optimalesℵ(w, x) entrew etx, à l’aide de la distanceδ. Dans une deuxième
phase, il calcule le coût minimal, en utilisant∆, pour transformer une séquence dans
ℵ(u, v) en une séquence dansℵ(w, x). Sa complexité est au pire en

O
((
|u|.|v|︸ ︷︷ ︸
u sur v

+ |w|.|x|︸ ︷︷ ︸
w sur x

) +
(
(|u|+ |v|).(|w| + |x|)

)
︸ ︷︷ ︸

taille des alignements de séq. d’édition

× |ℵ(u, v)| × |ℵ(w, x)|︸ ︷︷ ︸
nb. d’alignements de séq. d’édition

)

Algorithme de calcul de la dissemblance analogique entre quatre śequences.

L’algorithme que nous proposons ici est une généralisation de celui de Wagner et
Fisher ; il examine les quatre phrases de manière synchroneet cumule le coût optimal
de leur dissemblance analogique par programmation dynamique. Rappelons que :

∆(Sa→b, Sc→d) = Min

{
δ(a, b) + δ(c, d)

δ(a, c) + δ(b, d)

Les données d’entrée de cet algorithme sont donc les quatre phrases et la table des
valeurs de la distanceδ sur(Σ ∪ {ε})× (Σ ∪ {ε}). Il donne en sortie la dissemblance

13. Cependant, on n’a pas en général :∆(Sa→b, Sc→d) = 0 ⇔ a : b :: c : d .
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analogiqueDA(u, v, w, x), qui est aussi égale àDA(w, x, u, v), à DA(u, w, v, x), à
DA(v, u, x, w), àDA(x, v, w, u), àDA(x, w, v, u), àDA(v, x, w, u), àDA(w, u, x, v)
et àDA(x, v, w, u).

Le calcul se fait par la récurrence suivante :

Initialisation

Cu0v0

w0x0
← 0 ;

pour i = 1, |u| faire Cuiv0

w0x0
←

∑k=i
k=1 ∆(Sui→ε, Sε→ε) fait ;

pour j = 1, |v| faire C
u0vj

w0x0
←

∑k=j
k=1 ∆(Sε→vj

, Sε→ε) fait ;

pour i = 1, |w| faire Cu0v0

wkx0
←

∑i=k
i=1 ∆(Sε→ε, Swk→ε) fait ;

pour j = 1, |x| faire Cu0v0

w0xl
←

∑k=l

k=1 ∆(Sε→ε, Sε→xk
) fait ;

Récurrence

Cuivj

wkxl
= Min





C
ui−1vj−1

wk−1xl−1
+ ∆(Sui→vj

, Swk→xl
) ui : vj :: wk : xl

C
ui−1vj−1

wk−1xl
+ ∆(Sui→vj

, Swk→ε) ui : vj :: wk : ε

C
ui−1vj−1

wkxl−1
+ ∆(Sui→vj

, Sε→xl
) ui : vj :: ε : xl

C
ui−1vj−1

wkxl
+ ∆(Sui→vj

, Sε→ε) ui : vj :: ε : ε

C
uivj−1

wk−1xl−1
+ ∆(Sε→vj

, Swk→xl
) ε : vj :: wk : xl

C
uivj−1

wkxl−1
+ ∆(Sε→vj

, Sε→xl
) ε : vj :: ε : xl

C
uivj−1

wk−1xl + ∆(Sε→vj
, Swk→ε) ε : vj :: wk : ε

C
uivj−1

wkxl
+ ∆(Sε→vj

, Sε→ε) ε : vj :: ε : ε

C
ui−1vj
wk−1xl−1

+ ∆(Sui→ε, Swk→xl
) ui : ε :: wk : xl

C
ui−1vj

wkxl−1
+ ∆(Sui→ε, Sε→xl

) ui : ε :: ε : xl

C
ui−1vj

wk−1xl
+ ∆(Sui→ε, Swk→ε) ui : ε :: wk : ε

C
ui−1vj

wkxl
+ ∆(Sui→ε, Sε→ε) ui : ε :: ε : ε

C
uivj

wk−1xl−1
+ ∆(Sε→−, Swk→xl

) ε : ε :: wk : xl

C
uivj
wkxl−1

+ ∆(Sε→ε, Sε→xl
) ε : ε :: ε : xl

C
uivj

wk−1xl
+ ∆(Sε→ε, Swk→ε) ε : ε :: wk : ε

Terminaison

Quandi = |u| et j = |v| etk = |w| et l = |x|.

Résultat

C
u|u|v|v|
w|w|x|x|

est la dissemblance analogiqueDA(u, v, w, x) selon la distanceδ.

Complexité

Cet algorithme est enO
(
|u|.|v|.|w|.|x|

)
, donc en puissance quatrième de la longueur

de la plus longue des des phrases. Il est donca priori beaucoup plus lent que l’algo-
rithme approché.

41



CAp 2005

3 Premières exṕeriences en apprentissage par analogie
dans les śequences.

Le matériel expérimental que nous utilisons est un ensemble de données artificielles
de petite taille. Nous construisons un ensemble de séquences dans lequel nous connais-
sons les quadruplets en analogie. Nous prenons une de ces séquences et nous la bruitons.
L’expérience réalisée consiste à constater si, oui ou non, le meilleur triplet, celui qui a
la dissemblance la moindre avec la séquence bruitée, est encore le même. Il ne s’agit
pas encore d’un véritable test de la capacité de l’apprentissage par analogie dans les
séquences. Le but est pour le moment essentiellement de chercher à savoir comment la
dissemblance analogique entre séquences, telle que nous l’avons définie par la distance
d’édition, se comporte en présence de bruit.

3.1 Constitution de la base de donńees.

3.1.1 Les śequences.

Une base de données est constituée de cent séquences de mˆeme longueur2n, qui sont
quatre par quatre en relation d’analogie exacte (et de dissemblance analogique nulle).
Pour assurer cette propriété, un ensemble de quatre séquencesu, v, w etx de longueur
2n est composé en tirant au hasard quatre séquencesX , Y , Z et T de longueurn, qui
sont ensuite concaténées comme suit :u = XZ, v = XT , w = Y Z, x = Y T . Bien
que les composants puissent être très différents, il y a une dissemblance analogique
nulle entre les phrases composées14. En répétant 25 fois cette opération, on dispose
ainsi de 25 quadruplets en analogie exacte. On vérifie aussiqu’il n’existe pas d’autres
quadruplets en analogie dans les 100 phrases. Ainsi, chaqueséquence de la base de
données n’est en analogie qu’avec le triplet composé avecelle.

3.1.2 L’alphabet et la distanceδ.

Nous avons choisi un alphabetΣ de2p lettres, défini à partir dep+1 traits (voir (MI-
CLET & D ELHAY , 2004)). Par exemple pourp = 3, l’alphabet estΣ = {a, b, c, A, B, C}
et il est défini à partir des 4 traits binaires suivants (en colonnes):

a 1 0 0 0
b 0 1 0 0
c 0 0 1 0
A 1 0 0 1
B 0 1 0 1
C 0 0 1 1

14. Ce n’est pas le cas en général de quatre phrases en analogie. Cette propriété provient ici des contraintes
qui ont servi à définir la distance∆ au paragraphe 2.2.3. Les longueurs deX, Y , Z etT pourraient d’ailleurs
ne pas être les mêmes. Sur la construction de quadruplets en analogie par de telles alternances, voir (YVON

et al., 2004).
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Les trois premiers traits définissent le caractère et le dernier définit sa(( casse)) (majus-
cule ou minuscule). Nous en avons déduit trois distances, dont voici deux :

δ1 a b c A B C ε

a 0 2 2 1 3 3 4
b 2 0 2 3 1 3 4
c 2 2 0 3 3 1 4
A 1 3 3 0 2 2 4
B 3 1 3 2 0 2 4
C 3 3 1 2 2 0 4
ε 4 4 4 4 4 4

δ3 a b c A B C ε

a 0 1.5 1.5 1.2 1.7 1.7 2
b 1.5 0 1.5 1.7 1.2 1.7 2
c 1.5 1.5 0 1.7 1.7 1.2 2
A 1.2 1.7 1.7 0 1.5 1.5 2
B 1.7 1.2 1.7 1.5 0 1.5 2
C 1.7 1.7 1.2 1.5 1.5 0 2
ε 2 2 2 2 2 2

La première est la distance de Hamming entre les lettres vuscommes des vecteurs
binaires de traits, dont nous avons montré dans (MICLET & D ELHAY , 2004) qu’elle est
cohérente avec la relation d’analogie, c’est à dire que pour tout quadruplet en analogie
a : b ::: d δ1 vérifie : δ1(a, b) = δ1(c, d) et δ1(a, c) = δ1(b, d).

Le coût d’insertion et de suppression n’est pas défini par le système de traits. Lui don-
ner une valeur forte comme dansδ1 permeta priori d’éviter des dissemblances faibles
dans des schémas du typeau : av :: wa : xa . Nous constaterons expérimentalement
cette propriété en comparantδ1 avec une distance appeléeδ2, qui ne diffère deδ1 que
par la valeur des insertions et des suppressions, fixée à 2 au lieu de 4.

Quant àδ3, elle n’est pas très différente deδ1, mais elle est construite pour fournir
des ensemblesℵ(u, v) et ℵ(w, x) de taille aussi petite que possible. Ceci n’est pas
indifférent compte tenu du protocole expliqué au paragraphe suivant.

3.2 Protocole exṕerimental.

3.2.1 D́eroulement d’une exṕerience.

Une expérience se déroule ainsi : une séquence est enlev´ee de la base de données et
bruitée avec un certain taux (le calcul du bruitage sera expliqué au paragraphe suivant).
Ensuite, on cherche dans les 99 phrases restantes le tripletqui a la plus petite dissem-
blance analogique (approchée ou non) avec la phrase bruit´ee. Si c’est le triplet original,
le score de cette expérience augmente de 1, sinon il reste inchangé. On recommence
pour chaque séquence. En fin d’expérience, on dispose d’unscore entre 0 et 100 qui
indique la robustesse au bruit de la dissemblance analogique. On sait, par construction,
que pour un bruitage de taux nul, le score de l’expérience est de 100.

3.2.2 Le bruitage.

Les séquences sont bruitées avec un certain taux de bruitτ , entre 0 et 100. La manière
de bruiter est définie par untransducteurreprésenté en figure 1. Le bruitage peut être
uniformeou varier en sens inverse de la distanceδ d’une insertion, d’une suppression
et d’une substitution. Chaque lettre est dans ce cas transformée selon la probabilité de
transition dans le transducteur. Nous avons choisi deux fac¸ons de définir ces probabilités
de transitions à partir d’une distance, donc au total troistypes de bruit.

Supposons, pour l’exemple, travailler avec l’alphabetΣ = {a, b, A, B}. La première
méthode de bruitage (dite en(( 1/δ ))) fait dépendre la probabilité de transition d’une
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0 1

a : ε/P (suppression)

a : b/P (a, b)

a : A/P (a, A)

a : B/P (a, B)

ε : x/P (insertion)

FIG. 1: Automate de bruitage des séquences

lettrea vers une autre lettrex de l’inverse des distances de lettre à lettre :

P (a, x) = τ.

1
δ(a,x)

Σy∈Σ−{a}
1

δ(a,y) + 1
δinsertion

+ 1
δsuppression

La seconde méthode (dite en(( 1 + max − δ ))) définit une probabilité de transition
comme dépendant de la différence des distances lettre à lettre avec le maximum de ces
distances. Par exemple, en faisant varier le bruitage, la m´ethode1/δ donne, pourδ3 :

Séquence originale aAbdDD adEdebbEaa AdAcbBec
τ = 0.1 aAEdDD adEdebbEaa AdAcBec
τ = 0.2 aAbdDD adEdebbEaA AdAcbbec
τ = 0.3 AAbdDD aadEdBbbCeaa adacDBcc

3.2.3 Dissemblance analogique approchée et dissemblance analogique.

L’algorithme de calcul de la dissemblance analogique approchée compare en principe
toutes les paires d’alignements optimaux entreu et v d’une part,w et x d’autre part.
En pratique, nous ne comparons que la première paire, dans l’ordre de fonctionnement
de l’algorithme. Il est possible que cette nouvelle approximation affaiblisse un peu la
méthode, car une paire d’alignements optimaux pourrait serévéler meilleure dans le
calcul ultérieur. C’est ce qui semble résulter de l’expérience relatée sur la figure 2(b).
La distanceδ3 a été en effet construite, contrairement àδ1, pour fournir des ensembles
ℵ(u, v) etℵ(w, x) de taille aussi petite que possible.

L’algorithme de calcul de la dissemblance analogique est beaucoup plus long à
expérimenter. Nous comptons l’expérience comme positive siundes triplets à distance
analogique minimale est le bon. Cette méthode est optimiste (et elle suppose que l’on
connaı̂t le résultat !). En pratique, nous avons constaté, en particulier pour la distance
δ3, que le nombre des triplets à distance analogique minimaleest la plupart du temps
égal à un (en moyenne, environ 1.1).

3.3 Résultats et premìeres conclusions.

La figure 2(a) compare, pour la distance de traits donnée ci-dessus, pour un alphabet
à 8 lettres et des séquences de longueur 10, les trois modesde bruitage pour la distance
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δ1 et un bruitage uniforme. La figure 2(b) compare sur les mêmesdonnées les distances
δ1, δ2 et δ3. Les figures 3(a) et 3(b) comparent les deux dissemblances analogiques et
analysent l’influence de la longueur des séquences.
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(a) Influence du type de bruitage.
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(b) Influence du choix de la distance.

FIG. 2: (a) : Comparaison de de la ḿethode1/δ (en trait plein), de la ḿethode
1+max− δ (en pointilĺes) et d’une ǵeńeration uniforme de bruit (en trait interrompu).
(b) : Comparaison deδ1 (en trait plein), deδ2 (en pointilĺes) et deδ3 (en trait inter-
rompu). Le ǵeńerateur de bruit est du type1/δ dans les trois cas. L’algorithme utilisé
calcule la dissemblance analogique approchée.
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(a) Comparaison entre la dissemblance
analogique approchée et la dissemblance
analogique.
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(b) Influence de la longueur2n des
séquences de la base de données. En trait
plein, n = 10 ; en pointillé,n = 8, en
trait interrompu,n = 6.

FIG. 3: (a) : La distance analogique approchée est en pointilĺes et la dissemblance
analogique en trait plein. La distance estδ1. Le ǵeńerateur de bruit est du type1/δ.
(b) : Dans toutes les autres figures, la base de données est composée de phrases de
longueur 8 sur un alphabet de taille 10. Ici, la taille des séquences varie, sur ce même
alphabet. La base de données comporte 100 séquences, la distance estδ3, la méthode
est la dissemblance analogique approchée et le bruit est en1/δ.
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En première analyse, on peut tirer les conclusions suivantes :

– La dissemblance analogique offre une certaine résistance au bruit : le bon triplet
analogique est retrouvé dans environ les deux tiers des cas, pour cent phrases
de longueur 8, avec un taux de bruitage de 32%. Compte tenu du nombre de
paramètres de cette expérience, il est difficile d’en tirer plus d’enseignements.

– Le type de bruit n’a pas d’importance.

– Un coût de suppression et d’insertion élevé est plutôtsouhaitable. L’analyse fine
de ce phénomène montre en effet qu’il permet d’éviter desdissemblances faibles
dans des schémas du typeau : av :: wa : xa .

– Sur ce protocole expérimental, la dissemblance analogique approchée est signifi-
cativement meilleure que la dissemblance analogique. Il est difficile de tirer des
conclusions de ce constat avant de confronter les deux algorithmes à un véritable
test d’apprentissage supervisé.

4 Conclusion et perspectives

Dans cet article nous avons proposé une approche pour l’apprentissage par analogie
basée sur la distance d’édition et la définition d’unedissemblance analogique. Nous
avons proposé deux algorithmes pour calculer cette dissemblance. Le premier est sous-
optimal et de complexité quadratique, le second est optimal mais a une complexité
algorithmique plus élevée (d’ordre 4).

Nous avons ensuite expérimenté ces algorithmes sur un corpus jouet, construit avec
des séquences de même longueur (8 symboles pris dans un alphabet de taille 10). En
étudiant différentes façon de bruiter les échantillons, nous avons observé que la dissem-
blance analogique, approchée ou non, est résistante au bruit.

L’algorithme calculant la dissemblance analogique est d’une complexité relativement
élevée (enO(n4) sin est la taille de la plus grande séquence). Mais surtout, la recherche
de la dissemblance analogique, telle que nous l’avons implantée, est enO(m3) si m est
la taille du corpus, ce qui est largement rédhibitoire poursur des corpus de grande taille.

Un de nos objectifs prioritaire est donc de réduire cette complexité, afin de pou-
voir appliquer nos algorithmes sur des corpus réalistes etdes alphabet plus grands. La
construction proposée, qui garantit que les propriétésde distance sont préservées, per-
met d’envisager des algorithmes rapides du type de ceux utilisés dans la méthode des
plus proches voisins. Nous pourrons alors comparer nos résultats de reconnaissance en
apprentissage par analogie à ceux obtenus en apprentissage par plus proches voisins,
par exemple. Les applications visées sont d’abord les technologies vocales, pour des
séquences de graphèmes et de phonèmes (reconnaissance et synthèse de la parole), en-
suite les bio-séquences. Nous nous intéressons en particulier aux systèmes de séquences
dans lesquels une distance naturelle peut être introduite, soit par connaissancesa priori,
soit par apprentissage.
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Résuḿe : L’analyse théorique de l’apprentissage inductif a montré que la vali-
dité du principe de minimisation du risque empirique est r´egie par des propriétés
statistiques portant en particulier sur la “capacité” de l’espace des hypothèses.
De même, la découverte, il y a quelques années, d’un phénomène de transition de
phase en programmation logique inductive prouve que d’autres caractéristiques
fondamentales du problème d’apprentissage peuvent également contrôler la pos-
sibilité de l’apprentissage sous des conditions très générales.

Ce papier porte sur l’examen de l’inférence grammaticale.Nous montrons que
si il n’existe pas de phénomène de transition de phase lorsque l’on considère
l’ensemble de l’espace des hypothèses, il existe un “trou”bien plus sévère dans
l’espace de recherche effectif des algorithmes d’induction par fusion d’états dans
le cas des automates finis déterministes (DFA). L’examen des heuristiques de
recherche des algorithmes RPNI et RED-BLUE montre que si ces algorithmes
parviennent à surmonter ce problème en partie, ils sont enrevanche portés à
surgénéraliser. Le papier suggère finalement quelques pistes pour l’utilisation de
nouveaux opérateurs de généralisation afin de pallier lephénomène de transition
de phase.

Mots-clés: Inférence grammaticale, transition de phase, heuristiques de recherche.

1 Introduction

It is now well-known that the feasibility of inductive learning is ruled by statistical
properties linking the empirical risk minimization principle and the “capacity” of the
hypothesis space (Vapnik, 1995). In part thanks to this analysis, new induction criterions
have been proposed (e.g. structural risk minimization). While this powerful framework
leads to a much deeper understanding of machine learning andto many theoretical and
applicative breakthroughs, it basically involves only static information on the learning
search space, e.g. the so-called VC-dimension. The dynamics of the learning search is
not considered.

In parallel and independently, a new paradigm has been studied in the Constraint
Satisfaction community since the early 90s, motivated by computational complexity
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concerns : where are the really hard problems ? (Cheesemanet al., 1991) Indeed, the
worst case complexity analysis poorly accounts for the factthat, despite an exponen-
tial worst-case complexity, empirically, the complexity is low for most CSP instances.
These remarks led to developing the so-calledphase transition framework(Hogget al.,
1996), which considers the satisfiability and the resolution complexity of CSP ins-
tances as random variables depending on order parameters ofthe problem instance (e.g.
constraint density and tightness). This framework unveiled a much interesting structure
of the CSP landscape. Specifically, the landscape is dividedinto three regions : theYES
region, corresponding to underconstrained problems, where the satisfiability probability
is close to 1 and the average complexity is low ; theNO region, corresponding to over-
constrained problems, where the satisfiability probability is close to 0 and the average
complexity is low too ; last, a narrow region separating theYES andNO regions, referred
to asphase transition region, where the satisfiability probability abruptly drops from 1
to 0 and which concentrates on average the computationally heaviest CSP instances.

The phase transition paradigm has been transported to relational machine learning
and inductive logic programming (ILP) by (Giordana & Saitta, 2000), motivated by the
fact that the covering test most used in ILP is equivalent to aCSP. As anticipated, a
phase transition phenomenon appears in the framework of ILP: a wideYES (respec-
tively NO) region includes all hypotheses which cover (resp. reject)all examples, and
hypotheses separating the examples lie in the narrow PT, where the average computa-
tional complexity of the covering test reaches its maximum.

Besides computational complexity, the PT phenomenon has far-reaching effects on
the success of relational learning (Bottaet al., 2003). For instance, a wideFailure Re-
gion is observed : for all target concepts/training sets in this region, no learning algo-
rithms among the prominent ILP ones could find hypotheses better than random gues-
sing (Bottaet al., 2003).

These negative results lead to a better understanding of theintrinsic limits of the exis-
ting ILP algorithms and search biases. Formally, consider agreedy specialization search
strategy : starting its exploration in theYES region, the system is almost bound to make
random specialization choices, for all hypotheses in this region cover every example on
average. TheYES region constitutes a rugged plateau from a search perspective, and
there is little chance that the algorithm ends in the right part of the PT region, where
good hypotheses lie. A similar reasoning goes for algorithms that follow a greedy ge-
neralization strategy.

The phase transition paradigm thus provides another perspective on the pitfalls facing
machine learning, focusing on the combinatoric search aspects while statistical learning
focuses on the statistical aspects.

The main question studied in this paper is whether the PT phenomenon is limited to
relational learning, or threatens the feasibility and tractability of other learning settings
as well.

A learning setting with intermediate complexity between full relational learning and
propositional learning is thus considered, that of grammatical inference (GI) (Angluin,
1988; Pitt, 1989; Sakakibara, 1997). Only the case of Deterministic and Non-Deterministic
Finite-State Automata (FSA, section 2), will be consideredthrough the paper. Spe-
cifically, the phase transition phenomenon will be investigated with respect to three
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distributions on the FSA space, incorporating gradually increasing knowledge on the
syntactical and search biases of GI algorithms.

The first one, the uniform distribution, incorporates no information and considers
the whole space of FSA. Using a set of order parameters, the average coverage of the
automata is studied analytically and empirically.

The second one reflects the bias introduced by the generalization relations defined on
the FSA space and exploited by GI algorithms. The vast majority of these algorithms
first construct a least general generalization of the positive examples, or Prefix Tree Ac-
ceptor (PTA), and restrict the search to the generalizations of the PTA, orgeneralization
cone1. Indeed, it appears that the generalization cone presents aquite specific structure
compared to the whole FSA space.

Lastly, the third distribution takes into account the search biases of GI algorithms,
guiding the search trajectory in the generalization cone. Due to space limitations, the
study is restricted to two prominent GI algorithms, namely RPNI (Oncina & Garcia,
1992) and RED-BLUE (Langet al., 1998).

This paper is organized as follows. Section 2 briefly introduces the domain of Gram-
matical Inference, the principles of the inference algorithms and defines the order pa-
rameters used in the rest of the paper. Section 3 investigates the existence and potential
implications of phase transition phenomenons in the whole FSA space (section 3.2)
and in the generalization cone (section 3.3). Section 4 focuses on the actual landscape
explored by GI algorithms, specifically considering the search trajectories of RPNI and
RED-BLUE. Section 5 discusses the scope of the presented study and lays out some
perspectives for future research.

2 Grammatical inference

After introducing general notations and definitions, this section briefly discusses the
state of the art and introduces the order parameters used in the rest of the paper.

2.1 Notations and definitions

Grammatical inference is concerned with inferring grammars from positive (and pos-
sibly negative) examples. Only regular grammars are considered in this paper. They
form the bottom class of the hierarchy of formal grammars as defined by Chomsky, yet
are sufficiently rich to express many interesting sequential structures. Their identifica-
tion from positive examples only is known to be unrealizable, while it is feasible with a
complete set of examples (Gold, 1967).

It is known that any regular language can be produced by a finite-state automaton
(FSA), and that any FSA generates a regular language. In the remaining of the paper,
we will mostly use the terminology of finite-state automata.A FSA is a 5-tupleA =
〈Σ,Q,Q0, F, δ〉 whereΣ is a finite alphabet,Q is a finite set of states,Q0 ⊆ Q is the

1More precisely, the Prefix Tree Acceptor is obtained by merging the states that share the same prefix in
the Maximal Canonical Automaton (MCA), which represents the whole positive learning set as an automaton.
A PTA is therefore a DFA with a tree-like structure.
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set of initial states,F ⊆ Q is the set of final states,δ is the transition function defined
fromQ× Σ to 2Q.

A positive example of a FSA is a string onΣ, produced by following any path in the
graph linking one initial stateq0 to any accepting state.

A finite state-automaton (FSA) is deterministic (DFA) ifQ0 contains exactly one ele-
mentq0 and if ∀q ∈ Q, ∀x ∈ Σ, Card(δ(q, x)) ≤ 1. Otherwise it is non-deterministic
(NFA). Every NFA can be translated into an equivalent DFA, but at the price of being
possibly exponentially more complex in terms of number of states. Given any FSAA’,
there exists a minimum state DFA (also calledcanonical DFA) A such thatL(A) =
L(A′) (whereL(A) denotes the set of strings accepted byA). Without loss of genera-
lity, it can be assumed that the target automaton being learned is a canonical DFA.

A setS+ is said to bestructurally completewith respect to a DFAA if S+ covers
each transition ofA and uses every element of the set of final states ofA as an accepting
state. Clearly,L(PTA(S+)) = S+.

Given a FSAA and a partitionπ on the set of statesQ of A, thequotient automaton
is obtained by merging the states ofA that belong to the same block of partitionπ (see
(Dupontet al., 1994) for more details). Note that a quotient automaton of aDFA might
be a NFA and vice versa. The set of all quotient automata obtained by systematically
merging the states of a DFAA represents a lattice of FSA. This lattice is ordered by the
grammar coverrelation�. The transitive closure of� is denoted by�. We say that
Aπi

� Aπj
iff L(Aπi

) ⊆ L(Aπj
). Given a canonical DFAA and a setS+ that is struc-

turally complete with respect toA, the lattice derived fromPTA(S+) is guaranteed to
containA.

From these unverifiable assumptions, follows the paradigmatic approach of most
grammatical inference algorithms (see, e.g., (Angluin, 1988; Coste, 1999; Dupontet al.,
1994; Dupont & Miclet, 1998; Pitt, 1989; Sakakibara, 1997)), which equates generali-
zation with state merging in the candidate automaton.

2.2 Learning biases in grammatical inference

The core task of GI algorithms is thus to select iteratively apair of states to be merged.
The differences among algorithms is related to the choice of: (i) the search criterion
(which merge is the best one) ; (ii) the search strategy (how is the search space explo-
red) ; and (iii) the stopping criterion.

We shall consider here the setting of learning FSAs from positive and negative exam-
ples, and describe the algorithms studied in section 3.In this setting, the stopping crite-
rion is determined from the negative examples : generalization proceeds as long as the
candidate solutions remain correct, not covering any negative example2.

The RPNI algorithm (Oncina & Garcia, 1992) uses a depth first search strategy, and
retains the pair of states which is closest to the start state(obtained through a natural
numbering of the states), such that their generalization (FSA obtained by merging the
two states and subsequently applying the determinisation operator) does not cover any

2In this paper, we follow the tradition of the literature in concept learning, where a conceptcoversan
example if the example belongs to the subset of the example space denoted by the concept. In grammatical
inference,coveringcan be equated with therecognitionof a string by the automaton.
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negative example. RPNI performs a greedy search, albeit with backtracking possibility.
Overall, it is thus computationally efficient.

The RED-BLUE algorithm (also known as BLUE-FRINGE) (Langet al., 1998) uses a
beam search from a candidate list, selecting the pair of states after theEvidence-Driven
State Merging (EDSM) criterion, i.e. such that their generalization involves a minimal
number of final states. RED-BLUE thus also performs a limited backtracking search,
based on a more complex criterion and a wider search width compared to RPNI.

2.3 Order Parameters

Following the methodology introduced in (Giordana & Saitta, 2000), the PT pheno-
menon is investigated along dimensions calledorder parameters. They were chosen
here in accordance with the parameters used in theAbbaddingochallenge (Langet al.,
1998) :

– The sizeΣ of the alphabet considered.
– The numberQ of states in the DFA.
– The numberB of output edges on each state.
– The numberL of letters on each edge.
– The fractiona of accepting states, taken in [0,1].
– The length̀ of the test example.
– The maximal length̀learn of the learning examples inS+ (as explained below).
The first part of our investigation (section 3) bears on properties of the hypothesis

space independently of any target automaton. For this part,we have used arandom
samplingstrategy (all̀ letters in the string are independently and uniformly drawnin
Σ). In the second part (section 4) , where we examine the capacity of the studied lear-
ning algorithms to approximate a target automaton, we usedpositive sampling, where
each learning string is produced by following a path in the graph, determined by selec-
ting randomly an output edge in each step3.

3 Phase Transitions : the FSA space and the generaliza-
tion cone

This section investigates the percentage of coverage of deterministic and non-determi-
nistic Finite-State Automata, either uniformly selected (section 3.2), or selected in the
subspace actually investigated by grammatical inference algorithms, that is, the genera-
lization cone (section 3.3). We first detail the experimental protocol used.

3.1 Experimental setting

For each setting of the order parameters, 100 independent problem instances are
constructed. For each considered FSA (the sampling mechanisms are detailed below),
the coverage rate is measured as the percentage of covered examples among 1,000
examples (strings of length̀, sampled along uniform distribution).

3The string is cut at the last accepting state met before arriving at length̀ , if any ; otherwise it is rejected.
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3.2 Phase Transition in the whole FSA space

The sampling mechanism on the whole deterministic FSA space(DFA) is defined as
follows. Given the order parameter values(Q, B, L, a,Σ) :

– for every stateq, (i) B output edges(q, q′) are created, whereq′ is uniformly se-
lected with no replacement among theQ states ; (ii)L × B distinct letters are
uniformly selected inΣ ; and (iii) these letters are evenly distributed among theB

edges above.
– every stateq is turned into an accepting state with probabilitya.

The sampling mechanism for NFA differs from the above in a single respect : two edges
with same origin state are not required to carry distinct letters.

Fig. 1 shows the average coverage in the(a, B) plane, for|Σ| = 2, L = 1 and` = 10,
where the accepting ratea varies in[0, 1] and the branching factorB varies in{1,2}.
Each point reports the coverage of a sample strings by a FSAA, averaged over100 FSA
drawn with accepting ratea and branching factorB, times1, 000 stringss of length`.

These empirical results are analytically explained from the simple equations below,
giving the probability that a string of length̀be accepted by a FSA defined on an
alphabet of size|Σ| with Q states, with a branching factorB andL letters on each
edge, in the DFA and NFA cases.

P (accept) =

{

a · (B·L
|Σ| )` for a DFA

a · [1 − (1 − L
|Σ| )

B]` for a NFA

The coverage of the FSA decreases asa andB decrease. The slope is more abrupt in
the DFA case than in the NFA case ; still, there is clearly no phase transition here.

FIG. 1 – Coverage landscapes for Deterministic and Non-Deterministic FSA, for|Σ|=2,
L=1 and̀ =10. The density of accepting statesa and the branching factorB respectively
vary in [0, 1] and{1, 2}.

3.3 PT in the Generalization Cone

The behaviour of the coverage displayed in Fig. 1 might lead to the impression that
grammatical inference occurs in a well-behaved search space. However, grammatical
inference algorithms do not explore the whole FSA space. Rather, as stated in section
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2.1, the search is restricted to the generalization cone, the set of generalizations of the
PTA formed from the setS+ of the positive examples. The next aim is thus to considers
the search space actually explored by GI algorithms.

A new sampling mechanism is defined to explore the DFA generalization cone :
1. N (= 100 in the experiments) examples of length` are uniformly and indepen-

dently sampled, and their PTA is constructed ;

2. K (= 1000 in the experiments) generalization paths, leading from thePTA to the
most general FSA or Universal Acceptor (UA), are constructed ;

3. In each generalization path (A0 = PTA, A1, . . . , At = UA), the i-th FSAAi

is constructed fromAi−1 by merging two uniformly selected states inAi−1, and
subsequently applying the determinisation operator.

4. The sample of the generalization cone is made of all FSAs inall generalization
paths.

The sampling mechanism on the non-deterministic generalisation cone differs from
the above in a single respect : the determinisation operatoris never applied

Fig. 2 shows the behaviour of the coverage in the DFA generalisation cone, gathered
from 50 samples with|Σ| = 4 and` = 8. Each DFAA is depicted as a point with
coordinates (Q, c), whereQ is the number of states ofA andc is its coverage (measured
as in section 3.1).

Fig. 3 similarly shows the behaviour of the coverage in the NFA generalisation cone,
gathered from 50 samples with|Σ| = 4 and` = 16.

FIG. 2 – Coverage in the DFA generalization cone, here with|Σ| = 4, `learn ∈ [1, 8].
At the far right stand the 50 PTA sampled, with circa 1150 states each. The genera-
lization cone of each PTA includes 1,000 generalization paths, starting from the PTA
and moving to the Universal Acceptor with one single state and coverage 1. Each point
reports the coverage of a DFA on a generalization path, measured over 1,000 strings.
This graph shows the existence of a large gap regarding both the number of states and
the coverage of the DFAs that can be reached by generalization.

Fig 2, typical of all experimental results in the range of observation (|Σ| = 2, 4, 8, 16,
and` = 2, 4, 6, 8, 16, 17) shows a clear-cut phase transition. Specifically, the coverage
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abruptly jumps from circa 13% to 54% ; and this jump coincideswith a gap in the
number of states of the DFAs in the generalization cone : no DFA with state number in
[180, 420] was found.

Interestingly, the picture is much smoother in the non-deterministic case (fig. 3) ;
although the coverage rapidly increases when the number of states decreases from 300
to 200, no gap can be seen, either in the number of states or in the coverage rate itself.4

In the following, we focus on the induction of DFAs.

FIG. 3 – Typical coverage behaviour in the NFA generalization cone, with same order
parameters as in Fig. 3.3 except` = 16.

4 Phase transition and search trajectories

The study of the coverage rate in the generalization cone shows that the density of
hypotheses of coverage in between a large interval (typically between less than 20% to
approximately 60%) falls abruptly. This means that a randomexploration of the gene-
ralization cone would have great difficulties in finding an hypothesis in this region and
would therefore likely return hypotheses of poor performance (overspecialized or over-
generalized) if the target concept had a coverage rate in this “no man’s land” interval.

It is consequently of central importance to examine the search heuristics that are
used in the classical grammatical inference systems. First, are they able to thwart the
a priori very low density of hypotheses in the gap ? Second, are they able to guide the
search toward hypotheses that have a coverage rate correlated with the one of the target
concept, specially if this coverage falls in the gap ?

We focused our study on two standard algorithms in grammatical inference, namely
the RPNI and the RED-BLUE algorithms (Oncina & Garcia, 1992; Langet al., 1998).

4The difference with the DFA case is due to the determinisation process that forces further states merging
when needed. We devised a chain-reaction like analytical model that accounts rather well with the observed
behaviour, predicting the start of the gap (a chain reaction) with a 15% precision.
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4.1 Experimental setting

By contrast to previous experiments, the learning behaviour is now studied with res-
pect to a target concept. In particular, GI algorithms (and specifically RPNI and RED-
BLUE) use negative examples in order to stop their generalization process.

In our first experiments, we tested whether heuristically guided inference algorithms
can find good approximations of the target automata whateverits coverage rate. In par-
ticular, we considered target automata either of coverage rate of approximately 50% (in
the middle of the “gap”5), or of coverage of approximately 5%.

For each target coverage rate, we followed the protocol described in (Langet al.,
1998) in order to retain a certain number of target automata with a mean size ofQ
states (Q = 50, in our experiments). For each target automaton then, we generatedN
(=20) training sets of size|S| (= 100) labeled according to the target automaton, with
an equal number of positive and negative instances (|S+| = |S−| = 50) of length
`learn ∈ [1, 14]. The coverage rate was computed as before from the mean coverage on
a randomly drawn test set of size 1000 with no intersection with the training set.

In a second set of experiments, we analyzed the learning trajectories with respect to
test errors, both false positive and false negative, in a ROClike fashion.

In these experiments, we chose the type of target automata bysetting the number of
statesQ and some predetermined structural properties (e.g. density of edges, rate of re-
cursive connexions). We also set the structural completeness of the training set (defined
as the percentage of the training set wrt. a structurally complete set of instances). The
performance of the learning systems were measured on a test set of 1000 sequences of
length` ∈ [d, 2d] with d denoting the depth of the target automaton.

4.2 The heuristically guided search space

Due to space limitation, we report here only the graph obtained for the RPNI algo-
rithm (see figure 4), but it is close to the one obtained with the RED-BLUE algorithm.
For the sake of the clarity of the graph, we chose to report only 3 trajectories.

One immediate result is that both the RPNI and the EDSM heuristics manage to den-
sely probe the “gap”. This can explain why the gap phenomenonwas not discovered
before, and why the RED-BLUE algorithm for instance could solve some cases of the
Abbadingochallenge where the target concepts have a coverage rate of approximately
50%. However, where RPNI tends to stop with automata of coverage less than the target
coverage, RED-BLUE tends to overshoot the target coverage by 5% to 10%.

In order to test the capacity of the algorithms to return automata with a coverage
rate close to the target coverage, we repeated these experiments with target automata of
coverage rate of approximately 3%. Our results (see figure 5)shows that, in this case,
RPNI ends with automata of coverage 4 to 6 times greater than the target coverage. The
effect is even more pronounced with RED-BLUE which returns automata of average
coverage rate around 30% !

5And also close to the coverage value of the target automata automatically generated in theAbbadingo
challenge.
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FIG. 4 – Three RPNI learning trajectories for a target concept of 56%. Their extremity
is outlined in the oval on the left. The doted horizontal linecorresponds to the coverage
of the target concept. The cloud of points corresponds to random trajectories.

FIG. 5 – Same as in figure 4, except for the coverage of the target concept, here 3%.

4.3 The evolution of the learning performance on the guided tra-
jectories

Since it appears that both RPNI and RED-BLUE tend to overgeneralize, specially
when the target concept is of low coverage, it is important toexamine more closely
their behaviour with respect to positive and to negative test instances.

Table 1, obtained for different sizes of the target automataand for training sets of
structural completeness above 40%, confirms that both RPNI and RED-BLUE return
overgeneralized hypotheses. On one hand, their average coverage is vastly greater than
the coverage of the target automata, on the other hand, they tend to cover only part of the
positive test instances, while they cover a large proportion of the negative test instances.
This shows that the heuristics used in both RPNI and RED-BLUE may be inadequate for
target concepts of low coverage. Either the choice of the learning operators should be
adapted, or the stopping criterion could incorporate some knowledge about the target
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coverage.

Algo. Qc ucovc Qf ucovf pcovf ncovf

RB 15 5.97 10.38 33.81 60.93 34.69
RB 25 4.88 12.77 40.35 62.68 37.87
RB 50 4.2 14.23 45.38 66.14 42.23
RB 100 3.39 13.13 30.35 42.81 28.69
RPNI 15 5.95 5.14 22.9 57.51 26.99
RPNI 25 4.7 7.56 23.07 56.38 25.98
RPNI 50 3.87 14.08 23.45 51.89 24.42
RPNI 100 3.12 26.41 23.151 50.12 24.40

TAB . 1 – Results for target DFA of sizesQ = 15, 25, 50 and 100 states,recursivity rate
= 50%,edge density=50% and training sets of structural completeness above 40%. Qf ,
ucovf , pcovf andncovf respectively denote the average size of the learned automata,
their average coverage, the average coverage restricted tothe positive instances and the
average coverage restricted to the negative instances.

5 Conclusion

This research has extended the Phase Transition-based methodology (Bottaet al.,
2003) to the Grammatical Inference framework. Ample empirical evidence shows that
the search landscape presents significant differences depending on the search operators
that are considered.

A first result is that random search appears to be more difficult in the DFA generaliza-
tion cone than in the whole search space : a large gap was found, in terms of hypothesis
coverage and size. This explains why control heuristics areneeded for the inference of
DFA, particularly in the range of problems corresponding tothe very influentialAbba-
dingochallenge.

A second finding regards the limitations of the search operators in RPNI and RED-
BLUE, especially outside the region of theAbbadingotarget concepts. Experiments with
artificial learning problems built from specific target concepts (coverage less than 10%)
reveal that RPNI and RED-BLUE alike tend to learn overly general hypotheses (DFAs) ;
with respect to both the size (lower number of states) and thecoverage of the hypotheses
(often larger by an order of magnitude than that of the targetconcept). What is even
more worrying, is that this overgeneralizationdoes not implythat the found hypotheses
are complete : quite the contrary, the coverage of the positive examples remains below
65%, in all but one setting.

The presented study opens several perspectives for furtherresearch. First, it suggests
that the learning search could be controlled using a hyper-parameter, the coverage rate
of the target concept. This hyper-parameter might either besupplied by the expert, or
estimated e.g. by cross-validation. In other words, the stopping criterion of the algo-
rithms might be reconsidered. Second, more conservative generalisation operators will
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be investigated ; preliminary experiments done with e.g. reverted generalisation (same
operator as in RPNI, applied on the reverted example strings) show that such operators
can delay the determinisation cascade, and offer a finer control of the final coverage rate
of the hypotheses.

Finally, the main claim of the paper is that the phase transition framework can be used
to deliver precise indications as to when heuristics are appropriate− hopefully leading
to understand and ultimately alleviate their limitations.
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L’apprentissage par analogie (Gentneret al., 2001) repose sur un mécanisme inductif
en deux étapes : le premier temps consiste à construire un appariement structurel entre
une nouvelle instance d’un problème et des instances déjà résolues du même problème ;
une fois cet appariement établi, la solution de la nouvelle instance est élaborée à partir
des solutions des instances analogues.

Dans le cas particulier du traitement des langues, la tailledes bases de données ma-
nipulées, contenant des centaines de milliers d’instances, rend prohibitive la recherche
d’appariements structurels complexes. En revanche, les entités étudiées dans ce do-
maine se décrivent à l’aide de formes bien identifiées : séquences (phonétiques, ortho-
graphiques), arbres (morphologiques, syntaxiques), structures de traits. L’exploitation
d’appariements purement formels entre descriptions permet dans certaines situations de
détecter des analogies plus profondes entre entités linguistiques. Ainsi, un appariement
de forme entrechanter etchanteur permet de déceler un lien sémantique plus profond
entre les entités linguistiques sous-jacentes. De telles ressemblances de forme peuvent
évidemment se révéler trompeuses. Toutefois, l’exploitation de la redondance des don-
nées linguistiques permet en pratique de s’affranchir de ces limitations : l’appariement
chanter-chanteur est conforté par la présence de nombreuses paires similaires dans
le lexique, à savoirparler-parleur, râler-râleur, etc. Pour définir à la fois l’apparie-
ment et la similarité de paires, nous utilisons la notion derapport de proportion(ou
proportion analogique) entre4 objetsx, y, z, t qui s’écritx : y :: z : t et qui se lit « x

est ày se quez est àt ». Par exemple,chanter : chanteur :: râler : râleur.
La tâche d’apprentissage (supervisé) considérée dans cet article consiste, à partir

d’une base d’apprentissage décrivant des entités connues,à inférer des propriétés in-
connues d’entités nouvelles. Un exemple de tâche consiste àinférer les traits morpho-
syntaxiques de la forme graphiquechanteur à partir d’instances figurant dans la base1

{(chanter : VI ), (râler : VI ), (râleur : NM ), (parler : VI ), (parleur : NM )}
contenant des formes graphiques associées à des traits morpho-syntaxiques.

Pour analyser une instancet dont certaines propriétés sont inconnues, nous procé-
dons en deux temps. Tout d’abord, nous recherchons dans la base d’apprentissage des

1Pour les traits morpho-syntaxiques,V=Verbe, I=Infinitif , N=Nom, M=Masculin.
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triplets d’instances formant un rapport de proportion avect sur ses propriétés connues.
Dans notre exemple, pourchanteur en entrée, cette recherche fournit les deux tri-
plets(râler, râleur, chanter), (parler, parleur, chanter). Pour chaque tripletx, y, z,
nous résolvons ensuite l’équation analogiquex : y :: z :? sur les propriétés à apprendre.
Résoudre l’équationVI : NM :: VI : ? permet ainsi d’inférerNM comme traits morpho-
syntaxiques dechanteur. Dans ce modèle, les propriétés peuvent être décrites sous
différentes formes (vecteurs deR

n, séquences, arbres) ; la seule contrainte est de savoir
définir (et calculer) le rapport de proportion entre objets représentés sous cette forme.

Dans ce contexte, la contribution de ce travail est double. D’une part, nous propo-
sons une définition unifiée de la notion de rapport de proportion applicable aux struc-
tures algébriques courantes (ensemble de séquences, d’arbres, etc.), puis nous montrons
que cette définition donne lieu à un calcul efficace de ces proportions, calcul réalisé à
l’aide de transducteurs à états finis. Dans le cas des mots et des arbres, notre définition
généralise celles données par (Lepage, 2003). Elle repose sur la notion dedécompo-
sition d’objets en termes plus petitsalternant deux à deux. Ainsi, le rapport de pro-
portionchanter : chanteur :: râler : râleur fait intervenir les termeschant, râl, er,
eur alternant deux à deux. Formellement, la définition proposées’applique à tout semi-
groupe, et a fortiori aux groupes, aux monoïdes et aux treillis (Stroppa & Yvon, 2005b).

D’autre part, nous fournissons des résultats expérimentaux originaux (Stroppa &
Yvon, 2005a) issus de l’application de notre modèle d’inférence à l’apprentissage au-
tomatique de propriétés morphologiques. Dans ce cadre, deux types d’expérimenta-
tions ont été effectuées sur des lexiques du français, de l’anglais, de l’allemand et du
néerlandais. La première tâche consiste à inférer des traits morpho-syntaxiques à partir
d’une forme graphique (cf exemple ci-dessus). Les résultats obtenus sont encourageants
puisque les taux de rappel et de précision dépassent tous deux 97% sur les catégories
grammaticales visées (noms, verbes et adjectifs). Dans la deuxième tâche, on infère une
décomposition hiérarchique (arbre) de la forme en entrée. Ce type d’application montre
la flexibilité de notre apprenti, le seul, à notre connaissance, capable d’apprendre à appa-
rier des séquences avec des arbres sans construire au préalable de modèle grammatical.
Les résultats obtenus, bien que significativement moins bons sur cette deuxième tâche,
permettent néanmoins de capturer les phénomènes de constructions les plus réguliers.

Des expériences complémentaires restent à conduire pour mieux apprécier les réelles
forces et faiblesses du modèle. De manière plus générale, les expériences menées ont
permis de confirmer la faisabilité et la pertinence d’une approche à base d’analogies
pour capturer les régularités présentes dans la morphologie des langues européennes.
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Résumé : Dans cet article, nous proposons de comparer les techniques em-
ployées en inférence grammaticale de langages réguliers par exemples positifs
avec celles employées pour l’inférence de grammaires catégorielles. Pour cela,
nous commençons par étudier la traduction entre automates et grammaires caté-
gorielles, et inversement. Nous montrons ensuite que l’opérateur de généralisa-
tion utilisé pour l’apprentissage de grammaires catégorielles est strictement plus
puissant que celui de fusion d’états (usuel en inférence grammaticale régulière),
puisqu’il fait parfois sortir de la classe des langages réguliers. Nous proposons
un nouveau modèle génératif qui généralise les automates à états finis pour re-
présenter le résultat de cet opérateur. Nous montrons que cemodèle a au moins
la même expressivité que les grammaires catégorielles unidirectionnelles, c’est-
à-dire celle des langages algébriques. Enfin, nous exhibonsune sous-classe des
grammaires catégorielles unidirectionnelles pour laquelle l’apprentissage à partir
de textes n’est presque pas plus coûteux que l’apprentissage à partir de structures.

1 Introduction

En inférence grammaticale, on étudie comment apprendre unegrammaire à partir
d’exemples de phrases qu’elle engendre -et de phrases qu’elle ne reconnaît pas, si des
exemples négatifs sont disponibles. Les résultats fondateurs du domaine concernent
l’apprenabilité de sous-classes de grammaires régulières, généralement représentées par
des automates à états finis (Angluin, 1982; Oncina & Garcia, 1992; Dupontet al., 1994;
Deniset al., 2002).

L’inférence de grammaires algébriques est évidemment plusdifficile. Elle a fait l’ob-
jet de nombreux travaux, mais généralement plutôt empiriques. Or, nous aimerions l’en-
visager dans le modèle d’apprentissage à la limite par exemples positifs de Gold (Gold,
1967). Les résultats théoriques qui nous semblent les plus avancés du domaine sont
dûs à Kanazawa (Kanazawa, 1998), qui a prouvé dans ce modèle l’apprenabilité de
sous-classes de grammaires catégorielles de type AB (un formalisme syntaxique qui a
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la même expressivité que les grammaires algébriques). Ces résultats ont malheureuse-
ment peu de portée pratique, notamment parce que, à part dansdes cas très particuliers,
les algorithmes d’apprentissage auxquels ils donnent lieusont très coûteux (Florêncio,
2001; Florêncio, 2002). Il semble que personne, jusqu’à présent, n’ait essayé de repré-
senter par des grammaires catégorielles les langages réguliers, pour voir en quoi les
résultats les concernant recoupent ou non ceux connus en inférence de langages régu-
liers. C’est le point de départ de notre travail.

La première partie de cet article, après avoir introduit lesdéfinitions nécessaires, ex-
pose donc en détail comment passer d’un automate à états finisà une grammaire catégo-
rielle, et réciproquement. Dans un deuxième temps, on tented’utiliser cette traduction
pour déduire des résultats d’apprenabilité nouveaux ou rapprocher des résultats obte-
nus indépendamment dans chacun des deux contextes. Mais la voie qui se révèle la plus
prometteuse consiste à comparer ce que réalisent les algorithmes d’apprentissage eux-
mêmes. Nous montrons ainsi que l’opérateur de généralisation utilisé dans le cadre de
l’apprentissage de grammaires catégorielles est strictement plus puissant que celui de
“fusion d’états” utilisé en inférence grammaticale régulière, puisqu’il peut faire sortir
de la classe des langages régulier. Son effet sur un automateà états finis reste toute-
fois interprétable, à condition d’étendre la définition desautomates considérés. Cette
piste donne lieu à la dernière partie de l’article et aboutitnotamment à la caractérisa-
tion d’une nouvelle sous-classe de grammaires catégorielles, dont l’apprentissage est
nettement moins coûteux que ce que les algorithmes de Kanazawa laissaient craindre.

Cet article propose en quelque sorte de rapprocher les connaissances et les techniques
issues de deux communautés distinctes, en montrant qu’elles peuvent chacune tirer bé-
néfice des travaux de l’autre.

2 Automates à états finis et grammaires catégorielles

Dans cette section, nous introduisons les définitions nécessaires et nous explicitons
les correspondances entre automates finis et grammaires catégorielles.

2.1 Automates à états finis et langages réguliers

Définition 1 (Automates à états finis (AF) et langages réguliers)
Un automate à états finis(AF par la suite)A est un quintupletA = 〈Q, Σ, δ, q0, F 〉
où Q est l’ensemble fini desétatsdeA, Σ est sonvocabulairefini, son état initialest
q0 ∈ Q (nous nous restreignons ici aux automates avec un unique état initial) et F ⊆ Q
est l’ensemble de sesétats finaux. Enfin,δ est lafonction de transitiondeA, définie de
Q× Σ vers2Q.

Le langageL(A) reconnu (ou engendré) parA est défini par :L(A) = {w ∈
Σ∗|δ∗(q0, w) ∩ F 6= ∅}, où δ∗ est l’extension naturelle deδ à Q × Σ∗ telle que :
pour touta ∈ Σ, toutu ∈ Σ∗ et toutq ∈ Q, δ∗(q, au) = {δ∗(q′, u)|q′ ∈ δ(q, a)}.
L’ensemble de tous les langages reconnus par un AF est appelél’ensemble deslangages
réguliers.
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Exemple 1
La Figure 1 montre un AFA tel queL(A) = a+b+.

0 1 2
a b

a

b

FIG. 1 – un automate à états finis

2.2 Grammaires formelles et grammaires catégorielles

Nous rappelons ici la définition classique des grammaires formelles ainsi que celle,
moins connue, des grammaires catégorielles de type AB (en référence à leurs fonda-
teurs, Adjukiewicz et Bar-Hillel), qui seront les seules considérées par la suite.

Définition 2 (Grammaires formelles et leur langage)
Une grammaire formelle (ou tout simplement une grammaire)G est un quadruplet
G = 〈Σ, N, P, S〉 où Σ est levocabulaire terminalfini de G, N son vocabulaire non
terminal, lui aussi fini,P ⊂ (Σ ∪ N)+ × (Σ ∪ N)∗ son ensemble fini derègles de
réécritureetS ∈ N sonaxiome.

Le langageL(G) reconnu (ou engendré) parG est défini par :L(G) = {w ∈
Σ∗|S −→∗ w} où−→∗ est la clôture réflexive et transitive de la relation définie parP .

Définition 3 (Catégories, grammaires catégorielles de typeAB et leur langage)
SoitB un ensemble au plus dénombrable decatégories de base, parmi lesquelles figure
unecatégorie distinguéeS ∈ B, appelée l’axiome. L’ensemble descatégories fondées
sur B, notéCat(B), est le plus petit ensemble tel queB ⊂ Cat(B) et pour toutA, B ∈
Cat(B) on a :A/B ∈ Cat(B) etB\A ∈ Cat(B).

Pour tout vocabulaire finiΣ (dont les membres seront appelés des mots) et pour tout
ensembleB de catégories de base (S ∈ B), unegrammaire catégorielleG est une
relation finie surΣ × Cat(B). On note〈v, A〉 ∈ G l’affectation de la catégorieA ∈
Cat(B) au motv ∈ Σ. Unegrammaire catégorielle de type AB(ou simplement une GC
par la suite) est une grammaire catégorielle dont les règlesde réécriture sont réduites
aux deuxschémas applicatifssuivants :∀A, B ∈ Cat(B)

– FA (Forward Application) :A/B B → A
– BA (Backward Application) :B B\A→ A

Le langageL(G) reconnu (ou engendré) parG est défini par :L(G)={w = v1 . . . vn

∈ Σ+ | ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∃Ai ∈ Cat(B) tel que〈vi, Ai〉 ∈ G etA1 . . . An →∗ S}, où
→∗ est la clôture réflexive et transitive de la relation définie parFA etBA.

Pour tout entierk ≥ 1, l’ensemble des GCs qui affectent au plusk catégories dis-
tinctes à chacun des mots de leur vocabulaire est la classe des GCs k-valuées, et est
notéeGk. Les GCs deG1 sont aussi dîtesrigides.

La particularité principale des GCs est qu’elles sontlexicalisées, au sens où la totalité
de l’information syntaxique est associée aux mots du vocabulaire (puisque les règles
sont, elles, définies une fois pour toutes et invariables d’une grammaire à une autre).
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Exemple 2
Les GCs ont surtout été utilisées pour la modélisation des langues naturelles. Soit
par exempleB = {S, T, NC} (où T désigne la catégorie des “termes” et NC celle
des “noms communs”),Σ = {Paul, dort, aime, un, chat} et G la GC définie par :
G = {〈Paul, T 〉, 〈dort, T \S〉, 〈aime, (T \S)/T 〉, 〈chat, NC〉, 〈un, T/NC〉, }. G re-
connaît des phrases comme “Paul dort”, “Paul aime un chat”, etc.

Définition 4 (FA-Structures, exemple structuré, langage des structures)
UneFA-structure (FA pour “Foncteur-Argument”) sur un vocabulaireΣ est un arbre
binaire dont les feuilles sont étiquetées par des éléments deΣ et dont chaque noeud est
étiqueté soit parBA soit parFA. L’ensemble des FA-structures surΣ est notéΣF .
Pour toute GCG ⊂ Σ× Cat(B), unexemple structurépourG est un élément deΣF

qui est obtenu à partir d’un arbre d’analyse syntaxique produit parG pour une phrase
w ∈ L(G), en effaçant dans cet arbre toutes les catégories deCat(B). Pour toute GCG,
le langage des structuresdeG, notéFL(G) est l’ensemble de ses exemples structurés.

2.3 Des automates aux grammaires catégorielles et inversement

Les GCs peuvent engendrer tous les langages algébriques sans ε (oùε désigne le mot
vide) (Bar-Hillel et al., 1960). Elles peuvent donc aussi engendrer tous les langages
réguliers sansε. Les correspondances entre AFs et GCs sont faciles à définir.

Définition 5 (GCs régulières)
Nous appelonsGC régulière une CGG ⊂ Σ× Cat(B) qui ne contient que des affec-
tations de la forme〈v, A〉 ou 〈v, A/B〉 avecv ∈ Σ et A, B ∈ B. L’ensemble des GCs
régulières est notéGr .

Propriété 1 (Transformation d’un AF en GC)
SoitA = 〈Q, Σ, δ, q0, F 〉 un AF. SoitB = (Q\{q0}) ∪ {S} (oùS /∈ Q). Il est possible
de définir une GC régulièreG ⊂ Σ× Cat(B) telle queL(G) = L(A)\{ε}.

Preuve 1 (Preuve de la Propriété 1)
Cette propriété découle de la transformation classique d’un AF en une grammaire li-
néaire à gaucheG1 = 〈Σ, Q, P1, S〉, que l’on peut ensuite transformer en une GC
G ∈ Gr . On remplaceq0 parS puis∀a ∈ Σ et∀q, q′ ∈ Q tels queq′ ∈ δ(q, a) on fait :

– si q′ ∈ F alors
– q −→ a est une règle deG1 (élément deP1) et 〈a, q〉 ∈ G ;
– si ∃u ∈ Σ tel que∃q′′ ∈ δ(q′, u) alors q −→ aq′ est une règle deG1 et
〈a, q/q′〉 ∈ G ;

– sinonq −→ aq′ est une règle deG1 et 〈a, q/q′〉 ∈ G.
ε ∈ L(A) si et seulement siq0 ∈ F . Cette situation amène à ajouterS −→ ε dansP1.
Mais, dans une GC, il est impossible d’affecter une catégorie àε. Cette règle n’a donc
pas de contrepartie dansG et nous avons :L(A)\{ε} = L(G1)\{ε} = L(G).�

Exemple 3
En appliquant la propriété précédente à l’AF de l’Exemple 1,nous obtenons les règles
de G1 suivantes (où l’étati est associé à un non-terminal notéqi, avecq0 = S) :
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S −→ aq1, q1 −→ aq1, q1 −→ b, q1 −→ bq2, q2 −→ b, q2 −→ bq2. La GC obtenue
est :G = {〈a, S/q1〉, 〈a, q1/q1〉, 〈b, q1〉, 〈b, q1/q2〉, 〈b, q2〉, 〈b, q2/q2〉}.

Les AF peuvent donc simplement êtrelexicalisés, sous la forme d’une GC. Remar-
quons que, dans les GCs régulières que nous avons définies, seul l’opérateur/ est utilisé
dans les catégories affectées aux mots du vocabulaire, et seul le schémaFA est utile (on
aurait pu aussi se restreindre à l’opérateur\ et au schémaBA en transformant l’AF
en une grammaire linéaire à gauche). En fait,la transformation précédente ne préserve
pas seulement le langage final, mais aussi les structures d’analyse, qui sont des peignes.
Ainsi, les exemples structurés, tels que définis dans la Définition 4 sont en quelque sorte
disponibles “gratuitement” à partir des phrases.

Exemple 4
La Figure 2 montre deux arbres d’analyse syntaxique produits par la CG de l’Exemple
3, et (à droite) les exemples structurés correspondant.

S
FA

S/q1
a

q1
b

FA

a b

S
FA

S/q1
a

q1
FA

q1/ q1
a

q1
FA

q1/ q2
b

q2
b

FA

a FA

a FA

b b

FIG. 2 – Deux analyses syntaxiques et les exemples structurés correspondant

Propriété 2 (Transformation d’une GC régulière en un AF)
Toute GC régulièreG ⊂ Σ×Cat(B) peut être transformée en un AFA = 〈Q, Σ, δ, q0, F 〉
reconnaissant le même langage (sansε).

Preuve 2 (Schéma de preuve de la Propriété 2)
Cette transformation est l’inverse de celle exposée dans laPropriété 1 : le seul point
notable est qu’il est plus facile d’ajouter un unique état final FA dansA. Soit donc
Q = B ∪ {FA} avecFA /∈ B, q0 = S etF = {FA}. Chaque affectation〈a, U/V 〉 ∈ G
correspond à une transition étiquetée para entre les étatsU etV dansA (soit encore :
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δ(U, a) = V ) et chaque affectation〈a, U〉 ∈ G à une transition étiquetée para entreU
etFA (δ(U, a) = FA).�

Exemple 5
L’AF obtenu en appliquant cette opération à la GC de l’Exemple 3 est donné en Figure
3. Il ne coincide pas exactement avec celui de l’Exemple 1 à cause de l’état final ajouté
à ceux provenant des catégories de base. Le résultat est, de ce fait, non déterministe.

S q1 q2

FA

a b

b
b

a

b

FIG. 3 – AF obtenu à partir d’une GC

Remarque 1
Les Propriétés 1 et 2 ne signifient pas que seules les GCs régulières génèrent des lan-
gages réguliers. Celle de l’Exemple 2 n’est pas régulière ausens de la Définition 5 mais
elle génère un langage fini (donc régulier). Mais elle ne produit pas que des peignes.

Propriété 3 (Langage associé à une catégorie ou à un état)
SoitG une GC régulière etA l’AF obtenu à partir deG. Alors, pour toute catégorie de
baseq ∈ B (correspondant à un état non finalq ∈ Q deA), nous avons deux façons
distinctes de caractériser le langageL(q) associé àq :
L(q) = {w = v1 . . . vn ∈ Σ+ | ∀i ∈ {1, . . . , n} ∃Ai ∈ Cat(B) tel que〈vi, Ai〉 ∈ G et
A1 . . . An →∗ q} etL(q) = {w ∈ Σ+|FA ∈ δ+(q, w)}.

Preuve 3 (Schéma de preuve de la Propriété 3)
Cette propriété est une conséquence triviale des Propriétés 1 et 2, oùq remplaceS.�

La seconde définition deL(q) n’est correcte que parce que nous savons queFA 6= q
est l’unique état final deA. Ainsi, les successions de mots (ou chaînes) auxquellesG
associe la catégorieq sont celles qui correspondent dansA à un chemin qui part de l’état
q et aboutit à l’étatFA. Bien sûr, siq = q0 = S, on retrouveL(S) = L(A) = L(G).

Exemple 6
Dans l’AF de la Figure 3,L(q1) = a∗b+ etL(q2) = b+.

3 Inférence de GCs par exemples positifs

L’étude de l’apprenabilité des GCs par exemples positifs seuls au sens de Gold (Gold,
1967) a donné lieu à de nombreux travaux récents, initiés parKanazawa (Kanazawa,
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1998). Maintenant que nous disposons d’un mécanisme de traduction d’une sous-classe
des GCs (les GCs régulières) en AFs, il est naturel de se demander si des résultats
concernant l’apprenabilité de ces GCs peuvent se traduire en résultats d’apprenabilité
de langages réguliers.

3.1 Modèle de Gold
Définition 6 (Critère d’apprenabilité)
SoitG un ensemble de grammaires (par la suite,G sera une sous-classe de l’ensemble
des GCs) sur un alphabetΣ et soit une fonction qui associe un langage à chaque gram-
maire. Cette fonction sera soit le langage des chaînesL : G −→ pow(Σ∗) (cf. Défini-
tion 3) soit le langage des structuresFL : G −→ pow(ΣF ) (cf. Définition 4).

Soit φ une fonction qui à tout échantillon fini de phrases deΣ∗ (resp. d’exemples
structurés deΣF ) associe une grammaire deG. On dit que cette fonctionconvergevers
G ∈ G sur un échantillon〈si〉i∈N d’éléments deΣ∗ (resp. deΣF ) siGi = φ(〈s0, ..., si〉)
est défini et égal àG pour un nombre infini de valeurs dei ∈ N ou, ce qui revient au
même, si∃n0 ∈ N tel que pour touti ≥ n0, Gi et défini et égal àG.

On dit queφ apprend la classeG par exemples positifs (resp. par exemples struc-
turés positifs) si pour tout langageL deL(G) = {L(G)|G ∈ G} (resp. deFL(G) =
{FL(G)|G ∈ G}) et pour tout séquence〈si〉i∈N qui énumèreL, c’est-à-dire telle que
{si|i ∈ N} = L, il existeG ∈ G telle queL = L(G) (resp.L = FL(G)) etφ converge
versG sur〈si〉i∈N.
G estapprenables’il existe une fonctionφ calculable qui apprendG.

Théorème 1 (Apprenabilité deGk (Kanazawa, 1998))
Pour tout entierk ≥ 1, la classe des GCsk-valuéesGk est apprenable par exemples
positifs et par exemples structurés positifs.

3.2 Apprentissage de GCs et inférence grammaticale régulière

Dans cette section, nous traduisons les résultats d’apprenabilité de Kanazawa dans la
classe des GCs régulières, puis, nous rapprochons deux résultats connus.

Théorème 2 (Apprenabilité des GCs régulièresk-valuées)
Pour tout entierk ≥ 1, la classe des GCs régulièresk-valuéesGk ∩ Gr est apprenable
par exemples positifs et par exemples structurés positifs.

Preuve 4 (Schéma de preuve du Théorème 2)
Ce théorème est une conséquence du Théorème 1, restreint à laclasseGr. Tout algo-
rithme d’apprentissage deGk à partir de structures peut être adapté pour devenir un
algorithme d’apprentissage deGk ∩ Gr à partir de chaînes, en associant des peignes
avec noeudsFA aux chaînes et en ne conservant que les sorties de la fonctiond’appren-
tissage qui sont isomorphes à des grammaires régulières (cequi est décidable).�

Bien sûr,
⋃

k≥1
{L(G)|G ∈ Gk ∩ Gr} contient tous les langages réguliers. Mais le

principal intérêt de cette classe est que, contrairement aucas général, elle tout aussi
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facile à apprendre à partir de chaînes qu’à partir d’exemples structurés. Cette propriété
sera étendue au delà des GCs régulières dans la section suivante.

Cependant le résultat d’apprenabilité lui-même n’est pas très surprenant. En effet,
pour tout entierk, les AFs qui traduisent les GCs deGk∩Gr (suivant le processus décrit
dans la preuve de la Propriété 2) ont au plusk transitions étiquetées par le même mot
du vocabulaire. Or, le nombre d’AFs vérifiant cette propriété est fini. L’apprentissage
par exemples positifs d’un ensemble fini est toujours possible.

Néanmoins, cette classe d’automates a des caractéristiques originales. Elle inclut tout
aussi bien des AFs déterministes que des AFs non-déterministes. Et, contrairement aux
classes habituellement considérées en inférence grammaticale régulière, elle semble
bien adaptée aux grands alphabets (à condition quek soit petit).

Pour compléter le rapprochement que nous avons commencé à établir entre AFs et
GCs, nous rapprochons dans ce qui suit deux résultats connus.

Définition 7 (AFs 0-réversibles (Angluin, 1982))
Un AF est dit0-réversible si et seulement si il est déterministe, et l’AF obtenu en inver-
sant le sens de ses transitions, et en échangeant les rôles des états initiaux et finaux est
déterministe. La classe des AFs0-réversibles est apprenable par exemples positifs.

Définition 8 (CG réversible (Besombes & Marion, 2004))
Une GC est dite réversible si elle ne contient pas deux affectations de catégories pour un
même mot du vocabulaire, qui ne sont distinctes que par une seule catégorie de base. La
classe des GCs réversibles est apprenable à partir d’exemples structurés et de chaînes.

Théorème 3 (Equivalence entre ces deux notions de réversibilité)
SoitG une GC régulière etA l’AF obtenu à partir deG. A est0-réversible dans le sens
de la Définition 7 si et seulement siG est réversible dans le sens de la Définition 8.

Preuve 5 (Preuve du Théorème 3)
Par construction,A n’a qu’un seul état initial et aucune transition étiquetée par ε. Pour
queA soit déterministe, il suffit donc qu’il n’existe pas deux transitions avec la même
étiquette au départ d’un même état. Cette condition se traduit dansG par :∀a ∈ Σ

– ∀Q1, Q2, Q3 ∈ B : 〈a, Q1/Q2〉 ∈ G et 〈a, Q1/Q3〉 ∈ G⇔ Q2 = Q3.
– ∀Q1, Q2 ∈ B : 〈a, Q1〉 ∈ G et 〈a, Q1/Q2〉 ∈ G ⇔ Q2 = FA (〈a, Q1〉 joue en

quelque sorte le rôle de〈a, Q1/FA〉 et aucune transition ne part deFA) ;
De même,A n’a qu’un seul état final donc la condition pour que son inverse soit déter-
ministe se traduit dansG de la façon suivante :∀a ∈ Σ

– ∀Q1, Q2 ∈ B : 〈a, Q1〉 ∈ G et 〈a, Q2〉 ∈ G⇔ Q1 = Q2

– ∀Q1, Q2, Q3 ∈ B : 〈a, Q1/Q2〉 ∈ G et 〈a, Q3/Q2〉 ∈ G⇔ Q1 = Q3.
Pour les GCs régulières, ces conditions coïncident avec celles de la Définition 8.�

Ainsi, le résultat d’apprenabilité de la classe des AFs0-réversibles à partir de chaînes
(Angluin, 1982) se déduit du résultat d’apprenabilité de laclasse des GCs régulières
réversibles par exemples structurés, qui lui-même découlede (Besombes & Marion,
2004). Là encore, ce résultat n’est pas très surprenant : (Besombes & Marion, 2004)
se sont inspirés des grammaires algébriques réversibles de(Sakakibara, 1992) qui, lui-
même, s’était inspiré de (Angluin, 1982).
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3.3 Algorithme d’apprentissage

Les résultats d’apprenabilité du théorème 1 ne sont pas uniquement théoriques : ils
s’accompagnent de la définition d’une fonction d’apprentissage originale. Elle est fon-
dée sur un algorithme que nous appellerons BP, en hommage à ses inventeurs (Busz-
kowski & Penn, 1990), qui est capable, pour tout entierk et tout ensemble d’exemples
structurésD, d’identifier l’ensemble des GCsk-valuées sans catégorie inutile (cf. dé-
finition 12 plus loin) compatibles avecD. Nous rappelons ici le principe de cet algo-
rithme, en l’illustrant sur un exemple où les éléments deD sont des peignes avecFA
pour noeuds internes. Pour tout élément deD, les premières étapes de BP consistent à :

1. introduire l’étiquetteS à la racine de chaque exemple structuré ;

2. introduire une variable distinctexi à chaque noeud argument (c’est-à-dire, au fils
gauche de chaque noeudBA, et au fils droit de chaque noeudFA) ;

3. introduire à chaque autre noeud la catégorie qui rend possible l’application des
schémasFA etBA qui étiquettent ces noeuds.

La GC définie en récoltant les affectations de catégories auxfeuilles des éléments de
D à la fin de ces étapes est appeléeforme généraledeD et notéeFG(D).

Exemple 7
Soit D défini comme l’ensemble des deux exemples structurés de l’Exemple 4. Les
étapes1 à 3 décrites précédemment aboutissent au résultat donné par laFigure 4, et
FG(D) est alors définie comme suit :

– a :S/x1, S/x4, x4/x3 ;
– b :x1, x3/x2, x2.

L’AF correspondant est donné en Figure5 : il est presque identique à ce que, en infé-
rence grammaticale, on appelleautomate canonique minimalreconnaissant{ab, aabb}.
La seule différence est que notre AF a un unique état initial et un unique état final.

S
FA

S/x1
a

x1
b

S
FA

S/x4
a

x4
FA

x4/ x3
a

x3
FA

x3/ x2
b

x2
b

FIG. 4 – Résultat de l’application des 3 premières étapes de BP

La suite de l’algorithme BP consiste à chercher dessubstitutions unificatricesappli-
cables surFG(D). On précise donc tout d’abord ce que sont ces substitutions.
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x1

S F

x4 x3 x2

a b

a
a b

b

FIG. 5 – l’AF correspondant àFG(D)

Définition 9 (Catégories avec variables et substitutions)
Soit χ un ensemble infini dénombrable de variables et soitB = χ ∪ {S}. Unesubsti-
tution est une fonctionσ : χ −→ Cat(B) qui transforme une variable en une catégorie
(par défaut, elle vaut l’identité surχ). Une substitution est étendue par morphisme à une
fonction deCat(B) dansCat(B) de la manière suivante : (i)σ(S) = S, (ii) σ(A/B) =
σ(A)/σ(B) et (iii) σ(A\B) = σ(A)\σ(B) pour toutA, B ∈ Cat(B). De même, une
substitution peut être étendue à une GC quelconqueG : σ(G) = {〈v, σ(A)〉|〈v, A〉 ∈
G}. Pour toute GCG, unesubstitution unificatrice deG est une substitution qui unifie
des catégories affectées à un même mot du vocabulaire deG.

Propriété 4 (Propriété Fondamentale (Buszkowski & Penn, 1990))
Pour toute GCG, les propriétés suivantes sont équivalentes : (i)D ⊆ FL(G) et (ii) ∃σ
telle queσ[GF (D)] ⊆ G.

En d’autres termes, les GCs compatibles avec un ensemble d’exemples structurésD
sont celles qui incluent une substitution deFG(D). Quand il cible des GCsk-valuées,
l’étape4 de l’algorithme BP consiste donc à cherchertoutes les substitutions unifica-
trices deFG(D) qui sont dansGk. Le résultat de BP est donc unensemble de GCs. Si
D est constitué d’exemples structurés etk = 1, la grammaire qui a produitD, si elle
existe, est unique et isomorphe, à la limite, au résultat de BP : BP est alors un algo-
rithme d’apprentissage efficace. Sik > 1, le résultat deBP n’est en général pas réduit
à un singleton. Pour obtenir une fonction d’apprentissage au sens de Gold, il faut donc
être capable de faire un choix parmi ses éléments. Cette étape nécessite de réaliser des
tests d’inclusion et est très coûteuse en temps de calcul. Nous ne la détaillerons pas ici.

Appliquer une substitution à une GC est uneopération de généralisation. En effet,
on a la propriété suivante (Buszkowski & Penn, 1990) :σ(G1) ⊆ G2 =⇒ FL(G1) ⊆
FL(G2), qui implique que :FL(G) ⊆ FL(σ(G)). De même :L(G) ⊆ L(σ(G)).
Cette opération a-t-elle un lien avec celle de fusion d’états, qui est utilisée en inférence
grammaticale régulière (Angluin, 1982; Oncina & Garcia, 1992; Dupontet al., 1994) ?
C’est ce que nous allons voir maintenant. Dans le cas d’un ensembleD constitué de
peignes avec noeuds internesFA, FG(D) est toujours une GC régulière. Donc, pour
unifier deux catégories deFG(D), seuls deux cas peuvent se produire :

– des conditions de la formeσ(xi) = σ(xj) = xj pourxi et xj dansχ spécifient
précisément une fusion des étatsxi etxj dans l’AF correspondant àFG(D).

– des conditions de la formeσ(xi) = xj/xk, pourxi ∈ χ etxj , xk ∈ χ ∪ {S} sont,
au premier abord, plus difficiles à interpréter. Elles signifient en fait deux choses :
– l’étatxi est renommé enxj/xk ;
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– toutes les chaînes auxquellesFG(D) affectait la catégoriexi peuvent désormais
être utilisées comme “transition” pour passer de l’étatxj à l’étatxk.

Exemple 8
Définissons une substitution unificatriceσ pour laFG(D) obtenue dans l’Exemple 7
comme suit :σ(x4) = σ(x1) = x3/x2 (et σ est l’identité partout ailleurs). La GC
σ(GF (D)) est alors définie par :

– a :S/(x3/x2), (x3/x2)/x3 ;
– b :x3/x2, x2.

Cette GC n’est plus régulière, à cause des catégories affectées àa. Néanmoins, on peut
encore lui associer un automate en intégrant à celui-ci une “transition récursive”, c’est-
à-dire une transition étiquetée non plus par un élément du vocabulaire, mais par un état
(ici, x3/x2). L’automate obtenu est celui de la Figure 6.

x3/x2

S F

x3 x2

a b

a
x3/x2

b

FIG. 6 – L’automate généralisé correspondant àσ(FG(D))

Dans cet automate, les états nommésx1 et x4 dans l’AF de la Figure 5 ont été fu-
sionnés, sous l’effet de la conditionσ(x4) = σ(x1). La conditionσ(x1) = x3/x2 a,
elle, eu pour effet de renommer cet état enx3/x2, et de remplacer la transition étiquetée
parb entrex3 etx2 par une transition étiquetée parx3/x2 : c’est ce que nous appelons
unetransition récursive. Pour la franchir, il faut produire une chaîne de catégoriex3/x2

c’est-à-dire, d’après la Propriété 3, une chaîne qui correspond à un chemin qui part
de l’étatx3/x2 et aboutit à l’état finalF . Le premier exemple d’un tel chemin, c’est
évidemment la transition étiquetée parb qui relie x3/x2 à F . Mais, partant de l’état
x3/x2, il est aussi possible d’emprunter d’abord la transition étiquetée para qui mène
àx3, avant de franchir une nouvelle fois la transition récursive. Une pile (implicite) est
nécessaire pour enregistrer tous les appels récursifs successifs issus du franchissement
de cette transition. Le langage reconnu par cet automate généralisé n’est autre queanbn

qui, bien sûr, n’est pas régulier. On peut rapprocher ce dispositif de celui des Réseaux
de Transitions Récursifs ou RTRs (Woods, 1970), mais réduità un seul automate (dans
les RTRs, il y a autant d’automates que de symboles non terminaux).

L’arbre d’analyse syntaxique associé à la chaîneaaabbb par σ(FG(D)) est donné
Figure 7. Cet arbre n’est plus un peigne. Pour comprendre sa construction, le mieux est
de se reporter à l’arbre d’analyse syntaxique associé àaabb parFG(D), en Figure 4.
Dans ce dernier arbre, on voit quex4 étiquette un noeud interne, tandis quex3/x2 éti-
quette une feuille. La conditionσ(x4) = x3/x2 ouvre donc la possibilité de substituer
le sous-arbre de racinex4 à la place de la feuillex3/x2. Cette opération, qui coïncide
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exactement avec ce qui est appelé uneajonctiondans le formalisme des Tree Adjoining
Grammars (Joshi & Schabes, 1997), produit comme résultat l’arbre de la Figure 7.

S
FA

S/(x3/x2)
a

x3/x2
FA

(x3/x2)/ x3
a

x3
FA

x3/x2
FA

(x3/x2)/ x3
a

x3
FA

x3/ x2
b

x2
b

x2
b

FIG. 7 – Arbre d’analyse syntaxique deaaabbb parσ(FG(D))

4 Apprentissage de langages à partir de peignes

L’Exemple 8 suggère qu’il est possible de produire de vrais arbres par adjonctions
de peignes, et de représenter les langages algébriques par des automates généralisés.
Cette section est consacrée à la formalisation de ces idées,et à leur exploitation pour
améliorer l’algorithme d’apprentissage de GCs à partir de chaînes de Kanazawa.

4.1 Automates récursifs et leur expressivité

Définition 10 (Automate récursif)
Un automate récursif (AR par la suite)R est un quintupletR = 〈Q, Σ, γ, q0, F 〉 où
Q est l’ensemble fini desétatsdeR, Σ sonvocabulairefini, son uniqueétat initialest
q0 ∈ Q etF ∈ Q son (unique)état final. γ est lafonction de transitiondeR, définie de
Q× (Σ ∪Q) vers2Q.

La seule différence importante entre les ARs et les AFs est que, dans un AR, les
transitions peuvent être étiquetées soit par un élément deΣ, soit par un élément de
Q. Dans ce dernier cas, on parle detransition récursive. Pour franchir une transition
récursive, il faut produire un élément du langage de l’état qui étiquette la transition.
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Nous nous restreignons ici aux ARs qui ont un unique état initial et un unique état final,
mais cela ne restreint pas l’expressivité du modèle. Comme nous nous intéresserons aux
langages sansε, on peut supposer de plus queF 6= q0.

Définition 11 (Language Reconnu par un AR)
Le langageL(R) reconnu (ou engendré) par un ARR = 〈Q, Σ, γ, q0, F 〉 est le plus
petit ensemble défini par :L(R) = {w ∈ Σ+|F ∈ γ+(q0, w)}, oùγ+ est l’extension
naturelle deγ àQ×Σ+. Pour pour toutu ∈ Σ+, toutv ∈ Σ∗ et toutq ∈ Q, γ+(q, uv)
est défini comme le plus petit sous-ensemble contenant{γ∗(q′, v)|q′ ∈ γ(q, u)} si
u ∈ Σ et {γ∗(q′, v)|∃t ∈ Q tel queq′ ∈ γ(q, t) et u ∈ L(t)} sinon, oùL(t) est le
langage de l’étatt, défini comme en Définition 3 en remplaçantδ parγ. Cette définition
deL(G) est récursive :L(G) est défini comme un plus petit point fixe, quand il existe.

Une transition récursive étiquetée par un étatq ∈ Q sera ditevraiment récursives’il
existe un chemin qui mène de l’étatq àF en passant par cette transition. Les transitions
vraiment récursivessont celles qui permettent des adjonctions et produisent donc des
structuresqui ne sont pas nécessairement des peignes.

Théorème 4 (Des GCs unidirectionnelles aux ARs)
Une GC unidirectionnelle n’affecte que des catégories qui sont soit de base, soit construites
avec l’opérateur/ uniquement. L’ensemble des GCs unidirectionnelles sera noté G/.
Pour toute GC dansG ∈ G/, on peut construire un AR fortement équivalent àG, c’est-
à-dire produisant les mêmes structures.

Preuve 6 (Schéma de la preuve du Théorème 4)
Il est connu depuis longtemps que toute GCG ⊂ Σ×Cat(B) peut être transformée en
une grammaire algébriqueH = 〈Σ, N, P, S〉 sous forme normale de Chomsky forte-
ment équivalent àG. H est construite de la façon suivante :N est l’ensemble de toutes
les sous-catégories d’une catégorie présente dans les affectations deG (une catégorie
est une sous-catégorie d’elle-même) etP contient toutes les règles de la formeA −→ v
pour tout〈v, A〉 ∈ G et toutes les règles de la formeA −→ A/B B pour toute catégo-
rie A et B dansN (pour les GC unidirectionnelles, cela suffit). Pour construire un AR
à partir de ces règles, il suffit de procéder exactement commeavec les règles régulières
utilisées dans la Preuve de la Propriété 2.�

Corollaire 1 (Corollaire du Théorème 4)
Les grammaires deG/ peuvent produire tous les langages algébriques sansε (Bar-Hillel
et al., 1960). Donc, les ARs peuvent également produire tous ces langages.

Exemple 9
La CG deG/ classique qui reconnaîtanbn, n ≥ 1, est :{〈a, S/B〉, 〈a, (S/B)/S〉, 〈b, B〉}.
L’AR correspondant (distinct de celui de Example 8) est donné en Figure 8. Cet AR peut
être simplifié : les transitions récursives qui ne sont pas vraiment récursives peuvent être
lexicalisées. Ici, on peut effacer l’état(S/B)/S et remplacer la transition récursive qui
y fait référence entreS/B etS para. Ce n’est possible pour aucun autre état.
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S/B (S/B)/S

S B F
S/B b

(S/B)/S

a

a

FIG. 8 – Un autre AR reconnaissantanbn

Les ARs produisent les mêmes structures que les GCs unidirectionnelles, c’est-à-
dire ne faisant appel qu’au schémaFA. On espère donc, comme dans l’Exemple 8,
les apprendre à partir de peignes uniquement. Mais l’AR de laFigure 8 n’appartient à
aucun espace de recherche qui partirait d’un ensemble de peignes, parce qu’il comprend
des états qui ne sont pas accessibles à partir de l’été initial. On devra donc contraindre
un peu plus nos ARs (ou nos GCs unidirectionnelles) pour espérer les apprendre ainsi.

4.2 Apprentissage de GCs unidirectionnelles à partir de peignes

Quand les données de départ sont des chaînes uniquement, la stratégie d’apprentis-
sage employée par Kanazawa (Kanazawa, 1998) consiste à générer toutes les structures
possibles compatibles avec ces chaînes, avant de lancer l’algorithme d’inférence à partir
d’exemples structurés décrit en section 3.3. Nous proposons une nouvelle stratégie bien
moins coûteuse, adaptée à de nouvelles sous-classes de GCs.

Définition 12 (Nouvelles sous-classes de GCs)
Une GCG est ditesans catégorie inutilesi toute affectation d’une catégorie à un mot
du vocabulaire dansG est utilisée au moins une fois dans l’analyse syntaxique d’un
élément deL(G) (Kanazawa, 1998)). Soit :
GFA

k = {σ(G)|G ∈ Gk ∩ Gr et G est sans catégorie inutile etσ est une substitution
unificatrice pourG}.

Bien sûr, pour toutk ≥ 1, GFA

k ⊂ Gk ∩G/. De plus,
⋃

k≥1
{L(G)|G ∈ GFA

k } contient
tous les langages réguliers (cf. commentaires du Théorème 2, sachant queσ = Id peut
être considérée comme un cas particulier de substitution unificatrice) et certains lan-
gages algébriques (voir Example 8). Mais elle ne semble pas contenir tous les langages
algébriques et nous ne savons pas encore caractériser précisément son expressivité. Le
problème est qu’un état inutile parce que non accessible dans un AF (correspondant
à une catégorie inutile dans une GC) peut devenir utile bien que toujours inaccessible
après qu’une substitution ait été appliquée à l’AF pour le transformer en un AR. Le
théorème suivant explicite la propriété fondamentale des éléments deGFA

k .

Théorème 5
Pour toutk ≥ 1 et toute GCG ∈ GFA

k , il existe un ensemble finiD ⊂ FL(G) constitué
uniquement de peignes avec noeuds internesFA et il existeτ , une substitution unifica-
trice pourFG(D), tels queG = τ(FG(D)).
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Preuve 7 (Preuve du Théorème 5)
Pour toutG ∈ GFA

k , par définition,∃G′ ∈ Gk ∩Gr sans catégorie inutile et∃σ une sub-
stitution unificatrice pourG′ telles queG = σ(G′). Nous savons, d’après le Théorème 2
queGk ∩Gr est apprenable par exemples structurés. SoitD un ensemble caractéristique
d’exemples structurés pourG′ (voir (Kanazawa, 1998)).G′ est régulière, doncD n’est
constitué que de peignes avec noeuds internesFA. G′ est sans catégorie inutile, donc
elle appartient au résultat de l’algorithme BP appliqué auxdonnéesk etD (Kanazawa,
1998). Cela signifie qu’il existe une substitution unificatrice ρ pourFG(D) telle que
G′ = ρ(FG(D)). On a doncG = σ(G′) = σ(ρ(FG(D)). On prend doncτ = σ ◦ ρ.�

Le Théorème 5 signifie que les membres deGFA

k ont un ensemble caractéristique
qui n’est constitué que de peignes avec noeuds internesFA, et qu’ils appartiennent
donc au résultat de l’algorithme BP appliqué à cet ensemble.Cela suggère un nouvel
algorithme pour apprendre la classeGFA

k à partir de chaînes (voir l’Algorithme 1), qui
n’a pas besoin de générer toutes les structures possibles associées à ces chaînes.

Algorithm 1 algorithme qui infère des GCs dansGFA

k qui reconnaissent〈s0, ..., si〉

Require: 〈s0, ..., si〉 où∀i, si ∈ Σ+ etk
1: j ←− 0
2: repeat
3: Cj ←− {s0, ..., sj} \\ essayerCj comme ensemble caractéristique
4: associer une structure de peignes avec noeudsFA à tous les éléments deCj

5: appliquer l’algorithme BP à cet ensemble pour obtenir l’ensembleRj,k ⊂ Gk

des GCs sans catégorie inutile compatibles avec lui
6: supprimer les éléments deRj,k dont le langage de chaînes ne contient pas

{sj+1, ..., si}
7: j ←− j + 1
8: until (j = i + 1) OR (Rj,k 6= ∅)

Ensure: Rj,k : un ensemble de GCs deGFA

k qui reconnaissent〈s0, ..., si〉

Les GCs deGFA

k sont au plusk-valuées. Mais la valeur dek requise par l’Algorithme
1 peut être plus grande que celle requise par l’algorithme BP. Les GCs deGFA

k sont en
quelque sorte sous une certaine forme normale : elles ne produisent que des peignes ou
des adjonctions de peignes. Le Théorème 5 assure que, pour toute grammaireG ∈ GFA

k

produisantL(G) = 〈si〉i∈N, l’Algorithme 1 contient, à la limite,G parmi ses résultats.

5 Conclusion

Cette étude est un premier pas pour intégrer dans un même cadre les travaux réalisés
en inférence grammaticale de langages réguliers et ceux réalisés en apprentissage de
grammaires catégorielles. Les premiers bénéfices de ce rapprochement sont l’obtention,
sans beaucoup d’efforts, de résultats originaux, et surtout une meilleure compréhension
de la nature des opérations de généralisation utilisées dans chacune des deux approches.
Une autre conséquence, sans doute moins attendue, de ce travail, est la définition d’une
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nouvelle classe d’automates qui étend naturellement celledes automates finis tout en
entretenant des liens forts avec les grammaires catégorielles unidirectionnelles.

Ce rapprochement montre surtout que le domaine de l’inférence grammaticale de
langages algébriques n’est peut-être pas si différente qu’on le pensait de l’inférence de
langages réguliers. Dans les langages réguliers, les structures se déduisent directement
des chaînes. Quand, en revanche, il s’agit d’apprendre un langage algébrique à partir de
chaînes, les structures possibles sont sous-déterminées.D’où l’idée, finalement assez
naturelle, de chercher une forme normale pour représenter les langages algébriques
qui contraigne le plus possible les structures sous-jacentes. Cette première approche
demande bien sûr à être complétée et approfondie, notammentpour voir si elle recoupe
ou non des travaux déjà effectués en inférence de grammairesalgébriques.
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Abstract : Dans cet article, nous introduisons une nouvelle paramétrisation des
Séparateurs à Vaste Marge (SVM) appeléeFβ SVM. Cette dernière permet d’ef-
fectuer un apprentissage basé sur l’optimisation de la fonction Fβ au lieu de
l’erreur de classification habituelle. Les expériences montrent les avantages d’une
telle démarche par rapport à la formulationsoft-marginstandard (avec les écarts à
la marge au carré) lorsque l’on accorde une importance différente à la précision et
au rappel. Une procédure automatique basée sur le scoreFβ de généralisation est
ensuite introduite pour sélectionner les paramètres du modèle. Cette procédure
repose sur les résultats de Chapelle, Vapnik et al. (Chapelle et al., 2002) concer-
nant l’utilisation de méthodes basées sur le gradient dans le cadre de la sélection
de modèles. Les dérivées de la fonction de perteFβ par rapport à la constante
de régularisationC et à la largeurσ d’un noyau gaussien sont définies formelle-
ment. A partir de là, les paramètres du modèle sont sélectionnés en effectuant
une descente de gradient de la fonction de perteFβ dans l’espace des paramètres.
Les expériences sur des données réelles montrent les bénéfices de cette approche
lorsque l’on cherche à optimiser le critèreFβ .

1 Introduction

Support Vector Machines (SVM) introduced by Vapnik (Vapnik, 1995) have been widely
used in the field of pattern recognition for the last decade. The popularity of the method
relies on its strong theoretical foundations as well as on its practical results. Perfor-
mance of classifiers is usually assessed by means of classification error rate or by In-
formation Retrieval (IR) measures such as precision, recall, Fβ , breakeven-point and
ROC curves. Unfortunately, there is no direct connection between these IR criteria and
the SVM hyperparameters: the regularization constantC and the kernel parameters. In
this paper, we propose a novel method allowing the user to specify his requirement in
terms of theFβ criterion. First of all, theFβ measure is reviewed as a user specification
criterion in section 2. A new SVM parametrization dealing with theβ parameter is in-
troduced in section 3. Afterwards, a procedure for automatic model selection according
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to Fβ is proposed in section 4. This procedure is a gradient-basedtechnique derived
from the results of Chapelle, Vapnik et al. (Chapelleet al., 2002). Finally, experiments
with artifical and real-life data are presented in section 5.

2 User specifications with theFβ criterion

Precision and recall are popular measures to assess classifiers performance in an infor-
mation retrieval context (Sebastiani, 2002). Therefore, it would be convenient to use
these evaluation criteria when formulating the user specifications. For instance, let us
consider the design of a classifier used to retrieve documents according to topic. Some
users prefer to receive a limited list of relevant documentseven if this means losing
some interesting ones. Others would not want to miss any relevant document at the cost
of also receiving non-relevant ones. Those specifications correspond respectively to a
high precision and a high recall.

The two previous measures can be combined in a uniqueFβ measure in which the
paramaterβ specifies the relative importance of recall with respect to precision. Setting
β equals to 0 would only consider precision whereas takingβ = ∞ would only take
recall into account. Moreover, precision and recall are of equal importance when using
theF1 measure. The contingency matrix and estimations of precision, recall andFβ are
given hereafter.

Target: +1 Target: -1
+1 True Pos. (#TP ) False Pos. (#FP )
-1 False Neg. (#FN ) True Neg. (#TN )

Precisionπ #TP
#TP+#FP

Recallρ #TP
#TP+#FN

Fβ
(β2+1)πρ

β2π+ρ

3 Fβ Support Vector Machines

In this section, we introduce a new parametrization of SVM allowing to formulate user
specifications in terms of theFβ criterion. To do so, we establish a relation between the
contingency matrix and the slack variables used in the soft-margin SVM setting. Based
on this link, we devise a new optimization problem which maximizes an approximation
of theFβ criterion regularized by the size of the margin.

3.1 Link between the contingency matrix and the slacks

Let us consider a binary classification task with a training set Tr = {(x1, y1), . . . ,
(xn, yn)} wherexi is an instance in some input spaceX andyi ∈ {−1, +1} rep-
resents its category. Letn+ andn− denote respectively the number of positive and
negative examples. The soft-margin formulation of SVM allows examples to be miss-
classified or to lie inside the margin by the introduction of slack variablesξ in the
problem constraints:
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OP1 Minimize W (w, b, ξ) = 1
2‖w‖

2 + C.Φ(ξ)

s.t.

{

yi(〈w, xi〉+ b) ≥ 1− ξi ∀ i = 1..n
ξi ≥ 0 ∀ i = 1..n

wherew andb are the parameters of the hyperplane.

TheΦ(.) term introduced in the objective function is used to penalize solutions pre-
senting many training errors. For any feasible solution(w, b, ξ), missclassified training
examples have an associated slack value of at least 1. The situation is illustrated in fig-
ure 1. Hence, it seems natural to chose a function counting the number of slacks greater
or equal to 1 as penalization functionΦ(.). Unfortunately, the optimization of such a
function combined with the margin criterion turns out to be amixed-integer problem
known to be NP-hard (Schölkopf & Smola, 2002). In fact, two approximations of the
counting function are commonly used:Φ(ξ) =

∑n
i=1 ξi (1-norm) andΦ(ξ) =

∑n
i=1 ξ2

i

(2-norm). These approximations present two peculiarities: 1) The sum of slacks related
to examples inside the margin might be considered as errors.2) Examples with a slack
value greater than 1 might contribute as more than one error.However, the use of these
approximations is computationally attractive as the problem remains convex, quadratic
and consequently solvable in polynomial time. In the sequel, we will focus on the
2-norm alternative.

Figure 1: Soft-margin SVM and associated slacks

The computation of the preceding approximations separately for different class labels
allows to bound the elements of the contingency matrix.

Proposition 1
Let (w,b,ξ) be a solution satisfying the constraints of OP1. The following bounds holds
for the elements of the contingency matrix computed on the training set:
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• #TP ≥ n+ −
∑

{i|yi=+1}

ξ2
i • #FP ≤

∑

{i|yi=−1}

ξ2
i

• #FN ≤
∑

{i|yi=+1}

ξ2
i • #TN ≥ n− −

∑

{i|yi=−1}

ξ2
i

These bounds will be called the slack estimates of the contingency matrix. It should
be noted that they also could have been formulated using the 1-norm approximation.

3.2 TheFβ parametrization

Let us introduce a parametrization of SVM in which a regularizedFβ criterion is op-
timized. TheFβ function can be expanded using the definition of precision and recall
as:

Fβ =
(β2 + 1)πρ

β2π + ρ
=

(β2 + 1)#TP

(β2 + 1)#TP + β2#FN + #FP

The optimal value forFβ (≤ 1) is obtained by minimizingβ2#FN +#FP . Replacing
#FN and#FP by their slack estimates and integrating this into the objective function
leads to the following optimization problem:

OP2 Minimize W (w, b, ξ) =
1

2
‖w‖2 + C.[β2.

∑

{i|yi=+1}

ξ2
i +

∑

{i|yi=−1}

ξ2
i ]

s.t.

{

yi(〈w, xi〉+ b) ≥ 1− ξi ∀ i = 1..n
ξi ≥ 0 ∀ i = 1..n

The relative importance of theFβ criterion with respect to the margin can be tuned
using the regularization constantC. Since the slack estimates for#FP and#FN are
upper bounds, OP2 is based on a pessimistic estimation of theFβ . OP2 can be seen
as an instance of the SVM parametrization considering two kinds of slacks with the
associated regularization constantsC+ andC− (Nello Critianini, 2002). In our case,
the regularization constants derive from theβ value, i.e. C+ = Cβ2 andC− = C.
It should be pointed out that whenβ = 1, OP2 is equivalent to the traditional 2-norm
soft-margin SVM problem.

The optimization of theFβ criterion is closely related to the problem of training a
SVM with an imbalanced dataset. When the prior of a class is byfar larger than the
prior of the other class, the classifier obtained by a standard SVM training is likely to
act as the trivial acceptor/rejector (i.e. a classifier always predicting+1, respectively
−1). To avoid this inconvenience, some authors (Veropouloset al., 1999) have intro-
duced different penalities for the different classes usingC+ andC−. This method has
been applied in order to control the sensitivity1 of the model. However, no automatic
procedure has been proposed to choose the regularization constants with respect to the

1The sensitivity is the rate of true positive examples and is equivalent to recall.
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user specifications. Recently, this technique has been improved by artificially oversam-
pling the minority class (Akbaniet al., 2004). Other authors (Amerioet al., 2004) have
proposed to select a unique regularization constantC through a bootstrap procedure.
This constant is then used as a starting point for tuningC+ andC− on a validation set.

4 Model selection according toFβ

In the preceding section, we proposed a parametrization of SVM enabling the user to
formulate his specifications with theβ parameter. In addition, the remaining hyperpa-
rameters, i.e. the regularization constant and the kernelsparameters, must be selected.
In the case of SVM, model selection can be made using the statistical properties of
the optimal hyperplane, thus avoiding the need of performing cross-validation. Indeed,
several bounds of the leave-one-out (loo) error rate can be directly derived from the pa-
rameters of the optimal hyperplane expressed in dual form (Vapnik & Chapelle, 2000;
Schölkopfet al., 1999; Joachims, 2000). A practical evaluation of several of these
bounds has been recently proposed in (Duanet al., 2003). Moreover, Chapelle, Vapnik
et al. (Chapelleet al., 2002) have shown that the hyperplane dual parameters are dif-
ferentiable with respect to the hyperparameters. This allows the use of gradient-based
techniques for model selection (Chapelleet al., 2002; Chunget al., 2003). In this sec-
tion, we propose a gradient-based algorithm selecting automaticallyC and the widthσ
of a gaussian kernel2 according to the generalizationFβ score.

4.1 The generalizationFβ loss function

It has been proved by Vapnik (Vapnik, 1998) that for an example (xi, yi) producing
a loo error,4αiR

2 ≥ 1 holds, whereR is the radius of the smallest sphere enclosing
all the training examples andαi is thei-th dual parameter of the optimal hyperplane.
This inequality was originally formulated for the hard-margin case. However, it can
be applied to the 2-norm soft-margin SVM as the latter can be seen as a hard margin
problem with a transformed kernel (Cortes & Vapnik, 1995; Nello Critianini, 2002).
Using the preceding inequality, one can build an estimator of the generalizationFβ

score of a given model. Alternately, it is possible to formulate a loss function following
the reasoning developed in section 3.2:

LFβ
(α, R) , 4R2



β2
∑

{i|yi=+1}

αi +
∑

{i|yi=−1}

αi





4.2 The model selection algorithm

We introduce here an algorithm performing automatic model selection according to
theFβ criterion. It selects the model by performing a gradient descent of theFβ loss

2k(xi , xj ) = exp(−‖xi − xj‖
2/2σ2)
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function over the set of hyperparameters. For the sake of clarity, C andσ, are gathered
in a single vectorθ. The model selection algorithm is sketched hereafter.

Algorithm Fβ MODELSELECTION

Input : Training setTr = (x1, y1), . . . , (xn, yn)
Initial values for the hyperparametersθ0

Precision parameterε
Output : Optimal hyperparametersθ∗

SVM optimal solutionα∗ usingθ∗

α0 ← trainFβSVM(Tr, θ0);
(R, λ)0 ← smallestSphereRadius(Tr, θ0);

repeat

θt+1 ← updateHyperparameters(θt, αt, Rt, λt);
αt+1 ← trainFβSVM(Tr, θt+1);
(R, λ)t+1← smallestSphereRadius(Tr, θt+1);
t ← t + 1;

until |LFβ
(αt, Rt)− LFβ

(αt−1, Rt−1)| < ε;
return {θt, αt}

ThetrainFβSVM function solves OP3, the dual problem of OP2, which has the same
form as the dual hard-margin problem (Schölkopf & Smola, 2002):

OP3 Maximize W (α) = −
1

2

n
∑

i,j=1

αiαjyiyjk
′(xi, xj) +

n
∑

i=1

αi

s.t.

{ ∑n

i=1 αiyi = 0
αi ≥ 0 ∀ i = 1..n

with a transformed kernel:

k′(xi, xj) =

{

k(xi, xj) + δij .
1

Cβ2 if yi = +1

k(xi, xj) + δij .
1
C

if yi = −1

whereδij is the Kronecker delta andk(., .) is the original kernel function.

The radius of the smallest sphere enclosing all the examplescomputed by thesmal-
lestSphereRadius function is obtained by taking the square root of the objective
function optimal value in the following optimization problem (Schölkopf & Smola,
2002):
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OP4 Maximize W (λ) =

n
∑

i=1

λik
′(xi, xi)−

n
∑

i,j=1

λiλjk
′(xi, xj)

s.t.

{
∑n

i=1 λi = 1
λi ≥ 0 ∀ i = 1..n

The optimization problems OP3 and OP4 can be solved in polynomial time inn, e.g.
using an interior point method (Vanderbei, 1994). Furthermore, the solution to OP3,
respectively OP4, at a given iteration can be used as a good starting point for the next
iteration.

At each iteration, the hyperparameters can be updated by means of a gradient step :
θ

t+1 = θ
t − η.∂LFβ

/∂θ whereη > 0 is the updating rate. However, second order
methods often provide a faster convergence, which is valuable since two optimization
problems have to be solved at each iteration. For this reason, theupdateHyperpara-
meters function relies on the BFGS algorithm (Fletcher & Powell, 1963), a quasi-
Newton optimization technique. The time complexity of theupdateHyperparameters

function isO(n3) since it is dominated by the inversion of a possiblyn×n matrix (see
section 4.3). The derivatives of theFβ loss function with respect to the hyperparameters
are detailed in the next section. The algorithm is iterated until the Fβ loss function no
longer changes by more thanε.

4.3 Derivatives of theFβ loss function

The derivatives of the transformed kernel function with respect to the hyperparameters
are given by:

∂k′(xi, xj)

∂C
=







−1/(C2β2) if i = j andyi = +1
−1/C2 if i = j andyi = −1
0 otherwise

∂k′(xi, xj)

∂σ2
= k(xi, xj)

‖xi − xj‖
2

2σ4

The derivatives of the squared radius can then be obtained applying the lemma 2 of
Chapelle, Vapnik et al. (Chapelleet al., 2002):

∂R2

∂θ
=

n
∑

i=1

λi

∂k′(xi, xi)

∂θ
−

n
∑

i,j=1

λiλj

∂k′(xi, xj)

∂θ

whereθ ∈ {C, σ2}. The derivation of the hyperplane dual parameters proposedin
(Chapelleet al., 2002) follows:

∂(α, b)

∂θ
= −H−1 ∂H

∂θ
(α, b)T , H =

(

yT Ky y

yT 0

)
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whereK is the kernel matrix andy is the vector of examples labels. TheH matrix is
derived by using the preceding kernel function derivatives. It should be stressed that
only examples corresponding to support vectors have to be considered in the above
formula. Finally, the derivative ofLFβ

(., .) with respect to a hyperparameterθ is given
by:

∂LFβ
(α, R)

∂θ
= 4

∂R2

∂θ



β2
∑

{i|yi=+1}

αi +
∑

{i|yi=−1}

αi





+ 4R2



β2
∑

{i|yi=+1}

∂αi

∂θ
+

∑

{i|yi=−1}

∂αi

∂θ





5 Experiments

We performed several experiments to assess the performanceof theFβ parametrization
and the model selection algorithm. First, theFβ parametrization was tested with posi-
tive and negative data inR10 drawn from two largely overlapping normal distributions.
The priors for positive and negative classes were respectively 0.3 and 0.7. It is usually
more difficult to obtain a good recall when data are unbalanced in this way. Experi-
ments were carried out using training sets of 600 examples, afixed test set of 1,000
examples and a linear kernel. A comparison between theFβ parametrization and the 2-
norm soft-margin SVM withC = 1 is displayed in figure 2. For eachβ considered, the
training data were resampled 10 times in order to produce averaged results. In this set-
ting, our parametrization obtained betterFβ scores than the standard soft-margin SVM,
especially when a high recall was requested. The second partof the figure 2 presents
the evolution of precision, recall and theFβ score for differentβ values.

Figure 2: TheFβ parametrization tested with artificially generated data. Left: compari-
son between the standard 2-norm soft-margin SVM and theFβ parametrization. Right:
Evolution of precision, recall and of theFβ score accoring to differentβ values.
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Afterwards, our parametrization was tested using several class priors. The exper-
imental setup was unchanged except for the class priors while generating the training
and test data. Figure 3 shows the evolution of theFβ score obtained by our parametriza-
tion and by the 2-norm soft-margin SVM using several class priors. For the standard
2-norm soft-margin SVM, one notes that the effect of the priors is particularly impor-
tant when positive examples are few in numbers and that a highrecall is requested. In
this setting, our parametrization outperformed the standard 2-norm soft-margin SVM
by more than 0.1.

Figure 3: TheFβ parametrization tested using artificially generated data with several
class priors. Top:Fβ scores obtained on the test set using theFβ parametrization.
Bottom:Fβ scores obtained on the test set using the standard 2-norm soft-margin SVM.
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The model selection algorithm was first tested with data generated as in the previ-
ous paragraph. The hyperparametersC andσ were initialized to 1 and the precision
parameterε was set to10−6. Our objective was to investigate the relation between the
minimization of theFβ loss function and theFβ score obtained on unknown test data.
The figure 4 shows the evolution of theFβ loss function during the gradient descent,
usingβ = 2. The associated precision, recall andFβ scores on test data are displayed
in the bottom of the figure 4. Even if the optima of theFβ loss function and theFβ

score do not match exactly, one can observe that goodFβ scores were obtained when
theFβ loss function is low. After 35 iterations, the classifier obtained aFβ score close
to 0.9 with the hyperparametersC = 4.33 andσ = 1.94.

Figure 4: TheFβ model selection algorithm tested with artificially generated data and
with β = 2. Top: the evolution of theFβ loss function during the gradient descent.
Bottom: the related values of precision, recall andFβ score on independent test data.

The model selection algorithm was then compared to the Radius-Margin (RM) based
algorithm (Chapelleet al., 2002) using theDiabetes dataset (Blake & Merz, 1998).
This dataset contains 500 positive examples and 268 negative examples. It was ran-
domly split into a training and a test set, each one containing 384 examples. In this
setting, it is usually more difficult to obtain a classifier with a high precision. The
same initial conditions as before were used. The RM based algorithm select the model
parameters of the 2-norm soft-margin SVM according to the RMestimator of the gen-
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eralization error rate. It should be pointed out that whenβ = 1, both methods are
equivalent since the same function is optimized. The comparison is illustrated in the
first part of the figure 5. As expected, our method provided better results whenβ moves
far away from value 1. The influence of theβ parameter on precision, recall and theFβ

score can be observed in the second part of the figure 5.

Figure 5: TheFβ model selection algorithm tested with theDiabetes dataset. Left:
Comparison between theFβ model selection algorithm and the radius-margin based
method. Right: Evolution of precision, recall and of theFβ score accoring to different
β values.

6 Conclusion

We introduced in this paperFβ SVMs, a new parametrization of support vector ma-
chines. It allows to formulate user specifications in terms of Fβ , a classical IR measure.
Experiments illustrates the benefits of this approach over astandard SVM when preci-
sion and recall are of unequal importance. Besides, we extended the results of Chapelle,
Vapnik et al. (Chapelleet al., 2002) based on the Radius-Margin (RM) bound in order
to automatically select the model hyperparameters according to the generalizationFβ

score. We proposed an algorithm which performs a gradient descent of theFβ loss
function over the set of hyperparameters. To do so, the partial derivatives of theFβ

loss function with respect to these hyperparameters have been formally defined. Our
experiments on real-life data show the advantages of this method compared to the RM
based algorithm when theFβ evaluation criterion is considered.

Our future work includes improvements to the model selection algorithm in order to
deal with larger training sets. Indeed, it is possible to usea sequential optimization
method (Keerthiet al., 2000) in thesmallestSphereRadius function and chunking
techniques (Joachims, 1998; Schölkopf & Smola, 2002) in the trainFβSVM function.
This typically allows to solve problems with more than104 variables. Moreover, we be-
lieve that the inverse matrixH−1 can be computed incrementally during the chuncking
iterations, using the Schur inversion formula for block matrices (Meyer, 2000).
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Kernel Basis Pursuit
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Résuḿe : Les méthodes à noyaux sont largement utilisées dans le domaine de la
régression. Cependant, ce type de problème aboutit à deux questions récurrentes :
comment optimiser le noyau et comment régler le compromis biais-variance ?
L’utilisation de noyaux multiples et le calcul du chemin complet de régularisation
permettent de faire face simplement et efficacement à ces deux tâches. L’intro-
duction de noyaux multiples est également un moyen de fusionner des sources
d’information hétérogènes.
Notre approche est inspirée de l’algorithmeBasis Pursuit(Chenet al., 1998).
Nous avons suivi la méthode de Vincent et Bengio pour la non-linéarisation du
Basis Pursuit(Vincent & Bengio, 2002).
Cet article présente une solution simple et parcimonieusepour le problème de
régression par méthode à noyaux multiples. Nous avons utilisé la formulation du
LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) (Tibshirani, 1996),
basée sur une régularisationL1, et l’algorithme du LARS (Stepwise Least Angle
Regression) (Efron et al., 2004) pour la résolution. La régularisationL1 est un
gage de parcimonie tandis que le calcul du chemin complet de régularisation,
via le LARS, permet de définir de nouveaux critères pour trouver le compro-
mis biais-variance optimal. Nous présenterons également une heuristique pour le
réglage des paramètres du noyau, afin de rendre la méthodecomplètement non
paramétrique.
Mots-clés: Régression, Noyaux Multiples, LASSO, Méthode Non-Paramétrique

Abstract : Kernel methods have been widely used in the context of regression.
But every problem leads to two major tasks: optimizing the kernel and setting the
fitness-regularization compromise. Using multiple kernels and Basis Pursuit is a
way to face easily and efficiently these two tasks. On top of that, it enables us to
deal with multiple and heterogeneous sources of information.

Our approach is inspired by the Basis Pursuit algorithm (Chen et al., 1998). We
use Vincent and Bengio’s method (Vincent & Bengio, 2002) to kernelize the Basis
Pursuit and introduce the ability of mixing heterogeneous sources of information.

1This work was supported in part by the IST Program of the European Community, under the PASCAL
Network of Excellence, IST-2002-506778. This publicationonly reflects the authors’ views.
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This article aims at presenting an easy, efficient and sparsesolution to the multiple
Kernel Basis Pursuit problem. We will use the Least AbsoluteShrinkage and
Selection Operator (LASSO) formulation (Tibshirani, 1996) (L1 regularization),
and the Stepwise Least Angle Regression (LARS) algorithm (Efron et al., 2004)
as solver. The LARS provides a fast and sparse solution to theLASSO. The fact
that it computes the optimal regularization path enables usto propose new auto-
adaptive hyper-parameters for the fitness-regularizationcompromise. We will
also propose some heuristics to choose the kernel parameters. Finally, we aim at
proposing a parameter free, sparse and fast regression method.

Key words: Regression, Multiple Kernels, LASSO, Parameter Free.

1 Introduction

The context of our work is the following: we wish to estimate the functional dependency
between an inputx and an outputy of a system given a set of examples{(xi, yi), xi ∈
X , yi ∈ Y, i = 1 . . . n} which have been drawn i.i.d from an unknown probability law
P (X, Y ). Thus, our aim is to recover the functionf which minimizes the following
risk

R[f ] = E{(f(X) − Y )2} (1)

but asP (X, Y ) is unknown, we have to look for the functionf which minimizes the
empirical risk :

Remp[f ] =
n

∑

i=1

(f(xi) − yi)
2 (2)

This problem is ill-posed and a classical way to turn it into awell-posed one is to use
regularization theory (Tikhonov & Arsénin, 1977; Girosiet al., 1995). In this con-
text, the solution of the problem is the functionf ∈ H that minimizes the regularized
empirical risk :

Rreg[f ] =
1

n

n
∑

i=1

(yi − f(xi))
2 + λΩ(f) (3)

whereH is the hypothesis space,Ω is a functional which measures the smoothness of
f andλ a regularization parameter (Wahba, 1990). Under general conditions onH
(Reproducing Kernel Hilbert Space) (Kimeldorf & Wahba, 1971), the solution of this
minimization problem is of the form:

f(x) =

n
∑

i=1

βiK(xi, x) (4)

whereK is the reproducing kernel ofH.
The objective of this paper is two-fold: to propose a method to build a sparse kernel-

based solution for this regression problem and to introducenew solutions for the bias-
variance compromise problem. The question of the sparsity of the solutionf can be
addressed in two different ways. The first approach is to use aregularization term in
equation 3 that imposes sparsity ofβ whereas the second one is based on stepwise
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method consisting in adding functions from a dictionary. The bias-variance problem
involves several parameters, especially the kernel parameters and the hyper-parameter
trading between goodness-of-fit and regularization.

Our solution is based oǹ1 regularization, we useΩ = ‖β‖`1 in equation 3. This for-
mulation is called the Least Absolute Shrinkage and Selection Operator (LASSO) (Tib-
shirani, 1996), it will enable us to improve sparsity. Our solver relies on the Stepwise
Least Angle Regression (LARS) algorithm (Efronet al., 2004), which is an iterative
forward algorithm. Thus, the sparsity of the solution is closely linked to the efficiency
of the method. We use Vincent and Bengio’s strategy (Vincent& Bengio, 2002) to
kernelize the resulting method. Finally, we end at the Kernel Basis Pursuit algorithm.

Associated with this learning problem, there are two major tasks to build a good re-
gression function with kernel: optimizing the kernel and choosing a good compromise
between fitness and regularization. The use of multiple kernels is a way to make the
first task easier. We will use the optimal path regularization properties of the LARS to
propose new heuristics, in order to set dynamically the fitness-regularization compro-
mise.

In section 2, we will compare two approaches to the question of sparsity: the Match-
ing Pursuit and the Basis Pursuit. We will explain the building and the use of the
multiple kernels, combined with the LARS in section 3. Our results on synthetic and
real data are presented in section 4. Section 5 gives our conclusions and perspectives
on this work.

2 Basis vs Matching Pursuit

Two common strategies are available to face the problem of building a sparse regres-
sion functionf . The first one relies on an iterative building off . At each stepk, the
comparison between the targety and the functionfk leads to add a new source of infor-
mation to buildfk+1. This approach is fast but it is greedy and thus sub-optimal.The
second solution consists in solving a learning problem, by minimizing the regularized
empirical risk of equation 3.

Mallat and Zhang introduced the Matching Pursuit algorithm(Mallat & Zhang, 1993):
they proposed to construct a regression functionf as a linear combination of elemen-
tary functionsg picked from a finite redundant dictionaryD. This algorithm is iterative
and one new functiong is introduced at each step, associated with a weightβ. At step
k, we get the following approximation off :

fk =
k

∑

i=1

βigi (5)

Given Rk, the residue generated byfk, the functiongk+1 and its associated weight
βk+1 are selected according to:

(gk+1, αk+1) = argming∈D,β∈R
‖Rk − βg‖2 (6)

The improvements described by Pati et al. (Orthogonal Matching Pursuit algorithm)
(Pati et al., 1993) keep the same framework, but optimize all the weightsβi at each
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step. A third algorithm called pre-fitting (Vincent & Bengio, 2002) enables us to choose
(gk+1, βk+1) according toRk+1.

All those methods are iterative and greedy. The different variations improve the
weights or the choice of the functiong but the main characteristic remains unchanged.
Matchin Pursuit does not allow to get rid of a previous sourceof information, which
means that its solution is sub-optimal. The approach of Chenet al. (Chenet al., 1998)
is really different: they consider the whole dictionary of functions and look for the best
linear solution (equation 5) to estimatey, namely, the solution which minimizes the
regularized empirical risk. UsingΩ = ‖β‖`1 leads to the LASSO formulation. Such a
formulation requires costly and complex linear programming (Chen, 1995) or modified
EM implementation (Grandvalet, 1998) to be solved. Finallyit enables them to find an
exact solution to the regularized learning problem.

The Stepwise Least Angle Regression (LARS) (Efronet al., 2004) offers new oppor-
tunities, by combining an iterative and efficient approach with the exact solution of the
LASSO. The fact that the LARS begins with an empty set of variables, combined with
the sparsity of the solution explains the efficiency of the method. The ability of deleting
dynamically useless variables enables the method to converge to the exact solution of
the LASSO problem.

3 Learning with multiple kernels

3.1 Building a multiple kernel regression function

Vincent and Bengio (Vincent & Bengio, 2002) propose to treatthe kernelK exactly in
the same way as the matrixX . Each column ofK is then a source of information that
can be added to the linear regression modelf . Given an input vectorx and a parametric
mapping functionΦθ defined by

Φθ : R
d F

x → Φθ(x) = Kθ(x, ·) (7)

whereF is the spanned feature space, we considerKθ(x, .) as a source of information.
It becomes easy to deal with multiple mapping functionsΦi. The multiple resulting

kernelsKi are placed side by side in a big matrixK:

K =
[

K1 . . . Ki . . . KN

]

(8)

N is the number of kernels. In this situation, each source of informationKi(xj , ·) is
characterized by a pointxj of the learning set and a kernel parameteri. The number of
information sources is thens = nN andK ∈ R

n×s.
The learning problem becomes a variable selection problem where theβi coefficients

can be seen as the weights of the sources of information. We simplify the notations:

f =

N
∑

i=1

n
∑

j=1

βijKi(xj , ·) =

s
∑

i=1

βiK(i, ·) = Kβ (9)
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It is important to note that no assumption is made on the kernel Kθ which can be
non-positive.K can associate kernels of the same type (e.g. Gaussian) with different
parameter values as well as different types of kernels (e.g.Gaussian and polynomial).
The resulting matrixK is neither positive definite or square.

3.2 LARS

The LARS (Efronet al., 2004) is a stepwise iterative algorithm which provides an exact
to minimization of the regularized empirical risk (equation 3) withΩ = ‖β‖`1 . We use
the following formulation, which is equivalent to the LASSO:

minβ ‖y − Kβ‖2

With respect to:‖β‖`1 ≤ t
(10)

We denote byβi the regression coefficient associated to theith source of information
and byŷ(j) = Kβ(j) the regression function at stepj. More generally, we will use
exponent to characterize the iteration. LARS is made of the following main steps:

1. Initialization: the active set of information sourceA is empty, allβ coefficients
are set to zero.

2. Computation of the correlation between the sources of information and the residue.
The residueR is defined byR = y − ŷ.

3. The most correlated source is added to the active set.

A = {A arg max
i,θ

(|KT
θ (xi, ·)R|)} (11)

4. Definition of the best direction in the active set:−→uA This is the most expensive
part of the algorithm in time computation since it requires the inversion of the
matrixKT

AKA.

5. The original part of the algorithm resides in the computation of the stepγ. The
idea is to computeγ such as two functions are equi-correlated with the residue
(cf Fig. 1) whereas Ordinary Least Square (OLS) algorithm definesγ such as−→uA

and
−−−−−→
ŷ(j+1), y become orthogonal.

6. The regression function is updated:

ŷ(j+1) = ŷ(j) + γ−→uA (12)

It is necessary to introduce the ability of suppressing a function from the active set to
fit the LASSO solution, namely to turn the forward algorithm into a stepwise method.
When the sign of aβi changes during the update (equation (12), the stepγ is reduced so
that thisβi becomes zero. Then, the corresponding source is removed from the active
set and an optimization is performed over the new active set.

Solving the LASSO is really fast with this method, due to the fact that it is both
forward and sparse. The first steps are not expensive, because of the small size of the
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−→
uA

y

ŷ
3

A

ŷ
2

Figure 1: Computation of the stepγ betweenŷ(2) and ŷ(3). The plane denotedA
represents the space spanned by the active set.

active set, then it becomes more and more time consuming withiterations. But the
sparsity of̀ 1 regularization limits the number of required iterations. LARS begins with
an empty active set whereas linear programming and other backward methods begin
with all functions and require to solve high dimensional linear system to put irrelevant
coefficients to zero. Given the fact that only one point is added (or removed) during
an iteration, it is possible to update the inverted matrix ofstep four instead of fully
computing it. This leads to a simple-LARS algorithm, similarly to the simple-SVM
formulation (Loosliet al., 2004), which also increases the speed of the method.

3.3 Optimization of regularization parameter

One of the most interesting property of the LARS is the fact that it computes the whole
regularization path. The regularization parameterλ of equation 3 is equivalent to the
boundt of equation 10. At each step, the introduction of a new sourceof information
leads to an optimal solution, corresponding to a given valueof t. In the other classical
algorithms,λ is seta priori and optimized by cross-validation. The LARS enables us
to compute a set of optimal solutions corresponding to different values oft, with only
one learning stage. It also enables us to optimize the value of t dynamically, during the
learning stage.

Finding a good setting fort is very important: whent becomes too large, the re-
sulting regression function is the same as the Ordinary Least Square (OLS) regression
function. Hence, it requires the resolution of linear system of sizes× s. Early stopping
should enable us to decrease the time computation (which is linked to the sparsity of
the solution) as well as to improve the generalization of thelearning (by regularizing).

3.3.1 Different compromise parameters

The computation of the complete regularization path offersthe opportunity to set the
compromise parameter dynamically (Bachet al., 2004). The first step is to look for
different expressions of the regularization parametert of equation (10). The aim is to
find the most meaningful one, namely the easiest way to set this parameter.
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- The original formulation of the LARS relies on the compromise parametert which
is a bound on the sum of the absolute values of theβ coefficients.t is difficult to set
because it is somewhat meaningless.

- It is possible to apply Ljung criterion (Ljung, 1987) on theautocorrelation of the
residue. The parameter is then a threshold which decides when the residue can be
considered as white noise.

- Another solution consists in the study of the evolution of loss functioǹ (yi, f
j
θ (xi))

with regards to the stepj. The criterion is a bound on the variation of this cost.

- ν-LARS. It is possible to define a criterion on the number of support vectors or on
the rate of support vectors among the learning set. It is important to note that the
ν threshold is then a hard threshold, whereas in theν-SVM method whereν can be
seen as an upper bound on the rate of support vectors (Schölkopf & Smola, 2002).

However, all these methods require the setting of a parameter a priori. The value of
this parameter is estimated by cross-validation.

3.3.2 Trap source

We propose another method based on a trap parameter. The ideais to introduce one
or many sources of information that we do not want to use. Whenthe most correlated
source with the residue belongs to the trap set, the learningprocedure is stopped.

The trap sources of information can be built on different heuristics:

- according to the original signal noise when there exists prior knowledge on the data,

- with regards to the distribution of the learning points, toprevent overfitting (cf Fig.
2), in this case, a Gaussian kernelK = Kσof

is added to the information sources,
with σof very small,

- by adding random variables among the sources of information (with Gaussian or uni-
form distribution). This kind of heuristic has already beenused in variable selection
(Bi et al., 2003).

The use of a trap scale is closely linked to the way that LARS selects the sources
of information. As seen in section 3.2, the selected source of information at a given
iteration is the most correlated with the residue. Those heuristics are based on the
meaning of the trap scale: the learning stage should be stopped when the residue is
most correlated respectively with the noise, with only one source of information or
with an independent random variable generated according tothe uniform distribution.
This means that no more relevant information is present in the sources that are not in
the active set.
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Figure 2: Illustration of a trap scale based on overfitting heuristic (Gaussian kernel).
WhenKσ2

(x, ·) is the most correlated source of information with the residue, it means
that the error is caused by only one point, it is a way to detectthe beginning of overfit-
ting.

3.4 Optimizing kernel parameters

Instead of searching an optimal parameter (or parameter vector) for the problem, we
propose to find a key scale to fit the regions where there are thehighest point density in
the input space. We aim at finding a reference Gaussian parameter so that the two near-
est points in the input space have few influence on each other.This reference parameter
represents the smallest bandwidth which can be interestingfor a given problem. Then,
we propose to build a series of bigger Gaussian parameters from this scale to fit the
different densities of points that can append in the whole input space.

A one nearest neighbors is performed on the training data. Todescribe high density
regions, we focus on the shortest distances between neighbors. The key distanceDk is
defined as the distance betweenxi andxj , the two nearest points in the input space.The
corresponding key Gaussian parameterσk is defined so that:

K(xi, xj) =
1√

2πσk

exp

(

− D2
k

2σ2
k

)

= 0.1 (13)

That is to say, the bandwidthσk is designed so that a learning point has few influences
on its neighbors in high density regions. For more robustness, it is recommended to use
an improved definition ofDk. GivenS the set of the one-nearest-neighbor distances.
We defineDk as the mean of the 0.01 quantile ofS.

Then, a series of bandwidth is build as follow:

σ = {σk, σkp, σkp2, σkp3, σkp4, σkp5} (14)

We choose to set the cardinal ofσ to six, given the fact that experimental results are not
improved beyond this value. Cross validations over synthetic data lead to setp = 3.5.

Another advantage of multiple kernels is that the LARS will optimize the scale for
each point dynamically in the training stage. It offers the opportunity to adapt to the
local density of points of the input space.
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4 Experiments

We illustrate the efficiency of the methodology on syntheticand real data. Tables 1 and
2 present the results with two different algorithms: the SVMand the LARS. We use
four strategies to stop the learning stage of the LARS.

- LARS-
∑

i |βi| is the classical method where a bound is defined on the sum of the
regression coefficient. This bound is estimated by cross validation.

- ν-LARS is based on the fraction of support vectors.ν is also estimated by cross
validation.

- LARS-RV relies on the introduction of random variables as sources of information.
The learning stage is stopped when one of these sources is picked up as most corre-
lated with the residue.

- LARS-σs relies also on a trap scale, but this scale is built accordingto the distribution
the learning set. Selecting a source in this trap scale can beseen as overfitting. We
useσs = σk of equation (13).

To validate this approach, we compare the results with classical Gaussianε-SVM re-
gression, Parametersε, C andσ are optimized by cross validation. In order to distin-
guish the benefit of the LARS from the benefits of the multiple kernel learning, we also
give the results of LARS algorithm combined with single kernel.

4.1 Synthetic data

The learning ofcos(exp(ωt)) regression function, with random sampling show the mul-
tiple kernel interest. We try to identify:

f(t) = cos(exp(ωt)) + b(t) (15)

whereb(t) is a Gaussian white noise of varianceσ2
b = 0.4. t ∈ [0, 2] is drawn ac-

cording to a uniform distribution,ω = 2.4. We also tested the method over classical
synthetic data described by Donoho and Johnstone (Donoho & Johnstone, 1994). For
those signals, we tookt ∈ [0, 1], drawn according to a uniform distribution.

We use 200 points for the learning set and 1000 points for the testing set. The noise
is added only on the learning set. Parameters (ν,

∑

i |βi|...) are computed by cross
validation on the learning set. Table 1 presents the resultsover 30 runs for each data
base.

These results point out the sparsity and the efficiency of LARS solutions. Figure 3
illustrates how multiple kernel learning enables the regression function to fit the local
frequency of the model. It also shows that selected points belong higher and higher
scales with iterations. Indeed, the correlation with the residue can be seen as an ener-
getic criterion: when the amplitude of the signal remain constant, there is more energy
in the low frequency part of the signal. That is why the first selected sources of infor-
mation describe those parts of the signal. The results with different Donoho’s synthetic
signals enable us to distinguish the benefits of the LARS method from the benefits of
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Nb kernel 1
Algorithm ε - SVM LARS-

P

i
|βi| ν-LARS LARS-RV

cos(exp(t))
0.16 ± 0.016

155.4
0

0.16 ± 0.014
130.3

0

0.17 ± 0.015
120
0

0.17 ± 0.015
141.3

0

Doppler
0.045 ± 0.0062

59.33
0

0.041 ± 0.0068
37.10

0

0.043 ± 0.0060
34
0

0.039 ± 0.0059
32.80

0

Blocks
1.18 ± 0.20

45.30
0

1.03 ± 0.27
25.02

2

1.19 ± 0.17
21
0

1.07 ± 0.22
27.35

0

Ramp
0.026± 0.0055

44.16
22

0.028 ± 0.0070
25.63

4

0.029 ± 0.0060
23
0

0.028 ± 0.0065
33.93

3

HeaviSine
0.48± 0.12

51.43
11

0.48 ± 0.13
37.25
11

0.49 ± 0.12
40
4

0.51 ± 0.11
42.11

0

Nb kernel 6 (Multiple Kernels)
Algorithm LARS-

P

i
|βi| ν-LARS LARS-RV LARS-σs

cos(exp(t))
0.13± 0.014

122.4
17

0.13 ± 0.014

120
3

0.13 ± 0.016
121.4

7

0.14 ± 0.016
127.8

3

Doppler
0.033 ± 0.0060

44.13
12

0.035 ± 0.0062
46
0

0.033± 0.0059

47.70
18

0.035 ± 0.0075
49.80

0

Blocks
0.95 ± 0.34

34.02
13

0.97 ± 0.25
38
0

0.96 ± 0.25
42.35

6

0.99 ± 0.33
35.87

9

Ramp
0.031 ± 0.0080

15.13
1

0.032 ± 0.0050
27
0

0.031 ± 0.0058
22.50

0

0.033 ± 0.0059
27.33

0

HeaviSine
0.50 ± 0.14

51.30
0

0.51 ± 0.14
49
0

0.49 ± 0.15
48.22

4

0.50 ± 0.15
49.03

0

Table 1: Results of SVM and LARS for thecos(exp(t)) and Donoho’s classical func-
tions estimation. Mean and standard deviation of MSE on the test set (30 runs), number
of support vectors used for each solution, number of best performances.
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Figure 3: These illustrating figures explain the learning ofthe cos(exp(ωt)) function
with low noise level. Selected learning points belong to different scales, depending on
the local frequency of the function to learn. Right figure shows that selected points
belong higher and higher scales with iterations, namely, the sources of information
correlated with the residue are more and more local with iterations.

the multiple kernels. The LARS improves the sparsity of the solution, whereas the
multiple kernels improve the results on signals that require a multiple scale approach.

ε-SVM achieves the best results for Ramp and HeaviSine signals. This can be ex-
plained by the fact that the Ramp and HeaviSine signals are almost uniform in term of
frequency. Theε tube algorithm of the SVM regression is especially efficienton this
kind of problem.

It is important to note that LARS-RV and LARS-σs are parameter free methods when
combined with the heuristic described in section 3.4. Best results are achieved with
LARS-

∑

i |βi|, however, LARS-RV results are almost equivalent without any parame-
ters.

4.2 Real data

Experiments are carried out over regression data bases pyrim and triazines available in
the UCI repository (Blake & Merz, 1998). We compare our results with (Chang & Lin,
2005).

The experimental procedure for real data is the following one: Thirty training/testing
set are produced randomly, table 2 presents mean and standard deviation of MSE (mean
square error) on the test set. 80% of the points are used for training and the remaining
paramters (ν,

∑

i |βi|...) are computed by cross validation on the learning set.
The results obtained with LARS algorithm are either equivalent to Chang and Lin’s

ones or better.ε-SVM solution is not really competitive but it gives an interesting
information on the number of support vectors required for each solution. LARS-RV
and LARS-σs results are very interesting: they are parameter free usingthe heuristic
describe in section 3.4, moreover the LARS-RV achieves the best results for pyrim.
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Nb kernel 1
Algo SVM LARS

(Chang & Lin, 2005) ε-SVM
P

i
|βi| RV

pyrim
0.007 ± 0.007

−
−

0.009 ± 0.016
37.11

0

0.010 ± 0.011
29.67

0

0.011 ± 0.009
31.20

0

triazines
0.021 ± 0.005

−
−

0.022 ± 0.006
80.80

0

0.022 ± 0.006
37.00

0

0.022 ± 0.005
42.40

0

Nb kernel 6 (Multiple Kernels)
Algo LARS

P

i
|βi| RV σs

pyrim
0.007 ± 0.008

37.03
13

0.007± 0.006

38.08
17

0.008 ± 0.009
39.26

0

triazines
0.019± 0.006

37.00
22

0.020 ± 0.005
52.03

8

0.022 ± 0.008
31.86

0

Table 2: Results of SVM and LARS for the different regressiondatabase. Mean and
standard deviation of MSE on the test set (30 runs), number ofsupport vectors used for
each solution, number of best performances.

5 Conclusion

This paper enables us to meet two objectives: proposing a sparse kernel-based solution
for the regression problem and introducing new solutions for the bias-variance compro-
mise problem.

The LARS offers opportunities for both problems. It gives anexact solution to the
LASSO problem, which is sparse due to`1 regularization. The ability of dealing with
multiple kernels allows rough setting for the kernel parameters. Then, LARS algo-
rithm optimizes the parameters at each iteration, selecting a new point in the optimal
scale. The fact that the LARS computes the regularization path offers efficient and non
parametric settings for the compromise parameter.

This methodology gives good results on synthetic and real data. In the meantime, the
required time computation is reduced compared with SVM, dueto the sparsity of the
obtained solutions.

The perspectives of this work are threefold. We have to test LARS-methods on more
databases to evaluate all properties. We also want to improve the multiple kernel build-
ing. Indeed, the use of the currentσk often leads to a slight overfitting and to less
sparse solutions. Finally, we will analyze the LARS-RV results deeper, to explain the
good results and possibly improve them.
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SCHÖLKOPF B. & SMOLA A. (2002). Learning with kernels.

TIBSHIRANI R. (1996). Regression shrinkage and selection via the lasso. J. Royal. Statist.,
58(1), 267–288.
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Résumé :
Choisir les descripteurs d’une image en vue de son indexation n’est pas aisé, du
fait de la variété des choix présentés dans la littérature. Nous développons à cet
effet une méthodologie permettant de comparer différents ensembles de caracté-
ristiques extraits d’une même base d’images. Cette méthodologie repose sur des
algorithmes supervisés et non supervisés de sélection de caractéristiques. Elle est
appliquée à une base d’images satellitaires dont sont extraites des caractéristiques
texturales variées.1.
Mots-clés: Sélection de caractéristiques, classification, apprentissage supervisé
et non supervisé, machine à vecteurs supports, textures, pertinence.

1 Problème et méthodologie
Le travail présenté s’inscrit dans un vaste projet d’indexation d’images satellitaires.

Ces images, de plus en plus nombreuses, sont très mal exploitées du fait de leur diver-
sité et de leurs grandes tailles. Nous nous intéressons à la détermination du meilleur
ensemble de caractéristiques à extraire pour leur indexation. Nous prolongeons nos
travaux précédents (Campedel & Moulines, 2004), en introduisant des algorithmes de
sélection de caractéristiques non supervisés2.
L’idée fondamentale de nos méthodes non supervisées, qui peuvent être qualifiées de
filtre, consiste à exploiter une mesure de similarité des caractéristiques par l’intermé-
diaire d’une clusterisation. Il s’agit, à l’instar des auteurs de (Mitraet al., 2002), de
regrouper les attributs similaires puis de choisir des représentants pour chacun des
groupes produits. L’exploration méthodique de l’espace des sous-ensembles d’attributs
est remplacée (et donc simplifiée) par l’opération de clusterisation. Nous exploitons
ainsi deux algorithmes de clusterisation, SVC (Ben-Huret al., 2001) etkMeans, sous
le nom de SVC-FS etkMeans-FS (FS pour feature Selection).

1Cette étude est financée par le Centre National d’Etudes Spatiales (CNES)
2En effet l’étiquetage manuel peut ne pas être envisagé du fait de la taille de la base, mais aussi parce

qu’il n’aurait pas de sens envers l’application finale. En particulier, les images satellitaires sont exploitées
différemment par les spécialistes de la géologie, de l’agriculture ou de l’urbanisme.
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2 Expérimentations et conclusion
Les sélections produites par les différents algorithmes sont comparées à l’aide de

l’entropie de représentation (H) et de performances de classification (k-plus-proches-
voisins, classificateur de Fisher et SVM) évaluées par validation croisée.
La base de données est constituée de 600 vecteurs de caractéristiques (les 78 coefficients
d’Haralick (Haralicket al., 1973) dans le cas présenté), extraits d’imagettes 64× 64
issues de scènes SPOT 5, à raison de 100 imagettes par classe de texture (nuage, mer,
désert, forêt, ville, champs). Les résultats majeurs, présentés dans le tableau 1, sont :

– Le nombre de caractéristiques peut être réduit d’un facteur 4 sans accroissement
de l’erreur de classification ;

– Les méthodes de sélection non supervisées sont aussi performantes que les mé-
thodes supervisées et souvent plus rapides ;

– L’entropie de représentation associée aux méthodes supervisées est plus impor-
tante, ce qui est significatif de leur capacité à choisir des sous-ensembles moins
redondants d’attributs.

Satellite 600 exemples - 6 classes
D = 78, 5 validations croisées

kPPV(k=8) Fisher SVM H
d = D 13.8±2.2 30.8±4.3 7.7±2.0
d = 20
Fisher 14.8±1.9 30.0±3.0 9.0±2.7 0.51
Relieff 18.0±2.0 30.7±3.6 14.8±4.0 0.19

SVM-RFE 16.0±2.7 33.3±3.7 12.3±3.4 0.48
l2-AROM 15.8±2.3 33.2±4.7 11.0±1.5 0.88

MIC 14.8±1.6 34.0±2.7 8.8±1.5 1.09
kMeans-FS 13.5±2.8 30.3±5.2 6.7±1.0 1.00

SVC-FS 14.8±2.6 31.7±4.2 11.0±2.3 1.13

TAB . 1 – Sélection de 20 attributs parmi 78. Les méthodes de sélection non supervisées
sont MIC,kMeans-FS et SVC-FS.
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Introduction. Indexing, retrieval and classification tools are usefull toprocess large
digital document collections. Digital documents can be automatically gathered into
clusters or concepts. For instance, concepts like keywords are useful for text database
organization. Concepts do not necessarily form a clustering, i.e. a document can belong
to several concepts. Documents are usually represented by low-level features, computed
automatically, and learning techniques based on relevancefeedback are used to retrieve
the concepts (Tong & Koller, 2000; Gosselin & Cord, 2004).

According to an incomplete set of partial labels, we proposetwo semantic learning
methods to improve the representation of the document collection, even if the size,
the number and the structure of the concepts are unknown. These methods may learn
a lot of concepts with many mixed information. We build thesemethods in a general
framework, thus powerful learning or semi-supervised learning methods may be used
to retrieve, classify, or browse data.

Challenge.Suppose that we have a set of documents, each of them represented by
a vectorxi ∈ R

Nd of X = {x1, . . . ,xNx
}, and a set of labelsY = {y1, . . . ,yNy

}.
For instance,X can be the set of feature vectors of an image database, and each yp

contains the labels provided by a user during the retrieval sessionp. We suppose that
labels are sampled from a hidden set of concepts. The documents are gathered in a finite
(but unknown) numberNc of concepts, and these concepts do not necessarily form a
clustering. Thus, a document represented by a vectorxi can belong to several concepts.
For instance on an image database, one can find buildings, cars, houses, or landscapes,
but also cars in front of a building or a house, or houses in a landscape.

A vectoryp ∈ [−1, 1]Nx is a partial labeling of the setX , according to one of the
concepts. Every positive valueyip means that the document represented byxi is in
this concept, as much asyip is close to1. Every negative valueyip means that the
document represented byxi is not in this concept, as much asyip is close to−1. Every
valueyip close to zero means that there is no information forxi about this concept. We
also suppose that the number of non-zero values inyp is small against the size of the
concept. Thus, from only oneyp, it is impossible to build the corresponding concept.
The challenge is to use this set of partial labeling in order to learn the concepts.

Vector-based update.The repartition of the centers in space is important in the case
of mixed concepts. As we wish to represent any possible combination of memberships,
centers should be at the same distance from each other. The building of equidistant cen-
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FIG. 1 – Toy example with 3 mixed concepts, blue = concept 1, red = concept 2, green
= concept 3, magenta = concept 1 and 2, cyan = concept 1 and 3, yellow = concept 2
and 3. (a) Initial set. (b) Concept Vector Learning method.

ters has implications on the dimensionNd of vectors. A theorem also shows, forNc

concepts in a space ofNc − 1 dimensions, that distance between equidistant concept
centers is unique, modulo a scaling. It is easy to see that in higher dimension, this pro-
perty is no longer true. In the computation of possible centers, we exploit this property
in order to get equidistant centers.

Kernel-based update (Gosselin & Cord, 2005).The knowledge contained in the
matrix Y can be used to update the similarity matrix. The similarity matrix is the ma-
trix of all similarities between image pairs. The strategy is based on a kernel matrix
adaptation, and is designed to model mixed concepts. We alsomanage the complexity
constraint using efficient eigenvalue matrix decomposition ; the method has aO(Nx)
complexity and memory need, and so it is applicable to large databases.

Experiments.Tests are carried out on the generalist COREL photo database. Results
show that the proposed method, and especialy the vector-based one, increase significally
the performances of the system in comparison to distance learning methods.

Conclusion. We introduced a feature-based and a kernel-based semantic learning
methods, to improve the performances of an image retrieval system. These methods
deal with the constraints of the CBIR framework, and are ableto enhance the data-
base representation with a partial and incomplete knowledge about the structure of the
database. Tests carried out on a generalist database show that the data representation
may be improved by these learning strategies. Using the proposed learning protocol,
the vector-based technique gives the best results.
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Abstract : Nos travaux s’intéressent à la détection et l’identification de contexte
d’un être humain. Ce domaine, aussi appelé « affective computing », requiert
la définition de contextes et d’émotions, d’états affectifsou émotionnels. Ces
définitions étant particulièrement délicates à déterminer, nous pensons qu’une
approche ascendante (regarder ce qu’il est possible de voirdans les données et en
déduire des contextes) est plus abordable que l’approche descendante (définir et
caractériser les états et les rechercher dans les données).Nous présentons donc
une méthode de segmentation de signaux physiologiques à l’aide de méthodes
d’apprentissage non paramétriques, à savoir les SVM à une classe.Mots-clés:
OC-SVM, Segmentation, Détection de rupture, Context-Aware, Affective Com-
puting

Introduction

Dans un monde où les machines sont de plus en plus présentes, on constate de plus
en plus de situations qui provoquent la frustration des utilisateurs. Avoir des machines
aptes à prendre en compte ces humeurs est un objectif récurrent de beaucoup de travaux.
A cette fin nous proposons une approche basée sur un système d’acquisition de données
physiologiques, système porté par l’utilisateur. La capacité « d’apprendre » est essen-
tielle pour cette tâche car chaque personne a un fonctionnement qui lui est propre et on
ne peut se contenter de connaître les caractéristiques générales à priori pour reconnaître
un état affectif.

Segmentation des signaux par OC-SVM

Le OC-SVM (SVM à une classe) est un algorithme qui vise à déterminer le contour
d’une classe et qui permet de détecter les points qui ne sont pas de la classe con-
cernée. Nous pouvons utiliser cet algorithme pour apprendre la classe courante des

?This work was supported in part by the IST Programme of the European Community, under the PASCAL
Network of Excellence, IST-2002-506778. This publicationonly reflects the authors’ views.
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signaux et regarder si l’estimation de cette classe permet d’expliquer les données fu-
tures. L’adéquation entre l’estimation d’un OC-SVM sur lesdonnées passées et d’un
autre OC-SVM sur les données futures est un test statistiqueapproximant le test GLR
(generalized likelyhood ratio), optimum sous les conditions de Neyman-Pearson. Les
ruptures ainsi détectées permettent de segmenter le signalen une suite d’états qui pour-
ront par la suite être identifiés (soit comme état connu soit comme nouvel état).

Résultats expérimentaux

Nos expériences utilisent des capteurs physiologiques (pression sanguine, rythme res-
piratoire, température périphérique, conductivité de la peau, activité musculaire). Nous
monitorons un utilisateur équipé des capteurs dans diverses activités et notons les in-
stants des événements (changement d’activité par exemple). Ce sont ces moments que
nous espérons retrouver dans les signaux. Les taux de détection vont de 68 à 92%
suivant les activités monitorées. Une observation intéressante est qu’avec la détection
automatique nous trouvons des ruptures dans les signaux quine sont pas sont pas notées
par l’observateur et qui correspondent à des changements cachés (essoufflement par ex-
emple). Un dernier point important sur l’implémentation dela méthode est l’utilisation
de OC-SimpleSVM, un algorithme qui permet de faire du traitement en ligne et de gérer
la mise à jour de la solution optimale à l’arrivée d’un nouveau point1.

Perspectives

Nous montrons le lien entre les tests statistiques et OC-SVMet nous illustrons l’intérêt
d’une méthode non-paramétrique dans la segmentation de signaux dans le cadre de la
détection de contexte. Nos résultats confirment également notre hypothèse, à savoir
qu’il ne faut pas chercher à dresser la liste caractérisée des états attendus, mais partir
des données et en tirer les états. La suite d’états automatiquement découpée doit être
maintenant être traitée pour être étiqueter. Cette tâche sedoit être semi-supervisée.
En effet nous pouvons étiqueter un certain nombre de situation et en même temps être
capables de gérer les situation nouvelles.
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Modèles markoviens pour l’organisation
spatiale de descripteurs d’images.

J.Blanchet, F.Forbes, C.Schmid

INRIA Rhône-Alpes
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Résuḿe : Ce papier décrit une nouvelle approche probabiliste pourla recon-
naissance de textures. Une image est décrite à l’aide de descripteurs locaux, ainsi
que par des relations spatiales entre ces descripteurs. On peut alors associer une
image à un graphe : les nœuds sont les points d’intérêt de l’image correspondant à
des régions caractéristiques et les arêtes relient des régions voisines. Ajouter une
telle information de voisinage permet d’améliorer les résultats de reconnaissance.
Les approches actuelles consistent à modéliser les descripteurs comme des va-
riables indépendantes, puis à rajouter l’information spatiale par le biais de poids,
sans modéliser explicitement ces dépendances. Nous proposons d’introduire un
modèle statistique rendant compte directement de cette d´ependance entre descrip-
teurs, par l’utilisation de champs de Markov cachés. L’estimation des paramètres
de tels modèles étant en pratique difficile, nous utilisons des procédures d’esti-
mation récentes basées sur le principe du champ moyen de laphysique statis-
tique. Nous illustrons notre méthode sur la reconnaissance d’images uni et multi-
textures. Les résultats obtenus sont prometteurs.

Mots-clés: Champ de Markov, Algorithme de type EM, Relaxation, Classifica-
tion, Apprentissage statistique, Reconnaissance de textures.

1 Introduction

Une notion clé en vision par ordinateur est celle de descripteurs, caractérisations lo-
cales d’une image. De manière générale, un bon descripteur se doit d’être résistant aux
occlusions, ainsi qu’invariant à diverses transformations géométriques de l’image. La
recherche de “bons” descripteurs a déjà fait l’objet de nombreuses études, alors que la
prise en compte de leur organisation spatiale reste un problème très ouvert. Nous propo-
sons donc de coupler l’utilisation d’outils performants devision et de statistique, dans
le but de modéliser l’organisation spatiale de tels descripteurs.
Une tentative de prise en compte du caractère spatial des données pour la reconnais-
sance de textures a déjà été effectuée dans (Lazebniket al., 2003a) : dans ce travail,
lors de la phase de reconnaissance, les probabilitésa posteriori d’appartenance aux
différentes classes de textures sont raffinées par l’algorithme de relaxation proposé dans
(Rosenfeldet al., 1976). Cependant, le voisinage n’y est pris en compte que par un
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terme de poids, sans modèle explicite. Nous proposons de modéliser les descripteurs
comme des variables statistiques liées, et par conséquent d’utiliser un modèle statis-
tique paramétrique rendant compte explicitement de ces d´ependances. Le modèle que
nous avons choisi est celui du champ de Markov caché. L’estimation des paramètres
d’un tel modèle étant difficile, nous utilisons des procédures d’estimation récentes (al-
gorithme de type EM), basées sur l’algorithme d’Expectation-Maximisation(EM) et
sur le principe du champ moyen issu de la physique statistique (Chandler, 1987).
La base d’apprentissage considérée dans notre présentation n’est composée que d’i-
mages uni-texturées. Cependant, les algorithmes de type EM utilisés pour l’apprentis-
sage pourraient tout à fait être généralisés à des images multi-textures pourvu que soit
déclaré l’ensemble des textures qu’elles contiennent. On pourra se référer à (Lazeb-
nik et al., 2003a) ou (Nigamet al., 2000) pour plus de détails. Pour ce qui est de la
reconnaissance, la méthode ne se restreint pas aux images uni-textures : chaque vec-
teur caractéristique est classé individuellement, si bien que les images test peuvent être
multi-textures (voir Section 6.2).
Dans la Section 2, nous présentons brièvement la procédure d’extraction de caractéri-
stiques, et la façon dont est construit le graphe de voisinage. Le modèle probabiliste
utilisé (champs de Markov cachés) pour les textures est explicité dans la Section 3. Les
différentes phases d’apprentissage et de reconnaissancesont décrits dans la Section 4.
Nous présentons pour comparaison en Section 5 deux autres algorithmes de classifica-
tion de textures : la relaxation et l’algorithme NEM. Des expériences effectuées sur des
images de scènes d’intérieur ainsi qu’une discussion achèvent ce papier.

2 Extraction de caract́eristiques et graphe de voisinage

Pour la phase d’extraction de caractéristiques, nous suivons la méthode décrite dans
(Lazebniket al., 2003a) pour ses performances en comparaison à d’autres m´ethodes
récentes (Bradshawet al., 2001; Kumar & Hebert, 2003; Maliket al., 2001; Schmid,
2001). Le détecteur utilisé est leLaplacien avec adaptation affine. Brièvement, les
points d’interêt détectés correspondent à des maximumlocaux dans l’espace échelle
du laplacien normalisé de l’intensité. A ces points sont associés des cercles de rayon
l’échelle correspondante, cercles transformés en ellipse par le processus d’adaptation
affine(Lindeberg & Garding, 1997). Outre ses performances (notamment l’invariance
aux transformations affines), l’intérêt d’un tel détecteur est de permettre la définition
naturelle d’un graphe de voisinage (Lazebniket al., 2003a). Un pointi sera dit voisin
dej s’il appartient à l’ellipse centrée surj, grossie d’un certain nombre de pixels (15
dans notre présentation) le long de chacun de ses axes (cecipour éviter que les points
associés à de petites régions aient trop peu de voisins).Notons qu’un tel voisinage est
non symétrique. On peut alors voir une image comme un grapheorienté, chaque arcs
reliant un point d’interêt détecté à un autre point voisin. Dans l’optique d’utiliser les
champs de Markov, définis sur un graphe non orienté, nous avons symétrisé ce voisi-
nage, en remplaçant les arcs par des arêtes (voir figure 1).A chacune des régions (el-
lipses) détectées, est associé un vecteur caractéristique (descripteur). Les descripteurs
utilisés sont des vecteurs de dimension80 obtenus à partir despin images(Lazebnik
et al., 2003b) , obtenues de la manière suivante : chaque ellipse détectée est transformée
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FIG. 1 –Graphe de voisinage symétrique : les pointsi et j sont voisins

en cercle unité, sur lequel on calcule un histogramme à 2 dimensions : une tranche de
la spin image correspondant à la distanced est l’histogramme de l’intensité des pixels
situés à la distanced du centre du cercle. Pour notre expérimentation, nous avons pris
des spin images de taille5×16. D’autres descripteurs sont envisageables et la méthode
que nous proposons s’applique de même. A chaque point d’intérêt détecté est donc as-
socié un vecteur caractéristique de dimension80.

3 Modélisation des textures

L’hypothèse sur laquelle se fonde nos travaux est que les descripteurs sont des va-
riables aléatoires dépendantes, de loi de probabilité spécifique pour chaque texture.
Dans (Lazebniket al., 2003a), la distribution des descripteurs issus d’une texture donnée
est modélisée par un mélange de gaussiennes, ce qui suppose que les descripteurs sont
des variables indépendantes. Il existe pourtant de manière évidente une forte dépendance
spatiale entre les vecteurs caractéristiques d’une mêmeimage. Afin de prendre en com-
pte cette dépendance, nous proposons de modéliser leur distribution par un champ de
Markov caché, de paramètres inconnus.
Soit x = (x1, . . . , xn) les n descripteurs (vecteurs de dimension 80) extraits d’une

image (ou partie d’image) de la texturem (1 ≤ m ≤ M ). On suppose que chaque tex-
ture est composée deK sous-classescm1 . . . cmK . Nous prendronsK = 10 dans nos
expérimentations, indépendemment de la texture, mais laméthode resterait tout à fait
identique pour unK(m) dépendant dem. Pouri = 1, . . . , n, on modélise la probabilité
d’observer le descripteurxi pour une image de la texturem par :

P (xi|Ψm) =

K∑

k=1

P (Zi = cmk|∆m) f(xi|Θmk), (1)

où f(xi|Θmk) dénote la distribution gaussienne multivariée de param`etresΘmk (la
moyenneµmk et la matrice de covarianceΣmk). La variable aléatoireZi représente
la sous-classe à laquelle appartient le descripteurxi ; elle peut prendre les valeurs
{cm1, . . . , cmK}, et sa loi est paramétrée par∆m. Ψm = (∆m, (Θmk)1≤k≤K) dénote
l’ensemble des paramètres du modèle pour la texturem.
Dans (Lazebniket al., 2003a), le modèle utilisé pourP (xi|Ψm) est le mélange gaus-
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sien, ce qui revient à supposer que lesZi sont des variablesindépendanteset que
P (Zi = cmk|∆m) = pmk indépendemment du sitei. ∆m est alors l’ensemble des
proportions(pmk)1≤k≤K du mélange pour la texturem. Cela implique que les decrip-
teurs sont également des variables indépendantes.
C’est cette limitation que nous nous proposons de surmonter, en supposant que les des-
cripteurs sont des variablesdépendantes. Plus précisément, les dépendances entre des-
cripteurs voisins sont modélisées en considérant que laloi jointe des variablesZ1, . . . , Zn

est un champ de Markov discret sur le graphe défini à la section 2. Soitz = (z1, . . . , zn)
des réalisations desZi. On définit :

P (z|∆m) = W (∆m)−1 exp(−H(z,∆m)) (2)

oùW (∆m) est une constante de normalisation etH une fonction énergie supposée être
de la forme (nous nous limitons aux interactions entre paires) :

H(z,∆m) =
∑

i

Vi(zi, αm) +
∑

i∼j

Vij(zi, zj ,IBm)

(la notationi ∼ j signifie que les sitesi et j sont voisins ; la somme de droite ne porte
donc que sur des sites voisins).

Les fonctionsVi etVij se rapportent respectivement aux potentiels sur les singletons
et sur les paires, de paramètres respectifsαm et IBm. Il s’en suit∆m = (αm,IBm).
Nous supposons que les potentiels sur les singletons ne dépendent que de la valeurzi

(et non dei), c’est à dire :

Vi(zi, αm) = −αm(k) si zi = cmk

Les potentiels sur les singletons sont donc caractérisésparK poidsαm = (αm(k))1≤k≤K

associés auxK sous-classes de la texturem. Dans le cas particulier où lesVij sont nuls
(ce qui revient à supposer qu’il n’y a pas d’interactions entre les points),∆m se résume
àαm et d’après (2),

P (Zi = cmk|αm) =
eαm(k)

∑K

l=1 eαm(l)

si bien queαm pondère l’importance relative des différentes sous-classes de la texture
m.
De même, les potentiels sur les pairesVij sont supposés ne dépendre que dezi et zj ,
soit

Vij(zi, zj,IBm) = −Bm(k, l) si zi = cmk, zj = cml

Ils sont donc caractérisés par la matrice IBm = (Bm(k, l))1≤k,l≤K . Notons que si
IBm = βm × Id, le paramètre spatial IBm se réduit à un scalaireβm et nous retom-
bons sur le modèle de Potts traditionnel utilisé en segmentation d’images.
La texturem est donc représentée par un champ de Markov caché paramétré parΨm =
(αm,IBm, (Θmk)1≤k≤K).
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4 Apprentissage et classification

Dans la modélisation précédente, les paramètresΨm = (∆m, (Θmk)1≤k≤K) sont
inconnus et doivent être estimés pour chaque texturem.

4.1 Apprentissage des param̀etres inconnus

Pour apprendre le modèle associé à chacune des textures,on suppose que l’on dispose
d’une base d’apprentissage constituée d’images identifi´ees comme appartenant à l’une
des textures. Chaque texture va alors être apprise successivement sur les images corres-
pondantes. Pour la texturem, doivent être estimés les paramètres(µmk, Σmk)1≤k≤K

des lois gaussiennes ainsi que les paramètres du champ spatial, ie le vecteurαm =
(αm(k))1≤k≤K deK poids et la matrice d’interaction spatiale IBm de dimensionK ×

K. L’algorithme EM (Dempsteret al., 1977) est couramment utilisé pour l’estimation
de paramètres dans le cas de données cachées, et en particulier pour l’estimation de
mélanges indépendants. Pour de tels modèles, l’hypoth`ese d’indépendance mène à une
implémentation facile de l’algorithme. Pour les champs deMarkov cachés, du fait de la
dépendance des données, l’algorithme n’est pas utilisable en pratique, et des approxi-
mations sont donc nécessaires. Dans ce papier, nous utilisons une des approximations
de (Celeuxet al., 2003), basée sur le principe du champ moyen. Les procédures qui
en découlent ont la particularité de prendre en compte la structure markovienne tout
en préservant les bonnes qualités de EM. L’algorithme EM variationnel de (Zhang,
1992) en est un cas particulier. Nous utiliserons cependantplutôt les algorithmes de
type champ moyen(et en particulier l’algorithme enchamp simuĺe) pour leurs perfor-
mances dans le cadre de la segmentation (Celeuxet al., 2003). Notons cependant qu’il
est nécessaire de généraliser ces algorithmes pour permettre l’estimation de la matrice
IBm (et non seulement d’un scalaireβm comme dans le modèle de Potts originel).
Dans le cas du champ de Markov caché de paramètreΨm, deux difficultés apparaissent
lors de la mise en œuvre de l’algorithme :

– la constante de normalisationW (∆m) de (2)
– les probabilités conditionnellesP (zi|x,Ψm) et P (zi, zj, j ∈ V(i)|x,Ψm), où
V(i) désigne l’ensemble des voisins dei

ne peuvent être calculées de manière exacte. Le principedu champ moyen consiste à se
ramener à un système de particules indépendantes (sur lequel l’algorithme EM pourra
être appliqué) en négligeant, pour un sitei, les fluctuations de ses voisins autour de
leur moyenne (ie en fixant∀j ∈ V(i), zj = IE(Zj)). Plus généralement, on parle
d’approximation de type champ moyen lorsque, pour un sitei, ses voisins sont fixés à
des constantes. Ce champ de constantesz̃1, . . . , z̃n n’est pas arbitraire, il doit satisfaire
certaines conditions (Celeuxet al., 2003). La distribution markovienne (2) peut alors
être approximée par :

P (z|∆m) '

n∏

i=1

P (zi|z̃j , j ∈ V(i),Ψm)

De même, la loi jointeP (x, z|Ψm) et la loi markovienneP (z|x,Ψm) se trouvent ap-
proximées par des distributions factorisées. L’utilisation de telles approximations mène
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à des algorithmes itératifs à deux étapes(a) et (b) : à l’itération(q),
(a) Créer, à partir des observationsx et de l’estimation courante des paramètresΨ

(q)
m ,

une configuratioñz(q)
1 , . . . z̃

(q)
n , i.e.des valeurs pour lesZi.

De part les approximations précédentes, les deux problèmes rencontrés lors de la mise
en œuvre de EM disparaissent, et par suite,

(b) Appliquer l’algorithme EM sur ce modèle factorisé, afin d’obtenir, à partir du
paramètre courantΨ(q−1)

m , une nouvelle estimationΨ(q)
m .

En particulier, l’algorithme enchamp moyenconsiste, à partir de la distribution condi-
tionnelleP (z|x,Ψ(q−1)

m ), à fixer lesz̃(q)
i à l’estimation de leur moyenne, l’algorithme

en champ modal̀a l’estimation de leur mode et l’algorithme enchamp simuĺe à les
simuler. En pratique, pour l’étape(b), une seule itération de l’algorithme EM est suffi-
sante. Dans ce cas, l’algorithme en champ moyen est l’algorithmeEM variationnelde
(Zhang, 1992).
L’utilisation d’un de ces algorithmes nous permet, pour chaque texturem, d’obtenir des
estimateurs(µ̂mk, Σ̂mk)1≤k≤K des lois gaussiennes, ainsi que des estimateursÎBm et
α̂m des paramètres du champ caché. Cet ensemble de paramètres Ψ̂m va ensuite être
utilisé pour classer les régions d’une image test dans unedes textures apprises.

4.2 Classification d’une image test

L’objectif est de classer individuellement chacune des régions dans une desM tex-
tures. Notons encorex = (x1, . . . , xn) lesn descripteurs extraits d’une image (ou par-
tie d’image) de texture inconnue (image test). Chaque descripteur est susceptible d’être
issu d’une desM textures possibles, et donc d’une desMK sous-classes possibles. Il
est alors naturel de modéliser le champ caché par un champ de Markov discret, pouvant
prendre les valeurs{cmk, m ∈ [1, M ], k ∈ [1, K]}. Pouri = 1, . . . , n, on modélise
donc la probabilité d’observer le descripteurxi par :

P (xi|Ψ) =

M∑

m=1

K∑

k=1

P (Zi = cmk|∆) f(xi|Θmk), (3)

Comme dans la section 3, la fonction d’énergie du champ spatial Z est supposée se
décomposer en fonctions potentielles sur les singletons et sur les paires. Son paramètre
noté∆ s’écrit alors sous la forme∆ = (α,IB), où α est un vecteur de dimension
MK pondèrant l’importance relative des différentes sous-classes, et IB est une matrice
MK×MK modélisant les interactions entre sous-classes associées à des sites voisins.
Il est alors naturel de fixerα égal aux potentiels(α̂m)1≤m≤M appris pendant la phase
d’apprentissage. Notons que cela revient à supposer que les différentes textures sont
a priori équiprobables. De même, les termes de la matrice IB correspondant aux po-
tentiels d’interaction entre sous-classescmk et cml d’une même texturem sont fixés
aux B̂m(k, l) appris. Les autres termes, au contraire, concernent les interactions entre
sous-classes associées à des textures différentes. Unepossibilité pour les estimer serait
d’effectuer l’apprentissage sur des images multi-textures, mais comme souligné dans
(Lazebniket al., 2003a), l’estimation de ces termes serait mauvaise du faitdu faible
nombre d’arcs entre sous-classes de textures différentes. En pratique ils sont fixés à
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une valeur constante qui peut varier selon le degré d’interaction que l’on souhaite (−10
pour nos expérimentations). La matriceÎB est donc construite de la manière suivante :
sur la diagonale, les matricesÎBm, et en dehors, la constante choisie. Enfin, il est logique
de fixer lesΘmk auxΘ̂mk obtenus par l’apprentissage. Au final, on obtient donc une
valeur du paramètrêΨ = (α̂, ÎB, Θ̂) de la loi d’une image quelconque.
Une texturem étant composée desK sous-classescm1, . . . , cmK , il est naturel de clas-
ser un descripteurxi dans la texturem maximisant

∑K

k=1 P (Zi = cmk|xi, Ψ̂) et donc
maximisant

∑K

k=1 P (Zi = cmk|∆̂) f(xi|Θ̂mk). Cependant, la loi markovienne deZi

fait intervenir la classification inconnuezj des sitesj voisins dei, et n’est donc pas
calculable directement. On peut cependant réappliquer leprincipe du champ moyen sur
les paramètreŝΨ laissés fixes. Pour toute sous-classec, notonst(q−1)

i,c une approxima-

tion à l’itération(q − 1) deti,c ≡ P (Zi = c|xi, Ψ̂). A l’itération (q) pour le sitei, un

nouveau champ de voisins̃z(q)
1 , . . . , z̃

(q)
n est créé à l’ étape(a) à partir des paramètres

Ψ̂ et dest(q−1)
i,c . Le principe du champ moyen conduit à réestimer à l’étape (b) lest

(q)
i,c

par :
t
(q)
i,c ∝ P (Zi = c|(z̃

(q)
j )j∈V(i), ∆̂) f(xi|Θ̂c)

c’est à dire par :

t
(q)
i,c ∝ exp(α̂c +

∑

j∈V(i)

B(c, z̃
(q)
j )) f(xi|Θ̂c).

Pour rendre la comparaison avec d’autres algorithmes (voirSection 5) plus claire, on
utilisera également la notatioñz(q)

j,c′ qui vaut 1 siz̃j appartient à la sous-classec′, et 0
sinon. La formule précédente s’écrit alors :

t
(q)
i,c ∝ exp(α̂c) f(xi|Θ̂c) exp(

∑

j∈V(i)

∑

c′

B(c, c′)z̃
(q)
j,c′). (4)

5 Autres algorithmes de classification de textures

Pour comparaison, nous considérons également d’autres algorithmes pour l’appren-
tissage de textures : la relaxation (Rosenfeldet al., 1976), et l’algorithme Neighborhood
EM (Ambroiseet al., 1997).

5.1 Relaxation

Il s’agit d’une méthode courante en vision, notamment utilisée dans (Lazebniket al.,
2003a), pour ajouter simplement du spatial, par un terme de poids. Le principe consiste
à raffiner les probabilitésti,c = P (Zi = c|xi,Ψ) utilisées dans la règle de classifica-

tion. A l’itération (q), les nouvelles probabilitést(q)i,c sont réestimées à partir dest
(q−1)
i,c

par :

t
(q)
i,c ∝ t

(q−1)
i,c (1 +

∑

j∈V(i)

∑

c′

B(c, c′) t
(q−1)
j,c′ ) (5)
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où le termeB(c, c′) exprime à quel point les sous-classesc etc′ sont compatibles. Dans
(Lazebniket al., 2003a), ce terme est calculé comme une co-occurence pour deux sous-
classesc et c′ associées à une même texture, et fixé à une constante négative sinon.
Notons que la matriceB(c, c′) ainsi définie joue un rôle comparable à la matrice IB du
champ de Markov : elle traduit la force d’interaction entre les différentes sous-classes.
Dans (Lazebniket al., 2003a), la méthode de classification de textures est la suivante :
l’algorithme est initialisé par

t
(0)
i,c = P (Zi = c|xi,Ψ

EM)

où Ψ
EM désigne une estimateur deΨ obtenu par application de l’algorithme EM pour

chacune des textures (ce qui suppose que les descripteurs sont indépendants). No-
tons que dans ce cas,Ψ correpond aux proportions{pc} = {pmk, m ∈ [1, M ], k ∈

[1, K]} du mélange, ainsi qu’aux paramètres{Θc} = {Θmk, m ∈ [1, M ], k ∈ [1, K]}
des gaussiennes. L’algorithme de relaxation ne convergeant pas, un certain nombre
d’itérations sont effectuées (N=200 en pratique). Un descripteurxi est enfin classé en
fonction dest(N)

i,c , selon la même règle que dans la Section 4.2.

Notons qu’une classification de base obtenue à l’aide dest
(0)
i,c consiste à classer un

descripteurxi dans la texture de plus grande vraisemblance relativement `a xi pour un
modèle de mélange indépendant (c’est la méthode que nous appellerons “Maximum de
vraisemblance” dans la Section 6).

5.2 Algorithme Neighborhood EM

L’algorithmeNeighborhood EMou NEM (Ambroiseet al., 1997) est une pénalisation
de l’algorithme EM, permettant d’ajouter de l’informationspatiale pour des données
modélisées par un mélange indépendant. S’inspirant dela Section 4, une méthode de
classification de textures basées sur cet algorithme est lasuivante : les paramètres{pNEM

c }

(les proportions du mélange) et{Θ
NEM
c } (les paramètres des gaussiennes) des différentes

textures sont appris en appliquant NEM. Dans la phase de test, comme souligné en
Section 4.2, la classification pourrait consiter à classerun descripteur dans la texture
m maximisant

∑
k P (Zi = cmk|xi, Ψ̂), mais en pratique les résultats sont grandement

améliorés en réappliquant NEM au mélange avec paramètres fixésΨ̂. Dans ce cas, les
probabilitésti,c sont réestimées à l’itération(q) par :

t
(q)
i,c ∝ pNEM

c f(xi|Θ
NEM
c ) exp(

∑

j∈V(i)

∑

c′

B(c, c′) t
(q−1)
j,c′ ) (6)

où le termeB(c, c′) a la même fonction et est estimé de la même manière que pour la
relaxation.
Remarquons que dans l’algorithme NEM, à chaque itération, un modèle de mélange est
sous-jacent, ce qui se note dans la formule (6) par la présence du termepNEM

c f(xi|Θ
NEM
c ).

Dans la relaxation au contraire, la formule (5) nous montre qu’aucun modèle sous-
jacent n’est supposé. Dans la formule (4) des algorithmes de type champ moyen, comme
souligné en Section 3, le termeexp(α̂c) peut être comparé aux proportionspNEM

c du
mélange. En fait, dans le cas particulier où les paramètres sont fixés, l’algorithme en

120



Organisation spatiale de descripteurs d’images

champ moyen est équivalent à l’algorithme NEM. Pour les algorithmes en champs
modal et simulé, le terme dans l’exponentielle diffère :t

(q−1)
j,c′ est un réel estimant

P (Zi = c′|xi, Ψ̂), alors quẽz(q)
j,c′ prend la valeur0 ou 1 selon queZj ait été affecté

à la classec′ ou simulé dansc′ par la loiP (.|xi, (z̃j)j∈V(i), Ψ̂).

6 Résultats exṕerimentaux

Les expériences sont effectuées sur des images de 7 textures différentes dont un
échantillon se trouve dans la Figure 2.

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7
Brique Moquette Fauteuil Sol 1 Sol 2 Marbre Bois

FIG. 2 –Echantillon des 7 textures utilisées pour les expériences.

La base d’apprentissage est composée de 10 images uni-texture pour chacune des
7 textures (soit un total de 70 images). Pour simplifier, noussupposons queK = 10
pour chacune des textures (en fait, la selection deK par l’application du Critère d’In-
formation Bayésien (BIC) de Schwartz (Celeuxet al., 2003) ne semble pas apporter
d’amélioration significative). De même, nous nous sommesrestreints à des matrices de
covariances diagonales. Parmi ces modèles, pour chaque texture m, BIC sélectionne
celles de la formeΣmk = σ2

m I pour toutk = 1 . . .K (encore une fois, un modèle de
la formeΣmk = σ2

mk I n’améliore que très peu les résultats, tout en augmentant très
significativement les temps de calcul).

6.1 Reconnaissance d’images uni-texture

Nous testons notre méthode sur une base de test comprenant 10 images de chaque
texture non utilisées dans la phase d’apprentissage. Le Tableau 1 donne les taux de
bonne classification de l’ensemble des régions, c’est à dire, pour chaque texturem, le
pourcentage de descripteurs de la texturem effectivement classés dans la texturem.
Les différentes lignes se réfèrent aux algorithmes vus précédemment (les résultats cor-
respondant aux champs moyen et modal ne sont pas reportés, car au mieux équivalents
à ceux du champ simulé).

Les résultats de la Table 1 confirment l’intérêt de prendre en compte l’organisation
spatiale des descripteurs : la classification par maximum devraisemblance donne des
taux de classification significativement inférieure pour les textures 1 à 5 (de -20 à -34%).
Pour les textures 6 et 7, l’amélioration est moins notable.De manière générale, toutes
les méthodes semblent avoir du mal à apprendre les textures 6 et 7. Ceci s’explique par
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Texture T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7
Max. vraisemblance 48 77 52 56 51 17 30

Relaxation 78 96 72 86 80 19 42
NEM 82 98 78 88 80 20 43

Champ simulé 81 97 77 80 86 26 46

TAB . 1 –% de bonne classification des régions sur des images uni-textures.

le fait que ces deux textures contiennent des images avec de très brusques changements
de luminosité, rendant l’apprentissage d’autant plus difficile.
NEM et l’algorithme en champ simulé améliorent les taux declassification pour cha-
cune des textures par rapport à la relaxation. En effet, dans l’algorithme de relaxation,
aucun modèle n’est supposé et les itérations sont indépendantes du modèle utilisé pour
les données. Au contraire, NEM est originellement fait pour un modèle de mélange, si
bien que ce modèle de mélange est pris en compte à chaque itération. La méthode uti-
lisant les champs de Markov est quant à elle la seule où les descripteurs sont modélisés
comme des variables statistiques dépendantes.
Le taux de bonne classification de NEM est plus élevé que celui du champ simulé pour
les textures 1 à 4, mais plus faible pour les textures 5 à 7. En moyenne, c’est l’algo-
rithme en champ simulé qui apparait le plus performant (70.43% de reconnaissance
pour l’algorithme en champ simulé contre 69.86% pour NEM).
Ces premières expériences montrent qu’il y a un apport significatif à ajouter de l’in-
formation spatiale entre les descripteurs. Il apparait en outre qu’il est plus judicieux
d’utiliser un modèle paramétrique, comme le modèle de m´elange (NEM) ou son exten-
sion aux champs de Markov (algorithme de type champ moyen), pour l’apprentissage
comme pour le test.
Notons toutefois les bonnes performances de l’algorithme de relaxation malgré l’ab-
sence des données dans l’itération (5). Ces dernières nesont prises en compte que
dans l’initialisation, ce qui correspond à un principe de maximum a priori et non a
posteriori comme le recommande la théorie statistique. Une explication de ces bonnes
performances est sans doute la robustesse d’un tel algorithme vis à vis de la mauvaise
adéquation du modèle de mélange aux données. Il n’existe pas à ce jour de test statis-
tique pour tester l’hypothèse de mélange mais une voie d’approche est envisageable,
basée sur un prétraitement des données visant à les rendre plus proches du modèle
choisi.

6.2 Sur des images multi-textures

Les différents algorithmes sont également testés sur 62images multi-textures, dont
5 artificiellement créées. Des exemples de classifications obtenues sont présentés dans
les Figures 3 à 8.
La Figure 3 est un exemple de segmentation obtenue par les 4 algorithmes étudiés
précédemment : le maximum de vraisemblance, la relaxation, NEM et le champ simulé.

Il en ressort clairement que la prise en compte de l’information spatiale (par la re-
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Brique Moquette Fauteuil Sol 1 Sol 2 Marbre Bois

FIG. 3 –De haut en bas : classification obtenue par le maximum de vraisemblance, la relaxation,
NEM et l’algorithme en champ simulé, sur une image composée de fauteuil et de bois

laxation, NEM, ou le champ simulé), améliore la classification. De plus on observe
que, parmi ces algorithmes spatiaux, c’est celui utilisantune modélisation explicite des
dépendances (champ de Markov caché estimé par l’algorithme en champ simulé) qui
donne les meilleurs résultats. En outre, on observe que la moquette est très bien recon-
nue, alors que quelques erreurs subsistent avec le bois. Cesrésultats vont dans le sens
de ceux obtenus sur des images uni-textures, le bois ayant été mal appris.

Un autre exemple illustrant l’intérêt de la prise en compte de l’organisation spatiale
des descripteurs est donné Figure 4 : l’algorithme en champsimulé permet une bien
meilleure segmentation que le maximum de vraisemblance.

Brique Moquette Fauteuil Sol 1 Sol 2 Marbre Bois

FIG. 4 – Classification obtenue par le maximum de vraisemblance (en haut) et l’algorithme en
champ simulé (en bas), sur une image composée de moquette et de bois

Les Figures 5 à 8 sont des exemples de classifications obtenues par l’algorithme en
champ simulé. On notera (Figure 5) les performances de cet algorithme spatial sur une
image artificielle, constituée de 4 bouts d’images.

En Figure 6, on observe clairement le comportement de l’algorithme en champ si-
mulé : le marbre est mal reconnu (ce qui était un résultat prévisible au vu du Tableau 1),
mais c’est surtout avec la brique et le bois qu’il est confondu. En effet, cet algorithme
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Brique Moquette Fauteuil Sol 1 Sol 2 Marbre Bois

FIG. 5 – Classification obtenue par l’algorithme en champ simulé, sur une image artificielle
composée de sol 1, de fauteuil, de moquette et de sol 2.

spatial tend à regrouper les sites voisins dans un même classe, et va donc, de proche
en proche, classer une partie des sites correspondant au marbre dans l’une des deux
textures présentes aux alentours, la brique et le bois.

Brique Moquette Fauteuil Sol 1 Sol 2 Marbre Bois

FIG. 6 – Classification obtenue par l’algorithme en champ simulé, sur une image composée de
briques, de marbre et de bois.

Enfin, les Figures 7 et 8 mettent en relief les problèmes de classification lorsque la
qualité de l’image diminue. En effet, en Figure 7, l’arrière plan (le bois) est flou, et
les résultats obtenus sont médiocres (noter que sur l’image nette de la Figure 3, ils
sont bien meilleurs). En Figure 8, une partie de l’image (en l’occurence les briques) est
mal éclairée, si bien que les sites correspondants sont relativement mal classés, alors
que la texture brique a été bien apprise (81% de bonne classification sur les images
uni-textures). Plus qu’une limitation de nos algorithmes,c’est plutôt la qualité du des-
cripteur que doit être mis en défaut. La possibilité d’utiliser d’autres descripteurs plus
invariants au problèmes de luminosité est à envisager.
De manière générale, notons que la plupart de erreurs ontlieu près des bords, ou aux
frontières entre textures différentes. Ceci suggère que le graphe de voisinage pourrait
être repensé pour limiter ce phénomène.

Brique Moquette Fauteuil Sol 1 Sol 2 Marbre Bois

FIG. 7 – Classification obtenue par l’algorithme en champ simulé, sur une image de qualité
moindre composée de fauteuil et de bois (partie bois floue).
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Brique Moquette Fauteuil Sol 1 Sol 2 Marbre Bois

FIG. 8 –Classification obtenue par l’algorithme en champ simulé, sur une image avec mauvais
éclairage composée de fauteuil et de briques.

7 Conclusion et perspectives

Notre travail s’est basé sur des techniques récentes de description d’image à l’aide
de descripteurs calculés en un certain nombre de points caractéristiques de l’image.
Notre objectif était de montrer que des modèles statistiques paramétriques pouvaient
être introduits pour rendre compte de l’organisation spatiale et géométrique de ces des-
cripteurs. Les champs de Markov cachés étaient des candidats naturels, que nous avons
expérimentés dans le cadre de la reconnaissance de textures. L’utilisation de modèles
markoviens pour la ségmentation d’images caractérisées par une grille régulière de
pixels est standard, mais leur introduction en reconnaissance pour modéliser des vec-
teurs caractéristiques irrégulièrement espacés est nouvelle. Dans ce contexte, les pa-
ramètres de ces modèles ont une interprétation naturelle : certains (lesαmk) peuvent
être assimilés à des proportions sur les textures, alorsque d’autres (la matrice IB) à des
intéractions spatiales. Dans notre méthode, ces paramètres sont estimés, ou bien fixés
pour incorporer de la connaissancea priori sur les textures.
Des résultats obtenus sur des images uni ou multi textures sont prometteurs. Ils mettent
notamment à jour l’intérêt de prendre en compte l’organisation spatiale des descripteurs.
De plus, l’utilisation d’un modèle rendant explicitementcompte de ces dépendances
(champ markovien) améliore les taux de reconnaissance. Notons que les résultats pour-
raient sans doute encore être améliorés en effectuant sur les données des transformations
préliminaires visant à les rendre plus proche du modèle utilisé (un mélange gaussien).
Plus précisément, on pourra envisager de coupler des transformations de type Box-Cox
avec des tests de gaussianité en grande dimension.
Par ailleurs, le formalisme général présenté dans ce papier pourrait être envisagé dans
d’autres contextes, en reconnaissance d’objets par exemple. Mais avant cela, une étude
plus spécifique du choix de la structure de voisinage seraitnécessaire, en particulier
concernant la définition d’un graphe de voisinage préservant au maximum l’invariance
affine. Enfin, la méthodologie pourrait être testée en utilisant d’autres techniques de
description d’images.
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Résuḿe : Les probl̀emes de chemin le plus court stochastique (SSP : Stochastic
Shortest Path problem), un sous-ensemble des problèmes de d́ecision markoviens
(MDPs), peuvent̂etre efficacement traı̂tés en utilisant l’algorithmeReal-Time Dy-
namic Programming(RTDP). Toutefois, les mod̀eles des MDPs sont souvent in-
certains (obtenus̀a l’aide de statistiques ou par intuition). Une approche usuelle
est alors la planification robuste : chercher la meilleure politique sous le pire
mod̀ele. Cet article montre comment RTDP peutêtre rendu robuste dans le cas
commun òu l’on sait que les probabilités de transition se trouvent dans un inter-
valle donńe. Cela permet d’effectuer une planification en tenant compte de l’in-
certitude d’un mod̀ele appris alors que les approches classiques font l’hypothèse
d’un mod̀ele “moyen”.

1 Introduction

Pour la planification dans le cadre de la théorie de la d́ecision, les problèmes de
décision markoviens (Bertsekas & Tsitsiklis, 1996) sont d’un intér̂et majeur quand un
mod̀ele probabilitiste du domaine est disponible. Divers algorithmes permettent de trou-
ver un plan (une politique) optimisant l’espérance de l’utilit́e à long terme. Toutefois,
les ŕesultats de convergence vers la politique optimale dépendent tous de l’hypothèse
que le mod̀ele probabiliste du domaine est précis.

Malheureusement, un grand nombre de modèles de MDPs sont basés sur des proba-
bilit és (et ŕecompenses) incertaines. Nombre d’entre elles dépendent de modèles statis-
tiques de systèmes physiques ou naturels, tels que pour le contrôle d’usines ou l’analyse
de comportements d’animaux. Ces modèles statistiques sont parfois basés sur des simu-
lations (elles-m̂emeśetant des mod̀eles math́ematiques), des observations d’un système
réel ou une expertise humaine.

Travailler avec des modèles incertains requiert d’abord de répondrèa deux questions
étroitement líees : 1– comment modéliser l’incertitude, et 2– comment utiliser le modèle
résultant. Les travaux existants montrent que l’incertitude est parfois représent́eeà tra-
vers un ensemble de modèles possibles,̀a chacuńetant assigńe une probabilit́e (Munos,
2001). L’exemple le plus simple est celui d’un ensemble de modèles possibles que l’on
consid̀ere d’́egales probabilit́es (Bagnellet al., 2001; Nilim & Ghaoui, 2004). Mais
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plutôt que de construire un ensembleéventuellement infini de modèles, nous choi-
sissons de représenter l’incertitude sur le modèle en d́efinissant chaque probabilité à
l’int érieur du mod̀ele comme se trouvant dans un intervalle donné (Givanet al., 2000;
Hosakaet al., 2001).

Les probabilit́es incertaines ont́et́e étudíees dans des problèmes d’allocation de res-
sources pour trouver le modèle le plus adapté (Munos, 2001) :

– ressource temporelle : comment explorer efficacement (Strehl & Littman, 2004),
et

– ressource spatiale : comment aggréger deśetats (Givanet al., 2000) ;
et dans le but de trouver des politiques robustes (Bagnellet al., 2001; Hosakaet al.,
2001; Nilim & Ghaoui, 2004). Nous nous concentrons sur ces derniers, considérant un
jeu à deux joueurs òu l’adversaire choisi parmi les modèles possibles celui qui dégrade
le plus l’utilité à long-terme.

Notre principal objectif est de développer un planificateur efficace pour un sous-
ensemble commun de MDPs pour lesquels toutes les politiques optimales ont la ga-
rantie de s’arr̂eter dans uńetat terminal : les problèmes de chemin le plus court sto-
chastique (SSP : Stochastic Shortest Path). L’algorithme gloutonReal-Time Dynamic
Programming(RTDP) (Bartoet al., 1995) est particulièrement adapté aux SSPs, trou-
vant de bonnes politiques rapidement et ne nécessitant pas une exploration complète de
l’espace d’́etats.

Cet article montre que RTDP peutêtre rendu robuste, permettant ainsi une planifi-
cation plus adaptéeà un mod̀ele incertain parce qu’appris par expérimentations, voire
par intuition. En section 2, nous présentons les SSPs, RTDP et la robustesse. Puis la
section 3 explique comment RTDP peutêtre transforḿe en un algorithme robuste. Fi-
nalement, des expérimentations sont présent́ees pour analyser le comportement de l’al-
gorithme obtenu, avant une discussion et conclusion.1

2 Contexte

2.1 Chemin le plus court stochastique

Un probl̀eme de chemin le plus court stochastique (Bertsekas & Tsitsiklis, 1996)
est d́efini ici par un uplet〈S, s0, G,A, T, c〉. Il décrit un probl̀eme de contr̂ole òu S
est l’ensemble fini deśetats du syst̀eme,s0 ∈ S est unétat de d́epart, etG ⊆ S
est un ensemble d’états buts.A est l’ensemble fini desactions possibles. Les actions
contr̂olent les transitions d’uńetats à un autres′ selon la dynamique probabiliste du
syst̀eme, d́ecrite par lafonction de transition T définie parT (s, a, s′) = Pr(st+1 =
s′|st = s, at = a). L’objectif est d’optimiser une mesure de performance basée sur la
fonction de côut c : S ×A× S → R+.2

Les SSP requièrent l’hypoth̀ese qu’il existe une politique propre, c’est-à-dire pour
laquelle unétat but est accessible depuis toutétat dansS, de sorte qu’il n’est pas pos-
sible de rester bloqúe dans un sous-ensemble d’états. On fait de plus l’hypothèse qu’une

1Ce travail est pŕesent́e plus en d́etails dans (Buffet & Aberdeen, 2004).
2Le mod̀ele n’́etant pas certain, nous ne faisons pas l’hypothèse usuellec(s, a) = Es′ [c(s, a, s′)].
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politique impropre conduit̀a un côut à long terme infini pour au moins uńetat. Un al-
gorithme de ŕesolution d’un SSP doit trouver unepolitique associant̀a chaquéetat une
distribution de probabilit́e sur les actionsπ : S → Π(A) qui optimise lecoût à long
terme J défini comme l’esṕerance de la somme descoûtspour atteindre uńetat but.

Dans cet article, nous considérons des SSPs̀a des fins de planification, avec connais-
sance complète de l’uplet d́efinissant le problème :〈S, s0, G, A, T, c〉. Dans ce cadre,
des algorithmes de programmation dynamique stochastique biens connus tels queValue
Iteration(VI) permettent de trouver une politique déterministe optimale. Value Iteration
fonctionne en calculant la fonctionJ∗(s) qui donne l’esṕerance de côut à long terme (fi-
nie avec l’hypoth̀ese faite d’existence d’une politique propre) des politiques optimales.
C’est le point fixe solution (unique) de l’équation de Bellman :

J(s) = min
a∈A

∑

s′∈S

T (s, a, s′) [c(s, a, s′) + J(s′)] . (1)

Mettre à jourJ par cette formule entraı̂ne la convergence asymptotique versJ∗. Pour
des raisons pratiques, nous introduisons aussi laQ-valeur :

Q(s, a) =
∑

s′∈S

T (s, a, s′)[c(s, a, s′) + J(s′)].

Les SSPs peuvent facilementêtre vus comme des problèmes de chemin le plus court
dans lesquels choisir un chemin ne mène que de manière probabiliste vers la destination
esṕeŕee. Ils peuvent représenter un sous-ensemble très utile des MDPs, puisqu’il s’agit
essentiellement de MDPsà horizon finis.

2.2 RTDP

L’algorithmeTrial based3 Real-Time Dynamic Programming(RTDP), introduit dans
(Barto et al., 1995), utilise le fait que les coûts du SSP sont positifs et l’hypothèse
suppĺementaire que chaque essai (parcours depuis l’état de d́epart) atteindra uńetat but
avec une probabilité 1. Ainsi, avec une initialisation nulle de la fonction de coût à long
termeJ , J comme lesQ-valeurs croissent de manière monotone durant leur calcul
itératif.

L’id ée derrìere RTDP (algorithme 1) est de suivre des chemins depuis l’état de d́epart
s0 en choisissant toujours de manière gloutonne des actions associées au côut à long
terme le plus bas, et en mettantà jourQ(s, a) au fur età mesure que leśetatss sont
rencontŕes. En d’autres termes, l’action choisie est celle dont on espère qu’elle m̀enera
aux côuts futurs les plus bas, jusqu’à ce que les calculs itératifs montrent qu’une autre
action semble pouvoir faire mieux.

RTDP a l’avantage de vitéeviter les plans qui conduiraientà des côutsélev́es. Ainsi,
l’exploration regarde principalement un sous-ensemble prometteur de l’espace d’états.
Toutefois, parce que l’algorithme suit les chemins en suivant la dynamique du système,
les transitions rares ne sont prises en compte que rarement. L’utilisation de la simulation
permet d’obtenir de bonnes politiques tôt, mais au prix d’une convergence finale lente,
du fait de la mauvaise fréquence de misèa jour des transitions rares.

3On consid̀erera toujours la versiontrial basedde RTDP.
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Algorithme 1 Algorithme RTDP pour SSPs
RTDP(s : état)// s = s0

r épéter
ESSAIRTDP(s)

jusqu’ à // pas de condition d’arr̂et

ESSAIRTDP(s : état)
tant que¬BUT(s) faire

a =ACTIONGLOUTONNE(s)
J(s)= Q(s, a)
s =CHOISIRETATSUIVANT (s, a)

fin tant que

2.3 Robust Value Iteration

Pessimisme et optimisme

Nous passons maintenant au problème de tenir compte de l’incertitude du modèle
lors de la recherche d’une “meilleure” politique. L’ensemble (potentiellement infini)
des mod̀eles possibles est notéM.

Une approche simpliste est de calculer le modèle moyen surM, ou le mod̀ele le plus
probable, puis d’utiliser des ḿethodes d’optimisation standard pour SSPs. De telles
approches ne garantissent rien sur le coût à long terme de la politique si le vrai modèle
diff ère de celui choisi pour l’optimisation.

Nous suivons l’approche décrite dans (Bagnellet al., 2001), laquelle consistèa trou-
ver une politique se comportant bien face au pire modèle possible. Cela revient̀a
consid́erer un jeuà deux joueurs et̀a somme nulle, i.e. òu le gain d’un joueur est la
perte de l’autre. Le joueur choisit une politique sur les actions (dans l’espace de poli-
tiques stochastiquesΠA) alors que son adversaire “perturbateur” choisit simultanément
une politique sur les modèles (dans l’espaceΠM). Comme c’est un jeu simultané, les
politiques optimales peuventêtre stochastiques. Cela mèneà un algorithme de type
max-min :4

max
πM∈ΠM

min
πA∈ΠA

JπM,πA
(s0).

Dans ce jeu SSP, Value Iteration converge vers une solution fixe (Patek & Bertsekas,
1999).

Il est aussi possible d’être optimiste, consid́erant que les deux joueurs collaborent
(du fait qu’ils endurent les m̂emes côuts), ce qui transforme lemax en unmin dans la
formule pŕećedente. Ce second cas estéquivalentà un SSP classique où une d́ecision
consiste en le choix d’une actionet d’un mod̀ele local.

4Le jeuétant simultańe, l’ordre entremax etmin est sans importance.
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Localit é

Un tel algorithme max-min serait particulièrement côuteux à impĺementer. M̂eme
en restreignant la rechercheà une politique d́eterministe sur les modèles, il faudrait
calculer la fonction de côut à long terme optimale pour chaque modèle avant de choisir
le pire mod̀ele et la politique optimale associée. Toutefois, un processus plus simple
peut être utiliśe pour calculerJ en cherchant en m̂eme temps le pire modèle. Il faut
pour cela faire l’hypoth̀ese que les distributionsT (s, a, ·) sont ind́ependantes d’une
paireétat-action(s, a) à l’autre. Cette hypoth̀ese n’est pas toujours valide, mais rend les
choses plus faciles pour l’adversaire puisqu’il peut ainsi choisirà travers un ensemble
de mod̀elesélargi. On ne risque alors que d’avoir des politiques “trop robustes” (parce
que trop pessimistes).

Parce que nous faisons l’hypothèse d’une ind́ependance au niveau “état-action” (pas
seulement au niveau “état”), c’estéquivalent̀a une situation òu le second joueur prend
une d́ecision d́ependant de l’́etat courant et de l’action du premier joueur. Cette situation
revientà un jeuséquentieloù le mouvement du joueur préćedent est connu du joueur
suivant : les deux joueurs peuvent agir de manière d́eterministe sans perte d’efficacité.

Le résultat de cette hypothèse est que le pire modèle peut̂etre choisi localement quand
Q est misà jour pour une pairéetat-action donńee. Comme on peut le voir sur l’algo-
rithme 2, le pire mod̀ele localma

s peut changer pendant que lesQ-valeursévoluent. De
préćedentes mises̀a jour des côuts à long terme d’́etats atteignables peuvent changer
leur ordre relatif, de sorte que les résultats consid́eŕes comme les plus mauvais ne sont
pas les m̂emes.

Algorithme 2 Robust Value Iteration (pour un SSP)
InitialiserJ to 0.
r épéter

pour tout s : étatfaire
pour tout a : actionfaire

Qmax(s, a)← maxma
s∈Ma

s

∑
s′∈S Tma

s
(s, a, s′)

[
J(s′) + cma

s
(s, a, s′)

]
fin pour
J(i)← mina∈A Qmax(s, a)

fin pour
jusqu’ à J converge

L’apport principale de cet article est de montrer que RTDP peutêtre rendurobuste,
permettant la planification dans des domaines très grands et incertains, en assurant le
comportement dans le pire cas.

3 Robust RTDP

Nous consid́erons d́esormais des SSPs incertainsbaśes sur des intervalles, oùT (s, a, s′)
se trouve dans un intervalle[Prmin(s′|s, a), P rmax(s′|s, a)]. La figure 1 montre un
exemple d’un tel SSP. Nous discutons l’approche pessimiste, l’optimiste amenantà des
résultats similaires.
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b) SSP incertain

FIG. 1 – Deux vues d’un m̂eme SSP, selon que l’incertitude sur le modèle est prise en
compte (côuts entre parenth̀eses). Dans le SSP incertain, l’actiona0 sera pŕeféŕee du
fait qu’elle atteint rapidement le buts1.

Pour une pairéetat-action donńee(s, a), il existe une listeR = (s′1, · · · , s′k) d’états
atteignables (R est choisi pour “reachable”). Pour chaqueétat atteignable,T (s, a, s′i) ∈
Ii = [pmin

i , pmax
i ]. Ainsi, les mod̀eles possibles sont ceux qui respectent les contraintes

repŕesent́ees par ces intervalles tout en assurant
∑

i T (s, a, s′i) = 1. La figure 2 illustre
ceci avec troiśetats atteignables.

s
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p
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1

p
max

s
′

1

s
′

1

s
′

2
s
′

3

FIG. 2 – Un triangle est un simplexe représentant toutes les distributions de probabilité
possibles pour trois résultats diff́erents (Pr(s′i) = 1 au sommets′i). Sur le triangle de
gauche, le trap̀eze montre l’intervalle-contrainte pours′1. Le triangle de droite montre
les mod̀eles possibles̀a l’intersection des trois intervalles-contraintes.

Pires mod̀eles locaux —

L’ étape de maximisation pour calculerQ(s, a) dans l’algorithme 2 est effectuée en
donnant la plus grande probabilité au pire ŕesultat. Ceci requiert d’abord d’ordonner
lesétats atteignables de manière d́ecroissante selon les valeurs :c(s, a, s′1) + J(s′1) ≥
c(s, a, s′2) + J(s′2) ≥ · · · c(s, a, s′k) + J(s′k). Après, la pire distribution est celle asso-
ciant la plus grand probabilité au premieŕetats′1, puisàs′2, et ainsi de suite jusqu’às′k.
Comme indiqúe dans (Givanet al., 2000), il est́equivalent de trouver l’indexr ∈ [1..k]
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tel que
r−1∑

i=1

pmax
i +

k∑

i=r

pmin
i ≤ 1.

Les transitions de probabilités ŕesultantes sont alors :

Pr(s′i) =
{

pmax
i if i < r

pmin
i if i > r

(2)

Pr(s′r) = 1−
k∑

i=1,i 6=r

Pr(s′i). (3)

En utilisant la borne pré-calcuĺeeBmin =
∑k

i=1 pmin
i , l’algorithme 3 donne une im-

plémentation complète. L’algorithme detri par insertion5 est choisi pour profiter de ce
que la liste sera souvent déjà ordonńee.

Algorithme 3 Pire mod̀ele pour la pairéetat-action(s, a)
PIREMODÈLE(s : état,a : action)
R = (s′1, · · · , s′k) = ETATSATTEIGNABLES(s,a)
TRI(R)
i = 1, borne = Bmin

tant que (borne− pmin
i + pmax

i < 1) faire
borne← borne− pmin

i + pmax
i

Pr(s′i)← pmax
i

i← i + 1
fin tant que
r = i
Pr(s′r)← 1− (borne− pmin

r )
pour tout i ∈ {r + 1, . . . , k} faire

Pr(s′i)← pmin
i

fin pour
return(R,Pr(·))

En ŕesuḿe, Robust VI sur un SSP basé sur des intervalles consisteà appliquer Value
Iteration tout en mettant̀a jour les probabilit́es de transitioǹa travers l’algorithme 3.

Nous n’avons besoin que d’un seul pire modèle pour calculer les piresQ-valeurs. Tou-
tefois, parce que plusieursétats atteignabless′i peuvent avoir la m̂eme valeurc(s, a, s′i)+
J(s′i) que s′r (on note cet ensemble d’étatsS′r), il peut y avoir une infinit́e de pire
mod̀eles locaux́equivalents. Tout mod̀ele ne diff́erant que par la distribution de la masse
de probabilit́e parmi leśetatségalement mauvais deS′r est aussi un pire modèle local.

Pires mod̀eles globaux —

Contrairement̀a VI, RTDP ne visite pas ńecessairement tout l’espace d’états. C’est
pourquoi (Bartoet al., 1995) introduit la notion d’́etatpertinent(“relevant state”), que

5http ://en.wikipedia.org/wiki/Insertion sort
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nousétendons au cas incertain : unétats est ditêtrepertinentpourM s’il existe unétat
de d́eparts0, un mod̀elem ∈ M et une politique optimaleπ sous ce mod̀ele tels ques
peutêtre atteint de l’́etats0 quand le contr̂oleur utilise cette politique sous ce modèle.

Cette notion est importante parce que deux modèles locaux́egalement mauvais sur
une pairéetat-action peuvent interdire l’accèsà différentśetats, de sorte que pour deux
mod̀elesm1 etm2, unétat peut̂etre pertinent (dans le sens de (Bartoet al., 1995)) dans
m1 mais pas dansm2. Mais RTDP ne devrait pas trouver une politique optimale juste
pour lesétats pertinents d’un seul pire modèle global. Et la politique ne doit pas s’appli-
querà tous leśetats possibles. Elle devrait s’appliquerà tous leśetatsatteignablessous
toutmod̀ele (pour des politiques optimales), i.e.à tous leśetats pertinents. Mais couvrir
les états pertinents du pire modèle utiliśe pour ŕe-́evaluer lesQ-valeurs ne couvre pas
nécessairement tous lesétats pertinents pourM : cela d́epend du mod̀ele utiliśe pour
choisir l’état suivant, c’est-à-dire pour simuler la dynamique du système.

Pouréviter de manquer deśetats pertinents, chaque modèle local utiliśe pour la si-
mulation doit assurer que toutétat atteignable (d’aprèsM) peutêtre visit́e. Comme on
peut le voir sur la figure 2, l’ensemble des modèles locaux possibles pour une paire
état-action est un polytope convexeà n dimensions. Tout mod̀ele à l’int érieur de ce
polytope, excluant la frontière, est ainsi approprié puisque, pour touts′i, il garantie que
P (s′i|s, a) > 0.

Ainsi il existe un mod̀ele globalmd qui peutêtre emploýe pour simuler la dynamique
du syst̀eme sans manquer quelqueétat potentiellement atteignable qu’il soit.

3.1 Robust (Trial-Based) RTDP

RobustRTDP diffère du RTDP original en ce que :

– A chaque fois que l’algorithme metà jour l’évaluation d’uńetat, l’adversaire cherche
le pire mod̀ele local, utiliśe pour calculer lesQ-valeurs.

– Pour l’exploration, l’algorithme suit une dynamique possible du système qui tient
compte de toutes les transitions possibles (utilisant le modèlemd).

– Lesétats “pertinents” sont maintenant lesétats atteignables en suivant une politique
optimale sous n’importe quel modèle possible.

De là, nous pouvons adapterà notre contexte le th́eor̀eme de convergence 2 de (Barto
et al., 1995), ainsi que la preuve correspondante, en discutant principalement les modi-
fications qu’elle requiert.

Théorème 1
Dans des problèmes de chemin le plus court stochastiqueincertain et avec att́enuation,
robust Trial-Based RTDP, avec l’état initial de chaque essai restreintà un ensemble
d’états de d́epart, converge (avec probabilité un) versJ∗ sur l’ensemble deśetats per-
tinents, et la politique optimale du contrôleur converge vers une politique optimale
(éventuellement non-stationnaire) sur l’ensemble desétats pertinents, sous les mêmes
conditions que le th́eor̀eme 3 dans (Bartoet al., 1995).
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Preuve :

La preuve dans (Bartoet al., 1995) montre que leśetats ind́efiniment mis̀a jour par
RTDP sont leśetats pertinents, de sorte qu’une preuve de convergence classique sur les
SSP peut̂etre invoqúee.

Une premìere remarque est qu’introduiremaxm∈M dans la formule de misèa jour
ne change pas le fait queJt est croissante et non-surestimante.

Dans notre cas, l’utilisation du modèlemd assure de manière similaire que leśetats
indéfiniment mis̀a jour par robust RTDP sont tous lesétats pertinents (du SSP incer-
tain).

Nous avonśetabli que nous sommes dans un jeu séquentiel de type chemin le plus
court (“Stochastic Shortest Path Games”=SSPG). (Bertsekas & Tsitsiklis, 1996) montre
qu’il s’agit de cas particuliers de SSPG géńeral (simultańe). La convergence pour les
SSPGs ǵeńeraux est prouv́ee dans la proposition 4.6 de (Patek & Bertsekas, 1999),
laquelleétablie que les côuts à long terme convergent avec une probabilité 1 sur l’en-
semble deśetats pertinents. ¤

Quel que soit le mod̀ele ŕeel, l’algorithme apprend toutes les décisions optimales pour
toutétat pertinent sous l’hypothèse la plus pessimiste. Unétat pertinents peut d’ailleurs
ne paŝetre atteignablèa travers un pire mod̀ele global, mais l’environnement réel peut
y mener. Ainsi la politique doit couvrir tous lesétats pertinents mais fait l’hypothèse
que le pire mod̀ele s’applique depuis cesétats.

4 Expérimentations

LabelledRTDP (Bonet & Geffner, 2003) est une version modifiée de RTDP qui peut
être rendue robuste de manière similaire. Les exṕeriences effectúees illustrent le com-
portement derobust LRTDP. Dans ce but, il est comparé auRobust Value Iterationde
Bagnell, ainsi qu’̀aLRTDP. Dans tous les cas, le critère de convergence estε = 10−3 :

– pour LRTDP, uńetats a converǵe si ses enfants aussi et si son résidu|Jt+1(s) −
Jt(s)| est plus petit queε, et

– pour VI, nous nous arrêtons quand le plus grand changement dans le coût à long
terme d’unétat au court d’une itération est plus petit queε.

4.1 Cœur

Dans cette première exṕerimentation, nous comparons une politique non-robuste op-
timale avec une robuste sur le petit exemple de la figure 1-b. Le tableau 1 montre les
coûts à long terme esṕeŕes th́eoriques de chaque politique sur le modèle normal (plus
probable), ainsi que sur les modèles pessimistes et optimistes. La politique robuste est
largement meilleure dans le cas pessimiste. On a ici un exemple caricatural du fait
qu’une politique robuste fait usage de transitions moins incertaines qu’une politique
qui est optimale pour le modèle le plus probable, d’òu une moins grande variabilité de
son efficacit́e quand elle est́evalúee sur divers mod̀eles.
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TAB . 1 – Evaluation th́eorique de politiques robustes et non-robustes sur divers
mod̀eles, concordant exactementà l’évaluation empirique.

Normal Pessimiste Optimiste
Non-robuste 2.90 8.90 1.70

Robuste 3.33 3.33 3.33

4.2 La voiture sur la montagne

Nous employons ici le problème de la voiture sur la montagne tel que défini dans
(Sutton & Barto, 1998) : partant du fond d’une vallée, une voiture doit acquérir assez
d’élan pour atteindre le haut d’une montagne (voir figure 3). La dynamique utilisée est
la même que d́ecrite dans le logiciel “mountain car”.6 L’objectif est de minimiser le
nombre de pas de temps pour atteindre le but.

Gravité

Accélération

Réaction de la route

But

−1.2 0.6Position

FIG. 3 – Le probl̀eme de la voiture sur la montagne.

L’espace d’́etat continu est discrétiśe (grille32×32) et le mod̀ele de transitions incer-
taines correspondant est obtenu paréchantillonage de1000 transitions depuis chaque
paireétat-action(s, a). Pour chaque transition, on calcule les intervalles dans lesquels
se trouve le vrai mod̀ele avec une confiance de95%. Ce calcul d́ecrit en annexe B dans
(Buffet & Aberdeen, 2004) utilise la variance empirique et assure que le modèle le
plus probable satisfait les contraintes obtenues (on a donc toujours au moins un modèle
possible).

6http ://www.cs.ualberta.ca/˜sutton/MountainCar/MountainCar.html
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Résultats

Remarque pŕeliminaire : simuler un chemin montre géńeralement une voiture oscil-
lant plusieurs fois avant de quitter la vallée. Ceci a deux explications principales : 1- la
vitesse acquise est juste suffisante pour atteindre le sommet, et 2- le modèle discŕetiśe
n’est pas assez précis : appliquer la politique obtenue sur le vrai modèle math́ematique
(au lieu du discŕetiśe) devrait donner de bien meilleurs résultats.

La figure 4 montre la fonction de coût à long terme obtenue en utilisantvalue itera-
tion, LRTDP et leur contreparties robustes sur le problème de la voiture sur la montagne.
Les axesx ety donnent la position et la vitesse de la voiture. L’axez est l’esṕerance du
coût jusqu’au but. Sur la surface est représent́e un exemple de chemin depuis l’état de
départ jusqu’̀a l’état but : il suit la politique gloutonne face au modèle le plus probable.

La forme ǵeńerale de la surface obtenue est toujours la même, avec des parties de l’es-
pace d’́etats inexploŕees par LRTDP et Robust LRTDP (comme attendu). Leséchelles
verticales sont bien plus grandes dans les cas robustes. Cela reflète le fait qu’atteindre le
but consomme bien plus de temps sous un modèle pessimiste. Parce queJ peut iciêtre
interpr̂et́e comme le temps moyen avant d’atteindre le but, ces graphes montrent com-
ment l’accumulation de petites incertitudes peut amenerà des politiques plus longues.
Ici les temps sont multipliés par plus de2.5.

Lors de l’ex́ecution des quatre différents algorithmes, unéevaluation de la politique
gloutonne courantéetait effectúee tous les10∗nStates = 10 240 misesà jour d’uneQ-
valeur. Les ŕesultats apparaissent sur les figures 5 a) et b), l’axe des ordonnées donnant
l’espérance de côut à long terme depuis l’état de d́epart. Sur les deux sous-figures, les
algorithmes baśes sur LRTDP obtiennent de bonnes politiques rapidement, mais ont
de longs temps de convergence de : VI=2.46 × 106 misesà jour, LRTDP=9.00 × 106,
rVI=8.09× 106, rLRTDP=11.5× 106.

Une dernìere mesure intéressantèa observer est la “Value-at-Risk” (VaR), même si
l’on cherche ici un comportement optimal face au pire modèle et non un comportement
minimisant le risque. La VaR donne, pour un seuil de “risque”r ∈ [0, 1], le côut à long
termeJ ′ tel quePr(J > J ′) ≤ r. La figure 6 a) montre les courbes de Value-at-Risk
pour trois mod̀eles possibles (moyen, bon et mauvais) et pour une politique optimale
normale et une politique optimale robuste (d’où un total de 6 courbes). Dans ce cas
précis, les courbes de l’une et l’autre politiques se superposent, leurs comportements
étant identiques sur chacun des trois modèles. Il semble donc que la politique optimale
normale soit d́ejà robuste, et qu’aucun effet particulier sur le risque n’est observable.

4.3 Navigation maritime

Le probl̀eme de navigation utiliśe ici partage des similarités avec la voiture sur la
montagne. Sa description complète peutêtre trouv́ee dans (Vanderbei, 1996), et une
autre utilisation se trouve dans (Peret & Garcia, 2004). Ici, l’espace est discrétiśe en
une grille de10× 10,×8 angles de vent et×8 directions possibles. L’incertitude de ce
syst̀eme est duèa l’évolution stochastique de la direction du vent. Le modèle incertain
est aussi appris en tirant1000 échantillons au hasard pour chaque paireétat-action, en
utilisant la m̂eme confiance de95%.
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FIG. 4 – Fonction de côut à long terme pour le problème de la voiture sur la montagne
Dans tous les cas, le modèle le plus probable est utilisé pour ǵeńerer un exemple de
chemin.
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FIG. 5 – Côut moyen pour atteindre le but pour le problème de la voiture sur la
montagne (et le problème de navigation), coût mesuŕe toutes les10 ∗ nStates (resp.
2 ∗ nStates) misesà jour deQ-valeurs.
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Résultats

Les m̂emes tests ont́et́e effectúes que sur le problème de la voiture sur la montagne.
Les fonctions de côut à long terme obtenues montrent des phénom̀enes similaires tels
que l’augmentation du temps pour atteindre le but. Seules les figures 5 c) et d) sont d’un
intér̂et particulier, puisqu’elles montrent combien les algorithmes de la famille LRTDP
convergent vite. Dans ce problème au plus grand nombre de dimensions, trouver des
solutions prend plus de temps au début, mais LRTDP s’av̀ere tr̀es efficace pouŕeliminer
les chemins inefficaces. En fait, la plupart desétats pertinents se trouvent le long de
la diagonale principale du lac (la plupart desétats lat́eraux peuvent̂etreévités par les
politiques optimales). Pour les différents algorithmes, le temps de convergence est :
VI=3.67× 106, LRTDP=0.49× 106, rVI=5.22× 106, rLRTDP=0.60× 106.

Pour finir, la figure 6 b) donne les courbes de Value-at-Risk pour trois modèles pos-
sibles (moyen, bon et mauvais) et pour une politique optimale normale et une politique
optimale robuste. Contrairement au problème de la voiture sur la montagne, on ob-
serve un comportement différent selon que la politique est robuste ou non. En fait, dans
le cas de la politique robuste, les 3 courbes correspondants aux 3 différents mod̀eles
emploýes sont presque confondues (avec la courbe du milieu : “politique optimale nor-
male / mod̀ele moyen”). On en d́eduit que la recherche d’une politique robuste amène
à des prises de décisions diff́erentes “uniformisant” la prise de risque : la probabilité
de d́epasser un certain coût à long terme est la m̂eme quel que soit le modèle ŕeel du
syst̀eme.
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FIG. 6 – Courbes de Value-at-Risk pour les deux problèmes consid́eŕes et 3 mod̀eles de
référence.

Une autre exṕerimentation (Buffet & Aberdeen, 2004) confirme ces résultats sur un

140



Planification robuste avec (L)RTDP

exemple illustrant cette approche sur un problème de planification temporelle. Dans ce
cas, l’incertitude vient de ce que les probabilités d’́echec des diff́erentes t̂aches n’est
connue que par consultation d’experts du domaine (Aberdeenet al., 2004).

5 Discussion et conclusion

Une extension directe de ce travail, suggéŕee par (Hosakaet al., 2001), est de trouver
les meilleures d́ecisions face aux pires modèles (comme nous le faisons dans cet article),
puis de choisir parmi celles-ci les décisions optimales pour unmod̀ele optimiste. Cette
idée aét́e d́evelopṕee dans l’annexe C de (Buffet & Aberdeen, 2004). Si les calculs
suppĺementaires requis sont raisonnables, ils ne sont utiles que si diverses politiques
robusteśequivalentes existent, avec une variabilité de leurs ŕesultats sur des modèles
optimistes.

L’approche de la robustesse adoptée dans ce papier considère que l’on connait un en-
semble de mod̀eles possibles. Une question ouverte est de savoir s’il est possible d’uti-
liser plus d’information issue du modèle incertain en prenant en compte la distribution
de probabilit́e sur les mod̀eles possibles.

De manìere similaire, l’incertitude sur le modèle aét́e consid́eŕee pour apprendre
un mod̀ele pendant la planification (Strehl & Littman, 2004). L’algorithme proposé est
optimiste, mais ne semble pas s’adapterà notre cadre dans la mesure où l’ évolution du
mod̀ele brise l’hypoth̀ese de “non-surestimation” :∀s ∈ S, t ≥ 0, Jt(s) ≤ J∗(s). Il
reste toutefois important de noter querobustRTDP ne souffrirait pas d’être utiliśe en
ligne, puisque la dynamique réelle peut̂etre emploýee pour choisir l’́etat suivant (le pire
mod̀ele n’apparâıt que dans la formule de miseà jour du côut à long terme).

Enfin, une hypoth̀ese cruciale de RTDP est qu’unétat but doit̂etre atteignable depuis
tout état. Nous pŕesentons un algorithme répondant̀a ce probl̀eme dans (Buffet, 2004).

Conclusion

Des travaux ŕecents montrent que l’incertitude du modèle est un problème important
pour la planification dans le cadre de la théorie de la d́ecision. Il peut̂etre int́eressant
aussi bien d’analyser le modèle pour savoir òu il pourrait être raffińe, que prendre des
décisions en tenant compte de l’incertitude connue. Nous avons proposé une modifi-
cation de l’algorithme RTDP lui permettant de calculer des politiques robustes effica-
cement dans des domaines de grande taille et incertains. L’incertitude sur le modèle
est repŕesent́eeà travers des intervals de confiance sur les probabilités de transition. La
preuve de convergence de l’algorithme résultant est esquissée (d́etails dans (Buffet &
Aberdeen, 2004)). Nous faisons la démonstration de robust LRTDP sur un domaine où
les intervalles sont estiḿes de manìere statistique.
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Une limite essentielle des HMM, et plus généralement des modèles de Markov, concerne
le passage à l’échelle, l’impossibilité de la prise en compte efficace de l’influence de
phénomènes indépendants et la difficulté de généralisation.

Pour répondre à ces problèmes, plusieurs extensions existent. En particulier, nous
nous intéresserons dans ce qui suit à lahiérarchisation(Shai Fine, 1998; Theocharous
et al., 2004) et à lafactorisation(Ghahramani & Jordan, 1997).

La hiérarchisation permet de réduire le nombre de liens entre états nécessaires dans
un HMM et par là même de réduire la complexité algorithmique de l’apprentissage
ainsi que l’imprécision. Quant à la factorisation, le principe est d’expliquer les observa-
tions par plusieurs causes plutôt qu’une seule. C’est-à-dire qu’on remplace leP (Y |X)
des HMM parP (Y |X1, X2, ..., Xn). LesX i sont des variables cachées pouvant être
gérées indépendamment. LesP (X i

t+1|X
i

t
) sont alors différents pour chaquei.

En pratique, on ne peut pas adapter directement les algorithmes d’inférence existants
dans le cas des HMM factorisés, ou hiérarchiques. De plus, unaspect important du
problème est que notre système apprend à partir de données éparses car nous faisons
l’hypothèse que nous ne disposons que d’un petit nombre d’exemples pour apprendre.
Ceci se justifie par notre domaine d’application (la robotique située), où le processus
d’échantillonnage des données est contrôlé par un comportement dépendant entre autres
de l’environnement et des capacités du robot qui ne permet pas d’obtenir beaucoup
d’exemples. Par conséquent, nous souhaitons exprimer un compromis entre précision
et vitesse de l’apprentissage.

L’approche que nous proposons consiste à changer de formalisme de représentation
en transformant un graphe orienté et avec circuits (i.e. HMMhiérarchique factorisé
dans lequel on fait abstraction du typage des dépendances) en un réseau Bayésien. Le
formalisme des réseaux Bayésiens s’inscrit en effet dans uncadre théorique développé
et bien connu qui laisse espérer une résolution plus facile.Toutefois, nous identifions
les deux problèmes suivants :

– L’existence de dépendances multiples dans les FHHMM entraîne à priori une ex-
plosion combinatoire du nombre de paramètres à apprendre, ce qui est d’autant
plus problématique lorsque peu d’exemples sont à notre disposition ;

– La présence de circuits dans les dépendances conditionnelles entre les variables
d’un FHHMM empêchent la modélisation directe par un réseau Bayésien. Il est à
noter que ces dépendances ne concernent les variables qu’à un même pas de temps
(synchrones).

1Acknowledgements : This work was supported in part by the PASCAL Network of Excellence.
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FIG. 1 – Exemple de changement de représentation (RB=> RBA). Le graphe de
gauche donne la structure des dépendances conditionnellesentre les variables, et le
graphe de droite montre l’expression dans le formalisme desréseaux Bayésien après
transformation et ajout de variables additionnelles booléennes. Ces variables addition-
nelles permettent de forcer la dépendance entre deux variables du réseau Bayésien (elles
sont systématiquement observées àvrai). Les probabilités conditionnelles de ces va-
riables sont calculées de telle sorte que les probabilités jointes entre deux variables
d’origine soient cohérentes avec les données.

En conséquence, nous avons mis au point un algorithme de changement de repré-
sentation permettant de construire ce que nous appelons desréseaux Bayésiens aplatis
(RBA). Cette modélisation est basée sur un compromis entre précision et vitesse d’ap-
prentissage et repose sur la prise en compte des dépendancesmultiples en les exprimant
deux à deux seulement (cf. Fig. 1).

Les résultats obtenus sont prometteurs puisqu’ils montrent que les réseaux Bayésiens
aplatis ont les propriétés suivantes :

– prise en compte et modélisation des circuits, ceux-ci étant fréquents dans les HMM
considérés ;

– apprentissage plus rapide avec peu d’exemples, au prix, ilest vrai, d’une perte de
précision à long terme. En robotique, ce compromis est avantageux puisque l’on
dispose souvent d’exemples peu nombreux.

Cependant, le formalisme final étant toujours celui des RB (avec des variables addi-
tionnelles et un calcul des paramètres satisfaisant des axiomes), nous pouvons très bien
envisager des représentations "hybrides" dans lesquellescertaines dépendances (pour
lesquelles peu de données sont disponibles) sont expriméesdans le cadre des RBA,
tandis que d’autres sont exprimées de façon classique. Ainsi, cette méthode permet-
trait de tirer parti du compromis expressivité/apprentissage avec peu d’exemples des
RBA tout en gardant une expressivité pouvant atteindre celle des RB lorsque le nombre
d’exemples disponibles croît suffisamment.
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Résuḿe : Les théorèmes d’essentielle indécidabilité de l’arithmétique ont
souvent été cités comme limites à la démonstration automatique ou aux
systèmes experts. Toutefois, ces résultats considèrent l’impossibilité d’établir la
démonstration d’énoncésau pire cassur le choix de l’énoncé, ce qui est trop
pessimiste pour la vie réelle. C’est pourquoi nous proposons un cadre probabi-
liste. Précisément, nous examinons le taux d’énoncés non-décidables à mesure
que le système d’axiomes s’enrichit, en particulier selonque l’on empile simple-
ment les exemples comme autant d’axiomes ou selon que l’on effectue une réelle
induction de système d’axiomes1.

Inspired by the “Learning to Reason” framework and the debate about Quine’s un-
derdetermination thesis, this paper investigates the conditions for a hybrid inductive-
deductive system (IDS). This system is provided with a set ofaxioms or statements
(e.g. examples), and its goal is to determine the truth valueof any further statemente.

From a mathematical logic perspective, the question is whether i) the available set
of statements is complete, and ii) the logical setting is complete (decidable logic). The
truth value ofe is determined using mathematical deduction ; the algorithmic challenge
is to provide an efficient search engine for constructing a proof of e or¬e.

When the set of statements is not complete, inductive reasoning is needed to find
additional axioms, consistent with the available ones and sufficient for determining the
truth value ofe. The challenge here is to determine the statistically relevant level of
generalization.

From a hybrid inductive-deductive perspective, the logical setting considered must
thus be examined with respect to both its completeness (deduction-oriented perfor-
mances), and its VC-dimension or PAC learnability (induction-oriented performances).

Typically, statementsC(1), C(3), C(5), ¬C(4), ¬C(6), ¬C(2), do not allow for any
further deduction. In the meanwhile, inductive logic programming might hypothesize
∀n; C(2n + 1) ∧ ¬C(2n), which could in turn allow for many other deductions2.

1Voir http://www.lri.fr/˜teytaud/decid.pdf pour la bibliographie et les démonstrations
complètes.

2It must be emphasized that this combination of induction anddeduction corresponds to the standard rea-
soning in mathematics : modifying, adding and removing axioms in order to avoid inconsistencies and provide
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This paper examines the convergence properties of an inductive-deductive system
(e.g. the probability that then + 1-th example can be proved from the axioms learned
from the previousn examples). The originality of the work is to propose a probabilistic
analysis of logic decidability and completeness, contrasting with the worst-case ana-
lysis and undecidability results used in the literature. Indeed, a worst-case perspective
does not account for the fact that many statements can yet be proved in an essentially
undecidable setting.

Overview

The alternative to a worst-case analysis framework proposed in this paper is based on
a logically consistent probability distribution over the set of statements. In each stepn,
the system outputs a theoryAn from the firstn statements, and one examines whether
this theory allows for proving further statements.

If these further statements are selected in a worst-case manner,An does not allow for
deciding their truth value even with unbounded computational resources. However, a
worst-case perspective often leads to overly pessimistic conclusions. In everyday life,
many statements are (provably) true or false despite the incompleteness and undecida-
bility of the underlying axiom set.

The probabilistic setting proposed is inspired from the standard Probably Approxi-
mately Correct (PAC) framework, and the study borrows the standard statistical lear-
ning tools (VC-dimension) in order to bound the completeness expectationLn =
M({e s.t. An 6` e∧An 6` ¬e}) whereM is the measure of probability of the examples.

The complete paper presents results about the induction of atarget theory with boun-
ded description length, comparing thenaive learning (naive adding of examples as
axioms),pruned learning setting (reduction of axioms) andfine learning setting (in-
duction of axioms by minimum description length). It is shown that (corollaries 1-4) : i)
in all cases, non-asymptotic performance depends on the underlying distributionM and
it might be arbitrarily bad (as in the worst-case setting) ; ii) fine learning, and more ge-
nerally restrictions on the description length entails faster convergence rates thannaive
learning ; iii) for any algorithm with a faster completenessconvergence rate thannaive
learning, there exists a distribution such that the error orfalsity is not almost surely
zero (∃M, e s.t. ∀n, P (An ` ¬e) > 0 andM(e) > 0) ; iv) prunedlearning can behave
arbitrarily badly in the sense of an infinite asymptotic description length.

Further works consider considers the case of a target theorywith infinite description
length, and presents negative results (corollaries 5-8) : i) arbitrarily slow convergence
rates can occur ; ii) a fast increase of the axiom set can occur. However, the complete-
ness rate goes to 1 as the number of examples goes to infinity.

While results outlined above are based on an oracle (axiomatic optimization or theo-
rem proving with unbounded computational power), we considers as well the case of
Turing-computable approximations of such an oracle. Results similar to those of the
oracle case are presented (with, unfortunately, a huge computational complexity).

a better model for reality, with no guarantee that the current axiom set is correct (see e.g. contradictions in
early axiomatisations of the set theory).
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Résumé : Le problème du calibrage de relations à partir d’exemples est un
problème classique d’apprentissage. Cette question a en particulier été traitée
très différemment par la théorie du processus empirique (fournissant des ré-
sultats asymptotiques), par la théorie de l’apprentissage ((A.-N. Kolmogorov,
1961),(V. Vapnik, 1971)), et diverses méthodes plus ou moins empiriques. L’ap-
plication de la théorie de l’apprentissage aux réseaux bayésiens est encore incom-
plète et nous proposons une contribution, notamment par l’utilisation de nombres
de couverture et son application à des minimisations de risque structurel. Nous
considérons en particulier les problèmes suivants :

– Consistance de l’apprentissage dans les réseaux Bayésiens : quels paradigmes
conduisent à la consistance/consistance universelle ? En particulier, nous pro-
posons un algorithme pour lequel la consistance est démontrée. Les méthodes
usuelles de calibrations locales sont en fait non consistentes.

– Le choix de la structure d’un réseau Bayésien : Comment garantir que la struc-
ture ne va pas converger asymptotiquement vers une structure trop complexe ?
En particulier, comment générer des états non observables qui simplifient le ré-
seau résultant ? Nous montrons de plus l’influence d’une entropie structurelle
sur les nombres de couvertures, qui n’est pas prise en compte par les scores
usuels.

– La complexité de l’échantillon dans les réseaux Bayésiens : combien
d’exemples faut-il pour atteindre une précision donnée dans l’estimation de
la densité ?

– La convergence vers la structure réelle : comment éviter que l’arcA → B soit
choisi comme paramètre du réseau alors qu’il est inutile ?

1 Introduction

Bayesian networks are a well known and powerful tool for representing and reasoning
on uncertainty. One can refer to (Pearl, 2000),(P. Naim, 2004) for a general introduction
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to Bayesian networks. Learning the structure and the parameters of Bayesian networks
can be done through either expert information or data. Here, we only address the pro-
blem of learning from data, i.e. learning a law of probability given a set of examples
following this law. Although a lot of algorithms allowing learning Bayesian networks
from data exist, several problems remain. Furthermore, the use of learning theory for
Bayesian network is still far from complete.

The purpose of this paper is to provide some theoretical insights into the problems of
learning Bayesian networks, especially on the problem of structure learning. Statistical
Learning Theory is a mature area of Machine Learning that provides efficient theoretical
tools to analyse aspects of learning accuracy and algorithm complexity. The use of this
tool gives us first of all bounds on the risk given a maximal error and a number of
examples, or the number of examples needed to approximate the distribution for a given
risk. We also provide, among other things, an algorithm which is guaranteed to converge
to an optimal structure.

Furthermore, we make comparisons between the form of our bound to the form of the
different scores classically used on Bayesian network structure learning.

The paper is organised as follows : in section 2 we present an overview of our most
concrete results. In section 3 we briefly survey some classical ways to learn Bayesian
networks from data and discuss the contribution of this paper in regard of existing re-
sults. In section 4 we introduce formally the problem and the notations. Section 5 first
recalls some classical results of learning theory and presents our result about evaluation
of VC-dimensions and covering numbers. We then generalise our results to more ge-
neral Bayesian networks, with hidden variables, in section 6. Finally, section 7 shows
usefull corollaries applied to structure learning, parameters learning, universal consis-
tency, and others.

Due to length constraint, detailed proofs, additional references and further develop-
ments can be found in (S. Gelly, 2005).

2 Overview of results

First of all, the usual learning methods for parameters (section 3.1) lead asymptoti-
cally to the best parameters if the structure of the Bayesian network is exact. However,
we show that the classical method is under optimal if the structure does not match the
decomposition of the joint law. On the other hand, we prove universal consistency of
global fitting during the minimisation of the empirical error (section 7.2).

We obtain risk bounds. Therefore, given a number of example, and after learning, we
can say that the probability to have an error larger thanε is bounded byδ. Equivalently,
we can deduce the number of examples needed to have a risk≤ δ to have a error larger
thanε.

We first notice that we address also the case with hidden variables (section 6). We
apply these bounds either in the case of a finite number of variables (section 7.3) and
infinite number of variables (section 7.4).

Section 7.5 and theorem 8 gives an algorithm that guarantees universal consistency
and overall convergence toward the "good" structure asymptotically. The "good" struc-
ture is given in the sense of the user-defined complexity of the structure. Hence, we

148



prove that the algorithm gives us a not too complex structure.
Let’s now compare the form of our bound to the form of existing scores. This com-

parison gives interesting insights on what is important to measure the complexity of a
structure.

The first lemmas helps calculating the covering number of the set of Bayesian net-
works for a given structure. These covering numbers are directly related to the com-
plexity of the structure. Theorem 7 states that the dominating term of the bound is
RH(r) whereR is the number of parameters of the structure and whereH(r) =
−∑a

k=1(r(k)/R) ln(r(k)/R) with r(k) the number of parameters for the nodek.
Hence,H(r) is the entropy of the number of parameters calculated over the nodes.

We show then that the number of parameters of the Bayesian network is not the only
(and even not the most important) measure of the complexity. Hence, the AIC, BIC or
MDL measure are quite different because they don’t take into account thisH(r).

We also show (difference between theorem 6 and theorem 7) that we have a tighter
bound if we consider the number of parameters node by node, without trying to gather
the nodes in a more smart way. This means, that more complex patterns on the structure
of the Bayesian network do not play a role, for our bound. Only the distribution of the
number of parameters between the different nodes is important.

3 Bayesian network learning

The problem of learning a Bayesian network can be divided in two parts :
– Learning the structure of the network, which is related to a graph, and not to the

values of the probabilities.
– Given a structure, learning the parameters of the Bayesian network, that is to say

the conditional probabilities among variables.
Learning the structure, is a much more challenging problem than estimating the pa-

rameters. Hence, the larger part of the works have addressed this issue.

3.1 Learning parameters

The classical approach of this problem is to calculate the maximum of likehood. This
leads, with the classical decomposition of the joint probability in a product, to estimate
separately each term of the product with the data. This method asymptotically converge
toward the true probability, if the proposed structure is exact.

The Bayesian method rather try to calculate the most probable parameters given the
data, and this is equivalent, with the Bayes theorem, to weight the parameters with ana
priori law. The most useda priori is the Dirichlet distribution (see for example (Robert,
1994)).

3.2 Structure learning

Structure learning can be divided in two different methods :
– Determine causal relations (and independencies and conditional dependencies) bet-

ween the random variables, and deduce the structure of the graph.
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– Map every structure of Bayesian network to a score and search into the space of
all structures for a "good" Bayesian network, that is to say, a structure with a good
score.

The space of all structures is super exponential, so heuristics must be provided to
search using the second method (limiting to the tree structures, sorting the nodes, greedy
search. . .).

The search could also be done on the space of Markov equivalent structures (the
structures which code the same probability law), which has better properties.

Our work, among other results, provide a score to the structures of Bayesian networks,
and so is closer to the second category.

3.2.1 Learning causality

The principle of this method is to calculate the independencies (conditionally or not)
between the variables. We can cite the algorithms IC, IC*, PC, and more recently BN-
PC.

The classical statistical tests used to test the independencies between variables is the
χ2 test. For the hidden variables, the method is more complex, and we must distinguish
several types of causality. We will not go further on this point here.

3.2.2 Algorithms based on a score

The notion of score of a structure is generally based on the Occam’s razor principle.
The score measures the "complexity" of the structure (the meaning depends upon the
algorithm). Therefore, the algorithm choose a compromise between the empirical error
made by the structure and the score of this structure. A used notation isDim(bn),
"dimension" of the Bayesian network, which counts the number of parameters.

Here follows some well known scores for Bayesian networks.
– AIC criteria (Akaike, 1970) or BIC (Schwartz, 1978) use essentially thedim(bn)

to penalise the complexity of the Bayesian network.
– The Minimum Description Length (MDL) principle (Rissanen, 1978) uses the

number of arcs and the number of bits used to code the parameters.
– The Bayesian approach puts ana priori probability on the structure. For example,

The Bayesian Dirichlet score (G. Cooper, 1992) chooses to put a Dirichleta priori
on the parameters. Some variants exist, like BDe (D. Heckerman, 1994) , or BD-
gamma (C. Borglet, 2002) which uses an hyperparameter, or methods usinga priori
probabilities on each relations child/parent (given for example by an expert).

4 Problem definition and notations

One can refer to (Pearl, 2000),(P. Naim, 2004) for a general introduction to Bayesian
networks. LetA1, . . . Aa bea binary random variables. We noteA = {A1, . . . , Aa}.
The choose of binary variables is to make the results clearer, but all the results presented
below can be measly extended to the general case of discrete random variables.
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4.1 Notations

We note,Ab, whereb is a subset of[1, a], the random variable product ofAi where
i ∈ b. If b = ∅, thenAb is the event always true. ABayesian network is considered
as a setK1,. . .,Ka of subsets of[1, a] wherei 6∈ Ki (We can suppose thati < Ki,
that is to say thati is smaller than every element inKi, without loss of generality).
A instanced Bayesian networkibn, associated with a Bayesian networkbn, is a law
on (A1, . . . , Ai) such thatibn(A1, . . . , Aa) =

∏
j P (Aj |AKj ). With bn a Bayesian

network, andibn an instance ofbn, we will say by abuse thatibn ∈ bn. We will
map ibn with a vector of size2a corresponding to all the probabilities of all events
(A1 = v1, . . . , Aa = va). A Bayesian networkbn is saidwell definedif there exists an
instanceibn and if there does not two instances with different probabilitiesP (Aj |AKj ).
We callparameter of a Bayesian network (BN), one of the real numberP (Aj |AKj ).
We callnumber of parametersof a BN, and we notep(bn) the sum of2#Kj , where
#b is the cardinal ofb.

We considerP̂ an empirical law (i.e. a sample of Dirac masses located at examples).
Let P be a target law of probability. The sample leading toP̂ is supposed independent
and identically distributed (i.i.d.). We noteE andÊ the expected value operators asso-
ciated toP andP̂ respectively. We note

χ = (0, 0, 0, 0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0, 0, 0) ∈ {0, 1}2a

(all zeros except one1 on theith position with probability the probability of theith set
of possible values ofA1 . . . Aa).

ForQ a vector of size2a, of sum1, identified as a probability distribution on the ran-
dom vector(A1, . . . , Aa) (more preciselyQ(i) is the probability of(A1 = a1, ..., Aa =
aa), with (a1, ...aa) theith tuple of size a, among the2a tuples possible), we define

L(Q) = E(
∑

i∈[1,2a]

|Q(i)− χ(i)|2)

where
∑

is the sum operator on vector, andL̂(Q) = Ê(
∑

i∈[1,2a] |Q(i)− χ(i)|2). If
bn is a well defined BN, we noteL(bn) = infibn∈bn L(ibn) where inf is on theibn
instanced Bayesian networks associated tobn

4.2 Preliminary lemmas and propositions

To spot the interest ofL(.) andL̂(.), we can remark that :
Lemma 0 :
With N(Q) =

∑
i∈[1,2a](P (i)−Q(i))2. andN̂(Q) =

∑
i∈[1,2a](P̂ (i)−Q(i))2, we

claim :
L(Q) = N(Q) + 1−

∑

i∈[1,2a]

P 2
i

L̂(Q) = N̂(Q) + 1−
∑

i∈[1,2a]

P̂ 2
i

Moreover, we can remark that
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Proposition A (see (S. Gelly, 2005) for the proof) :
With probability 1 − δ, with x∗ ∈ argminL(.) = argminN(.), for all x̂ ∈

argminL̂ = argminN̂ , with supδ X the1− δ quantile ofX :

L(x̂) ≤ L(x∗) + 2 sup
δ
|L− L̂|

And finally :
Proposition B :
With probability 1 − δ, with x∗ ∈ argminL(.) = argminN(.), For all x̂ ∈

argminL̂ = argminN̂ , with supδ X the1− δ quantile ofX :

N(x̂) ≤ N(x∗) + 2 sup
δ
|L− L̂|

Proof : Consequence of lemma 0 and proposition A.
All these elements confirm the interest ofL̂, which has both the interest of being an

empirical average and the advantage of being closely related to natural cost functions.

5 Learning theory results

The VC dimension ((V. Vapnik, 1971)) is the more classical tool of learning theory. It
allows to bound, depending on the "complexity" of the function family, the difference
between the empirical mean and the expected value of the loss function. In particular,
it allows to quantify the inaccuracy of calibration of a function. This type of calculus
has already been done in (P. Wocjan, 2002). We show similarly results in section 5.1.
The use of covering numbers, already known on the time of (A.-N. Kolmogorov, 1961),
allows more precise bounds, as shown in section 5.2.

We will note F (H, δ) the smallest real∆ such thatP (suph∈H |L̂(h) − L(h)| ≥
∆/
√

n) ≤ δ, with n the number of examples.F (H, δ) depends uponn, but in many
cases the dependency uponn can be removed (i.e. the supremum onn is not a bad
approximation) and so we often refer toF (H, δ).

5.1 Bounds based on VC dimension

Let bn a Bayesian network defined byK0 = ∅ andKj = [1, j − 1] for j > 1 (totally
connected Bayesian network). Then with a probability more than1− δ :

sup
ibn∈bn

|L̂(ibn)− L(ibn)| ≤ F ([0, 1]2
a

, δ)/
√

n

For a Bayesian networkbn, with a probability more than1− δ :

sup
ibn∈bn

|L̂(ibn)− L(ibn)| ≤ F ({ibn}, δ)/√n

The application which maps an instance of a Bayesian network and a value of
A[1,a] = A1 ×A2 ×A3 × · · · ×Aa to thelog (extended bylog(0) = −∞) of the pro-
bability of this value is linear in the log of the parameters of the Bayesian network. The
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VC dimension is so upper bounded by the number of parameters. Taking exponential is
preserving the VC dimension, and so the VC dimension of{ibn}, seen as application
mappingA[1,a] to a probability is upper bounded by the number of parameters.

We then deduce the result :
Theorem C :
The VC dimension of the set of Bayesian networkibn ∈ bn is upper bounded by the

number of parametersV of bn. So thanks to classical results of learning theory

P (∃ibn ∈ bn|L̂(ibn)− L(ibn)| ≥ ε) < 8(32e/ε) log(128e/ε))V exp(−nε2/32)

if n ≥ V , and the covering number ofibn for the metric d(ibn1, ibn2) =
E(|ibn1(A[1,a])− ibn2(A[1,a])|) is upper bounded bye(R + 1)(4e/ε)R.

Proof : These results are classical in learning theory. See e.g. (M. Antony, 1999,
Th18.4 and 17.4) for the upper bound on the probability and (M. Antony, 1999, Th18.4,
p251) for the covering number. We note that our results, even if they are for a sharper
normN1(.), defined on the following, are better.

5.2 Bound based on the covering number

The covering numbers are a classical tool of learning theory. Inequalities of large
deviations obtained with this tool are usually tighter than those obtained using VC-
dimension.

5.2.1 Introduction

If one can coverF with N1(F , ε) ε balls for the distanced(x, y) =
∑ |xi − yi|, if L̂

andL are between0 and2, then :

1. the risk, for a given function, to have a deviation|L̂−L|more than2ε, is bounded
by 2 exp(−2nε2) ;

2. The risk to have at least one of the centers of the balls having a deviation more
than2ε is upper bounded by2N1(F , ε) exp(−2nε2) ;

3. If d(f, g) ≤ ε ⇒ |L(f) − L(g)| ≤ ε andd(f, g) ≤ ε ⇒ |L̂(f) − L̂(g)| ≤ ε,
(which is the case here, see lemma 2), then the risk to have at least a function in
F having a deviation more than4ε is upper bounded by2N1(F , ε) exp(−2nε2).
Indeed, if for allg of ε-skeletonC, we have|L̂(g)− L(g)| ≤ 2ε, so we can map
everyf to oneg ∈ C such thatd(f, g) < ε and so

|L̂(f)−L(f)| ≤ |L̂(f)−L̂(g)|+|L̂(g)−L(g)|+|L(g)−L(f)| ≤ ε+2ε+ε ≤ 4ε

The risk to have, amongF , a deviation more thanε is then upper bounded byδ =
2N1(F , ε/4) exp(−2n(ε/4)2).

Then we can write :
Proposition (maximal deviation for a covering number given) :

√
nF (F , δ) ≤ inf{ε| log(2N1(F , ε/4))− nε2/8 ≤ log δ}
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A lot of variations of this type of result exists in the literature. One can for example
see (Vidyasagar, 1997) and (M. Antony, 1999).

The covering numberN∞(F , ε) of F = [0, 1]2
a

is upper bounded byd1/2εe2a

for
the distanced(x, y) = supi |xi − yi|.

The covering numberN1(F , ε) of F = {ibn ∈ bn} is upper bounded as explained
in the following subsection for the distanced(x, y) =

∑ |xi − yi|.

5.2.2 Cover number ofF
We assume, without loss of generality that the nodes of the Bayesian network are

topologically sorted (i < Ki for i node of the BN)
Let Ek a partition of the node set such as :
– If k ≤ k′ then∀(i, j) ∈ Ek × Ek′ , i ≤ j
– There is no edge between two nodes of a sameEk.
We call depth the numberk corresponding to the partitionEk andlk the number of

the last element (node) ofEk. By convention,E0 = ∅ andl0 = 0.
Lemma 1 :

N1(Fk, 2nbe(k)ε′ + ε) ≤ N(Fk−1, ε)Ninf(Tk, ε′)

where
– Fk indicates the set of the functions calculated by the Bayesian network until the

levelk (that is to say using only the nodes of
⋃k

i=1 Ei).
– Ninf indicates the covering number for the sup norm.
– Tk indicates the set of the vectors of the probabilities involved in the transition

from the levelk − 1 to the levelk (it is [0, 1]2
lk ).

– nbe(k) indicates the number of the nodes of the Bayesian network in the levelk,
so#Ek ;

– lk =
∑k

i=1 nbe(i) ;
– N1(., .) indicates the covering numbers for the normx 7→ ∑ |x|.
Lemma 2 (proof in (S. Gelly, 2005)) :

|L(Q)− L(Q′)| ≤
∑

i

|Qi −Q′
i|

Lemma 3 :

N∞([0, 1]h, ε) ≤ d 1
2ε
eh

Lemma 4 : (proof in (S. Gelly, 2005))

N∞(Tk, ε) ≤ dnbe(k)
2ε

er(k)

whereTk indicates the set of the vectors of the conditional probabilities involved in
the transition from the levelk − 1 to the levelk and wherer(k) indicates the number
of parameters of the network involved in the transition between levelk − 1 andk.
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Precisely, for a fixedk, Tk is the set ofP (Ek|
⋃k−1

i=1 Ei), theEi, i = 1, ..., k taking
the2lk possible values.r(k) indicates the number of theP (Ai|Ki) with Ai ∈ Ek, that
is to say the number of parameters for this level.

Lemma 5 (proof in (S. Gelly, 2005)) :
Let K be the number of levels ; then

lN1(K) ≤
K∑

i=1

r(i) ln(dnbe(i)2nbe(i)−1

∆i
e)

whereεi > 0, i = 1...K, εi < εK , i = 1...K − 1, ε0 = 0, ∆(i) = εi − εi−1 and
lN1(i) = log(N1(Fi, εi)) and with the notationlN1(0) = 0.

Theorem 6 (proof in (S. Gelly, 2005)) :

lN1(ε) ≤
K∑

k=1

r(k) ln(nbe(k)2nbe(k)−1 + ε)−
K∑

k=1

r(k) ln(εr(k)/R)

with R =
∑K

i=1 r(i), ε = εK et lN1(ε) = lN1(FK , ε), in particular forK the
number of the last level.

Theorem 7 (the proof can be found in (S. Gelly, 2005)) :
The best partition{Ek} (for this bound) is the one where all theEk contain only one

node. We have then :

lN1(ε) ≤
a∑

k=1

r(k) ln(1 + ε)−
a∑

k=1

r(k) ln(εr(k)/R)

≤ R ln((1 + ε)/ε) + RH(r)

whereH(r) = −∑a
k=1(r(k)/R) ln(r(k)/R).

Remark 1 : We get a better bound on the covering number than the one we get from
the VC-dimension which isR(2a/ε)R (becauseR ≤ 2a).

Remark 2 : For a fixedR (total number of parameters), our inequality has a term
in log((1/ε)R) and a term which is the entropy of the vector(r(1), . . . , r(a)), which
shows that the less the parameters are equally distributed, the more the covering number
is well controlled.

Proof of lemma 1 :
Let k ≥ 1 fixed. Let Pa(Ek) be the set of parent nodes ofEk. Let X be the set

of the vectors of size2
Pk−1

i=1 #Ei = 2lk−1 representing the probabilities (hence of sum
1) of all Bayesian networks of a given structure (allibn ∈ bn) until the levelk − 1.
More preciselyX = {x = P (A1, ..., Alk−1)}, thelk−1-tuple ofAi taking all the2lk−1

possible values. Let Y be the set of vectors of size2
Pk

i=1 #Ei = 2lk representing the
probabilities ofibn ∈ bn until the levelk. More precisely,Y = {y = P (A1, ..., Alk)},
thelk-tuples ofAi taking all the2lk possible values.

Let’s cluster the vectors of the setX by classesX̃i such as for allx ∈ X̃i the va-
lues of the parentsPa(Ek) are identical. Let N be the number of such classes. Let
tji , i ∈ [1, N ], j ∈ [1, 2neb(k)] the probability of thejth value of the new variables
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(of level k) knowing a value of the class̃Xi (each value of the variables iñXi is ap-
propriate because, by definition ofPa(.), the new variables depend only onPa(Ek)
amongE1, ..., Ek).

Let y, y′ ∈ Y . We can then claim y = (y1, y2, ..., yN ) with
yi = (t1i X̃i, t

2
i X̃i, ..., t

2neb(k)

i X̃i) and y′ = (y′1, y′2, ..., y′N ) with y′i =

(t′1i X̃
′
i, t

′2
i X̃

′
i, ..., t

′2neb(k)

i X̃ ′
i).

Let ε′ = supi,j |tji − t′ji | andε = supi‖X̃i − X̃ ′
i‖1. Then :

‖y − y′‖ =
N∑

i=1

2neb(k)∑

j=1

‖((tji − t′ji )X̃i + t′ji (X̃i − X̃ ′
i)‖1

‖y − y′‖ ≤
N∑

i=1

2nbe(k)∑

j=1

ε′‖X̃i‖1 + t′ji‖X̃i − X̃ ′
i‖1

=
N∑

i=1

2neb(k)ε′‖X̃i‖1 + ‖X̃i − X̃ ′
i‖1 ≤ 2nbe(k)ε′ + ε

Therefore,
N1(Fk, 2nbe(k)ε′ + ε) ≤ N(Fk−1, ε)Ninf(Tk, ε′)

¥

5.2.3 Summary of the results

We have calculated an upper bound on the covering number of the family of instanced
Bayesian networksibn ∈ bn for a given structurebn. This structure determines the
number of parametersr(k) for k ∈ [1,K] (andR =

∑a
k=1 r(k)).

Then, theorem 7 states that for allε > 0 :

lN1(ε) ≤
a∑

k=1

r(k) ln(1 + ε)−
a∑

k=1

r(k) ln(εr(k)/R)

The lemma 2 states that the conditionsd(f, g) ≤ ε ⇒ |L(f) − L(g)| ≤ ε and
d(f, g) ≤ ε ⇒ |L̂(f)− L̂(g)| ≤ ε are true.

So we can here apply the results stated in the subsection 5.2.1, and then the
risk to have, amongF , a deviation more thanε is then upper bounded byδ =
2N1(F , ε/4) exp(−2n(ε/4)2).

Therefore,F (F , δ) ≤ √
n inf{ε| log(2N1(F , ε/4))− nε2/8 ≤ log δ}.

6 Results with hidden variables

We here consider the case where some variables are hidden, so only a part of all
the variables are involved in the calculus ofL̂ or L. It is important to remark that it
is not equivalent to reduce the Bayesian network to a smaller Bayesian network. For
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example, a network with a hidden variableB and observed variablesAi for i ∈ [1, d],
with dependenciesP (Ai|B), has only2d + 1 parameters and is difficult to modelise
(i.e. would need much more parameters) with a Bayesian network which has only the
Ai as variables.

By mapping a Bayesian network to a vector (of sum 1) of the probabilities it cal-
culates, a Bayesian network in which some variables are hidden can be mapped to a
reduced vector (the vector of marginalized probabilities). If all the variables are binary
(which is the case in this paper), the number of probabilities to code is divided by 2 by
each variable become hidden. A instance of a Bayesian network (˜ibn) which hasv va-
riables, among theml hidden variables, can be mapped to an element of[0, 1]2

v−l

sum-
ming to1, whereas the Bayesian networkibn corresponding which does not have hid-
den variables, gives2v probabilities (hence a vector in[0, 1]2

v

, summing to1). ĩbn then
equalssumming(ibn), wheresumming(.) is an application summing some quanti-
ties.

As summing(.) is 1-lipschitz for the distanced(x, y) =
∑ |xi − yi| (i.e. d(x̃, ỹ) ≤

d(x, y)), we deduce :
Proposition maximal deviation in a Bayesian network with hidden variables :

The risk to have a deviation at leastε for a ˜ibn ∈ b̃n is upper bounded by
2N1(bn, ε/4) exp(−nε2/8), with b̃n = { ˜ibn/ibn ∈ bn}, andF (b̃n, δ) ≤ F (bn, δ).

Remarks : We can notice that we don’t improve the bound in spite of simpler net-
work. We can of course boundF (b̃n, δ) by F ([0, 1]v−l, δ) if the number of hidden
variables is so large that this rough bound becomes the best.

7 Algorithms

Many applications of the calculus above can be defined, in the same spirit of use of
covering numbers, to give :

– confidence intervals non-parametric non-asymptotic ;
– algorithms universally consistents.
Furthermore, results of type boostrap on Donsker classes, show how to build asymp-

totic confidence intervals of inaccuracy of Bayesian networks. One can refer to (Van
Der Vaart A., 1996).

We state in the sections below some of the numerous corollaries one can deduce from
the calculus of covering numbers above. Theses corollaries are also true with hidden
variables.

7.1 Choose between several structures of Bayesian network

Let’s assume that someone have to choose between several structuresbn1, . . . , bnh.
Consider the algorithm that choosesbni0 such asinfibn∈bni0

L̂(ibn) + F (bni0 , δ)/
√

n

is minimal and chooseŝibn ∈ bni0 such as ˆibn = argminibn∈bni0
L̂(ibn). So, the

algorithm chooses thestructureminimising the empirical error penalised by a term
depending upon the complexity of the structure. Then, it chooses theBayesian network
of this structure minimising the empirical error.
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Corollary C1 (proof in (S. Gelly, 2005)) :Then,L( ˆibn) ≤ L(ibn′)+ε for all ibn′ ∈
∪bni, with ε = 3 sup F (bni, δ)/

√
n, with a risk upper bounded byhδ. (the constant3

in ε is not optimal)
This gives a natural criteria to choose between several structures, in the spirit of the

method of"minimisation of structural risk", which is classical in learning theory.

7.2 Comparison between local and global fitting : consistency of the
minimisation of L̂

Corollary C2 (proof in (S. Gelly, 2005)) : Considerbn a Bayesian network. Then
for any distributionP ,

L(argminibn∈bnL̂) → inf
bn

L

whereas for some distributionsP ,

L(ibn /∀P (Ai|AKi) ∈ bn, ibn(Ai, AKi)/ibn(AKi) = P̂ (Ai AKi)/P̂ (AKi)) 6→ infbnL

(i.e., calibrating each coefficient ofbn on P̂ leads asymptotically to a non-optimalibn),
with ibn(B) for B a set of variable, is the probability given by the Bayesian network
ibn for the variablesB.

7.3 Universal consistency and bound with a finite number of va-
riables

We assume that a heuristic system is given in order to rank dependencies between
variables, for the building of the structure. This method, whenever asked, provides a
dependencyAj → Ai to be added to increase a dependencyP (Ai|AKi

) to a depen-
dencyP (Ai|AKi∪{j}). This method is designed to increase step by step the complexity
of the structure.

Consider the following algorithm, forε(n) a sequence converging to0 asn →∞ :
– Considern the number of examples andδ the risk threshold chosen by the user.
– Heuristically sort the list of dependencies (possibly using a separate database).
– As long as the next dependency added tobn does not lead toF (bn, δ)/

√
n > ε(n),

add the dependency the most suitable according to the heuristic ;
– Choose ˆibn ∈ bn minimisingL̂.
– ClaimL(ibn) ≤ L̂(ibn) + F (bn, δ)/

√
n.

Corollary C3 :
– with confidence at least1− δ, the bound provided onL(ibn) is true ;
– in the limit of a large number of examples,L( ˆibn) converges toinfibnL(ibn) (inf

among anyibn, independently of the structure, and not onlyinfibn∈bnL(ibn)), at
least if the heuristic, within a finite number of increases of the structure, leads tobn
such thatinfibn∈bnL(ibn) = infibnL(ibn) (this is a small and natural hypothesis
as the heuristic can simply lead to the complete graph between observable variables
if the number of dependencies is sufficiently large).

The proof is a consequence of the convergence ofF (bn, δ)/
√

(n) to 0 (as it is upper
bounded byε(n)) asn →∞.
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7.4 Universal consistency and confidence intervals with infinitely
many variables

We consider here an infinite number of states, but a finite number of examples. Va-
riablej of examplei is notedai,j . The sequence of vectors1 (ai,1, . . . , ai,743, . . . ) for
i ∈ N is assumed independently identically distributed. The algorithm is as follows :

1. the user providesn, ε andδ ; an oracle provides theai,j when they are required
by the program.

2. evaluatebn maximal for the inclusion2 (chosen by any heuristic among multiple
possible solutions, provided thatbn increase asn increases), such thatF (bn, δ) is
upper-bounded byε ; the variables modelled bybn are the observable ones among
the union of theAj andAKj such thatbn is defined by theP (Aj |AKj ) ;

3. chooseibn ∈ bn minimisingL̂ ;

4. provide to the user a boundL(ibn) ≤ L̂(ibn) + F (bn, δ)/
√

n ;

Corollary C4 :
Let’s notemod(bn) the set of events which are deterministic functions of observable

variables modelled bybn.
– for anyE event depending upon a finite number ofAj , ibn(E) is evaluated ifn is

large enough and its value converges toP (E) asn → ∞, if at least the heuristic
method guarantees that for a given increasing sequence of integerski, the number
of dependencies is bounded byki as long as theith observable variable is not added
to the network (this is a natural requirement).

– the bound provided onL(ibn) holds with probability at least1− δ.
– thanks to the Borell-Cantelli lemma (see e.g. (Vidyasagar, 1997, p26)), one can

write that if
∑

n δn is finite (for exampleδn = 1/n2) and ifF (bnn, δn)/
√

n → 0
asn →∞, with bnn the structure chosen for a numbern of examples, then there is
almost sure convergence ofsup |P (E)− ibn(E)| for E ∈ mod(bn) to 0 ; we must
ensureδn ≤ δ to assert, moreover, that the boundL̂(ibn) + F (bn, δ)/

√
n holds.

7.5 Universal consistency and convergence to the right network of
dependencies

We propose in this section an algorithm in order to build Bayesian networks having
two important properties :

– it is universally consistant ;
– the size of the structure converges to the optimal one.
The second point is not trivial, as it is very difficult to guarantee convergence to a

non-redundant structure.
Precisely, we claim the
Theorem 8 : universal consistency and convergence to the right structure

1There are infinitely many vectors but these vectors are countable.
2We say that a Bayesian networkbn1 is included in a Bayesian networkbn2 if any dependency inbn1 is

a dependency inbn2 within a renumbering of latent variables.
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Define
ibn ∈ argminS(ibn)≤nL̂(ibn) + R(ibn, n)

whereS is an application which associates a real number to any instantiated Bayesian
network, such that∀(ibn1, ibn2) ∈ bn S(ibn1) = S(ibn2) (i.e., two Bayesian networks
having the same structure have the same image throughS) , and whereR(ibn, n) =
R′(ibn)R(n) associates a real number to an instantiated Bayesian networkibn and to a
sample sizen.

We note in the sequel (by abuse of notation)S−1(n) = {ibn/S(ibn) ≤ n}.
Then :

1. universal consistency :if H0, H1 and H2 hold, thenL(ibn) almost surely goes
to L∗ ;

2. convergence of the size of the structure :if H0, H1, H2 and H3 hold, then
R′(ibn) → R′(ibn∗) whereibn∗ is such asL∗ = L(ibn∗).

H0 : for n sufficiently large,ibn∗ ∈ S−1(n) ;
H1 : supibn∈S−1(n) R′(ibn)R(n) → 0 asn →∞ ;
H2 : F (S−1(n), 1/n2)/

√
n → 0 asn →∞ ;

H3 : F (S−1(n), 1/n2)/(R(n)
√

n) → 0 asn →∞ ;
Proof :
Definebn = S−1(n) andε(bn, n) = supibn∈S−1(n)|L̂(ibn)− L(ibn)| .
Let’s proof the universal consistency under hypothesis H0, H1, H2.

L(ibn) ≤ L̂(ibn) + ε(bn, n)

≤ inf
ibn′∈bn

L̂(ibn′) + R(ibn′, n)−R(ibn, n) + ε(bn, n)

≤ inf
ibn′∈bn

L(ibn′) + ε(bn, n) + R(ibn′, n)−R(ibn, n) + ε(bn, n)

≤ inf
ibn′∈bn

L(ibn′) + R(ibn′, n) + 2ε(bn, n)

Thanks to H1, we only have to prove thatε(bn, n) → 0 almost surely.
By definition ofF (., .), P (ε(bn, n) ≥ F (bn, 1/n2)/

√
n) ≤ 1/n2.

In particular, for anyε, H2 implies that forn sufficiently large,F (bn, 1/n2)/
√

n < ε,
and soP (ε(bn, n) > ε) ≤ 1/n2. Thanks to the Borell-Cantelli lemma, the sum of the
P (ε(bn, n) > ε) being finite for anyε > 0, ε(bn, n) almost surely converges to0.

We have achieved the proof of consistency. We now start the proof of the convergence
of the size of the structure.

Thanks to H0, ifn is sufficiently large,ibn∗ ∈ bn. We restrict our attention to such
n.

L̂(ibn) + R(ibn, n) ≤ L̂(ibn∗) + R(ibn∗, n)

R′(ibn)R(n) ≤ R′(ibn∗)R(n) + L̂(ibn∗)− L̂(ibn)

R′(ibn)R(n) ≤ R′(ibn∗)R(n) + L∗ + 2ε(bn, n)− L(ibn)

R′(ibn) ≤ R′(ibn∗) + 2ε(bn, n)/R(n)
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It is then sufficient, using H3, to show thatε(bn, n)/R(n) → 0 almost surely.
Let’s show this by Borell-Cantelli as well. By definition ofF (., .), P (ε(bn, n) ≥
F (bn, 1/n2)/

√
n) ≤ 1/n2.

In particular, for any ε, H3 implies that for n sufficiently large,
F (bn, 1/n2)/(R(n)

√
n) < ε, and soP (ε(bn, n)/R(n) > ε) ≤ 1/n2. Thanks

to the Borell-Cantelli lemma, the sum of theP (ε(bn, n)/R(n) > ε) being finite for
anyε > 0, ε(bn, n)/R(n) almost surely converges to0. ¥

8 Conclusions

We have evaluated the covering numbers of Bayesian networks. We have applied
these results to algorithms and scores for choosing between structures. We then esta-
blish results on consistency and discovering of the real structure of data. Our results
concern networks with non-observable states as well. In particular, we have :

1. proposed some criterions of quality of an instantiated Bayesian network, showing
the links between these criterions and other criterions (lemma0 and proposition
B), thus generalising our results to other criterions as well ;

2. evaluated VC-dimensions and covering numbers of Bayesian networks (including
networks with non-observable states) (theorem C and theorem 6) ;

3. proposed an algorithm with guaranteed universal consistency and almost sure
convergence towards a structure with optimal size (including networks with non-
observable states) (theorem 8) ;

4. derived some corollaries, among which :
– scores for choosing between structures (corollary C1), showing the influence

of an entropy (theorem 7) ;
– bounds on the precision of probability estimations (corollary C1 and C3) ;
– a comparison between global optimisation of a Bayesian network and local

parametrisation of a Bayesian network (corollary C2) ;
– established universal consistencies for data mining in large dimension (corol-

lary C4).
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Résuḿe : Le ”Code bloat”, l’augmentation inconsidérée de la taille du code, est
un problème fondamental en programmation génétique (GP). Ce papier propose
une analyse théorique du bloat dans le cadre de la régression symbolique en GP,
du point de vue de la théorie statistique de l’apprentissage. Deux sortes de bloat
sont distinguées, selon que le concept soit dans l’espace de recherche ou non.
Des résultats importants sont prouvés à partir de résultats classiques de théorie de
l’apprentissage. Précisément, la dimension VC des programmes est calculée, et
des résultats classiques de théorie de l’apprentissage permettent alors de déduire
des propriétés de consistance universelle. Nous montrons alors que choisir a priori
une taille de programme selon le nombre d’exemples, bien queconduisant à la
consistance universelle, conduit à un phénomène de bloat, alors qu’une fitness
adéquatement modifiée permet de l’éviter tout en préservant la consistance uni-
verselle.

1 Introduction

Code bloat (or code growth) denotes the growth of program size during the course of
Genetic Programming (GP) runs. It has been identified as a keyproblem in GP from the
very beginning (Koza, 1992), and to any variable length representations based learning
algorithm (Langdon, 1998). It is today a well studied phenomenon, and empirical solu-
tions have been proposed to effectively address the issue ofcode bloat (see section 2).
However, very few theoretical studies have addressed the issue of bloat.

The purpose of this paper is to provide some theoretical insights into the bloat phe-
nomenon, in the context of symbolic regression by GP, from the Statistical Learning
Theory viewpoint (Vapnik, 1995). Indeed, Statistical Learning Theory is a recent, yet
mature, area of Machine Learning that provides efficient theoretical tools to analyze
aspects of learning accuracy and algorithm complexity. Ourgoal is both to perform an
in-depth analysis of bloat and to provide, if possible, appropriate theoretical solutions
to avoid it.

The paper is organized as follows : in section 2 we briefly survey some explanations
for code bloat that have been proposed in the literature. Section 3 sets the scenery, and
provides an informal description of our results from a GP perspective before discussing
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their interest for the GP practitioner. Section 4 gives a brief overview of the basic results
of Learning Theory that will be used in Section 5 to formally prove all the advertised
results. Finally, section 6 discusses the consequences of those theoretical results for GP
practitioners and gives some perspectives about this work.

2 Code Bloat in GP

There exists several theories that intend to explain code bloat :
– the introns theory states that code bloat acts as a protective mechanismin order

to avoid the destructive effects of operators once relevantsolutions have been is
found (Nordin & Banzhaf, 1995; McPhee & Miller, 1995; Blickle & Thiele, 1994).
Introns are pieces of code that have no influence on the fitness: either sub-programs
that are never executed, or sub-programs which have no effect ;

– thefitness causes bloattheory relies on the assumption that there is a greater pro-
bability to find a bigger program with the same behavior (i.e.semantically equi-
valent) than to find a shorter one. Thus, once a good solution is found, programs
naturally tends to grow because of fitness pressure (Langdon& Poli, 1997). This
theory states that code bloat is operator-independent and may happen for any va-
riable length representation-based algorithm. As a consequence, code bloat is not
to be limited to population-based stochastic algorithm (such as GP), but may be ex-
tended to many algorithms using variable length representation (Langdon, 1998) ;

– the removal biastheory states that removing longer sub-programs is more tacky
than removing shorter ones (because of possible destructive consequence), so there
is a natural bias that benefits to the preservation of longer programs (Soule, 2002).

While it is now considered that each of these theories somewhat captures part of the
problem (Banzhaf & Langdon, 2002), there has not been any definitive global expla-
nation of the bloat phenomenon. At the same time, no definitive practical solution has
been proposed that would avoid the drawbacks of bloat (increasing evaluation time of
large trees) while maintaining the good performances of GP on difficult problems. Some
common solutions rely either on specific operators (e.g. size-fair crossover (Langdon,
2000), or different Fair Mutation (Langdonet al., 1999)), on some parsimony-based pe-
nalization of the fitness (Soule & Foster, 1998) or on abrupt limitation of the program
size such as the one originally used by Koza (Koza, 1992). Some other more particular
solutions have been proposed but are not widely used yet (Ratle & Sebag., 2001; Silva
& Almeida, 2003; Luke & Panait, 2002).

3 Context and main results

In this paper, we intend to use Statistical Learning Theory to study code bloat, and
to try to help designing algorithm that do not suffer from excessive code bloat, if at all
possible.
However, the main goal of Statistical Learning Theory is to study the convergence of
learning algorithms for Machine Learning problems with respect to the number of avai-
lable examples and the complexity of the hypothesis space. In the framework of this
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work – symbolic regression using GP – such results amount to study the algorithms
with respect to the number of fitness cases and the allowed size of the GP trees.

3.1 Universal Consistency

In this paper, we intend to prove, under some sufficient conditions, that the solution
given by GP actually converges, when the number of examples goes to infinity, toward
the actual function used to generate the examples. This property is known in Statistical
Learning asUniversal Consistency. Note that this notion is a slightly different from
that of Universal Approximation, that people usually referto when doing symbolic
regression in GP : because polynomial for instance are knownto be able to approximate
any continuous function, GP search using operators{+, ∗} is also assumed to be able
to approximate any continuous function. However, Universal Consistency is concerned
with the behavior of the algorithm when the number of examples goes to infinity : being
able to find a polynomial that approximates a given function at any arbitrary precision
does not imply that any interpolation polynomial built froman arbitrary set of sample
points will converge to that given function when the number of points goes to infinity.

But going back to bloat, and sticking to the polynomial example, it is also clear that
the degree of the interpolation polynomial of a set of examples increases linearly with
the number of examples. This leads us to start our bloat analysis by defining two kinds
of bloat.

3.2 Structural vs. functional bloat

On the one hand, we define thestructural bloat as the code bloat that unavoidably
takes place when at least one optimal solution (a function that exactly matches all pos-
sible examples) does not lie in the search space. In such a situation, optimal solutions of
increasing accuracy will also exhibit an increasing complexity, as larger and larger code
will be generated in order to better approximate the target function. The extreme case
of structural bloat has also been demonstrated in (Gustafson et al., 2004). The authors
use some polynomial functions of increasing difficulty, anddemonstrate that a precise
fit can only be obtained through an increased bloat (see also (Daida, 2001) for related
issues about problem complexity in GP).

On the other hand, we define thefunctional bloat as the bloat that takes place when
programs length keeps on growing even though an optimal solution (of known com-
plexity) does lie in the search space. In order to clarify this point, let us use a simple
symbolic regression problem defined as follow : given a setS of examples, the goal is
to find a functionf (here, a GP-tree) that minimized the Least Square Error (or LSE).
If we intend to approximate a polynomial (ex. :14 ∗ x2), we may observe code bloat
since it is possible to find arbitrarily long polynoms that gives the exact solution (ex. :
14 ∗ x2 + 0 ∗ x3 + ...). Most of the works cited in section 2 are in fact concerned with
functional bloat which is the most simple, yet already problematic, kind of bloat.
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3.3 Overview of results

In section 5, we shall investigate the Universal Consistency of Genetic Programming
algorithm, and study in detail structural and functional bloat that might take place when
searching program spaces using GP.
A formal and detailed definition of the program space that will be assumed for GP is
given in Lemma 1, section 5, and two types of results will thenbe derived :

– Universal Consistencyresults, i.e. does the probability of misclassification of the
solution given by GP converges to the optimal probability ofmisclassification
when the number of examples goes to infinity ?

– Bloat-related results, first regarding structural bloat,that will be proved to be in-
compatible with accuracy, and second with respect to functional bloat, for which
the consequences of introducing various types of fitness penalization and/or bound
on the complexity of the programs on the behavior of the complexity of the solution
will be thoroughly studied.

Let us now state precisely, yet informally, our main results:
– First, as already mentioned, we will precisely define the set of programs under exa-

mination, and prove that such a search space fulfills the conditions of the standard
theorems of Statistical Learning Theory listed in Section 4.

– Applying those theorems will immediately lead to a first Universal Consistency
result for GP, provided that some penalization for complexity is added to the fitness
(Theorem 3)

– The first bloat-related result, Proposition 4, unsurprisingly proves that if the opti-
mal function does not belong to the search space, then converging to the optimal
error implies that the complexity of the empirical optimal solution goes to infinity
(unavoidable structural bloat).

– Theorem 5 is also a negative result about bloat, as it provesthat even if the op-
timal function belongs to the search space, minimizing the LSE alone might lead
to (structural) bloat (i.e. the complexity of the empiricalsolutions goes to infinity
with the sample size).

– But the last two theorems (5’ and 6) are the best positive results one could expect
considering the previous findings : it is possible to carefully adjust the parsimony
pressure so as to obtain both Universal Consistency and bounds on the complexity
of the empirical solution (i.e. no bloat).

Note that, though all proofs in Section 5 will be stated and proved in the context of
classification (i.e. find a function fromRd into{0, 1}), their generalization to regression
(i.e. find a function fromR

d into R) is straightforward.

3.4 Discussion

First of all, it is important to note that all those results infact study the solution given
by perfectly successful GP runs on the search space at hand : given a set of examples
and a fitness function based on the the Least Square Error (andpossibly including some
parsimony penalization), it will be assumed that GP does findone program in that search
space that globally minimizes this fitness — and it is the behavior of this ideal solution
when the number of examples goes to infinity that is theoretically studied.
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Or course, we all know that GP is not such an ideal search procedure, and hence such
results might look rather far away from GP practice, where the user desperately tries
to find a program that gives a reasonably low empirical approximation error. Neverthe-
less, Universal Consistency is vital for the practitioner too : indeed, it would be totally
pointless to fight to approximate an empirically optimal function without any guarantee
that this empirical optimum is anywhere close to the ideal optimal solution we are in
fact looking for.

Furthermore, the bloat-related results give some useful hints about the type of parsi-
mony that has a chance to efficiently fight the unwanted bloat,while maintaining the
Universal Consistency property – though some actual experiments will have to be run
to confirm the usefulness of those theoretical hints.

4 Elements of Learning theory

In the frameworks of regression and classification, Statistical Learning Theory (Vap-
nik, 1995) is concerned with giving some bounds on the generalization error (i.e. the
error on yet unseen data points) in terms of the actual empirical error (the LSE error
above) and some fixed quantity depending only on the search space. More precisely,
we will use here the notion ofVapnik-Chervonenkis dimension(in short, VCdim) of a
function space, that somehow gives bounds on the variance ofpossible better solutions
of the regression problem than the one obtained from the limited set of examples.

Consider a set ofs examples(xi, yi)i∈{1,...,s}. These examples are drawn from a
distribution P on the couple(X, Y ). They are independent identically distributed,
Y = {0, 1} (classification problem), and typicallyX = R

d for some dimensiond.
For any functionf , define thelossL(f) to be the expectation of|f(X) − Y |. Simi-
larly, define theempirical lossL̂(f) as the loss observed on the examples :L̂(f) =
1
s

∑

i |f(xi) − yi|.
Finally, defineL∗, theBayes error, as the smallest possible generalization error for any
mapping fromX to {0, 1}.

The following 4 theorems are well-known in the Statistical Learning community :
Theorem A (Devroyeet al., 1997, Th. 12.8, p206) :

ConsiderF a family of functions from a domainX to {0, 1} andV its VC-dimension.
Then, for anyε > 0

P ( sup
P∈F

|L(P ) − L̂(P )| ≥ ε) ≤ 4 exp(4ε + 4ε2)s2V exp(−2sε2)

and for anyδ ∈]0, 1]

P ( sup
P∈F

|L(P ) − L̂(P )| ≥ ε(s, V, δ)) ≤ δ

whereε(s, V, δ) =
√

4−log(δ/(4s2V ))
2s−4 .

Other forms of this theorem have nolog(n) factor ; they are known as Alexander’s
bound, but the constant is so large that this result is not better than the result above
unlesss is huge ((Devroyeet al., 1997, p207)) : ifs ≥ 64/ε2,
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P ( sup
P∈F

|L(P ) − L̂(P )| ≥ ε) ≤ 16(
√

sε)4096V exp(−2sε2)

We classically derive the following result from theorem A :
Theorem A’ :

Consider Fs for s ≥ 0 a family of functions from
a domain X to {0, 1} and Vs its VC-dimension. Then,

supP∈Fs
|L(P ) − L̂(P )| → 0 ass → ∞

almost surely wheneverVs = o(s/ log(s)).
Proof :

We use the classical Borell-Cantelli lemma1, for anyε ∈ [0, 1] :
∑

s≥64/ε2

P (|L(P ) − L̂(P )| > ε) ≤ 16
∑

s≥64/ε2

(
√

sε)4096Vs exp(−2sε2)

≤ 16
∑

s≥64/ε2

exp(4096Vs(log(
√

s) + log(ε)) − 2sε2)

which is finite as soon asVs = o(s/ log(s)).
Theorem B in (Devroyeet al., 1997, Th. 18.2, p290) :

Let F1, . . .,Fk . . . with finite VC-dimensionsV1, . . ., Vk, . . . LetF = ∪nFn. Then,
being givens examples, consider̂P ∈ Fs minimizing the empirical risk̂L amongFs.
Then, ifVs = o(s/log(s)) andVs → ∞,

P (L(P̂ ) ≤ L̂(P̂ ) + ε(s, Vs, δ)) ≥ 1 − δ

P (L(P̂ ) ≤ inf
P∈Fs

L(P ) + 2ε(s, Vs, δ)) ≥ 1 − δ

andL(P̂ ) → inf
P∈F

L(P ) a.s.

Note that for a well chosen family of functions (typically, programs),infP∈F L(P ) =
L∗ for any distribution ; so, theorem B leads to universal consistency (asymptotic mini-
mization of the error rate for any distribution), for a well-chosen family of functions.

Theorem C (8.14 and 8.4 in (Antony & Bartlett, 1999)) :
Let H = {x 7→ h(a, x); a ∈ Rd′} whereh can be computed with at mostt′ operations
among

• α 7→ exp(α) ;
• +, −, ×, / ;
• jumps conditioned on>, ≥, =, ≤, = ;
• output0 ;
• output1.

Then : V Cdim(H) ≤ t′2d′(d′ + 19 log2(9d′)) .
Furthermore, ifexp(.) is used at mostq′ times, and if there are at mostt′ operations

executed among arithmetic operators, conditional jumps, exponentials,

π(H, m) ≤ 2(d′(q′+1))2/2(9d′(q′ + 1)2t)5d′(q′+1)(em(2t′ − 2)/d′)d′

whereπ(H, m) is themth shattering coefficient ofH , and hence

V Cdim(H) ≤ (d′(q′ + 1))2 + 11d′(q′ + 1)(t′ + log2(9d′(q′ + 1)))

1If
P

n
P (Xn > ε) is finite for anyε > 0 andXn > 0, thenXn → 0 almost surely.
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Finally, if q = 0 thenV Cdim(H) ≤ 4d′(t′ + 2).
Theorem D : structural risk minimization, (Devroye et al., 1997) p. 294

Let F1, . . .,Fk . . . with finite VC-dimensionsV1, . . .,Vk, . . . LetF = ∪nFn. Assume
that all distribution lead toLF = L∗ whereL∗ is the optimal possible error. Then, given

s examples, considerf ∈ F minimizing L̂(f) +
√

32
s V (f) log(e × s), whereV (f) is

Vk with k minimal such thatf ∈ Fk. Then :
• if additionally one optimal function belongs toFk,

then for anys andε such thatVk log(e × s) ≤ sε2/512,
generalization error is lower thanε with probability at most
∆exp(−sε2/128) + 8sVk × exp(−sε2/512)
where∆ =

∑∞
j=1 exp(−Vj) is assumed finite.

• the generalization error, with probability1, converges toL∗.

5 Results

This section presents in details results that have been already surveyed in Section 3.
They make an intensive use of the results of Statistical Learning Theory presented in
the previous section.

More precisely, Lemma 1 and Lemma 1’ define precisely the space of program consi-
dered here, and carefully show that it satisfies the hypotheses of Theorems A-C of
section 3. This allows us to evaluate the VC-dimension of sets of programs, stated in
Theorem 2. Then, announced results are derived.

Finally, next we propose a new approach combining an a priorilimit on VC-
dimension (i.e.size limit) and a complexity penalization (i.e.parsimony pressure) and
state in theorem 6 that this leads to both universal consistency and convergence to an
optimal complexity of the program (i.e.no-bloat).

We first recall some classical results of learning theory.
Lemma 1 :
Let F be the set of functions which can be computed with at mostt operations

among :

• operationsα 7→ exp(α) (at mostq times) ;
• operations+, −, ×, / ;
• jumps conditioned on>, ≥, =, ≤, = ;
and
• output0 ;
• output1 ;
• labels for jumps ;
• at mostsm constants ;
• at mostz variables

by a program with at mostn lines.
We notelog2(x) the integer part (ceil) oflog(x)/ log(2). ThenF is included inH as

defined in theorem C, for a givenP with t′ = t + t max(3 + log2(n) + log2(z), 7 +
3 log2(z)) + n(11 + max(9log2(z), 0) + max(3log2(z) − 3, 0)), q′ = q, d′ = 1 + m.
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Proof :
We define a program as in theorem above that can emulate any of these programs, with
at mostt′ = t+t max(3+log2(n)+log2(z), 7+3 log2(z))+n(11+max(9log2(z), 0)+
max(3log2(z) − 3, 0)), q′ = q, d′ = 1 + m.
The program is as follows :

• label ”inputs”
• initialize variable(1) at valuex(1)
• initialize variable(2) at valuex(2)
• . . .
• initialize variable(dim(x)) at valuex(dim(x))
• label ”constants”
• initialize variable(dim(x) + 1) at valuea1

• initialize variable(dim(x) + 2) at valuea2

• . . .
• initialize variable(dim(x) + m) at valueam

• label ”Decode the program into c”
• operation decode c
• label ”Line 1”
• operationc(1, 1) with variablesc(1, 2) andc(1, 3) andc(1, 4)
• label ”Line 2”
• operationc(2, 1) with variablesc(2, 2) andc(2, 3) andc(2, 4)
• . . .
• label ”Line n”
• operationc(n, 1) with variablesc(n, 2)andc(n, 3) andc(n, 4)
• label ”output 0”
• output 0
• label ”output 1”
• output 1

”operation decode c” can be developed as follow. Indeed, we needm real numbers,
for parameters, and4n integersc(., .), that we will encode as only one real number in
[0, 1] as follows :
1. lety ∈ [0, 1]
2. for eachi ∈ [1, . . . n] :

• c(i, 1) = 0
• y = y ∗ 2
• if (y > 1) then{ c(i, 1) = 1 ; y = y − 1 }
• y = y ∗ 2
• if (y > 1) then{ c(i, 1) = c(i, 1) + 2 ; y = y − 1 }
• y = y ∗ 2
• if (y > 1) then{ c(i, 1) = c(i, 1) + 4 ; y = y − 1 }

3. for eachj ∈ [2, 4] andi ∈ [1, . . . n] :

• c(i, j) = 0
• y = y ∗ 2
• if (y > 1) then{ c(i, j) = 1 ; y = y − 1 }
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• y = y ∗ 2
• if (y > 1) then{ c(i, j) = c(i, j) + 2 ; y = y − 1 }
• y = y ∗ 2
• if (y > 1) then{ c(i, j) = c(i, j) + 4 ; y = y − 1 }
• . . .
• y = y ∗ 2
• if (y > 1) then{ c(i, j) = c(i, j) + 2log2(z)−1 ; y = y − 1 }

The cost of this isn × (3 + max(3 × log2(z), 0)) ”if then”, and n × (3 +
max(3 × log2(z), 0)) operators×, andn(2 + max(3(log2(z) − 1), 0)) operators+,
and n × (3 + max(3 × log2(z), 0)) operators−. The overall sum is bounded by
n(11 + max(9 log2(z), 0) + max(3log2(z) − 3, 0)).

Lemma 1’ : ”operationc(i, 1) with variables c(i,2) and c(i,3)” can be developed as
follows :

• if c(i, 1) == 0 then goto ”output1”
• if c(i, 1) == 1 then goto ”output 0”
• if c(i, 2) == 1 thenc = variable(1)
• if c(i, 2) == 2 thenc = variable(2)
• . . .
• if c(i, 2) == z thenc = variable(z)
• if c(i, 1) == 7 then goto ”Linec” (must be encoded by dichotomy with
log2(n) lines)
• if c(i, 1) == 6 then goto ”exponential(i)”
• if c(i, 3) == 1 thenb = variable(1)
• if c(i, 3) == 2 thenb = variable(2)
• . . .
• if c(i, 3) == z thenb = variable(z)
• if c(i, 1) == 2 thena = c + b
• if c(i, 1) == 3 thena = c − b
• if c(i, 1) == 4 thena = c × b
• if c(i, 1) == 5 thena = c/b
• if c(i, 4) == 1 thenvariable(1) = a
• if c(i, 4) == 2 thenvariable(2) = a
• . . .
• if c(i, 4) == z thenvariable(z) = a
• label ”endOfInstruction(i)”

For each such instruction, at the end of the program, we add three lines of the follo-
wing form :

• label ”exponential(i)”
• a = exp(c)
• goto ”endOfInstruction(i)”

Each sequence of the form ”if x=... then” (p times) can be encoded by dichotomy
with log2(p) tests ”if ... then goto”.

Theorem 2 :
LetF be the set of programs as in lemma 1, whereq′ ≥ q, t′ ≥ t+t max(3+log2(n)+
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log2(z), 7+3 log2(z))+n(11+max(9log2(z), 0)+max(3log2(z)−3, 0)), d′ ≥ 1+m.

V Cdim(H) ≤ t′2d′(d′ + 19 log2(9d′))

V Cdim(H) ≤ (d′(q′ + 1))2 + 11d′(q′ + 1)(t′ + log2(9d′(q′ + 1)))

If q = 0 (no exponential) thenV Cdim(H) ≤ 4d′(t′ + 2).
Proof : Just plug Lemmas 1 and 1’ in Theorem C �

Theorem 3 :
Considerqf , tf , mf , nf andzf integer sequences, non-decreasing functions off . De-
fineVf = V Cdim(Hf ), whereHf is the set of programs with at mosttf lines executed,
with zf variables,nf lines,qf exponentials, andmf constants.

Then withq′f = qf , t′f = tf + tf max(3 + log2(nf ) + log2(zf ), 7 + 3 log2(zf )) +
nf(11 + max(9log2(zf ), 0) + max(3log2(zf ) − 3, 0)), d′f = 1 + mf ,

Vf = (d′f (q′f + 1))2 + 11d′f (q′f + 1)(t′f + log2(9d′f (q′f + 1)))

or, if ∀f qf = 0 then defineVf = 4d′f (t′f + 2).
Then, being given s examples, considerf ∈ F minimizing L̂(f) +

√
32
s V (f) log(e × s), whereV (f) is themin of all k such thatf ∈ Fk.

Then, if∆ =
∑∞

j=1 exp(−Vj) is finite,
– the generalization error, with probability1, converges toL∗.
– if one optimal rule belongs toFk, then for anys and ε such thatVk log(e ×

s) ≤ sε2/512, the generalization error is lower thanε with probability at most
∆exp(−sε2/128) + 8sVk × exp(−sε2/512) where∆ =

∑∞
j=1 exp(−Vj) is as-

sumed finite.
Proof : Just plug theorem D in theorem 2. �

We now prove the non-surprising fact that if it is possible toapproximate the optimal
function (the Bayesian classifier) without reaching it exactly, then the ”complexity” of
the program runs to infinity as soon as there is convergence ofthe generalization error
to the optimal one.

Proposition 4 :
ConsiderPs a sequence of functions such thatPs ∈ FV (s), withF1 ⊂ F2 ⊂ F3 ⊂ . . . ,
whereFV is a set of functions fromX to {0, 1} with VC-dimension bounded byV .
DefineLV = infP∈FV

L(P ) andV (P ) = inf{V/P ∈ FV }
and suppose that∀V LV > L∗.

Then
(L(Ps)

s→∞−→ L∗) =⇒ (V (Ps)
s→∞−→ ∞)

Proof :
Defineε(V ) = LV − L∗. Assume that∀V ε(V ) > 0. ε is necessarily non-increasing.

ConsiderV0 a positive integer ; let us prove that ifn is large enough, thenV (Ps) ≥
V0.

There existsε0 such thatε(V0) > ε0 > 0.
Fors large enough,L(Ps) ≤ L∗ + ε0,

henceLVs
≤ L∗ + ε0,

henceL∗ + ε(Vs) ≤ L∗ + ε0,
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henceε(Vs) ≤ ε0,
henceVs > V0. �

We now show that the usual procedure defined below, consisting in defining a maxi-
mum VC-dimension depending upon the sample size (as usuallydone in practice and
as recommended by theorem B) and then using a moderate familyof functions, leads to
bloat. With the same hypotheses as in theorem B, we can state

Theorem 5 (bloat theorem for empirical risk minimization wi th relevant VC-
dimension) :
Let F1, . . .,Fk . . . non-empty sets of functions with finite VC-dimensionsV1, . . .,Vk,
. . . LetF = ∪nFn. Then, givens examples, consider̂P ∈ Fs minimizing the empirical
risk L̂ in Fs.
From Theorem B we already know that
if Vs = o(s/log(s)) andVs → ∞,
thenP (L(P̂ ) ≤ L̂(P̂ ) + ε(s, Vs, δ)) ≥ 1 − δ,
andL(P̂ ) → infP∈F L(P ) a.s..

We will now state that ifVs → ∞,
and notingV (f) = min{Vk/f ∈ Fk}, then
∀V0, P0 > 0

∃P , distribution of probability onX andY , such that
∃g ∈ F1 such thatL(g) = L∗

and fors sufficiently largeP (V (P̂ ) ≤ V0) ≤ P0.
Remarks :

The result in particular implies that for anyV0, there is a distribution of examples such
that for someg with V (g) = V1 and L(g) = L∗, with probability 1, V (f̂) ≥ V0

infinitely often ass increases.
Proof (of the part which is not theorem B) :

ConsiderV0 > 0 andP0 > 0. Considerα such that(eα/2α)V0 ≤ P0/2. Considers
such thatVs ≥ αV0. Let d = αV0.

Considerx1, . . . , xd d points shattered byFd ; such a family ofd points exist, by
definition ofFd.

Define the probability measureP by the fact thatX andY and independent and
P (Y = 1) = 1

2 andP (X = xi) = 1
d .

Then, the following holds, withQ the empirical distribution (the average of Dirac
masses on thexi’s) :

1. no emptyxi’s :
P (E1) → 0

whereE1 is the fact that∃i/Q(X = xi) = 0, ass → ∞.

2. no equality :
P (E2) → 0

whereE2 is the fact thatE1 occurs or∃i/Q(Y = 1|X = xi) = 1
2 .

3. the best function is not inFV0
:

P (E3|E2 does not hold) ≤ S(d, d/α)/2d
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whereE3 is the fact that∃g ∈ Fd/α=V0
/L̂(g) = infFd

L̂, with S(d, d/α) the
relevant shattering coefficient, i.e. the cardinal ofFd/α restricted to{x1, . . . , xd}.

We now only have to use classical results. It is well known in VC-theory that
S(a, b) ≤ (ea/b)b (see for example (Devroyeet al., 1997, chap.13)), hence
S(d, d/α) ≤ (ed/(d/α))d/α and

P (E3|E2 does not hold) ≤ (eα)d/α/2d ≤ P0/2

and if n is sufficiently large to ensure thatP (E2) ≤ P0/2 (we have proved above that
P (E2) → 0 ass → ∞) then

P (E3) ≤ P (E3|¬E2) × P (¬E2) + P (E2)

≤ P (E3|¬E2) + P (E2) ≤ P0/2 + P0/2 ≤ P0 �

We now show that, on the other hand, it is possible to optimizea compromise between
optimality and complexity in an explicit manner (e.g., replacing 1 % precision with10
lines of programs or10 minutes of CPU) :

Theorem 5’ (bloat-control theorem for regularized empirical risk minimization
with relevant VC-dimension) :
Let F1, . . .,Fk . . . be non-empty sets of functions with finite VC-dimensionsV1, . . .,
Vk, . . . LetF = ∪nFn. ConsiderW a user-defined complexity penalization term. Then,
being givens examples, considerP ∈ Fs minimizing the regularized empirical risk
ˆ̃L(P ) = L̂(P ) + W (P ) amongFs. If Vs = o(s/log(s)) andVs → ∞, thenL̃(P̂ ) →
infP∈F L̃(P ) a.s. wherẽL(P ) = L(P ) + W (P ).

Proof :
supP∈Fs

| ˜̂L(P ) − L̃(P )|
≤ supP∈Fs

|L̂(P ) − L(P )|
≤ ε(s, Vs) → 0 almost surely, by theorem A’

Hence the expected result. �

Theorem 5’ shows that, using a relevant a priori bound on the complexity of the
program and adding a user-defined complexity penalization to the fitness, can lead to
convergence toward a user-defined compromise between classification rate and program
complexity (i.e. we ensure almost sure convergence to a compromise of the form ”λ1

CPU time +λ2 misclassification rate +λ3 number of lines”, where theλi are user-
defined.

Remark : the drawback of this approach is that we have lost universal consistency
and consistency (in the general case, the misclassificationrate in generalization will
not converge to the Bayes error, and whenever an optimal program exists, we will not
necessarily converge to its efficiency).

We now turn our attention to a more complicated case where we want to ensure
universal consistency, but we want to avoid a non-necessarybloat ; e.g., we require that
if an optimal program exists in our family of functions, thenwe want to converge to its
error rate, without increasing the complexity of the program.

We are now going to consider a merge between regularization and bounding of the
VC-dimension ; we penalize the complexity (e.g., length) ofprograms by a penalty term
R(s, P ) = R(s)R′(P ) depending upon the sample size and upon the program;R(., .)
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is user-defined and the algorithm will look for a classifier with a small value of bothR′

andL.
We study both the universal consistency of this algorithm (i.e. L → L∗) and the

no-bloat theorem (i.e.R′ → R′(P ∗) whenP ∗ exists).
Theorem 6 :

Let F1, . . .,Fk . . . with finite VC-dimensionsV1, . . ., Vk, . . . LetF = ∪nFn. Define
V (P ) = Vk with k = inf{t|P ∈ Ft}. DefineLV = infP∈FV

L(P ). ConsiderVs =

o(log(s)) andVs → ∞. ConsiderP̂ minimizing ˆ̃L(P ) = L̂(P ) + R(s, P ) in Fs and
assume thatR(s, .) ≥ 0.

Then (consistency), wheneversupP∈FVs
R(s, P ) = o(1), L(P̂ ) → infP∈F L(P )

almost surely (note that for well chosen family of functions, infP∈F L(P ) = L∗)
Assume that∃P ∗ ∈ FV ∗ L(P ∗) = L∗. Then withR(s, P ) = R(s)R′(P ) and with

R′(s) = supP∈FVs
R′(P ) :

1. non-asymptotic no-bloat theorem :R′(P̂ ) ≤ R′(P ∗) + (1/R(s))2ε(s, Vs, δ)
with probability at least1 − δ (this result is in particular interesting for
ε(s, Vs, δ)/R(s) → 0, what is possible for usual regularization terms as in theo-
rem D,

2. almost-sure no-bloat theorem :if R(s)s(1−α)/2 = O(1), then almost surely
R′(P̂ ) → R′(P ∗) and if R′(P ) has discrete values (such as the number of ins-
tructions inP or many complexity measures for programs) then fors sufficiently
large,R′(P̂ ) = R′(P ∗).

3. convergence rate :with probability at least1 − δ,

L(P̂ ) ≤ infP∈FVs
L(P ) + R(s)R′(s)

︸ ︷︷ ︸

=o(1) by hypothesis

+2ε(s, Vs, δ)

where ε(s, V, δ) =
√

4−log(δ/(4s2V ))
2s−4 is an upper bound onε(s, V ) =

supf∈FV
|L̂(f)−L(f)| (given by theorem A), true with probability at least1−δ.

Remarks : The usualR(s, P ) as used in theorem D or theorem 3 provides consis-
tency and non-asymptotic no-bloat. A stronger regularization leads to the same results,
plus almost sure no-bloat. The asymptotic convergence ratedepends upon the regula-
rization. The result is not limited to genetic programming and could be used in other
areas.
As shown in proposition 4, the no-bloat results require the fact that∃V ∗∃P ∗ ∈
FV ∗ L(P ∗) = L∗.
Interestingly, the convergence rate is reduced when the regularization is increased in
order to get the almost sure no-bloat theorem.

Proof :
Defineε(s, V ) = supf∈FV

|L̂(f) − L(f)|.
Let us prove the consistency : For anyP ,

L̂(P̂ ) + R(s, P̂ ) ≤ L̂(P ) + R(s, P )
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On the other hand,
L(P̂ ) ≤ L̂(P̂ ) + ε(s, Vs)

So :
L(P̂ ) ≤ (infP∈FVs

(L̂(P ) + R(s, P ))) − R(s, P̂ ) + ε(s, Vs)

≤ (infP∈FVs
(L(P ) + ε(s, Vs) + R(s, P ))) − R(s, P̂ ) + ε(s, Vs)

≤ (infP∈FVs
(L(P ) + R(s, P ))) + 2ε(s, Vs)

asε(s, Vs) → 0 almost surely2 and(infP∈FVs
(L(P ) + R(s, P ))) → infP∈F L(P ),

we conclude thatL(P̂ ) → infP∈F L(P ) a.s.
We now focus on the proof of the ”no bloat” result :

By definition of the algorithm, fors sufficiently large to ensureP ∗ ∈ FVs
,

L̂(P̂ ) + R(s, P̂ ) ≤ L̂(P ∗) + R(s, P ∗)

hence with probability at least1 − δ,

R′(P̂ ) ≤ R′(P ∗) + (1/R(s))(L∗ + ε(s, Vs, δ) − L(P̂ ) + ε(s, Vs, δ))

hence
R′(P̂ ) ≤ R′(V ∗) + (1/R(s))(L∗ − L(P̂ ) + 2ε(s, Vs, δ))

As L∗ ≤ L(P̂ ), this leads to the non-asymptotic version of the no-bloat theorem.
The almost sure no-bloat theorem is derived as follows.

R′(P̂ ) ≤ R′(P ∗) + 1/R(s)(L∗ + ε(s, Vs) − L(P̂ ) + ε(s, Vs))

hence
R′(P̂ ) ≤ R′(P ∗) + 1/R(s)(L∗ − L(P̂ ) + 2ε(s, Vs))

R′(P̂ ) ≤ R′(P ∗) + 1/R(s)2ε(s, Vs)

All we need is the fact thatε(s, Vs)/R(s) → 0 a.s.
For anyε > 0, we consider the probability ofε(s, Vs)/R(s) > ε, and we sum over

s > 0. By the Borel-Cantelli lemma, the finiteness of this sum is sufficient for the
almost sure convergence to0.

The probability ofε(s, Vs)/R(s) > ε is the probability ofε(s, Vs) > εR(s). By
theorem A, this is bounded above byO(exp(2Vs log(s) − 2sε2R(s)2)). This has finite
sum forR(s) = Ω(s−(1−α)/2).

Let us now consider the convergence rate. Considers sufficiently large to ensure
LVs

= L∗. As shown above during the proof of the consistency,
L(P̂ ) ≤ (infP∈FVs

(L(P ) + R(s, P ))) + 2ε(s, Vs)

≤ (infP∈FVs
(L(P ) + R(s)R′(P ))) + 2ε(s, Vs)

≤ infP∈FVs
L(P ) + R(s)R′(s) + 2ε(s, Vs)

so with probability at least1 − δ,
≤ infP∈FVs

L(P ) + R(s)R′(s) + 2ε(s, Vs, δ) �

2See theorem A’
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6 conclusion

In this paper, we have proposed a theoretical study of an important issue in Gene-
tic Programming known as code bloat. We have shown that GP trees used in symbolic
regression (involving the four arithmetic operations, theexponential function, and ephe-
meral constants, as well as test and jump instructions) could be applied some classical
results from Statistical Learning Theory. This has lead to two kinds of original out-
comes : some results about Universal Consistency of GP, i.e.some guarantee that if GP
converges to some (empirical) function, this function willbe close from the optimal one
if sufficiently enough examples are used ; and results about the bloat, both the unavoi-
dable structural bloat in case the target ideal function is not included in the search space,
and the functional bloat, for which we proved that it can – theoretically – be avoided
by simultaneously bounding the length of the programs with somead hocbound) and
using some parsimony pressure in the fitness function. Some negative results have been
obtained, too, such as the fact though structural bloat was know to be unavoidable, func-
tional bloat might indeed happen even when the target function does lie in the search
space, but no parsimony pressure is used.

Interestingly enough, all those results (both positive andnegative) about bloat are also
valid in different contexts, such as for instance that of Neural Networks (the number of
neurons replaces the complexity of GP programs). Moreover,results presented here are
not limited to the scope of regression problems, but may be applied to variable length
representation algorithms in different contexts such as control or identification tasks.

Further research will first be concerned with experimental validations of those theo-
retical results, emphasizing their usefulness for practitioners (see the discussion Sec-
tion 3.4). However, we are aware that the balance between both parsimony factors (the
bound on the complexity of the search space, and the penalization factor in the fitness)
might be tricky to tune, and the solution might prove to be highly problem-dependent.

Another extension of those results concerns noisy and dynamic fitness-es since most
of them could probably be easily generalized toε-convergence instead of actual conver-
gence.

Finally, going back to the debate about the causes of bloat inpractice, it is clear
that our results can only partly explain the actual cause of bloat in a real GP run –
and tends to give arguments to the “fitness causes bloat” explanation (Langdon & Poli,
1997). It might be possible to study the impact of size-preserving mechanisms (e.g.
specific variation operators, like size-fair crossover (Langdon, 2000) or fair mutations
(Langdonet al., 1999)) as somehow contributing to the regularization termin our final
result ensuring both Universal Consistency and no-bloat.
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Le présent travail concerne l’extraction de l’informationà partir des flux de données
(EIFD) ’Mining Data Streams’. En effet,l’EIFD est un nouveau domaine principalement
lié aux besoins réels d’applications qui analysent prestement et de manière continue
ces flux de données (fd(s)). Les sources de ces données peuvent être par exemple des
capteurs industriels qui génèrent périodiquement des observations (données sismiques,
données atmosphériques, . . . etc.). Les travaux actuels s’intéressent à : La description
continue d’un certain ensemble de flux de sortie (fs) en fonction d’un certain ensemble
de flux d’entrée (fe), identifier les données expirées, . . . etc (Wanget al., 2003; Fan
et al., 2004; Aggarwalet al., 2004). Les principales difficultés dans ce domaine sont
l’aspect infini des données, la multiplicité des flux et les types des données des flux.
Nous contribuons dans ce domaine en introduisant des mesures de similarités adap-
tées au cas multi flux de données pour la description continuede données symboliques.
Ces mesures ne supposent pas un domaine de définition initialement connu ni un pré-
codage de ces données, possèdent un pouvoir d’extraction d’informations comparatif
aux mesures existantes et sont réduites en complexité de calculs. Le paragraphe suivant
présente un scénario possible.
Un nouveau paquet de données arrive au système, ce paquet de données est considéré
comme le contexte informatif courant et constitué de l’ensemble des observations des
flux d’entrée et de sortie. Un deuxième paquet arrive au système sous forme d’une re-
quête, constitué uniquement des observations liées aux fluxd’entrée. Les deux paquets
forment la fenêtre d’informations. L’objectif principal est l’extraction des différentes
similarités pour pouvoir prédire approximativement les observations liées aux flux de
sortie. Les mesures de similarités qui existent actuellement se basent sur la théorie des
statistiques ou la théorie de l’information. L’article (Tan et al., 2004) propose une syn-
thèse des différentes mesures, ces mesures présentent une grande corrélation entre elles.
A titre comparatif, nous avons choisi les mesures de similarités de base et les plus perti-
nentes. La mesure de Pearson (P) considérée comme la base de plusieurs variantes, elle
permet la construction des tables de contingences entre lesdifférents flux pour décou-
vrir des règles d’associations (Tanet al., 2004). La mesure de Smyth et Goodman (S-G)
(Tan et al., 2004) est une entropie relative qui permet d’évaluer les différentes règles
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d’association.
Nous proposons trois mesures de similarités (mesures de Boudellal-Pearson). Si on
considère un seul flux de sortie alors la similarité sur la capacité de décision (DCP) ex-
prime l’information qui lie les sous ensembles de symboles du flux de sortie par rapport
aux flux d’entrée, sachant l’ordre des données sur la fenêtred’information courante. La
similarité sur l’incertitude de décision (DIS) mesure la contiguïté des symboles du flux
de sortie, cette contiguïté est relative à chaque flux d’entrée. La similarité sur l’aptitude
de décision (DAP) permet de mesurer le lien de chaque symboledu flux d’entrée aux
symboles du même flux et au flux de sortie. La considération de la complexité de calcul
des différentes mesures est d’une importance principale. La mesure de Smyth-Goodman
et la corrélation de Pearson se basent sur la jonction des différents flux d’entrée, ensuite
une jonction avec le flux de sortie. Contrairement à nos mesures qui se basent sur un cri-
tère additif entre les différents flux d’entrée. Pour comparer les différentes mesures, on
a injecté les jeux des données standards (UCI)1 dans un module aléatoire. Ce module
permet de choisir aléatoirement des exemples pour former unpaquet de données pour
une taille donnée. Nous avons essayé l’expérience sur plusieurs tailles (10–100). Les
jeux de données utilisés sont les suivants :"Tic-Tac-Toe","Connect", "Champignons",
"Cancer de seins". Le plan d’expériences utilisé cherche à présenter le pouvoir d’extrac-
tion d’informations des mesures suivant la taille de la fenêtre. Nous avons choisi pour
les premières expériences deux flux d’entrée et un flux de sortie (vue la complexité
de calcul des deux mesures (S-G),(P)). Ensuite, nous avons choisi d’autres expériences
pour une comparaison locale à nos mesures. Le tableau suivant résume le classement
(? ? ? :meilleur) des différentes mesures . Pour conclure, On a proposé de nouvelles
mesures dans le domaine EIFD, qui présentent un avantage considérable au niveau de
la complexité de calcul et le pouvoir d’extraction. Notre perspective est le traitement
des flux bruités.

TicTacToe Connect Champignon Cancer
1-2 3-4 5-6 7-8 1-2 3-4 tous tous

S-G ?? ?? ? ? ? ?? ?? ?? −− −−
P ? ? ? ? ? ? ? ? −− −−
DCP ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ? ?? ? ? ? ? ? ?

DIS ?? ? ? ? ?? ? ? ? ?? ? ? ? ?? ? ? ?

DAP ? ? ? ? ? ? ?? ?? ?? ?? ? ? ? ? ? ?
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Résuḿe : On propose une méthode générique d’extraction non supervisée de
motifs temporels dans des séries multidimensionnelles ethétérogènes, appliquée
à l’apprentissage des comportements récurrents d’une personne à domicile.
Mots-clés : Fouille de séries temporelles, multidimensionnelles ethétérogènes,
Motifs temporels, Apprentissage non supervisé, Télésurveillance médicale.

Pour la détection des évolutions critiques à long terme de personnes à domicile,
on propose un système d’apprentissage d’un profil comportemental dans la vie quo-
tidienne. Un écart de comportement par rapport à ce profil peut être inquiétant car
significatif d’une dégradation de l’état de santé. Il s’agit d’extraire desmotifs “haut
niveau” de séquences “bas niveau” collectées de capteursinstallés au domicile. Unmo-
tif est le représentant d’une classe de sous-séquences récurrentes, et correspond à un
comportement type de la personne. Ce problème d’apprentissage a les caractéristiques
suivantes :

1. Séquences analyśees –Les séquences analysées sont multidimensionnelles, hé-
térogènes, etmixtes: elles contiennent à la fois des sous-séquences représentatives
demotifset des “non motifs”.

2. Méthode utilisée –L’extraction de motifs estnon superviśeepour s’adapter aux
spécificités individuelles et au manque de connaissancesa priori.

3. Séquences temporelles –Les séquences analysées sont multidimensionnelles,
hétérogènes, etmixtes– i.e. contenant à la fois desmotifset des “non motifs”.

4. Motifs extraits – On recherche desmotifs multidimensionnelsafin d’éviter une
sur-simplification du système observé, et la non détection de certaines évolutions
critiques. Les instances d’un motif ont les caractéristiques suivantes :
– Variabilit é dans les valeurs, due à celle des comportements humains.
– Présence d’interruptionsdans la réalisation d’une activité (toilettes, etc.).
– Déformations et translation dans le temps, car une même activité se répète

à des instants et sur des durées variables.
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FIG. 1 – Méthode d’identification non supervisée de motifs temporels.Les signaux
représentés illustrent sur une dimension le type des données disponibles après chaque étape.

Une originalité de ce travail est la considération de séquences multidimensionnelles
et hétérogènes, dans l’objectif d’extraction de motifsmultidimensionnels. Il est en par-
ticulier nécessaire de définir une mesure de similarité adaptée à la comparaison de
séquences de ce type. La mesure proposée est basée sur la plus longue sous-séquence
commune –Longest Common Subsequence (LCSS)(Duchêneet al., 2004).

La première étape de la méthode proposée (voir figure 1) consiste en l’abstraction
des données brutes issues des capteurs, pour leur donner unsens au regard de l’objectif
de l’analyse. Il s’agit de mettre en évidence les tendancesà plus ou moins long terme,
en résumant les situations “stationnaires” observées. Une séquence est ainsi représentée
par une succession de symboles estampillés. Lafouille de donnéescomprend d’abord
une étape defouille de caract̀eres, basée sur la méthode des projections aléatoires
(Buhler & Tompa, 2002; Chiuet al., 2003), pour l’identification des sous-séquences
récurrentes. Les sous-séquences significatives sont sélectionnées selon deux critères
maximum de distance et minimum de collisions. Une méthode de synthèse basée sur
une classification divisive des sous-séquences récurrentes permet ensuite de générer un
ensemble de sous-séquences disjointes – lestentatives de motifs. Leurclassificationas-
cendante hiérarchique enmotifsest enfin réalisée sur la base d’une mesure de distance.

L’approche proposée est expérimentée dans le cadre de latélésurveillance médicale
à domicile, à partir des déplacements, postures, niveaud’activité, fréquence cardiaque
moyenne d’une personne. De manière générale, on constate de bonnes performances
des étapes d’extraction et de classification des motifs.À partir de séquences simulées
pour une personne dans des conditions habituelles de vie, onvérifie qu’il est possible
d’extraire des sous-séquences représentatives de comportements qu’on sait interpréter
a posteriorien terme de la réalisation de certaines activités de la viequotidienne.
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Abstract : L’optimisation stochastique est la recherche dex optimisant
l’espéranceEC(x,A), oùA est une variable aléatoire. TypiquementC(x, a) est
le coût associé à une stratégiex qui fait face à une réalisationa du processus aléa-
toire. De nombreux problèmes d’optimisation stochastiquetraitent de plusieurs
pas de temps, et conduisent à des temps de calcul importants ;des solutions ef-
ficaces existent, par exemple via le principe de décomposition de Bellman, mais
seulement si le processus stochastique est représenté de manière bien structuré,
typiquement par un modèle de Markov ou un arbre de scénarios.Le problème est
que dans le cas général,A est loin d’être markovien ou bien structuré. Aussi, on
chercheA′, "ressemblant àA", mais appartenant à une famille donnéeA′ qui ne
contient pasA. Le problème est alors la quantification du fait queA′ ressemble
àA, i.e. la définition d’une mesure de similarité pertinente entreA etA′.

Une solution classique est l’utilisation de la distance de Kantorovitch-Rubinstein
(Gröwe-Kuska et al, 2003), justifiée par des bornes sur la différence|EC(x, A)−
EC(x,A′)| via la distance de Kantorovitch-Rubinstein et des conditions de Lip-
schitz. Nous proposons d’autres (pseudo-)distances, basées sur des inégalités
affinées, garantissant un bon choix deA′. De plus, comme dans beaucoup de
cas on préfère en fait l’optimisation avec gestion du risque, i.e. l’optimisation
de E C(x, bruit(A)) où bruit(.) est un bruit alèatoire modélisant notre igno-
rance sur la variable aléatoire réelle, nous proposons une distance telle queA′

optimisant la distance entreA′ etA conduise à de bons coûts, en moyenne, pour
bruit(A). Des tests sont menés sur des données artificielles aux fonctions de
coût réalistes pour montrer la pertinence de la méthode.

L’article complet est disponible àhttp://www.lri.fr/~teytaud/
alea_english.pdf.

The stochastic optimization considered below typically consists in : i) chooseA′
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compatible with your optimizer close toA for your preferred distance; ii) optimize
C(s, A′) ; iii) verify that C(s, A) is not too large.

Instead of the Kantorovitch-Rubinstein distance between arandom variableA and a
random variableπ(A), we define

distance2 = EA(|∇AC(s0, A)(π(A)−A)|+
1

2
(π(A)−A)tHAC(s0, A)(π(A)−A))

which is dependent upons0, that we assume to be a strategy not too far from the optimal.
We show under mild hypotheses that choosingπ minimizing this distance is better

than minimizing the Kantorovitch-Rubinstein distance. Inparticular, figure 1 shows a
much smaller resulting cost for the 50 random processesA′ which are the closest toA
for our distance (among 200 random processes), than for the 50 random processesA′

which are the closest toA for the Kantorovitch-Rubinstein distance. This shows that
E C(arg minE C(., A′), A) is better withA′ = argmin distance2(A′, A) than with
A′ = argmin dk(A′, A) wheredk is the Kantorovitch-Rubinstein distance.
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Figure 1: Results indimension 2. We see that the Kantorovitch-Rubinstein distance is not correlated to
the cost, whereas thedistance(2) leads to good results. Hence, choosing a random processA′ "close" toA

in the Kantorovitch-Rubinstein distance leads to have a very bad estimation of the best cost, and leads to get
an apparently-optimal solution (when looking at the cost for A′) very far from the real optimum.

An adaptation to the case with risk has also been performed.
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Résuḿe : Nous présentons une technique d’apprentissage d’un objet très parti-
culier qui est un solveur de contraintes.Étant donné un sous-ensemble de solu-
tions et un autre sous-ensemble de non-solutions pour une contrainte, nous cher-
chons une représentation de la contrainte entière sous laforme d’un solveur. Un
solveur permet de distinguer les solutions des non-solutions, et ainsi il effectue la
tache de classification. Mais il permet également réduirele domaine des variables
lors du processus de résolution. Les résultats de tests d´emontrent la qualité de
classification obtenue par l’apprentissage de solveurs, mais aussi l’efficacité de la
réduction de domaines.

Mots-clés : Contraintes ouvertes ; Apprentissage de solveurs ; Algorithmes de
classification.

1 Introduction

La programmation par contraintes est un outil très puissant de modélisation et
de résolution de problèmes. Dans ce paradigme, un problème est représenté par un
certain nombre de variables, avec leurs domaines (les valeurs possibles) et un en-
semble de contraintes sur ces variables. Un exemple classique bien connu de problème
avec contraintes (Constraint Satisfaction Problem, CSP) est un système d’équations
mathématiques, par exempleX3 + cos(Y + Z) = Z2 ∧ X + Y + Z = 0. Une so-
lution du problème est une affectation de toutes les variables qui satisfait toutes les
contraintes. Dans le domaine de la Programmation par Contraintes, il existe deux prin-
cipales difficultés. La première concerne la modélisation par contraintes du problème à
résoudre. L’utilisateur doit composer le CSP en utilisantune bibliothèque de contraintes
disponibles (par exemple, des contraintes arithmétiques). Cette tâche peut s’avérer as-
sez complexe, car la bibliothèque des contraintes disponibles peut être insuffisante pour
un problème particulier. La deuxième difficulté consiste à résoudre efficacement le CSP
formé, c’est-à-dire à trouver une (les) affectation(s)de variables satisfaisant à toutes les
contraintes.́Evidemment, la résolution d’un problème avec contraintes peut en théorie
être faite par un algorithme général de recherche, qui parcourrait l’arbre des affecta-

185



CAp 2005

tions possibles. Mais en pratique cette méthode est inutilisable vu la taille de l’espace
de recherche. Ainsi, plusieurs techniques plus ou moins générales ont été développées
afin de rendre la recherche de solutions la plus rapide possible.

Notre travail étend les possibilités de modélisation par contraintes tout en permet-
tant une résolution efficace. L’idée de départ était de proposer une méthode qui per-
met à l’utilisateur de définir ses propres contraintes en donnant des exemples de so-
lutions et de non-solutions. En effet, dans plusieurs problèmes réels interviennent les
contraintes spécifiques dont l’expression formelle n’estpas connue. Ces contraintes ex-
priment des préférences (”être une bonne configuration”), des concepts (”être un arbre”)
ou encore les habitudes. On dispose généralement d’un certain nombre d’observations
étiquetées (”solution” ou ”non-solution”) et on doit produire une représentation de toute
la contrainte (qui sépare l’espacetotal des n-uplets en deux parties). On appelleune
contrainte ouvertel’ensemble des exemples connus. On ”devine” la contrainte `a partir
des exemples. On appelle ce processus l’acquisition ou la fermeture de contrainte ou-
verte. Mais il ne suffit pas d’avoir une représentation quelconque de la contrainte, même
si elle est juste (au sens qu’elle représente bien le concept). Une fois la contrainte obte-
nue, elle sera mise dans un CSP à résoudre, avec un certain nombre d’autres contraintes.
Selon la technique de résolution utilisée, la représentation des contraintes joue plus ou
moins sur la rapidité du processus de résolution. Ainsi oncherche une représentation
qui :

– corresponde bien à la contrainte, c’est-à-dire permet de distinguer avec le minimum
d’erreurs les solutions des non-solutions,

– facilite le processus de résolution, dans le cadre de la technique de résolution choi-
sie à l’avance.

En clair, il ne suffit pas de classer bien les n-uplets, il fautaussi participer de façon
la plus efficace possible à la résolution. Cette dernièrecondition fait de l’acquisition
d’une contrainte à partir des exemples un problème plus complexe que l’apprentis-
sage de classificateurs. Un arbre de décision peut classer correctement les n-uplets (en
solutions ou en non-solutions), mais comment intégrer efficacement cet arbre dans la
résolution de CSP, par exemple, par la réduction de domaines ? A notre connaissance,
il n’y a pas de réponse à cette question. Au lieu d’essayer d’adapter un classifica-
teur connu à la résolution efficace, nous proposons le sch´ema inverse : partir d’une
représentation particulièrement intéressante pour larésolution et arriver à proposer une
technique d’apprentissage pour cette représentation. Lasuite de l’article se compose
comme suit. Dans la section 2, on donne un certain nombre de d´efinitions importantes
(contrainte, consistance, résolution par réduction de domaines, opérateurs de réduction,
etc). On donne également une représentation générale pour les contraintes sous la forme
d’un ensemble d’opérateurs de réduction de domaines (quijouent un rôle actif pendant
la résolution). Dans la section 3, on présente la méthoded’apprentissage des opérateurs
de réduction à partir des exemples. Cette méthode permetd’acquérir la contrainte à par-
tir des exemples sous la forme d’un ensemble de classificateurs particuliers. On com-
pare la qualité de classification de notre système avec l’algorithme C5.0 et C5.0 avec
boosting sur quelques jeux de données réels. Dans la section 4 nous montrons comment
la représentation de la section précédente est transformée en un ensemble d’opérateurs
de réduction pour la contrainte apprise. Nous présentonsaussi les performances des
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opérateurs de réduction obtenus pour quelques cas réels. Enfin, l’article se termine par
une discussion et une conclusion.

2 Préliminaires : Contraintes et Résolution

Dans cette partie on donne les définitions relatives aux contraintes et à la résolution
des CSP utiles à la compréhension du cadre général. SoitV un ensemble de variables
etD = (DX)X∈V leurs domaines finis. On noteΠ le produit cartésien des ensembles.
Pour un sous-ensembleW ⊆ V , on noteDW l’ensemble de n-uplets surW , c’est-à-
dire l’ensembleΠX∈W DX . La projection d’un n-uplet ou d’un ensemble de n-uplets
sur une variable ou un ensemble de variables est notée|, la jointure de deux ensembles
de n-uplets est notée./. Si A est un ensemble, alorsP(A) désigne l’ensemble des
parties deA et |A| son cardinal.

Définition 1 (Contrainte)

Unecontraintec est un couple(W, T ) où :
– W ⊆ V estl’arité1 de la contraintec ;
– T ⊆ DW est l’ensemble desolutionsdec.

La jointurede deux contraintes est définie comme une extension naturelle de la jointure
des n-uplets : sic = (W, T ) et c′ = (W ′, T ′), alorsc ./ c′ = (W ∪ W ′, T ./ T ′). La
tableT ./ T ′ contient tous les n-upletst ∈ DW∪W ′

tels quet|W ∈ T (la projection sur
les variables deW est un n-uplet deT ) et t|W ′ ∈ T ′ (la projection sur les variables de
W ′ est un n-uplet deT ′).

Un CSP est un ensemble fini de contraintes. La jointure est naturellement étendue
aux CSPs et les solutions d’un CSPC = {c1, .., cn} sontc1 ./ ... ./ cn. Le calcul
direct de cette jointure est trop complexe pour être faisable en pratique. D’où l’intérêt
particulier des cadres d’approximation. Le cadre qui a le plus de succès est celui de
réduction de domaines. Ainsi pour un ensembleW ⊆ V un état de recherche est un
ensemble des valeurs encore possibles pour chaque variable: SW = (sX)X∈W tel que
sX ⊆ DX . L’espace de recherche estSW = ΠX∈WP(DX). L’ensembleSW ordonné
par l’inclusion point à point est un treillis complet. De mˆeme, l’inclusion et l’inter-
section des états de recherche sont définies aussi point àpoint. L’espace de recherche
entierSV est noté simplementS. Des états de recherche particuliers, appeléssingleto-
niquesjouent un rôle important dans notre cadre. Un état de recherche singletonique
ne contient qu’une seule valeur pour chaque variable, et ainsi représente un n-uplet. Un
n-uplet est transformé en un état singletonique par l’op´erateurd e : pour t ∈ DW , on
a dte = ({tX})X∈W ∈ SW . Inversement, un état de recherche singletonique est trans-
formé en un ensemble de n-uplets en prenant le produit cart´esienΠ : pours ∈ SW ,
Πs = ΠX∈W sX ⊆ DW . On noteSingW l’ensembledDW e des états de recherche
singletoniques. Par définition,dDW e ⊆ SW .

1Dans notre formalisme ensembliste, arité a un sens plus pr´ecis que le simple nombre de variables et
contient l’information de typage.
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La résolution du CSP est faite par un enchaı̂nement d’étapes de propagation et
d’étapes de recherche (figure 1). Une étape de propagationconsiste à faire une itération
chaotique des opérateurs de réduction de domaines jusqu’à un point fixe (Apt, 1999).
Un opérateur de réduction est une fonction def : SW → SW croissante (pour l’inclu-
sion) et contractante (∀s ∈ SW , f(s) ⊆ s). Malheureusement, la réduction de domaines
ne permet pas toujours de trouver directement une affectation de variables (les domaines
ne deviennent pas toujours singletoniques). Pour remédier à ce problème, cette étape de
propagation (qui n’a pas abouti à une affectation) est suivie par une étape de recherche
(appelée labeling) qui, pour une variable du CSP, choisit et affecte une valeur parmi les
valeurs encore possibles pour cette variable. Ensuite on recommence la réduction de do-
maines par propagation et ainsi de suite jusqu’à trouver une solution ou jusqu’à arriver
à un domaine vide (absence de solutions). Si un choix pendant une étape de recherche
conduit à l’échec (absence de solutions), une autre valeur pour la même variable sera
essayée.

FIG. 1 – Résolution d’un CSP

Ainsi, la résolution d’un CSP est le parcours de l’arbre desaffectations possibles,
mais l’arbre est dynamiquement élagué par la réduction de domaines. Notons que ce
schéma de résolution n’est pas le seul dans le domaine de larésolution des CSP (Tsang,
1993). Néanmoins, la résolution par itération des opérateurs de réduction de domaines
et labeling a déjà fait ses preuves et elle est très largement répandue.

Les opérateurs de réduction sont généralement associ´es aux contraintes elle-mêmes.
Chaque contrainte de la bibliothèque possède son propre opérateur de réduction. Cet
opérateur est une représentation ”active” de la contrainte. On appelle un tel opérateur
uneconsistance:

Définition 2 (Consistance)
Un opérateurf : SW → SW est uneconsistancepour une contraintec = (W, T ) si :

– f est croissante :∀s, s′ ∈ SW , s ⊆ s′ ⇒ f(s) ⊆ f(s′).
– f est contractante :∀s ∈ SW , f(s) ⊆ s.
– f est correcte :∀s ∈ SW , Πs ∩ T ⊆ Πf(s) ∩ T .
– f estassociéèa la contraintec : Fix(f)∩SingW = dT e oùFix(f) est l’ensemble

des points fixes def .
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La correction veut dire qu’une consistance ne réduit jamais les domaines de telle sorte
qu’une solution de la contrainte serait rejetée. La derni`ere propriété de la définition est
très importante : une consistance est une représentationfonctionnelle de la contrainte,
car les seuls n-uplets acceptés par l’opérateur sont exactement les solutions de la
contrainte.La repŕesentation de la contrainte par son opérateur de consistance est
une repŕesentation id́eale dans le cadre de résolution de CSPs par la réduction de
domaines et la recherche. On appellesolveur l’opérateur de consistance pour une
contrainte, car la combinaison de l’opérateur avec un algorithme de parcours d’arbre
donne un solveur pour la contrainte. L’arc-consistanceest la consistance probablement
la plus connue et l’une des plus utilisées. Bien qu’elle soit définie comme une pro-
priété, il est possible de la calculer avec un opérateur.L’arc-consistance est définie
par ∀s ∈ SW , acc(s) = s′ avec∀X ∈ W , s′X = (Πs ∩ T )|X . En clair, on sup-
prime des domaines les valeurs avec lesquelles on ne peut pasformer de solutions de
c. Pour cela, on réduit chaque domaine avec les projections de la contrainte sur la va-
riable en question. L’arc consistance est la consistance laplus contractante qui peut
exister pour une contraintec indépendamment du contexte, c’est-à-dire sans considérer
plusieurs contraintes à la fois (d’après la définition deac). Supposons maintenant que
chaque domaineDX est équipé d’un ordre total≤. On appelle l’intervalle[a..b] l’en-
semble{e ∈ DX |a ≤ e ≤ b}. On appelleIntX le treillis d’intervalles construit sur
DX . On note aussiIntW =

∏

X∈W IntX . Pour toutA ⊆ DX on note[A] l’inter-
valle [min(A)..max(A)]. Alors on définit laconsistance de bornespar : ∀s ∈ SW ,
bcc(s) = s′ avec∀X ∈ W , s′X = sX ∩ [(Πs ∩ T )|X ]. La consistance de bornes
supprime les valeurs en faisant bouger les bornes des intervalles. En général, c’est une
consistance plus faible que l’arc-consistance (moins contractante) mais au même temps
plus rapide à calculer. La rapidité de calcul et la possibilité de traitement de très grands
domaines (pour approximer le continu) rend la consistance de bornes largement utilisée
elle-aussi. On peut ordonner les consistances selon leur pouvoir de réduction :f1 ⊆ f2

⇔ ∀s ∈ SW , f1(s) ⊆ f2(s). Alors on aac ⊆ bc.

Soit c = (W, T ) une contrainte. Soit un opérateur de consistanceop pour c. Soit
s ∈ SW un état de calcul (les valeurs encore possibles pour les variables deW ). L’appli-
cation de l’opérateurop às a pour l’effet la suppression (éventuelle) de certaines valeurs
danss. Il est possible de modéliser l’action deop surs par le test de la présence des va-
leurs dans les domaines des variables. Soit une variableX ∈ W et une valeura ∈ DX .
On appelleFonction de ŔeductionÉlémentaire(FRE) la fonctionfX=a :SW−{X} → B

qui renvoietrue si la valeura doit rester dans le domaineDX , et falsesi elle doit être
supprimée. L’action de l’opérateurop sur un état de calculs ∈ SW est obtenu par la sup-
pression dans tous les domaines courantssX des valeursa pour lesquelles leur fonction
respectivefX=a répondfalse. L’avantage de représenter un opérateur de consistance
avec les FREs réside dans la simplicité des objets en présence. Un opérateurop est
une fonction qui prend en paramètre un produit cartésien d’ensembles pour retourner
un autre objet de même type. Une Fonction de RéductionÉlémentaire est une fonc-
tion qui, certes, prend en paramètre toujours un produit cartésien d’ensembles, mais re-
tourne un booléen. Nous avons donc

∑

X∈W |DX | fonctions et chacune est plus simple
qu’un opérateur de réduction. Le type d’une FRE rend sa construction automatique plus
simple que la construction automatique d’un opérateur de réduction.
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Dans la section suivante, on introduit le concept de contrainte ouverte, ainsi qu’une
méthode d’acquisition inspirée par la forme et le sens desfonctions de réduction
élémentaires.

3 Contraintes ouvertes : acquisition

La modélisation par contraintes des problèmes réels peut être considérablement en-
richie par la possibilité donnée à l’utilisateur de définir ses propres contraintes. Nous
nous intéressons au cas où l’utilisateur fournit un certain nombre d’exemples de solu-
tions et de non-solutions pour la contrainte, et la totalit´e de la contrainte est obtenue par
apprentissage. On appelle lacontrainte ouvertela partie connue de la contrainte :

Définition 3 (Contrainte Ouverte)
Unecontrainte ouverteest un triplet(W, T +, T−) où

– T + ⊆ DW etT− ⊆ DW

– T + 6= ∅ etT− 6= ∅
– T + ∩ T− = ∅

Une contrainte ouverte est difficilement utilisable dans unCSP classique, car on est
incapable de faire le test de satisfiabilité (décider si len-uplet est une solution ou
pas) pour les n-uplets non étiquetés. Nous devons d’abord”fermer” la contrainte ou-
verte, c’est-à-dire pouvoir étiqueter l’ensemble de n-uplets deDW et ainsi définir une
contrainte ”classique”. Nous appelons cette phase de ”fermeture” la phase d’acquisition
de la contrainte. Quels sont les cas pratiques où on a besoind’acquérir une contrainte
à partir d’une contrainte ouverte? Nous pouvons aujourd’hui suggérer deux grandes
familles :

– Les contraintes ”être un bon plan” ou ”êtren états consécutifs d’un système dy-
namique”, où chaque variableXi représente l’action à effectuer au pas numéroi.
Les applications de ce type de contraintes sont la robotique(Lallouetet al., 2004),
programmation de processus industriels, les traitements médicaux, les plans d’in-
vestissement, un agenda coopératif qui essaie de modéliser les emplois de temps
des autres personnes.

– Les contraintes de type ”être un bon objet”, ”être une configuration préférée” ou
”être un exemple du concept”, où chaque variable représente un degré de liberté de
configuration et les valeurs des variables représentent les choix possibles (ex : va-
riable ”processeur” et les types de processeurs possibles comme valeurs ; variable
”couleur de sièges” et les couleurs disponibles comme valeurs).

Voici un exemple d’utilisation de contrainte ouverte :

Exemple 4 (Salades)
On suppose qu’une société possède une cantine qui sert ungrand nombre de repas
par jour. Dans chaque plateau servi, il y a une salade. Le problème que le chef doit
traiter, c’est quelle recette choisir et combien de portions préparer de chaque recette. Les
contraintes sont : le nombre de repas à servir, la quantitédes ingrédients disponibles, le
coût des salades à minimiser etc. Les variables correspondent aux différents ingrédients,

190



Apprentissage de solveurs

et les valeurs - les quantités à utiliser. Le chef dispose d’une base de recettes qui, dans
cette modélisation, correspond à la contrainte ”être une bonne salade”. Nous proposons,
en ajoutant un certain nombre de ”mauvaises recettes”, considérer l’ensemble de n-
uplets obtenus comme une contrainte ouverte. La fermeture de cette contrainte ouverte
permettra d’étendre la base de recettes, mais il est souhaitable que la performance de
résolution ne soit pas compromise. Voici la description d´etaillée de cette contrainte
ouverte ”salades” (que nous avons constituée avec un expert en la matière) : il y a 22
ingrédients, comme les tomates, la mayonnaise, le thon en conserve, l’huile d’olive
ou encore la laitue. Le domaine de chaque variable est entre 2ou 4 valeurs. Il y a 64
valeurs en tout (

∑22

i=1
|Di|). L’ensemble des solutions connues comporte 53 recettes ;

l’ensemble des non-solutions connues (qui sont des recettes pas bonnes ou qui ne sont
pas du tout des recettes) comporte 281 exemples.

Nous proposons une méthode d’acquisition qui est basée sur les puissantes techniques
d’apprentissage connues pour obtenir un bon résultat. En même temps, la représentation
obtenue est facilement et automatiquement transformable en un opérateur de consis-
tance pour la contrainte fermée (c’est-à-dire celle obtenue par apprentissage à partir de
la contrainte ouverte).

Soit (W, T +, T−) une contrainte ouverte. Nous allons apprendre
∑

X∈W |DX | clas-
sificateurs à deux classes spécifiques, c’est-à-dire autant qu’il y a de FREs pour
représenter l’opérateur de consistance pour une contrainte sur les variables deW . Soit
X ∈ W eta ∈ DX . Le classificateurnX=a :

∏

W−{X} DX → B prend en paramètres
les variablesinstancíeesdeW , autres queX et retournetrue si la valeura est possible
pour la variableX , et falsesi la valeura est impossible. En fait, un classificateurnX=a

est la version singletonique (qui fonctionne seulement surles variables instanciées) de
la fonction de réduction élémentairefX=a. C’est la particularité de notre méthode, que
d’utiliser les classificateurs inspirés par les fonctionsde réduction élémentaires pour
apprendre un concept. Dans la section suivante on verra que la transformation du clas-
sificateurnX=a en FREfX=a est formelle et ne fait pas d’appel aux techniques d’ap-
prentissage. L’ensemble d’exemples et de contre-exemplespour le classificateurnX=a

est obtenu par la sélection des n-upletst tels quetX = a suivie de la projection sur
W − {X}. Les n-uplets deT + (les exemples de solutions) dont la projection surX est
a nous donnent les exemples pournX=a :

Ex+

X=a = {t|W−{X}|t ∈ T +, t|X = a}.

De même, les n-uplets deT− dont la projection surX esta donnent les contre-exemples
pournX=a :

Ex−
X=a = {t|W−{X}|t ∈ T−, t|X = a}.

Nous avons réalisé le systèmeSolar qui effectue l’apprentissage de classificateurs
nX=a pour une contrainte ouverte donnée par l’utilisateur. Pour représenter les classifi-
cateurs nous avons choisi les perceptrons avec une couche cachée (voir (Mitchell, 1997)
pour plus de références). Le choix a été suggéré, d’une part, par la puissance de cette
technique, et par la facilité de transformation en FRE d’unperceptron multi-couches,
d’autre part. L’architecture du réseau utilisé est tout `a fait classique (figure 2). La fonc-
tion d’activation est la fonction sigmoı̈de. Chaque neurone de la couche cachée est
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FIG. 2 – Architecture du réseau de neurones utilisé

connecté à chacun des neurones d’entrée. De même, le neurone de sortie est connecté à
tous les neurones de la couche cachée. La sortie des neurones est dans l’intervalle]0, 1[.
En supposant les domaines de variables totalement ordonnés, on fait correspondre à
chaque valeur un entier naturel : par exemple, à chaqueai ∈ DX on associei. On
effectue ensuite une conversion vers l’intervalle[0, 1]. Le neurone d’entrée correspon-
dant àX reçoit la quantitéi/|DX | quand la variableX reçoitai. Après le neurone de
sortie, il y a une unité de décision : si la valeur de sortie de ce neurone est supérieure ou
égal à 0.5, la réponse du classificateur esttrue, et falsesinon. Le nombre de neurones
dans la couche cachée est le même pour tous les classificateurs, pour une contrainte ou-
verte donnée. Ceci n’est pas obligatoire et d’ailleurs ce nombre est un paramètre de la
méthode. Nous l’avons fixé pour nos exemples entre 3 et 5. L’apprentissage des poids
est fait par l’algorithme de rétropropagation du gradient. L’apprentissage de chaque
classificateur est arrêté quand l’ensemble des exemples est bien classé, ou après un
délai raisonnable.

Une fois les classificateurs appris, on les combine pour obtenir un classificateur global
de n-uplets qui effectue le test de satisfiabilité (détermine si un n-uplet est une solution
ou non). Soit un n-uplett ∈ DW . Soit X ∈ W . Nous supposons quet|X = a. Nous
allons exécuter le classificateurnX=a sur t|W−{X}. Si la valeur retournée estfalse,
cela veut dire que selon le classificateurnX=a la valeurt|X = a est impossible vu les
affectations des autres variables. Nous allons exécuter tous les classificateursnX=a tels
queX ∈ W et t|X = a. Le classificateur associé à une valeur du n-uplett vérifie la
légitimité de la présence de cette valeur dans le n-uplet. Il y a en tout|W | classificateurs
qui sont sollicités pour tester un n-uplet. Les|W | réponses sont combinées pour donner
un avis sur le n-uplet selon deux méthodes :

– la méthode ”vote majoritaire” : si le nombre de valeurs légitimes dépasse la moitié
des votants, le n-uplet est déclaré comme une solution, sinon c’est une non-
solution ;

– la méthode ”vote avec veto” : un n-uplet est considéré comme une solution seule-
ment si toutes les valeurs sont légitimes, et comme une non-solution si au moins
une valeur n’est pas légitime.

La deuxième méthode est issue du monde des contraintes, o`u un état de calculs ∈ SW

est rejeté si au moins un domaine de variables est vide. Comme les classificateursnX=a

sont les versions singletoniques des fonctions de réduction élémentaires, la méthode de
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vote avec veto est seulement la traduction du comportement des FREs sur un état de
calcul singletonique, quand il y a une seule valeur dans chaque domaine).

Nous avons testé la qualité de notre méthode d’acquisition comme une méthode de
classification à 2 classes. Nous avons pris 4 jeux de données différents : la base ”re-
cettes de salades” de l’exemple 4 et trois bases trouvées dansUCI Machine Learning
Repository2. Pour avoir une idée de la performance relative de notre technique nous
avons testé sur les mêmes bases l’algorithme d’apprentissage d’arbres de décision C5.0
(qui est une version améliorée du très populaire C4.5 (Quinlan, 1993)) et C5.0 avec
boosting (RuleQuest Research, 2004) avec|W | votants pour contrebalancer le nombre
de nos classificateurs. Notons au passage que notre méthodede construction de classi-
ficateurs est différente de celle du boosting (Freund & Shapire, 1999) par la façon de
construire les ensembles d’exemples pour les classificateurs. Nous avons utilisé la vali-
dation croisée classique avec 10 blocs. Le jeu de données est divisé de manière aléatoire
en 10 blocs de même taille. Un bloc est utilisé pour la validation, et les autres pour l’ap-
prentissage. Après avoir fait 10 tests, à chaque fois avecun bloc de validation différent,
on calcule la moyenne. Cinq sessions différentes de validation croisée ont été effectuées
pour augmenter la fiabilité de résultats (il y a donc 50 tests au total). Les résultats des
tests ainsi que la description des bases sont regroupés dans le tableau 1. Dans ce ta-
bleau, ”Solar veto” et ”Solar maj” signifient les performances de notre système avec les
différentes modes de vote. Le nombre optimal de neurones dans les couches cachées
a été à chaque fois déterminé empiriquement. Le temps d’apprentissage est le temps
nécessaire pour apprendre tous les classificateurs. Le temps d’apprentissage pour le
système C5.0 avec ou sans boosting est moins d’une seconde.Mais le temps d’ap-
prentissage n’a absolument aucune importance dans l’application aux contraintes, car
le gain apporté par l’utilisation des propagateurs obtenus compense très largement les
minutes nécessaires pour apprendre les classificateurs élémentaires. Ainsi, la comparai-
son de notre technique avec les algorithmes connus, comme les arbres de décision, sert
seulement à signaler la qualité d’acquisition de concepts, sans se mettre en compétition
avec les autres technique d’apprentissage, car les techniques d’apprentissage connues
ne fournissent pas de solveur pour le concept appris.

Comme on le constate, la qualité de classification défie celle des algorithmes réputés
comme très efficaces. On constate que la méthode de vote avec veto est visiblement
moins performante que la méthode avec vote majoritaire. Mais il faut comprendre que
lors de la classification par le vote avec veto, l’erreur est principalement faite (en pro-
portion écrasante) sur la classe ”solution”. En fait, cette méthode accepte seulement les
n-uplets qui sont des solutions ”irréprochables”. Ainsi cette méthode tend à ”purifier”
la classe de solutions, ce qui peut même être recherché par l’utilisateur (dans les cas où
il vaut mieux avoir une solution sûre quitte à en avoir moins au total). Par exemple, dans
le cas de la base ”salades”, on passe par apprentissage de 53 recettes à 7.4E4 recettes
(le nombre de n-uplets acceptés unanimement). Probablement, la vraie classe ”bonne
salade” est encore plus grande, mais 7.4E4 recettes sont déjà largement suffisantes. En
plus, les 7.4E4 recettes sont des recettes ”sûres” car acceptées unanimement (un ex-
pert confirme qu’il y a moins de 3% de mauvaises recettes dans un échantillon de 100
recettes prélevées aux hasard dans les 7.4E4 solutions).

2http ://www.ics.uci.edu/˜mlearn
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Database salades mushroom br-cancer votes-84
Arité 22 22 9 16

Taille de domaines 2-4 2-12 10 3
#Classificateurs 64 116 90 48

#examples 334 8124 699 435
#neurones dans CC 3 3 5 5

Temps d’app. 55′′ 2′30′′ 8′30′′ 4′30′′

Erreur Solar veto 11.9% 6.9% 4.6% 25.9%
Erreur Solar maj 3.6% 0.7% 3.5% 3.8%

Erreur C5.0 9.9% 0.8% 5.5% 3.7%
Erreur C5.0 boost 4.8% 0.2% 3.7% 4.4%

TAB . 1 – Tests de classification.

Nous pensons que notre technique d’acquisition de contraintes est intéressante, vue
les résultats de tests, même dans son application immédiate à la classification, sans par-
ler de la possibilité d’obtenir un solveur pour la contrainte apprise par la transformation
des classificateurs. Nous allons voir dans la partie suivante la méthode de transforma-
tion et les propriétés du solveur obtenu.

4 Contraintes ouvertes : obtenir les oṕerateurs

La méthode que nous avons proposé pour l’acquisition de contraintes, telle qu’elle
a été exposée, est une méthode de classification de n-uplets en deux classes. Même si
les classificateursnX=a sont inspirés par les fonctions de réduction élémentaires, ils
ne peuvent pas être directement utilisés pour la réduction de domaines au cours de la
résolution. Les classificateursnX=a représentent la contrainte au sens qu’ils distinguent
les solutions de non-solutions à partir des variables instanciées. SoitX ∈ W une va-
riable eta ∈ DX une valeur. Le classificateurnX=a : (

∏

W−{X} DX) → B prend
en paramètres les variables deW − {X} instanciées pour renvoyer la décision. Com-
ment à partir de ce classificateur définir une fonction de r´eduction élémentairefX=a

qui prendrait en paramètre des domaines, c’est-à-dire des variables non complètement
instanciées ? Supposons que la contrainte est apprise sousla forme d’un ensemble de
classificateursnX=a, pour toutX ∈ W et touta ∈ DX . Soits ∈ SW un état de calcul.
La valeura peut être supprimée du domaineDX si et seulement si∀t ∈ s|W−{X} on
a nX=a(t) = false. Dit autrement, la valeura est supprimée dusX si et seulement si
pour tout n-uplett de l’état de calcul courants tel quet|X = a le classificateurnX=a

trouve la valeurX = a impossible (on pourrait dire illégitime ou encore inconsistante).
Voici la définition de la fonction de réduction élémentairef1

X=a à partir du classificateur
nX=a, qui est une FRE possible construite à partir dunX=a :

Définition 5 (FRE via classificateur (I))
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Un classificateurnX=a :
∏

W−{X} DX → B est transformé en fonction de réduction
élémentairef1

X=a :SW−{X} → B par :

∀s ∈ SW−{X}, f1
X=a(s) =

∨

t∈Πs

nX=a(t).

Cette façon de définir les FREs n’a rien d’un hasard : l’opérateur modélisé par ces
FREs est l’opérateur de consistance pour la contrainte définie par les classificateurs
votant avec veto.

Proposition 6 (Consistance via classificateurs (I))
Soit une contrainte ouverte(W, T +, T−). On suppose que la contrainte a été fermée
par l’acquisition sous la forme de

∑

X∈W |DX | classificateurs. On suppose que les
classificateurs votent avec le droit de veto pour définir l’ensemble de solutions (seuls les
n-uplets acceptés unanimement sont considérés comme solutions). On notec = (W, T )
la contrainte obtenue. Alors l’opérateur représenté par les FREs de la définition 5 est un
opérateur de consistance pour la contraintec = (W, T ).

Preuve On rappelle l’utilisation des FREs pour représenter un op´erateur de réduction :
étant donné un état de calculs ∈ SW , toutes les FREs concernées (c’est-à-dire les
f1

X=a telles quea ∈ sX ) sont exécutées, et dans les cas oùf1
X=a(s|W−{X}) = false

la valeura est supprimée du domaine courantsX . Les nouveaux domaines ainsi formés
donnent le nouvel état de calculs′. On appelleop1 :SW → SW l’opérateur ainsi défini.
On suppose que la contrainte ouverte(W, T +, T−) a été fermée (généralisée) pour
donner la contraintec = (W, T ) par l’apprentissage des classificateursnX=a, pour tout
X ∈ W et touta ∈ DX . On suppose que les classificateurs votent avec le droit de veto
pour définir l’ensemble de solutionsT . Montrons d’abord queop1 est une consistance
pour la contraintec = (W, T ).
• Croissance : D’après la définition 5, les fonctions FREs sont croissantes.

L’opérateurop1 est donc lui aussi croissant.
• Contractance: L’opérateurop1 est contractant car les FREs ne font que supprimer

les valeurs (sans jamais en rajouter).
• Correction : Soits ∈ SW . On suppose queΠs∩T 6= ∅. Soitt ∈ Πs∩T . On a donc

t ∈ T . Cela veut dire que tous les classificateurs sont d’accord sur ce n-uplet (tous
retournenttrue). Alors par la définition 5 toutes les FREs retournenttrue surdte :
l’état singletonique est stable par toutes les FREs. Commede plus l’opérateurop1

est croissant, pour touts ∈ SW tel quedte ⊆ s on adte ⊆ op1(s). Par conséquent,
∀s ∈ SW , Πs ∩ T ⊆ Πop1(s) ∩ T : les solutions ne sont jamais rejetées parop1.

• Association à la contrainte : Soit s ∈ Fix(op) ∩ SingW un état de calcul
singletonique (une seule valeur dans chaque domaine) stable par l’opérateurop1

(op1(s) = s). D’après la définition de l’opérateurop1, l’état s est stable parce
que toutes les FREs l’acceptent. Mais d’après la définition 5 un état singletonique
sera stable seulement si tous les classificateurs acceptentle n-upletΠs. Or, c’est la
définition d’un n-uplet solution. DoncΠs ∈ T . Soit t ∈ T un n-uplet. Par correc-
tion, l’état dte est stable parop1, et doncdte ⊆ Fix(op1) ∩ SingW . Il en résulte
quedte ⊆ Fix(op1)= dT e : l’opérateurop1 représente exactement la contraintec.
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L’opérateurop1 est donc une consistance pour la contraintec. A cause du fait que
l’opérateur de l’arc-consistanceac est une consistance pourc, et qu’en plus il est le
plus contractant, on aFix(ac) ⊆ Fix(op1) : ac ⊆ op1. �

La définition 5 de la fonction de réduction élémentaire propose une méthode de cal-
cul de cette fonction, à partir du classificateur correspondant. Malheureusement, cette
méthode n’est pas utilisable en pratique car elle demande la génération et le parcours
de tous les n-uplets deΠs, pour uns ∈ SW−{X} donné. Par exemple, 10 domaines de
10 valeurs chacun représentent1010 n-uplets. Quand on sait que l’opérateur est exécuté
plusieurs fois (même plusieurs milliers de fois) pendant la résolution, on comprend que
cette façon de calculer est inacceptable en pratique.

Nous proposons d’utiliser les techniques issues de l’Analyse des Intervalles
(Moore, 1966) pour résoudre ce problème. Et plus précis´ement, nous allons utiliser
l’ Arithmétique des Intervallespour construire les extensions naturelles aux intervalles
des classificateurs. Rappelons brièvement le principe de l’arithmétique des intervalles
de réels. Au lieu de travailler avec les variables réelles, on fait du calcul avec les va-
riables intervalles. Les objets manipulés sont les intervalles fermés de réels. On note
IR = {[a, b]|a, b ∈ R, a ≤ b} l’ensemble des intervalles fermés de réels. Quelques
opérations élémentaires sur les intervalles[a, b], [c, d] ∈ IR dont définies dans la table
2. Ce sont les extensions canoniques aux intervalles des op´erations sur les nombres
réels. Soit une fonctionf :R → R dont l’expression syntaxique est un arbre composé
exclusivement des opérations+, −, ∗ etc. Alors l’extension naturelle aux intervalles de
f est la fonctionF :IR → IR qui est obtenue à partir de l’expression de la fonctionf
en remplaçant chaque variable réelle par une variable intervalle et chaque opérateur par
son extension aux intervalles (exemple 7).

[a, b] + [c, d] = [a + c, b + d]
[a, b] − [c, d] = [a − c, b − d]
[a, b] ∗ [c, d] = [min(P )), max(P )]

avecP = {ac, ad, bc, bd}
exp([a, b]) = [exp(a), exp(b)]

TAB . 2 – Opérations sur les intervalles.

Exemple 7
Soit f : R → R, f(x) = x ∗ (exp(x) + 1) a pour extension naturelle aux intervalles
la fonction :F : IR → IR, définie parF (X) = X ∗ (exp(X) + [1, 1]) où X est une
variable intervalle.

L’extension naturelle aux intervalles est une fonction croissante (A ⊆ B ⇒ F (A) ⊆
F (B)). D’après le ”Théorème Fondamental de l’Analyse des Intervalles” (Moore,
1966) on a la propriété suivante :

Proposition 8 (Correction de l’extension naturelle)
Soit une fonctionf : R → R et F : IR → IR son extension naturelle aux intervalles.

196



Apprentissage de solveurs

Alors on a∀I ∈ IR, ∀x ∈ I, f(x) ∈ F (I).

Cette propriété traduit la correction au sens des contraintes : six était dans l’intervalle
I, alors l’image dex parf se retrouve dans l’image de l’intervalleI parF . Le même
principe d’extension et la proposition sont valables pour les fonctions du typeRn → R.

Soit un classificateurnX=a. Comme nous l’avons présenté, c’est un perceptron à 3
couches avec une unité de décision à seuil à la sortie. Ceperceptron est une fonction
de typeR

|W |−1 → R dont l’expression est formée à partir des opérations de base+,
∗, −, / et exp. Pour toutX ∈ W et touta ∈ DX on définit la fonctionNX=a :
R

|W |−1 → R comme étant l’extension naturelle aux intervalles du perceptronnX=a.
La fonctionNX=a prend en paramètres les domaines des variables deW −{X} sous la
forme d’intervalles, et elle retourne l’intervalle image des domaines par le classificateur
nX=a. Comme l’unité de décision à la sortie du perceptronnX=a a un seuil de 0.5, nous
utilisons le même seuil pour l’extensionNX=a : si la borne de l’intervalle de sortie est
supérieure ou égal à 0.5, la valeur est gardé dans le domaine, sinon elle est supprimée.
La fonctionNX=a munie de l’unité de décision à la sortie (avec le seuil 0.5) est une
FRE :

Définition 9 (FRE via classificateur (II))

Un classificateur perceptronnX=a :
∏

W−{X} DX → B est transformé en fonction de
réduction élémentairef2

X=a :SW−{X} → B en composant l’extensionNX=a avec une
unité de décision :

∀s ∈ SW−{X}, f2
X=a(s) =

{

true, max(NX=a([s])) ≥ 0.5
false, sinon.

avec∀s ∈ SW , [s] = ([sX ])X∈W .

L’opérateur représenté par les FREs du typef2
X=a est un opérateur de consistance pour

la contrainte apprise :

Proposition 10 (Consistance via classificateurs (II))
Soit une contrainte ouverte(W, T +, T−). On suppose que la contrainte a été fermée
par l’acquisition sous la forme de

∑

X∈W |DX | classificateurs. On suppose que les
classificateurs votent avec le droit de veto pour définir l’ensemble de solutions (seuls les
n-uplets acceptés unanimement sont considérés comme solutions). On notec = (W, T )
la contrainte obtenue. Alors l’opérateur représenté par les FREs de la définition 9 est un
opérateur de consistance pour la contraintec = (W, T ). On appelleop2 cet opérateur.

Preuve La même preuve que pour la proposition 6. La monotonie et la correction des
f2

X=a résulte des propriétés de l’extension naturelle aux intervalles.�

Le calcul de cet opérateur est par contre très rapide, car l’exécution de chaque fonc-
tion de réduction élémentairef2

X=a est du même ordre que l’évaluation d’un perceptron
simplenX=a. C’est un grand avantage pour la résolution des CSP par rapport au calcul
lourd des fonctionsf1

X=a. Mais cette facilité de calcul est payante : la fonctionf2
X=a
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réduit moins que la fonctionf1
X=a :∀s ∈ SW−{X}, f1

X=a(s) ≤ f2
X=a(s). La fonc-

tion obtenue par l’extension naturelle aux intervalles du classificateurnX=a répond par
falsemoins souvent que la fonction définie directement. Cet inconvénient provient des
propriétés de l’extension naturelle aux intervalles, qui ne donne pas toujours l’image
exacte de l’intervalle argument, mais plutôt un intervalle plus grand incluant la vraie
image. L’Analyse des Intervalles et leThéor̀eme des simples occurrences(Moore, 1966)
nous apprend que si dans l’expression de la fonction à étendre toutes les variables n’ont
qu’une seule occurrence, alors l’extension calcule l’intervalle image exact.

Néanmoins, malgré une puissance de réduction moindre que l’arc-consistance (la
consistance la plus forte pour une contrainte prise toute seule), nos tests montrent que
l’opérateur de consistance obtenu est assez efficace. L’utilisation d’une consistance plus
faible que l’arc-consistance est pleinement justifiée dans le cas des grandes contraintes
du monde réel (comme les cas traités ici), car dans (Bessi`ereet al., 2004b) on montre
que le calculexactdu support (c’est-à-dire le calcul d’une FRE la plus forte)est NP-
complet.

Nous avons effectué une série de tests pour estimer la puissance de réduction de
l’opérateurop2. Pour cela nous considérons les bases de données ”salades”, ”mush-
room”, ”breast-cancer-wisconsin” et ”house-votes-84” comme des contraintes ouvertes.
Une des classes est considérée comme la classe solution. Le systèmeSolar construit
l’ensemble des classificateurs représentant la contrainte donnée, ensuite les transforme
automatiquement en fonctions de réduction élémentaires en prenant l’extension aux in-
tervalles. L’opérateur obtenu est ajouté dans notre propre solveur de contraintes. Le
CSP à résoudre est simple : c’est la contrainte toute seule. On demande au solveur de
générer toutes les solutions de la contrainte donnée. Letableau 3 regroupe les résultats
des tests. On y trouve : le nombre de solutions trouvées (c’est exactement le nombre de
solution de la contrainte apprise car le solveur trouve toutes les solutions) ; le nombre
d’échecs pendant la recherche de toutes les solutions (faire un échec, c’est d’arriver à un
état où au moins un des domaines est vide) ; le nombre moyen d’échecs par solutions ;
le temps de génération de toutes les solutions. Notons quel’arc-consistance ne ferait
aucun échec pour une contrainte isolée (mais elle est indisponible pour une contrainte
ouverte !).

Database salades mushroom br-cancer votes-84
#Solutions 7.4E5 ≥ 4.1E6 1.27E5 1.27E5

#Echecs 1.34E5 ≥ 3.1E6 1.28E5 3.47E5
Echecs/Solution 1.8 0.75 0.99 2.86

Temps 5′15′′ ≥ 2h 3′00′′ 7′30′′

TAB . 3 – Tests des solveurs obtenus.

Les tests démontrent la différence essentielle entre un classificateur de n-uplets simple
et un opérateur de consistance. Pour générer les solutions avec un classificateur, le seul
moyen est de parcourir l’espace des n-uplets et de les testerun par un avec le classi-
ficateur. Mais, par exemple, pour la contrainte ”mushroom” nous avons pu récupérer
avec l’opérateur de consistanceop2 plus de 4.1E6 solutions en 2h, alors que en parcou-
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rant l’espace des n-uplets et en faisant le test de classification nous n’avons que 7.7E4
solutions en 3h. Dans le cas de résolution d’un vaste CSP, legain apporté par l’utilisa-
tion de l’opérateur de consistance permet de conserver lesperformances de résolution,
tout en élargissant les possibilités de modélisation deproblèmes grâce aux contraintes
ouvertes.

5 Discussion et conclusion

Les contraintes ouvertes ont été introduites dans (Faltings & Macho-Gonzalez, 2002)
dans le contexte du raisonnement distribué, où le but est la minimisation du nombre
de requêtes nécessaires pour compléter la définition dela contrainte. Les contraintes
ouvertes sont utilisées également dans le cadre deInteractive Constraint Solving(Al-
berti et al., to appear) travail qui ne concerne pas l’apprentissage. L’apprentissage
des préférencesmolles apparaı̂t dans (Rossi & Sperduti, 2004), mais la construc-
tion du solveur n’est pas non plus proposée. Dans l’article(Bessièreet al., 2004a)
les auteurs présentent un algorithme pour l’apprentissage de contraintes basé sur
l’espace de versions. Cet algorithme construit un CSP (trouve un sous-ensemble de
contraintes prédéfinies) pour représenter la contrainte cible. L’opérateur correspondant
à la contrainte cible est la composition par itération chaotique des opérateurs associés
aux contraintes du CSP obtenu. Dans cette approche les auteurs supposent que la bi-
bliothèque des contraintes de base utilisée pour la modélisation est bien adaptée, ce qu’il
est difficile d’assurer pour les contraintes ouvertes du monde réel, souvent mal connues.
D’autre part la technique proposée est très sensible au bruit, fréquent dans les jeux de
données rencontrés en pratique. L’apprentissage de solveurs pour les contraintes clas-
siques (fermées) a été introduit par (Apt & Monfroy, 1999). Leur algorithme construit
un solveur à base de règles, mais le traitement de grandes contraintes est impossible
pour les raisons de complexité. Ce travail a été étendu par (Abdennadher & Rigotti,
2004) et (Lallouetet al., 2003) toujours dans le contexte des contraintes fermées.Au-
cune de ces approches ne combine la possibilité de généralisation avec les performances
du solveur obtenu. A notre connaissance il n’y a pas d’autrestechniques alternatives de
construction de solveurs pour une contrainte ouverte provenant du monde réel.

Les contraintes ouvertes permettent d’élargir considérablement les possibilités de
modélisation par contraintes de problèmes réels. Plusieurs problèmes de décision ou/et
d’optimisation font intervenir les contraintes connues enpartie, comme ensemble
d’exemples et de contre-exemples. Dans ce travail, nous proposons une nouvelle tech-
nique d’apprentissage de solveur pour une contrainte ouverte. Cette technique basée
sur l’apprentissage d’un ensemble de classificateurs particuliers est directement ins-
pirée par le formalisme des contraintes et la nature des op´erateurs de propagation. La
technique permet non seulement la construction d’un classificateur à deux classes aux
performances intéressantes, mais aussi la construction d’un solveur puissant pour la
contrainte apprise. La technique est applicable aux contraintes de grande arité et les
domaines finis de taille assez importante, ce qui la rend particulièrement intéressante.
Les développements envisagés de ce travail sont :

– l’utilisation d’autres méthodes de classification que les réseaux de neurones avec
ensuite l’extension aux intervalles ou aux ensembles
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– l’application du principe général aux contraintes continues et mixtes.
Ces travaux sont en ce moment en cours.
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Abstract : We consider the approach of solving approximately a deterministic
optimal control problem by searching a good controller in a given class of param-
eterized policies.

When the dynamics of the system is known from the decision maker, an explicit
representation of the sensitivity of the performance measure with respect to the
control parameters is easily derived using pathwise derivation, which enables to
use gradient methods for solving the parametric optimization problem.

This paper is concerned with the case of anunknown state dynamics(such as in
reinforcement learning). It introduces a method for computing the policy gradient
only from the observable. The underlying idea consists in approximating the
continuous deterministic process by a stochastic discreteone and using stochastic
policies to estimate the unknown coefficients by quantitiesthat depend solely on
the state and the policy. Almost sure convergence to the policy gradient is proved.
The method is illustrated on a (6 dimensional) target problem.

Résumé: Nous considérons la résolution approchée d’un problème decontrôle
optimal par un problème d’optimisation dans un espace de politiques paramétrées.

Lorsque la dynamique d’état du système est connue de l’agentdécisionnel, une
représentation explicite de la sensibilité (le gradient) de la mesure de performance
par rapport aux paramètres de contrôle se déduit facilementpar dérivation trajec-
torielle, ce qui permet d’utiliser une méthode de gradient pour résoudre le prob-
lème d’optimisation paramétrique.

Dans cet article, nous considérons le cas d’unedynamique d’état inconnue(cadre
de l’apprentissage par renforcement). Nous décrivons une méthode pour calculer
le gradient uniquement à partir des observables. L’idée sous-jacente consiste à ap-
procher le processus déterministe continu par un processusstochastique discret
et d’utiliser une politique stochastique pour remplacer les coefficients inconnus
par des grandeurs qui ne dépendent que de l’état et de la politique. La conver-
gence presque-sure vers le gradient est montrée. L’approche est illustrée sur un
problème de cible (en dimension 6).
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1 Introduction and statement of the problem

We consider an optimal control problem with continuous state (xt ∈ IRd)t≥0 whose
dynamics is defined by the differential equation:

dxt

dt
= f(xt, ut), (1)

where the control(ut)t≥0 is a Lebesgue measurable function with values in a control
spaceU , assumed to be finite (extension to a continuous control space is straightfor-
ward). The functionalJ to be maximized has finite-time horizonT . For simplicity, in
the following, we illustrate the case of a terminal reward only:

J(x; (ut)t≥0) = r(xT ), (2)

wherer : IRd → IR is the reward function. Extension to the general case of a functional
of the form

J(x; (ut)t≥0) =

∫ T

0

r(t, xt)dt + R(xT ), (3)

with r andR being current and terminal reward functions, easily follows from linearity,
as indicated in remark 1.

The optimal control problem of finding a control(ut)t≥0 that maximizes the func-
tional is replaced by a parametric optimization problem in which we search for a good
feed-back control law in a given class of parameterized policies{πα}α, whereα ∈ IRm

represents the parameter. The control (or action) may be writtenut = πα(t, xt), and
the dynamics of the resulting feed-back system is

dxt

dt
= fα(xt), (4)

wherefα(xt) = f(x, πα(t, x)). We assume thatfα is C2 with bounded derivatives. Let
us write the performance measure

V (α) = J(x; πα(t, xt)t≥0)

to emphasize the dependency with respect to (w.r.t.) the parameterα. One may also
consider an average performance measure defined by some distributionµ for the initial
state:V (α) = E[J(x; πα(t, xt)t≥0)|x ∼ µ].

In order to find a local maximum ofV (α), one may perform a gradient ascent method:

α← α + η∇αV (α), (5)

with η being an adequate step (see for example (Polyak, 1987; Kushner & Yin, 1997)).
Of course, many much powerful variants of gradient-based methods exists (Bonnans
et al., 2003).

The computation of the gradient∇αV (α) is the object of this paper.
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Pathwise estimation of the gradient.

Define the gradient of the state with respect to the parameter: zt = ∇αxt, which solves

dzt

dt
= ∇αfα(xt) +∇xfα(xt)zt, (6)

with initial condition z0 = 0. Here,zt is and × m-matrix whose(i, j)-component
is the derivative of theith component ofxt w.r.t. αj . Similarly∇αfα and∇xfα are,
respectively, the derivatives off w.r.t. the parameter (matrix of sized × m) and the
state (matrix of sized× d).

When the reward functionr is smooth, one may apply a pathwise differentiation to
derive a gradient formula:

Proposition 1
(Yang & Kushner, 1991). Ifr is continuously differentiable then

∇αV (α) = ∇xr(xT )zT . (7)

Remark 1
In the more general setting of a functional (3), the gradientis:

∇αV (α) =

∫ T

0

∇xr(t, xt)ztdt +∇xR(xT )zT .

What is known from the agent?

The decision maker (call it the agent) that intends to designa good controller for the
dynamical system may or may not know a model of the state dynamics f . In case the
dynamics is known, the state gradientzt = ∇αxt may be computed from (6) along the
trajectory and the gradient of the performance measure w.r.t. the parameterα may be
deduced at timeT from (7), which allows to perform the gradient ascent step (5).

In this paper we investigate the case of an a priori unknown dynamics: the agent only
observes the response of the system to its control. This specific framework is often
referred to asmodel-free reinforcement learning(Sutton & Barto, 1998).

The available information to the agent at timet are its own control policyπα and the
trajectory(xs)0≤s≤t up to timet. At time T , it observes the rewardr(xT ) and, in this
paper, we also assume that the gradient∇r(xT ) is known.

From this point of view, it seems impossible to derive the state gradientzt from (6),
since∇αf and∇xf are unknown. The term∇xf(xt) may be approximated by least
squares methods from the observation of past states(xs)s≤t, as this will be explained
later on in subsection 3.2. However the term∇αf(xt) cannot be computed analogously.

In this paper, we introduce the idea of using stochastic policies to approximate the
statext and the state gradientzt by discrete-time stochastic processesX∆

t andZ∆
t

(with ∆ being some time-discretization step). We show howZ∆
t may be computed

without the knowledge of∇αf , but instead with likelihood ratios (such as∇α log πα

and∇x log πα) of the policy.
We prove the convergence (with probability one) of the gradient estimate∇xr(X∆

T )Z∆
T

derived from the stochastic processes to∇αV (α) when∆→ 0.
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Remark 2
It is worth mentioning that this strong convergence result contrasts with usual likelihood
ratio methods in discrete time (Williams, 1992; Baxter & Bartlett, 2001; Suttonet al.,
2000; Marbach & Tsitsiklis, 2003) for which the policy gradient estimate would be
subject to variance explosion when the number of discretization steps (thus the number
of decisions before getting the reward) goes to infinity (i.e. ∆→ 0).

The paper is organized as follows. In Section 2, we state a general result for dis-
cretization of continuous deterministic dynamics by stochastic discrete processes and
apply it to prove the convergence of the approximate state and state gradient. In Section
3, we state the convergence of the policy gradient estimate and describe the model-free
reinforcement learning algorithm. In the last Section, we illustrate the method on a (6
dimensional) target problem. Appendices A and B provide allproofs.

2 Discretized stochastic processes

We first state a general result for approximating a deterministic continuous process
by a stochastic discrete one. Then, we apply this result to the convergence analysis
of processes (the stateX∆

t and the state gradientZ∆
t ) related to the introduction of

stochastic policies.

2.1 A general convergence result

Let (xt)0≤t≤T be a deterministic continuous process defined by some dynamics

dxt

dt
= f(xt)

with initial conditionx0 = x. We assume thatf is of classC2 with bounded derivatives.
Let ∆ = T/N be a time-discretization step (withN being the number of time-steps)
and denote{tn = n∆}0≤n≤N the discrete times.

Let (X∆
tn

)0≤n<N be a discrete stochastic process, such thatX∆
0 = x, and which

satisfies the consistency property:

E[X∆
t+∆ −X∆

t |X∆
t = x] = f(x)∆ + o(∆) (8)

and the following bound on the jumps:

X∆
t+∆ −X∆

t = O(∆). (9)

The following theorem establishes the convergence of(X∆
t ) to (xt) when∆→ 0.

Theorem 1
We have

lim
∆→0

X∆
T = xT , with probability1.
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Appendix A gives a proof of this result. Note that a weaker convergence result (i.e.
convergence in probability) may be obtained from general results in approximation of
diffusion processes by Markov chains (Kloeden & Platen, 1995). Here, almost sure
convergence is obtained using theconcentration of measure phenomenon(Talagrand,
1996; Ledoux, 2001), detailed in Appendix A.

Remark 3
If we assume a slightly better consistency error ofO(∆2) instead ofo(∆) in (8), then
we may prove (straightforwardly from the Appendix) thatE[X∆

T ] = xT + O(∆) and
E[||X∆

T − xT ||2] = O(∆).

2.2 Discretization of the state

Let us go back to our initial control problem (1). We define astochastic policyπα as
a random choice of an action (or control) according to some probabilities:πα(u|t, x)
denotes the probability of choosing actionu ∈ U at timet in statex. We write:

ut ∼ πα(·|t, xt)

a choice of an actionut at timet and statext, according to such a stochastic policy.
Now, we define the stochastic discrete process(X∆

tn
)0≤n≤N (using the same nota-

tions for the time-steps(tn) as in the previous subsection) according to:

• Initialize X∆
0 = x.

• At time t ∈ {(tn)0≤n<N}, we choose an actionut ∼ πα(·|t, X∆
t ). Then,X∆

t+∆

is the state of the system at timet + ∆ resulting from keeping the actionut

constant for a period of time∆. We write:
{

ut ∼ πα(·|t, X∆
t )

X∆
t+∆ = y(t, X∆

t ; ut, ∆)
(10)

wherey(t, x; u, s) represents the state resulting from the state dynamics (1) with
initial conditionxt = x and using a constant controlu for a period of times.

When∆ is small, this process is close to a deterministic process(xt)0≤t≤T defined by
the dynamics (4) with

fα(x) :=
∑

u∈U

πα(u|t, x)f(x, u).

and initial conditionx0 = x. Indeed, the discrete stochastic process(X∆
t ) converges

to (xt) when∆ → 0 as an immediate consequence of Theorem 1. To see that, we use
Taylor formula,

X∆
t+∆ = X∆

t + f(X∆
t , ut)∆ + O(∆2),

to derive the property on the average jumps:

E[X∆
t+∆ −X∆

t |X∆
t = x] =

∑

u∈U

πα(u|t, x)f(x, u)∆ + O(∆2) = fα(x)∆ + O(∆2),

and the consistency conditions (8) holds, as well as the bound on the jumps (9).
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2.3 Discretization of the state gradient

Now, we discretize the state gradientzt = ∇αxt. We build the discrete stochastic
process(Z∆

tn
)0≤n≤N according to:

• Initialize Z∆
0 = 0.

• At time t ∈ {(tn)0≤n<N}, let (ut) and(X∆
t ) be defined according to (10). Then

Z∆
t+∆ = Z∆

t + f(X∆
t , ut)

[
lα(t, X∆

t , ut)
′ + lx(t, X∆

t , ut)
′Z∆

t

]
∆

+∇xf(X∆
t , ut)Z

∆
t ∆, (11)

where

lα(t, x, u) :=
∇απα(u|t, x)

πα(u|t, x)
andlx(t, x, u) :=

∇xπα(u|t, x)

πα(u|t, x)

are the likelihood ratios ofπα w.r.t. α andx (defined as vectors of sizem andd
respectively), and′ denotes the transpose operator.

Here again, as a consequence of Theorem 1, the process(Z∆
t ) converges almost surely

to (zt) when∆→ 0. Indeed, from the property

E[Z∆
t+∆ − Z∆

t |X∆
t = x, Z∆

t = z] =
∑

u∈U

πα(u|t, x)
(
f(x, u)[lα(t, x, u)′ + lx(t, x, u)′z]

+∇xf(x, u)z
)
∆

=
[
∇αfα(x) +∇xfα(x)z

]
∆,

we deduce that the coupled process(X∆
t , Z∆

t ) is consistent with(xt, zt) in the sense
of (8):

E

[(
X∆

t+∆

Z∆
t+∆

)
−

(
X∆

t

Z∆
t

)∣∣∣
(

X∆
t

Z∆
t

)
=

(
x
z

)]
=

(
fα(x)

∇αfα(x) +∇xfα(x)z

)
∆ + o(∆) (12)

andX∆
t+∆ −X∆

t = O(∆) andZ∆
t+∆ − Z∆

t = O(∆).

3 Model-free reinforcement learning algorithm

We show how to use the approximation results of the previous section to design a model-
free reinforcement learning algorithm for estimating the policy gradient∇αV (α) using
one trajectory. First, we state the convergence of the policy gradient estimate computed
from the discrete process, then show how to approximate the unknown coefficient∇xf
using least-squares regression from the observed trajectory, and finally describe the
reinforcement learning algorithm.
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3.1 Convergence of the policy gradient estimate

One may use formula (7) to define a gradient estimate of the performance measure w.r.t.
the parameterα based on the discrete process(X∆

t , Z∆
t ):

g(∆) := ∇xr(X∆
T )Z∆

T . (13)

Proposition 2
Assume thatr is continuously differentiable. Then

lim
∆→0

g(∆) = ∇αV (α) with probability1.

Proof. This is a direct consequence of the almost sure convergenceof (X∆
T , Z∆

T ) to
(xT , zT ) and the continuity of∇xr. �

Now, let us illustrate howZ∆
t may be approximated with quantities available to the

agent. The definition (11) ofZ∆
t requires the term∇xf(X∆

t , u). We now explain how
to built a consistent approximation̂∇xf(X∆

t , u) of this term based on the past of the
trajectory(X∆

s )0≤s≤t.

3.2 Least-squares approximation of∇xf(X∆

t
, u)

For clarity, we omit references to∆, for example writingXs instead ofX∆
s . Let us

write ∆Xt = Xt+∆ − Xt the jumps of the state. DefineS(t) := {s ≤ t, us =
ut, Xs − Xt = O(∆)} the set of past timess ≤ t when actionut have been chosen,
and such that the distance between the statesXs andXt is bounded by a constant times
∆. From Taylor formula, we have for alls ∈ S(t),

∆Xs = Xs+∆ −Xs = f(Xs, ut)∆ +∇xf(Xs, ut)f(Xs, ut)
∆2

2
+ O(∆3). (14)

Now, since

f(Xs, ut) = f(Xt, ut) +∇xf(Xt, ut)(Xs −Xt) + O(∆2),

we deduce (using the fact that∇xf(Xs, ut) = ∇xf(Xt, ut) + O(∆)) that

∆Xs = ∆Xt +
[
∇xf(Xs, ut)f(Xs, ut)−∇xf(Xt, ut)f(Xt, ut)

]∆2

2

+∇xf(Xt, ut)(Xs −Xt)∆ + O(∆3)

= ∆Xt +∇xf(Xt, ut)[Xs −Xt +
1

2
(∆Xs −∆Xt)]∆ + O(∆3) (15)

= b + A(Xs +
1

2
∆Xs)∆ + O(∆3)

with b := ∆Xt − ∇xf(Xt, ut)(Xt + 1
2∆Xt)∆ andA := ∇xf(Xt, ut). Based on

the observation of several jumps{∆Xs}s∈S(t), one may derive an approximation of
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∇xf(Xt, ut) by solving the least-squares problem:

min
A,b

1

nt

∑

s∈S(t)

∥∥∥∥∆Xs − b−A
(
Xs +

1

2
∆Xs

)
∆

∥∥∥∥
2

, (16)

wherent is the cardinality ofS(t). Write X+
s := Xs + 1

2∆Xs = 1
2 (Xs + Xs+∆) and

use the simplified notations:X, X X ′, ∆X , and∆X X ′, to denote the average values,
whens ∈ S(t), of X+

s , X+
s (X+

s )′, ∆Xs, and∆Xs(X
+
s )′, respectively. For example,

X :=
1

nt

∑

s∈S(t)

X+
s .

The optimality condition of (16) holds when the matrixQt := X X ′−X X
′
is invert-

ible, and in that case, the least squares solution provides the approximation̂∇xf(Xt, ut)
of∇xf(Xt, ut):

∇̂xf(Xt, ut) =
1

∆

(
∆X X ′ −∆X X

′)(
X X ′ −X X

′)−1
. (17)

This optimality condition does not hold when the set of points (X+
s )s∈S(t) lies in a

vector space of dimension< d (thenQt is degenerate). In order to circumvent this
problem, we assume that the eigenvalues of the matrixQt are bounded away from0, in
the sense given in the following proposition (whose proof ingiven in Appendix B).

Proposition 3
The matrixQt = X X ′ − X X

′
is symmetric non-negative. Letν(∆) ≥ 0 be the

smallest eigenvalue ofQt, for all 0 ≤ t ≤ T . Then, ifν(∆) > 0 andν(∆) satisfies

1

ν(∆)
= o(∆4), (18)

then, for all0 ≤ t ≤ T , the least squares estimatê∇xf(Xt, ut) defined by (17) is
consistent with the gradient∇xf(Xt, ut), that is:

lim
∆→0

∇̂xf(Xt, ut) = ∇xf(Xt, ut).

The condition (18) is not easy to check, since it depends on the state dynamics and the
policy. However, it seems (at least in our experiments) thatits holds in general, specially
since we used stochastic policies. Future work should focuson its well-foundedness.

3.3 The reinforcement learning algorithm

Here, we derive an policy gradient estimate from (13) in which all information required
to build the state gradientZt is the past trajectory(Xs)0≤s≤t.

Choose a time step∆. For a given stochastic policyπα, the algorithm proceeds as
follows:
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• At time t = 0, initialiseX0 = x andZ0 = 0.

• At time t ∈ {(tn)0≤n<N}, choose a random actionut according to the stochastic
policy πα and keep this action for a period of time∆, which moves the system
from Xt to Xt+∆ (summarized by the dynamics (10)). UpdateZt according to

Zt+∆ = Zt + ∆Xt

[
lα(t, Xt, ut)

′ + lx(t, Xt, ut)
′Zt

]
∆

+∇̂xf(t, Xt, ut)Zt∆ (19)

where∇̂xf(t, Xt, ut) is processed from (17).

• At time T , return the policy gradient estimate∇xr(XT )ZT .

This algorithm returns a consistent approximation of the policy gradient∇αV (α), as
stated in the next Proposition.

Proposition 4
Assume that the property (18) of Proposition 3 holds, and that r is continuously dif-
ferentiable. Then the estimate∇xr(XT )ZT returned by the algorithm converges to
∇αV (α) with probability1, when∆→ 0.

Proof. From Proposition 3,∇̂xf is a consistent approximation of∇xf , thus the
process(Zt) built from (19) also satisfies the consistency condition (12), and the proof
follows like in Proposition 2.�

Notice that a simple on-line way for approximating∇xf is to use an exponentially
decreasing trace with coefficientλ ∈ (0, 1). For that purpose, we may define a table
with valuesY (u) (whereY meansX , XX ′, ∆X , and∆X X ′) for all u ∈ U . The
values are initialized (at the first timet each actionu is chosen) byYt, whereYt means
X+

t , X+
t (X+

t )′, ∆Xt, and∆Xt(X
+
t )′, respectively. Then, the values are updated at

time t, according to

Y (u)← λY (u) + (1− λ)Yt for u = ut,

Y (u) stays unchanged for u 6= ut.

Thus, the quantitiesX, X X ′, ∆X , and∆X X ′ are easily updated and the term̂∇xf
may be advantageously computed from (17) by an iterative matrix inversion, such as
with Sherman-Morrison formula (see for example (Golub & Loan, 1996)).

Remark 4
Notice that for the initial discrete timest, the matrixX X ′−X X

′
may not be invertible,

simply because there are not enough points(Xs)s<t to define a subspace of dimension
d. Then, we may simply set̂∇xf to 0, which has no impact on the general convergence
result.
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Hand

Mass

Target

(a) The physical system (b) A trajectory (the mass and the hand)
starting from the origin

Figure 1: (a) the physical system. (b) A trajectory obtainedafter1000 gradient steps.

4 Numerical experiment

We illustrate the algorithm described in the previous section on a6 dimensional system
(x0, y0, x, y, vx, vy) that represents a hand ((x0, y0) position) holding a spring to which
is attached a mass (defined by its position(x, y) and velocity(vx, vy)) subject to gravi-
tation. The control is the movement of the hand, in any4 possible directions (up, down,
left, right). The goal is to reach a target(xG, yG) with the mass at a specific timeT (see
Figure 1a), while keeping the hand close to the origin. For that purpose, the terminal
reward function is defined by

r = −x2
0 − y2

0 − (x − xG)2 − (y − yG)2.

The dynamics of the system is:

ẋ0 = ux, ẋ = vx, v̇x = − k
m (x − x0),

ẏ0 = uy, ẏ = vy, v̇y = − k
m(y − y0)− g,

with k being the spring constant,m the mass,g the gravitational constant, and(ux, uy) =
u ∈ U := {(1, 0), (0, 1), (−1, 0), (0,−1)} the control. We consider a stochastic policy
of the form

πα(u|t, x) =
exp Qα(t, x, u)∑

u′∈U expQα(t, x, u′)

with a linear parameterization of theQα values:Qα(t, x, u) = αu
0 + αu

1 t + αu
2x0 +

αu
3y0+αu

4x+αu
5y+αu

6vx+αu
7vy, for each4 possible actionsu ∈ U . Thus the parameter

α ∈ IR32. We initializedα with uniform random values in the range[−0.01, 0.01]. In
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Figure 2: Performance of successive parameterized controllers (performance for the
first iterations are below−14).

our experiments we chosek = 1, m = 1, g = 1, xG = yG = 2, λ = 0.9, ∆ = 0.01,
T = 10.

At each iteration, we run one (stochastic) trajectory(Xt)0≤t≤T using the stochastic
policy, and calculate the policy gradient estimate according to the algorithm described
in Section 3.3. We then perform a gradient ascent step (5) (with a fixedη = 0.01).
Figure 2 shows the performance of the parameterized controller as a function of the
number of gradient iterations.

For that problem, we chose initial states uniformly sampledfrom the domain[−0.1, 0.1]6.
We found that the randomness introduced in the choice of the initial state helped in not
getting stuck in local minima. Here, convergence of the gradient method to an optimal
controller (for whichr = 0) occurs. We illustrate in Figure 1b the trajectory (where
only the hand and the mass positions are showed) obtained after 1000 gradient steps,
starting from the initial state(x0, y0, x, y, vx, vy)t=0 = 0.

5 Conclusion

We described a method for approximating the gradient of the performance measure of
a continuous-time deterministic problem, with respect to the control parameters. This
was obtained by discretizing the continuous dynamics by a consistent stochastic process
built from using a stochastic policy. We showed how a consistent estimation of the
gradient may be computed only from the observable.

In future work, it would be useful to extend this idea to stochastic dynamics, and to
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non-smooth reward, or when its gradient is unknown (maybe using integration-by-part
formula for the gradient estimate, such as in thelikelihood ratio methodof (Yang &
Kushner, 1991) or themartingale approachof (Gobet & Munos, 2005)).

A Appendix: proof of Theorem 1

For convenience, we writexn for xtn
, Xn for X∆

tn
, andun for utn

, 0 ≤ n ≤ N . Let us
define the average approximation errorsm∆

n = E[||Xn − xn||] and the squared errors
v∆

n = E[||Xn − xn||2].

A.1 Convergence of the squared errorE[||X∆

T
− xT ||2]:

We use the decomposition:

v∆
n+1 = E[||Xn+1 −Xn||2] + E[||Xn − xn||2] + E[||xn − xn+1||2]

+2E[(Xn − xn)′(Xn+1 −Xn + xn − xn+1)] (20)

+2E[(Xn+1 −Xn)′(xn − xn+1)].

From the bounded jumps property (9),E[||Xn+1 − Xn||2] = O(∆2). From Taylor
formula,

xn+1 − xn = f(xn)∆ + O(∆2), (21)

thusE[||xn − xn+1||2] = O(∆2) (sincef is Lipschitz, andxt andf(xt) are uniformly
bounded on[0, T ]) and from Cauchy-Schwarz inequality,|E[(Xn+1−Xn)′(xn−xn+1)]| =
O(∆2). From (8) and (21),

E[Xn+1 −Xn + xn − xn+1|Xn] = [f(Xn)− f(xn)]∆ + o(∆). (22)

Now, from (9) we deduced that||Xn − x|| = O(1) thusXn is bounded (for alln and
N ), as well asxn. LetB a constant such that||Xn|| ≤ B and||xn|| ≤ B for all n ≤ N ,
N ≥ 0. Sincef is C2, from Taylor formula, there exists a constantk, such that, for all
n ≤ N ,

||f(Xn)− f(xn)−∇xf(xn)(Xn − xn)|| ≤ k||Xn − xn||2. (23)

We deduce that

|E[(Xn − xn)′(Xn+1 −Xn + xn − xn+1)]|
=

∣∣E
[
(Xn − xn)′(f(Xn)− f(xn))

]∣∣∆ + o(∆)

≤
∣∣E

[
(Xn − xn)′∇xf(xn)(Xn − xn)

]∣∣ ∆ + 2kBvn∆ + o(∆)

≤Mvn∆ + o(∆)

with M = sup||x||≤B ||∇xf(x)||+ 2kB. Thus, (20) leads to the recurrent bound

v∆
n+1 ≤ (1 + M∆)v∆

n + o(∆).
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This actually means that there exists a functione(∆) → 0 when∆ → 0, such that
v∆

n+1 ≤ (1 + M∆)v∆
n + e(∆)∆. Thus,

v∆
N ≤

(1 + M∆)N − 1

(1 + M∆)− 1
e(∆)∆ ≤ (eNM∆ − 1)

1

M
e(∆)

thusv∆
N = o(1), that isE[||X∆

T − xT ||2] ∆→0−→ 0.

A.2 Convergence of the meanE[||X∆

T
− xT ||]:

From (22), we have

E[Xn+1 − xn+1|Xn] = Xn − xn + [f(Xn)− f(xn)]∆ + o(∆).

Thus from (23),

m∆
n+1 = E[||Xn+1 − xn+1||] ≤ (1 + ||∇xf(xn)||∆)E[||Xn − xn||] + kv∆

n ∆ + o(∆)

≤ (1 + M ′∆)m∆
n + o(∆),

sincev∆
n = o(1) (with M ′ = sup||x||≤B ||∇xf(x)||). Using the same deduction as

above, we obtain thatm∆
N = o(1), that isE[||X∆

T − xT ||] ∆→0−→ 0.

A.3 Almost sure convergence

Here, we use theconcentration-of-measure phenomenon(Talagrand, 1996; Ledoux,
2001), which states that under mild conditions, a function (say Lipschitz or with bounded
differences) of many independent random variables concentrates around its mean, in the
sense that the tail probability decreases exponentially fast.

One may write the stateXN as a functionh of some independent random variables
(Un)0≤n<N :

XN = h(U0, . . . , UN−1) :=

N−1∑

n=0

Xn+1 −Xn. (24)

Observe thath− E[h] =
∑N−1

n=0 dn with

dn = E[h(U0, . . . , UN−1)|U0, . . . , Un]− E[h(U0, . . . , UN−1)|U0, . . . , Un−1]

= Xn+1 −Xn − E[Xn+1 −Xn]

being a martingale difference sequence (that isE[dn|U0, . . . , Un−1] = 0). Now, from
(Ledoux, 2001, lemma 4.1), one has:

P(|g − E[g]| ≥ ε) ≤ 2e−ε2/(2D2) (25)

for any D2 ≥ ∑N−1
n=0 ||dn||2∞. Thus, from (9), and sinceXn is bounded, as well as

f(Xn) (for all n < N and allN > 0), there exists a constantC that does not depend
onN such thatdn ≤ C/N . Thus we may takeD2 = C2/N .
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Now, from the previous paragraph,|E[XN ] − xN | ≤ e(N), with e(N) → 0 when
N →∞. This means that|h− E[h]|+ e(N) ≥ |XN − xN |, thus

P(|h− E[h]| ≥ ε + e(N)) ≥ P(|XN − xN | ≥ ε),

and we deduce from (25) that

P(|XN − xN | ≥ ε) ≤ 2e−N(ε+e(N))2/(2C2).

Thus, for allε > 0, the series
∑

N≥0 P(|XN − xN | ≥ ε) converges. Now, from
Borel-Cantelli lemma, we deduce that for allε > 0, there existsNε such that for all
N ≥ Nε, |XN − xN | < ε, which proves the convergenceXN → xN asN →∞, with
probability1.

B Proof of proposition 3

First, note thatQt = X X ′ −X X
′

is a symmetric, non-negative matrix, since it may
be rewritten as

1

nt

∑

s∈S(t)

(X+
s −X)(X+

s −X)′.

In solving the least squares problem (16), we deduceb = ∆X + AX∆, thus

min
A,b

1

nt

∑

s∈S(t)

||∆Xs − b−A(Xs+
1

2
∆Xs)∆||2

= min
A

1

nt

∑

s∈S(t)

||∆Xs −∆X −A(X+
s −X)∆||2

≤ 1

nt

∑

s∈S(t)

||∆Xs−∆X−∇xf(X, ut)(X
+
s −X)∆||2. (26)

Now, sinceXs = X + O(∆) one may obtain like in (14) and (15) (by replacingXt

by X) that:
∆Xs −∆X −∇xf(X, ut)(X

+
s −X)∆ = O(∆3). (27)

We deduce from (26) and (27) that

1

nt

∑

s∈S(t)

∥∥∥
[
∇̂xf(Xt, ut)−∇xf(X, ut)

]
(X+

s −X)∆
∥∥∥

2

= O(∆6).

By developping each component,

d∑

i=1

[
∇̂xf(Xt, ut)−∇xf(X, ut)

]
row i

Qt

[
∇̂xf(Xt, ut)−∇xf(X, ut)

]′
row i

= O(∆4).

214



Now, from the definition ofν(∆), for all vectoru ∈ IRd, u′Qtu ≥ ν(∆)||u||2, thus

ν(∆)
d∑

i=1

||∇̂xf(Xt, ut)−∇xf(X, ut)||2 = O(∆4).

Condition (18) yields∇̂xf(Xt, ut) = ∇xf(X, ut) + o(1), and since∇xf(Xt, ut) =
∇xf(X, ut) + O(∆), we deduce

lim
∆→0

∇̂xf(Xt, ut) = ∇xf(Xt, ut).
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Résuḿe : Cet article, motivé par des applications en imagerie fonctionnelle
cérébrale, traite de la découverte de motifs spatio-temporels stables. Ce problème
est formalisé comme une optimisation multi-modale multi-objectif : d’une part,
les motifs cibles doivent montrer une bonne stabilité dansune grande région
spatio-temporelle (objectifs antagonistes) ; d’autre part, les experts souhaitent
trouver tous les motifs de ce type, même des optima locaux.
L’algorithme proposé, appelé4D-Miner, est empiriquement validé sur des jeux
de données réels et artificiels ; il montre de bonnes performances et une bonne
capacité à passer à l’échelle, détectant des motifs spatio-temporels en quelques
minutes dans fichiers de plus de 400 Mo.

1 Introduction

Spatio-temporal data mining is concerned with finding specific patterns in databases
describing temporally situated spatial objects. Many approaches have been developed
in signal processing and computer science to address such a goal, ranging from Fourier
Transforms to Independent Component Analysis iciteICA, mixtures of models icitePa-
draic or string kernel machines iciteJST-strings, to name afew. These approaches aim at
particular pattern properties (e.g. independence, generativity) and/or focus on particular
data characteristics (e.g. periodicity). However, in someapplication domains, the above
properties are not relevant to extract the patterns of interest.

The approach presented in this paper is motivated by such an application domain,
functional brain imaging. Non invasive techniques, specifically magnetoencephalogra-
phy (MEG) iciteHamalainen, provide measures of the human brain activity with an
unprecedented temporal resolution (time step 1 millisecond). This resolution enables
researchers to investigate the timing of basic neural processes at the level of cell assem-
blies iciteBaillet. A key task is to find out which brain areasare active and when, i.e.
to detect spatio-temporal regions with highly correlated activities. It is emphasized that
such regions, referred to as stable spatio-temporal patterns (STPs), are neither perio-
dic nor necessarily independent. Currently, STPs are manually detected, which (besides
being a tedious task) severely hampers the reproducibilityof the results.
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This paper addresses the automatic detection of stable spatio-temporal patterns, i.e.
maximal spatio-temporal regions with maximal correlation. This detection problem
cannot be formalized as a multi-objective optimization (MOO) problem iciteDeb :book,
because experts are interested in several active brain areas : an STP might be relevant
though it corresponds to a smaller spatio-temporal region,with a lesser correlated acti-
vity than another STP.

The proposed approach thus extends MOO along the lines of multi-modal optimiza-
tion iciteMulti-modal, defining amulti-objective multi-modal optimizationframework
(MoMOO). MoMOO is tackled by an evolutionary algorithm termed4D-Miner, using a
diversity criterion to relax the multi-objective search (as opposed to diversity enforcing
heuristics in MOO, e.g. iciteCorne,Laumans ; more on this insection 2.3).

To the best of our best knowledge, both the extension of evolutionary algorithms
to MoMOO, and the use of multi-objective optimization within spatio-temporal data
mining are new, although MOO attracts increasing attentionin the domain of machine
learning and knowledge discovery (see, e.g., iciteGhosh,FRAN).

Experimental validation on artificial and real-world datasets demonstrates the good
scalability and performances of4D-Miner; sought STPs are found within minutes from
medium sized datasets (450 Mo), on PC-Pentium 2.4 GHz.

The paper is organized as follows. Section 2 formalizes the detection of stable spatio-
temporal patterns as a multi-modal multi-objective optimization problem, and motivates
the use of evolutionary algorithms iciteBaeck-book,Goldberg :02 for their detection.
Section 3 gives an overview of4D-Miner. Section 4 describes the experiment goals
and setting. Section 5 reports on the extensive validation of 4D-Miner on artificial and
real-world data. Section 6 discusses the approach with respect to relevant work, and the
paper ends with perspectives for further research.

2 Position of the problem

This section introduces the notations and criteria for stable spatio-temporal pattern
detection.

2.1 Notations and definitions

Let N be the number of measure points. To thei-th measure point is attached a spatial
position1 Mi = (xi, yi, zi) and a temporal activityCi(t), t ∈ [1, T ].

Let I = [t1, t2] ⊂ [1, T ] be a time interval, and let̄CI
i denote the average activity

of the i-th measure point duringI. TheI-alignmentσI(i, j) of measure pointsi andj

overI is defined as :

σI(i, j) = < i, j >I ×

(

1 −
|C̄I

i −C̄I
j |

|C̄I
i
|

)

, where

< i, j >I =
Pt2

t=t1
Ci(t).Cj(t)

q
Pt2

t=t1
Ci(t)2 ×

Pt2
t=t1

Cj(t)2

1MEG measure points actually belong to a 2D shape (the surfaceof the skull). However, the approach
equally handles 2D or 3D spatio-temporal data.
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FIG. 1 – Magneto-Encephalography Data (N = 151, T = 875)

As the sought patterns do not need to be spheric, ellipsoidaldistances are considered.
Only axis-parallel ellipsoids will be considered throughout the paper. For each weight
vectorw = (a, b, c) (w ∈ IR+3), distancedw is defined on the measure points as :

dw(i, j) =
√

a(xi − xj)2 + b(yi − yj)2 + c(zi − zj)2

2.2 Multi-objective formalization

A patternX = {i, I, w, r} is characterized by a center pointi, i ∈ [1, N ], a time
interval I, an ellipsoidal distancedw, and a radiusr > 0. The spatial neighborhood
B(i, w, r) is defined as the set of measure pointsj such thatdw(i, j) is less thanr.

The spatial amplitude ofX , noted a(X), is the number of measure points in
B(i, w, r). The temporal amplitude ofX , noted`(X), is the number of time steps in
intervalI. The spatio-temporal alignment ofX , notedσ(X) is defined as the average,
over all measure points inB(i, w, r), of theirI-alignment with respect to the centeri :

σ(X) =
1

a(X)

∑

j∈B(i,w,r)

σI(i, j)

Interestingspatio-temporal patterns, according to the expert’s first specifications,
show maximal spatial and temporal amplitudes together witha maximal spatio-
temporal alignment. Specifically, a solution pattern is such that i) increasing its spa-
tial or temporal amplitude would cause the spatio-temporalalignment to decrease ; ii)
the only way of increasing its spatio-temporal alignment isby decreasing its spatial or
temporal amplitude. It thus comes naturally to formalize the STP detection in terms
of multi-objective optimization problem (see iciteDeb :book and references therein ;
iciteIGLE,BHAT for related other forms of data-mining).

The threea, ` andσ criteria induce a partial order on the set of patterns, referred to
as Pareto domination..
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Definition 1. (Pareto domination)
Let c1, ...cK beK real-valued criteria defined on domainΩ, and letX andY belong
to Ω.
X Pareto-dominatesY , notedX � Y , iff ck(X) is greater or equalck(Y ) for all
k = 1..K, and the inequality is strict for at least onek0.

(X � Y ) ⇐⇒

{

∀k = 1..K, (ck(X) ≥ ck(Y )) and
∃k0 s.t. (ck0

(X) > ck0
(Y ))

The set of non-dominated solutions after a set of criteria isclassically referred to as
Pareto fronticiteDeb :book.

2.3 Multi-modal multi-objective formalization

However, the above criteria only partially account for the expert’s expectations : a
STP might have a lesser spatio-temporal alignment and amplitude than another one,
and still be worthy, provided that it corresponds to anotheractive brain area. Therefore,
not all sought STPs belong to the Pareto front.

Multi-modal optimization occurs when we are interested in solutions that are non-
dominated locally. What we need here is both multi-objective and multi-modal. A new
optimization framework is thus defined, extending multi-objective optimization in the
spirit of multi-modal optimization iciteMulti-modal :multi-modal multi-objective opti-
mization(MoMOO). Formally, let us first define a relaxed inclusion relationship, noted
p-inclusion.

Definition 2. (p-inclusion)
LetA andB be two subsets of setΩ, and letp be a positive real number (p ∈ [0, 1]). A
is p-included inB, notedA ⊂p B, iff |A

⋂

B| > p × |A|.
Defining adequately thesupportof a candidate solutionX (see below) multi-modal

Pareto domination can be defined as follows :

Definition 3. (multi-modal Pareto domination)
With same notations as in Def. 1,X mo-Pareto dominatesY , notedX �mo Y , iff the
support ofY is p-included in that ofX , andX Pareto-dominatesY .

X �mo Y ⇐⇒ [(Supp(Y ) ⊂p Supp(X)) and(X � Y )]

In the case of STPs, the support ofX = (i, I, w, r) is naturally defined as
Supp(X) = B(i, dw, r) × I, with Supp(X) ⊂ [1, N ] × [1, T ].

In contrast with iciteCorne,Laumans who use diversity-based heuristics for a better
sampling of the Pareto front, diversity is thus used in MoMOOto redefine and extend
the set of solutions.

2.4 Discussion

Functional brain imaging sets two specific requirements on spatio-temporal data mi-
ning. First, the expert’s requirements are subject to change. Much background know-
ledge is involved in the manual extraction of stable spatio-temporal patterns, e.g. about
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the expected localization of the active brain areas. A flexible approach, accommodating
further criteria and allowing the user to customize the search (in particular, tuning the
thresholds on the minimal spatial or temporal amplitudes, or spatio-temporal alignment)
is thus highly desirable.

Second, the approach must be scalable with respect to the data size (number of mea-
sure points and temporal resolution). Although the real data size is currently limited, the
computational cost must be controllable in order to efficiently adjust the user-supplied
parameters ; in other words, the mining algorithm must be anany-time algorithmicite-
Zilberstein.

The approach proposed is therefore based on evolutionary algorithms (EAs) ; these
are widely known as stochastic, population-based optimization algorithms iciteBaeck-
book,Goldberg :02 that are highly flexible. In particular, EAs address multi-modal opti-
mization iciteMulti-modal and they can be harnessed to sample the whole Pareto front
associated to a set of optimization criteria, with a moderate overhead cost compared
to the standard approach (i.e., optimizing a weighted sum ofthe criteria gives a single
point of the Pareto front) iciteDeb :book. Last, the computational resources needed by
EAs can be controlled in a straightforward way through limiting the number of genera-
tions and/or the population size.

3 Overview of4D-Miner

This section describes the4D-Miner algorithm designed for the detection of stable
spatio-temporal patterns.

3.1 Initialization

Following iciteDaida :GECCO99, special care is devoted to the initialization of this
evolutionary algorithm. The extremities of the Pareto front, where STPs display a high
correlation (respectively, a low correlation) on a small spatio-temporal region (resp. a
wide region), do not fulfill the expert’s expectations. Accordingly, some user-supplied
thresholds are set on the minimal spatio-temporal amplitude and alignment.

In order to focus the search on relevant STPs, the initial population is generated using
the initialization operator, sampling patternsX = (i, w, I, r) as follows :

– Centeri is uniformly drawn in[1, N ] ;
– Weight vectorw is set to(1, 1, 1) (initial neighborhoods are based on Euclidean

distance) ;
– Interval I = [t1, t2] is such thatt1 is drawn with uniform distribution in

[1, T ] ; the lengtht2 − t1 of Ij is drawn according to a Gaussian distribution
N (min`, min`/10), wheremin` is a time length threshold2.

– Radiusr is deterministically computed from a user-supplied threshold minσ, cor-
responding to the minimalI-alignment desired.

r = mink{dw(i, k) s.t. σI
i,k > minσ)}

2In caset2 is greater thanT , another intervalI is sampled.
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All patternsX whose spatial amplitudea(X) is less than a user-supplied threshold
mina are non-admissible ; they will not be selected to generate new offspring. The
user-supplied thresholds thus govern the proportion of usable individuals in the initial
population.

The computational complexity is inO(P × N × min`), whereP is the population
size,N is the number of measure points andmin` is the average length of the intervals.

3.2 Variation operators

From parentX = (i, w, I, r), mutation generates an offspring by one among the
following operators :

– replacing centeri with another measure point inB(i, w, r) ;
– mutatingw andr using self-adaptive Gaussian mutation iciteBaeck-book ;
– incrementing or decrementing the bounds of intervalI ;
– generating a brand new individual (using the initialization operator).

The crossover operator, starting from parentX , first selects the mate patternY =
(i′, w′, I ′, r′) by tournament selection,Y minimizing the sum of the euclidean distance
betweeni andi′, and the distance between the center ofI andI ′ amongK patterns
uniformly selected in the population, whereK is set toP/10 in all the experiments.
The offspring is generated by :

– replacingi with the centeri′ of the mate patternY ;
– replacingw (resp.r) using an arithmetic crossover ofw andw′ (respectivelyr and

r′) ;
– replacingI by the smallest interval containingI andI ′.

An offspring is said admissible iff it satisfies the user-supplied thresholds mentioned in
the initialization step.

3.3 Selection scheme

A Pareto archive is constructed with sizeL (set to 10×P in the experiments).
A steady-state scheme is used ; at each step, an admissible parentX is selected among

K uniformly drawn individuals in the population, by retaining the one which is domi-
nated by the fewest individuals in the archive (Pareto tournament iciteDeb :book). A
single offspringY is generated fromX by applying a variation operator among the
ones mentioned above.

Offspring Y is evaluated by computing criteriaa(Y ), `(Y ), σ(Y ). Y is rejected if
it is mo-Pareto dominated in the population ; otherwise, it replaces a non-admissible
individual in the population if any ; if none it replaces an individual selected after anti-
Pareto tournament (the individual out ofK randomly selected ones in the population,
that is dominated by the most individuals in the archive).

The archive is updated everyP generations, replacing the mo-Pareto dominated in-
dividuals in the archive with individuals selected from thepopulation after Pareto tour-
nament.

222



Multi-objective multi-modal optimization approach

4 Experimental setting and goal

This section presents the goal of the experiments, describes the artificial and real-
world datasets used, and finally gives the parameters of the algorithm and the perfor-
mance measures used to evaluate the algorithm.

4.1 Goals of experiments and datasets

The initial goal is to provide the expert with a usable STP detection algorithm. The
real datasets have been collected from people observing a moving ball. Each dataset
involves 151 measure points and the number of time steps is 875. As can be noted from
Fig. 1, which shows a representative dataset, the amplitudeof the activities widely vary
along the time dimension.

The other goal is to assess the scalability and the performances of4D-Miner, which
is done using artificial datasets.

The artificial datasets are generated as follows.N measure points are located in uni-
formly selected locations in the 3D domain[0, 1]3. Activities are initialized from ran-
dom cumulative uniform noise, withCi(t + 1) = Ci(t) + ε, andε is drawn according
to U(0, τ).

Every target STPS = (i, w, I, r, δ) is defined from a centeri, a weight vectorw, a
time intervalI, a radiusr, and a fading factorδ, used to bias the activities as detailed
below. The activityCS of the STPS is the average activity in the spatio-temporal region
B(i, w, r) × I.

Thereafter, activities are biased according to the target STPs : for each measure point
j, for each STPS such thatj is influenced byS (dw(i, j) < r), the activityCj(t) is
smoothed as

Cj(t) = (1 − e−αi(j,t))Cj(t) + e−αi(j,t)CS

where αi(j, t) = dw(i, j) + δ × d(t, I)

andd(t, I) is the distance oft to intervalI (0 if t belongs toI, otherwise the minimum
distance oft to the bounds ofI).

The scalability of4D-Miner is assessed from its empirical complexity depending on
the numberN of measure points and the numberT of time steps.

The performances of4D-Miner are measured using the standard criteria in informa-
tion retrieval, recall and precision. The recall is the fraction of target STPs that are
identified by4D-Miner, i.e. p-included in an individual in the archive ; the precision
is the fraction of relevant individuals in the archive (p-included in a target STP). For
each experimental setting (see below), the recall and precision are averaged over 21
independent runs.

The number of target STPs is set to 10 in all experiments. EachSTP influences a
number of measure points varying in [10,20], during intervals uniformly selected in
[1, T ] with length varying in [15, 25], andδ uniformly selected in[0, .05]. Each problem
instance thus includes STPs with various levels of difficulty ; the detection is hindered as
the spatio-temporal support (r andI) is comparatively low and theδ parameter increases
(the regularity is not visible outside intervalI, as in Fig 2).
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FIG. 2 – An artificial STP (T = 2000, N = 2000)

4.2 Experimental setting

The experiments reported in the next section considers a population sizeP = 200,
evolved along8000 generations (8,000 fitness evaluations per run). A few preliminary
runs were used to adjust the operator rates ; the mutation andcrossover rates are respec-
tively set to .7 and .3.

The numberN of measure points ranges in{500, 1000, 2000, 4000}. The numberT
of time steps ranges in{1000, 2000, 4000, 8000}.

The thresholds used in the initialization are :mina = 5 (minimum number of curves
supporting a pattern) ;min` = 5 (minimum temporal amplitude of a pattern) ;minσ =
.1 (minimum spatio-temporal alignment of two curves in a pattern).

For computational efficiency, thep-inclusion is computed as :X is p-included inY

if the centeri of X belongs to the spatial support ofY , and there is an overlap between
their time intervals.

The maximal size of the datasets (T = 8000, N = 4000) is 456 Mo. Computational
runtimes are given on PC-Pentium IV, 2.4 GHz.4D-Miner is written in C++.

5 Experimental validation

This section reports on the experiments done using4D-Miner.

5.1 Experiments on real datasets

Typical STPs found in the real datasets are shown in Figs. 3 and 4, showing all curves
belonging to the STP plus the time-window of the pattern. Theruntime is less than 1
minute (PC Pentium 1.4 GHz). As discussed in section 2.3, many relevant STPs are
Pareto-dominated : typically the STP shown in Fig 3 is dominated by the one in Fig 4.
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FIG. 3 – A stable spatio-temporal pattern, involving 8 measure points within interval
[289,297], alignment .2930

These patterns are considered satisfactory by the expert. All experiments confirm the
importance of the user-defined thresholds, controlling thequality of the initial popula-
tion. Due to the variability of the data, these threshold parameters are adjusted for each
new experiment.

The coarse tuning of the parameters can be achieved based on the desired proportion
of admissible individuals in the initial population. However, the fine-tuning of the pa-
rameters could not be automatized up to now, and it still requires running4D-Miner a
few times. For this reason, the control of the computationalcost through the population
size and number of generations is one of the key features of the algorithm.
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FIG. 4 – Another stable spatio-temporal pattern involving 9 measure points within in-
terval [644,664], alignment .3963
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5.2 Multi-objective multi-modal optimization

The good scalability of4D-Miner is illustrated in Fig. 5. The empirical complexity
of the approach is insensitive to the number of time stepsT and linear in the numberN
of measure points. This computational robustness confirms the analysis (section 3.1),
the evaluation of each pattern has linear complexity inN . On-going work is concerned
with exploiting additional data structures inspired from iciteYu in order to decrease the
complexity inN .
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FIG. 5 – Computational costvsN , for T = 1000, 2000, 4000, 8000. (in seconds, on PC
2.4 GHz)

Table 1 reports the recall achieved by4D-Miner over the range of experiments, ave-
raged over 21 independent runs, together with the standard deviation.

N T

1,000 2,000 4,000 8,000
500 98± 5 93± 9 92± 7 79± 16
1000 96± 6 96± 6 82± 14 67± 12
2000 96± 5 87± 12 72± 14 49± 15
4000 89± 10 81± 13 56± 14 32± 16

TAB . 1 – Recall achieved by4D-Miner vs N andT (average percentage and standard
deviation over 21 runs)

On-line performances are illustrated on Fig 6. These results confirm the robustness
of the proposed approach : a graceful degradation of the recall is observed asT andN

increase. It must be noted that STPs occupy a negligible fraction of the spatio-temporal
domain (circa10−4 for T = 8000, N = 4000).

The average precision is low, ranging from 12 to 20% (resultsomitted due to space
limitations). However, post-pruning can be used to sort thewheat from the chaff in the
final archive, and increase the precision up to 50% without decreasing the recall ; the
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FIG. 6 – Recall achieved by4D-Miner vs the number of fitness evaluations. (T =
4000, N = 500, 1000, 2000, 4000, average over 21 runs).

post-pruning straightforwardly removes the STPs with small spatial or temporal ampli-
tudes.
Quite different effects are obtained when the archive is pruned along the search (e.g. by
increasing the thresholds on the minimal spatial and temporal amplitudes), which de-
creases the overall performances by an order of magnitude ; interestingly, similar effects
are observed in constrained evolutionary optimization when the fraction of admissible
solutions is very low.

A final remark is that the performances heavily depend upon the user-supplied thre-
sholds (section 3.1), controlling the diversity and effective size of the population. In-
deed, a parametric model of the dataset would enable automatic adjustment of these
parameters. It might also be viewed as a advantage of4D-Miner that it does not require
any prior model of the data, and that inexpensive preliminary runs can be used to adjust
the needed parameters.

6 Relevant work

This brief review does not claim exhaustiveness ; the interested reader is referred to
iciteSpatial,TEMPORAL for comprehensive surveys. Spatio-temporal data mining ap-
plications (e.g., remote sensing, environmental studies,medical imaging) are known to
be computationally heavy ; as most standard statistical methods do not scale up pro-
perly, new techniques have been developed, including randomized variants of statistical
algorithms.

Many developments are targeted at efficient access primitives and/or complex data
structures (see, e.g., iciteYu) ; another line of research is based on visual and interactive
data mining (see, e.g., iciteKeim), exploiting the unrivaled capacities of human eyes for
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spotting regularities in 2D-data.
Spatio-temporal data-mining mostly focuses on clustering, outlier detection, de-

noising, and trend analysis. For instance, icitePadraic used EM algorithms for non-
parametric characterization of functional data (e.g. cyclone trajectories), with special
care regarding the invariance of the models with respect to temporal translations. The
main limitation of such non-parametric models, including Markov Random Fields, is
their computational complexity, sidestepped by using randomized search for model es-
timates.

7 Discussion and Perspectives

This paper has proposed a stochastic approach for mining stable spatio-temporal pat-
terns. Indeed, a very simple alternative would be to discretize the spatio-temporal do-
main and compute the correlation of the signals in each cell of the discretization grid.
However, it is believed that the proposed approach presentsseveral advantages compa-
red to the brute force, discretization-based, alternative.

First of all,4D-Miner is a fast and frugal algorithm ; its good performances and sca-
lability have been successfully demonstrated on medium sized artificial datasets.

Second, data mining applications specifically involve two key steps, exemplified in
this paper : i) understanding the expert’s goals and requirements ; ii) tuning the para-
meters involved in the specifications. With regard to both steps, the ability of working
under bounded resources is a very significant advantage ; any-time algorithms allow the
user to check whether the process can deliver useful results, at a low cost.

Further research is concerned with extending4D-Miner in a supervised learning pers-
pective (finding the STPs that are complete− active in several persons undergoing the
same experiment− and correct− not active in the control experiment). The challenge
is to directly handle the additional constraints of completeness and correction in the
multi-objective multi-modal optimization framework presented here.
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Résuḿe : Les biopuces permettent de mesurer le niveau d’expressionde mil-
liers de gènes au cours du temps. Ces séries d’expression de gènes constituent un
matériel unique pour la compréhension des mécanismes derégulation cellulaire.
Récemment, des algorithmes de classification de gènes prenant en compte les
dépendances entre les temps ont été proposées. Dans cetarticle, nous étudions
comment étendre ce genre d’approche en intégrant des connaissancesa priori
approximatives de certains profils temporels afin d’améliorer la détection des
classes de gènes les plus intéressantes.

Nous proposons une approche bayésienne de ce problème. Unmodèle de mélange
est utilisé pour décrire et classer les données. Les paramètres de ce modèle
sont contraints par une distributiona priori définie grâce à un nouveau type de
modèles —proche des modèles de Markov cachés— qui exprime les connais-
sancesa priori des profils les plus intéressants. Lorsque ces connaissances ne sont
pas disponibles, la méthode permet simplement de traiter les dépendances tem-
porelles d’une manière très naturelle. Un algorithme EM estime les paramètres
du modèle de mélange en maximisant sa probabilitéa posteriori. On observe
expérimentalement que cette approche est d’utilisation aisée, et que l’incorpora-
tion de connaissancesa priori permet de mettre en évidence les principales classes
intéressantes, même lorsque celles-ci sont très réduites au regard de tous les autres
gènes.

Informations supplémentaires :
http://www.lirmm.fr/˜brehelin/CAp05.pdf

1 Introduction

Technological advances such as microarrays allow us to simultaneously measure the
level of expression of thousands of genes in a given tissue ata given moment. These
measurements can be repeated on different tissues, different biological organisms, or at
different times during the life of the same organism to constitute a collection of gene
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expression measurements. These collections are a unique material for understanding
various cellular regulation mechanisms. These collections are either ordered or non-
ordered. A non-ordered collection may, for example, be a setof measurements on dif-
ferent patients with a given form of cancer (Alonet al., 1999), or on plants growing on
different substrates. Ordered collections generally consist of series of gene expressions
measured over a time course —for example along the cell cycle(Spellmanet al., 1998).
The order is generally defined by time, but it may also be induced by other numerical
features. In (Hertzberget al., 2001) for example, the expression levels are measured
at different depths of the stem of poplar trees. In other studies, measurements are ob-
tained on cells exposed to increasing concentrations of a given factor (light, chemical
product, etc). In the following, such a series of gene expression measurements is called
anexpression series, and we speak about the differenttime pointsof the series, even if
the order is not temporal.

One common problem of gene expression data analysis is the identification of co-
regulated genes. This problem naturally turns into a gene clustering problem. Until
recently, expression series have been analyzed with methods that do not take the time
dependences into account. Such methods include hierarchical clustering with Euclidean
distance (Eisenet al., 1998), k-means approaches (Lloyd, 1982; Herwiget al., 1999)
and the Self Organizing Maps (Kohonen, 1997; Tamayoet al., 1999). Since these
methods are unable to explicitly deal with the data order, permuting two or more time
points in all series does not change the clustering result.

A few methods specially adapted to expression series have recently been proposed.
These methods involve probabilistic modeling of the data. For example, (Ramoniet al.,
2002) use autoregressive models of orderp. (Bar-Josephet al., 2003) use cubic splines
with a probabilistic component to model the classes, while (Schliepet al., 2003) model
each class of gene with Hidden Markov Models (HMMs) (Rabiner, 1989).

Our aim here is to investigate how to explicitly useroughprior knowledge about the
general shape of interesting classes. Bygeneral shape, we mean elementary and poten-
tially incomplete information about the evolution of the mean expression level of the
classes over time. This can, for example, be knowledge like:“Classes with increas-
ing expression level”, “Classes with bell curve shapes”, “Classes with high expression
level in the beginning of the series”, etc. Of course we do not know the profile ofall
the gene classes, but sometimes we are more concerned with one or more classes. For
example, in the study of (Spellmanet al., 1998) on the Yeast cell cycle, the authors
are interested in finding the cycle-regulated genes, and thus look for sinusoidal shape
classes. In a similar way, we sometimes search for genes which tend to be quickly over-
(or under-) expressed at the beginning of the series —in response to a given treatment,
for example. Our idea is that incorporating such (even rough) knowledge can improve
the clustering result, especially when the classes of interest are very sparse with regard
to all the other genes.

The approach we propose here tackles this problem. When information about one or
several class shapes are available, these are directly integrated into the model, thus fa-
voring classes with the desired profiles, and putting the other genes in separate classes.
On the other hand, when no a priori information is available,the method allows a clas-
sical clustering of the series. This is done by explicitly dealing with the temporal nature
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of the data, in a very intuitive way and without any assumption about a predetermined
analytical form which can be difficult to estimate when the number of time points is
low.

We use a Bayesian approach for this purpose. The approach involves two types of
models. The first one is a probabilistic mixture model used todescribe and classify
the expression series. Parameters of this model are unknownand have to be estimated
for the clustering. A second model, close to the HMMs and calledHPM —for Hidden
Phase Model—, is used to express our a priori knowledge (or simply the temporal
feature of the data). We define two types of HPMs which can be used according to
the situation: probabilistic and non-probabilistic HPMs.These models are completely
specified by the user, and their parameters do not have to be estimated. They are used to
define a prior probability distribution over the parametersof the mixture model. These
parameters are estimated by maximizing the posterior probability of the model through
an EM algorithm (Dempsteret al., 1977).

The next section presents our method, the mixture model, thetwo types of HPMs and
the learning algorithm. In Section 3 we evaluate and experiment our method on two
datasets. We conclude and propose future work directions inSection 4.

2 Method

2.1 Principle

Let X be a set ofN expression series of lengthT . We assume that the data arise from
a mixture model (McLachlan & Krishnan, 2000) withC components. We denoteπc as
the prior probability of componentc, and we have

∑C

c=1 πc = 1. We assume that con-
ditionally to componentc, expression values at each timet ∈ [1, T ] are independent and
follow a Gaussian distribution of meanµct and varianceσ2

ct. The shape of component
c is defined by the sequence of meansµc1 . . . µcT . We then have a probabilistic model
of parametersΘ = (π1, . . . , πC , θ1, . . . , θC) with θc = (µc1, . . . , µcT , σ2

c1, . . . , σ
2
cT ).

The probability of an expression seriesX = x1 . . . xT in this model is

P (X |Θ) =

C
∑

c=1

πc

T
∏

t=1

P (xt|µct, σ
2
ct),

with P (xt|µct, σ
2
ct) = N (xt; µct, σ

2
ct). Under the assumption that series ofX are

independent, the likelihood ofΘ is given by

L(Θ|X ) = P (X|Θ) =
∏

X∈X

P (X |Θ). (1)

In a clustering task, the standard approach to classify a setof expression seriesX
involves estimating parametersΘ that maximize Formula (1) (Maximum Likelihood
Principle), and then assigning the most probable componentcMAP (MAP stands for
maximum a posteriori) to each seriesX ∈ X :

cMAP = argmax
c=1...C

P (c|X, Θ) = argmax
c=1...C

πcP (X |c, Θ) (2)
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Note that finding parametersΘ that maximize (1) is a difficult task. However, approxi-
mate solutions can be inferred with EM algorithms (Dempsteret al., 1977).

The above mixture model does not explicitly take into account the potential depen-
dences between times, nor any prior knowledge about the profile of the most interesting
classes. Our aim is to constraint one or some components to follow a given profile,
while leaving the other components free of constraints so that they can “collect” the ex-
pression series that do not have the desired profile. For example, if we are looking for
classes with bell curves, we would build a 10 component model, with 5 bell-constrained
and 5 unconstrained components. We thus propose to use a Bayesian approach, which
introduces knowledge by way of a prior distribution ofΘ —see for example (Duda
et al., 2001) for a general introduction to Bayesian theory. Simply speaking, our idea is
to define a prior distributionP (Θ) which is merely the product of the prior probability
of the sequences of meansµc1 . . . µcT associated with each component. Moreover, we
want the prior probability of a given mean sequence for componentc as follows: (i)
the more the sequence agrees with the constraints associated with c, the higher its prior
probability; (ii) sequences that disagree with the constraints have probability zero.

With a prior, we can write the posterior probability ofΘ as

P (Θ|X ) =
P (X|Θ)P (Θ)

P (X)
∝ P (X|Θ)P (Θ). (3)

In this Bayesian framework, parametersΘ are estimated by maximizing the posterior
probability —Equation (3)— instead of the likelihood —Expression (1). However,
maximizing the posterior probability is generally more difficult than maximizing the
likelihood. For example, the classical re-estimation formulae of the EM algorithm do
not directly apply and, depending on the form of the chosen prior distribution, it may
be hard to perform the task in reasonable time.

In our case, we first discretize the space of the meansµct in order to be able to
introduce various bits of knowledge and constraints about the profiles, as well as to
efficiently estimate the parameters of the model. Since we know the maximal and
minimal expression values taken by the series inX (sayxmax andxmin), we already
know an upper and lower bound of the space of the means. Now we discretize this
space inM equidistant steps, so that the lower and higher steps are equal to xmin and
xmax, respectively. Of courseM is chosen to be sufficiently large (e.g.M = 30)
to allow accurate representation of the data. Steps are named by their number, so
M is the highest step. In this discretized mean space, our probabilistic model is re-
defined asΘ = (π1, . . . , πC , θ1, . . . , θC) with θc = (lc1, . . . , lcT , σ2

c1, . . . , σ
2
cT ), with

lct ∈ {1, . . . , M}. We denotem : {1, . . . , M} → [xmin, xmax] as the map function
that associates stepl with its expression level. The probability of an expressionseries
X ∈ X is rewritten as

P (X |Θ) =
C

∑

c=1

πc

T
∏

t=1

P (xt|lct, σ
2
ct),

with P (xt|lct, σ
2
ct) = N (xt; m(lct), σ

2
ct) that follows a Gaussian distribution of mean

equal to the level of expression associated with steplct, and varianceσ2
ct. In the fol-

lowing, the step sequencelc1 . . . lcT associated with classc —and which defines its
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shape— is denoted asLc. Note finally that the discretization only involves the means
of the model, and not the space of the expression levels of thedata. These, as well as
the model variancesσ2

ct, remain in a continuous space.
In the next section, we show how to define the prior distribution of parametersΘ.

Section 2.3 details the EM algorithm used to estimate these parameters in maximizing
Expression (3).

2.2 Defining the prior distribution

Fist we define a new type of model calledHidden Phase Models(or HPMs), close to
models like HMMs and finite automata. These HPMs are used to express the desired
profiles of the components, and each componentc is then associated with a given HPM
Hc. We define two types of HPMs: probabilistic and non-probabilistic HPMs. We next
show how to derive the prior distribution ofΘ from the HPMs.

2.2.1 Hidden Phase Models

The general assumption behind HPMs is that the genes of a given component pass
throughphasesor biological statesover the time. This means that, for a given compo-
nent, we assume that some ranges of consecutive times actually correspond to the same
biological state. These phases are hidden, but they affect the mean expression level
evolution of the component. For example, some phases inducean increase in the mean
level expression level while others tend to decrease or stabilize the level. In the same
manner, the increase (or decrease) can be high for some phases and low for others, etc.

A (non-probabilistic) HPM is defined by a quadruplet(S, δ, ε, τ), where

• S is a set of states representing the different phases;S contains two special states,
start andend, which are used to initiate and conclude a sequence, respectively.

• δ : S × S 7→ {0, 1} is a function describing the authorized transitions between
states. We denoteOut(s) as the set of states that can be reached froms. Note
that if s ∈ Out(s) then there is a loop on states.

• ε is a function that associates each states ∈ S with an interval of integers defining
the minimal and maximal differences of steps that can be observed between times
t andt − 1 when genes are in states at timet. For example, ifε(s) = [1, 3], this
means that if the genes of the component are in phases at timet then the step
difference(lt − lt−1) is between 1 and 3 (so phases increases the expression
level).

• τ is a function that associates each states ∈ S with the interval of time the state
can be reached. For example, ifτ(s) = [3, 5] then the genes can be in states
between times 3 and 5 included.

An HPM example is depicted in Figure 1.
Now we can see how to express our prior knowledge with an HPM. Actually an HPM

defines a set ofcompatiblestep sequences. We say that a step sequenceL = l1 . . . lT is
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start end

A S D

[+1, +M ]
[1, 7]

[0, 0]
[4, 7]

[−M,−1]
[4, 9]

Figure 1: An HPM for clustering 9-time expression series. Ineach state, upper and
lower intervals represent the step-difference and time intervals associated with the state,
respectively. This HPM induces bell curve shapes.

compatible with an HPMH if there is a state sequences0 . . . sT+1 —with s0 = start
andsT+1 = end— in H , which is compatible withL. And we say that a state sequence
s0 . . . sT+1 is compatible withL iff for each time1 ≤ t ≤ T we have:

1. t included in the time intervalτ(st);

2. ∀t ≥ 2, (lt − lt−1) included inε(st); for t = 1, as we do not knowl0, the genes
can be in any phase sos1 can be any state.

Considering the step sequence on the top of Figure 2, a compatible phase sequence in
the HPM of Figure 1 is, for example,start−A−A−A−A−S−D−D−D−D−
end. For the step sequence on the right, there is no compatible phase sequence in this
HPM. In brief, building an HPM involves designing an HPM suchthat the compatible
sequences have the desired profile. For example, the HPM of Figure 1 is well suited for
the discovery of bell curve classes.

2.2.2 Probabilistic HPMs

Non probabilistic HPMs can be used to express strong constraints. They are generally
sufficient to express knowledge about simple or well defined profiles. For more complex
knowledge, or when we do not have any information about profiles and just want to
express the fact that we are dealing with series data, these models can be unsuitable.
Then probabilistic HPMs can be more suitable.

A probabilistic HPM is defined by a quintuplet(S, δ, ε, τ, w), whereS, δ, ε, and
τ are the same as for non-probabilistic HPMs, andw : S × S 7→ R

+ is a function
associating a weight with each authorized transition. These weights are used to compute
the transition probabilities from state to state. Due to thetime constraints associated
with the states by way of theτ function, transition probabilities are time dependent, so
we cannot simply label transitions with a probability as is done for classical HMMs. In
contrast, the probability, denoted asP (s|s′, t), to reach states from states′ at timet is
computed as follows:

P (s|s′, t) =

{

0 if t /∈ τ(s);

w(s)/
(

∑

s′′∈Out(s′) | t∈τ(s′′) w(s′′)
)

else.
(4)

One example of probabilistic HPM is depicted in Figure 2.
Probabilistic HPMs also define compatible step sequences. Moreover, all compatible

sequences do not have the same probability. LetH be a probabilistic HPM andS =
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[+1, +M ]
[1, T ]

[0, 0]
[1, T ]
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Figure 2: Left, a probabilistic HPM for clustering expression series without prior
knowledge about the form of the profiles. Right, two examplesof step sequences.

s0, s1 . . . sT , sT+1 a state sequence in this HPM. The probability of this sequence given
H is defined by

P (S|H) =

T+1
∏

t=1

P (st|st−1, t). (5)

This model enables us to introduce more knowledge about the desired classes. For ex-
ample, when we do not have any information about interestingprofiles, the only thing
we know is that we have to classify expression series. This means that we are seek-
ing relatively “regular” profiles, in contrast to chaotic spiky profiles as that depicted on
the bottom of Figure 2. This knowledge can be easily expressed with the probabilistic
three-states HPM of Figure 2: one state (I) induces increasing steps, one (D) induces a
decrease, and the last (S) induces stability. Moreover, it is assumed that, at each time,
the probability of staying in the same state is higher than the probability of departure
from it (weights on loops are higher than on other transitions). This HPM is compat-
ible with any step sequence of length 9. However all sequences do not have the same
probability, and spiky sequences involving many state changes are not favored.

Note that given a step sequenceL, there are potentially many state sequences com-
patible withL. In reference to the HMM literature, the sequence of phases compatible
with L which has the highest probability is called theViterbi sequenceof L (Rabiner,
1989), and is denoted asV L = vL

0 . . . vL
T+1. For example, the Viterbi sequences of the

two step sequences of Figure 2 in the HPM of Figure 2, arestart − I − I − I − I −
S −D−D −D−D − end andstart− I − I −D− I −D− S − I −D− I − end,
respectively.

2.2.3 Defining prior with HPMs

First we assume that prior probabilities of parametersπc, Lc andσ2
ct are independent, as

well as theC sets of parametersLc and(σ2
c1, . . . , σ

2
cT ), i.e., the probability distribution
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can be written as:

P (Θ) = P (π1, . . . , πC)

C
∏

c=1

P (Lc)

C
∏

c=1

P (σ2
c1, . . . , σ

2
cT ).

Next we assume that distributionsP (π1, . . . , πC) andP (σ2
c1, . . . , σ

2
cT ) are uninforma-

tive and that probabilitiesP (Lc) are the only ones that express our knowledge.
Let c be a component andHc a non probabilistic HPM associated with this class.

A prior distribution of parametersLc can be defined withHc by assuming that the
step sequences incompatible withHc have probability zero while compatible sequences
have all the same probability, i.e.,

P (L|Hc) =

{

0 if L is incompatible withHc;
Kc else,

(6)

with Kc such that
∑

L∈LT
P (L) = 1, with LT being the set of lengthT sequences.

For probabilistic HPM, we want the prior probability of a step sequenceL to be
proportional to the Viterbi sequence ofL in Hc. Then, we set

P (L|Hc) =

{

0 if L is incompatible withHc;
K ′

c · P (V L|Hc) else,
(7)

with K ′
c such that

∑

L∈LT
P (L) = 1. For example, for the HPM of Figure 2, the prior

probabilities of the two step sequences are proportional to1/3 · .7 · .7 · .7 · .1 · .1 · .7 · .7 ·
.7 · .1 ∼ 3.9 · 10−5 and1/3 · .7 · .1 · .1 · .1 · .1 · .1 · .1 · .1 · .1 ∼ 2.3 · 10−10, respectively.
The spiky sequence is then less likely than the other one, which agrees with our prior
intuition.

A prior distribution of the step sequences of lengthT can then be defined with a
probabilistic or a non-probabilistic HPM. In practice, oneor more components can be
associated with a given HPM (e.g. that of Figure 1), and the other ones with a less
informative HPM like that of Figure 2. We then have

P (Θ) ∝

C
∏

c=1

P (Lc|Hc). (8)

2.3 Learning

Here we briefly describe the learning algorithm used to estimate parametersΘ of the
mixture model. A more detailed version can be found in the supplementary informa-
tion material1. It is an EM algorithm that searches for parameters that maximize Ex-
pression (3). We only give the algorithm used for probabilistic HPMs, since that for
non-probabilistic ones can be easily adapted.

Let us first define thecomplete-datalikelihood. Likelihood of Expression (1) is actu-
ally the incomplete-data likelihood, since the real components of seriesX ∈ X are un-
known. Under the assumption that this set of componentsC = {cX ∈ {1, . . . , C}, ∀X ∈

1http://www.lirmm.fr/˜brehelin/CAp05.pdf
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X} is known, the complete-data likelihood can be written as

L(Θ|X , C) = P (X , C|Θ) =
∏

X∈X

πcX

T
∏

t=1

P (xt; lcXt, σ
2
cX t).

The EM algorithm is an iterative algorithm that starts from an initial set of parame-
tersΘ(0), and iteratively reestimates the parameters at each step ofthe process. Let
Q(Θ, Θ(i)) denote the expectation, on the space of the hidden variablesC, of the loga-
rithm of the complete-data likelihood, given the observed dataX and parametersΘ(i)

at stepi:

Q(Θ, Θ(i)) =
∑

C∈C

log P (X , C|Θ)P (C|X , Θ(i)),

with C being the space of valuesC can take. From (Dempsteret al., 1977), one can
maximize Expression (3) by searching at each step of the algorithm for parametersπ∗

c ,
L∗

c andσ2
ct

∗
that maximize the quantity

Q(Θ, Θ(i)) + log P (Θ). (9)

SinceP (Θ) is not related to the parametersπc, after some calculus, an expression can
be derived forπ∗

c that maximizes Expression (9):

π∗
c =

1

|X |

∑

X∈X

P (c|X, Θ(i)). (10)

Now, due to our independence assumptions, one can estimate theLc andσ2
ct that maxi-

mize Expression (9) for each componentc independently. As for parametersπc, σ2
ct are

not involved in the expression ofP (Θ). Moreover, since theσ2
ct associated with timet

is independent of all the other times, the expression ofσ2
ct

∗
that maximizes (9) depends

solely on the stepl∗ct in L∗
c :

σ2
ct

∗
=

∑

X∈X
(xt − m(l∗ct))

2P (c|X, Θ(i))
∑

X∈X
P (c|X, Θ(i))

. (11)

For Lc the situation is quite different since it is involved in the expression ofP (Θ).
The Lc that maximizes Expression (9) depends both on the data and onits Viterbi
path inHc and hence the different stepsl∗ct of L∗

c cannot be estimated independently.
However, the step space is of finite size, so the space of the step sequences of length
T is also finite. One way to compute the newLc would be to enumerate all possible
step sequences and then select the one that maximizes Expression (9). However, as the
total number of lengthT sequences is equal toMT , enumerating them all is clearly not
suitable. Instead, we use a dynamic programming approach that iteratively computes
the best sequence without enumerating all the solutions. Briefly, for each stepl and
each timet, we compute iteratively, fromt = 1 to T , the best sequence —with regard
to Expression(9)— that ends on stepl at timet. At each iteration and for each stepl,
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this best sequence is computed using the results of the previous iteration, and at the end
of the process the best sequenceL∗

c has thus been computed in polynomial time.
The learning algorithm is depicted in Algorithm 1. When no better solution is avail-

able, the initial parameter values can be set randomly. Thanks to the EM properties,
the posterior probabilityP (Θ|X ) —and henceP (X|Θ)P (Θ)— increases at each loop
of the algorithm, until a local optimum is reach. Then it continues to increase but to a
much lesser extent. A practical way to detect the convergence is to check the increase
at each loop and to stop the algorithm when this value goes under a given boundary.

Algorithm 1: Learning algorithm

Set parameters to initial values
repeat

for c = 1 to C do
computeπ∗

c with Formula (10)
Find the optimal step sequenceL∗

c = l∗c1 . . . l∗cT with the dynamic program-
ming algorithm
foreach time t do

computeσ2
ct

∗
from l∗ct with Formula (11)

ComputeP (X|Θ)P (Θ)

until convergence

The total time complexity of the learning algorithm isO(BCTM2R2N) —see sup-
plementary information for details—, withB, C, T , M , R andN the maximal number
of loops of the EM algorithm, the number of components of the mixture model, the
number of time points of the data, the size of the step space, the maximal number of
states of the HPMs, and the number of expression series to classify, respectively. In
practice,N is potentially high (some thousands),T andR are relatively low (ten or
less),M is around thirty, and less than one hundred loops are generally sufficient to
ensure convergence. For the experiments in the next sectionfor example, computing
times on a 2 GHz Pentium 4, range from 20 seconds to 3 minutes according to the
dataset, the type of HPMs and the number of components.

3 Evaluation and experiments

When applied to a given dataset, our method provides a mixture model, i.e. a set of
profiles (the step sequences) with the variancesσ2

ct associated with each time and the
prior probabilitiesπc. Moreover, it provides the probability membership of each gene
for each class, and groups the genes according to their most probable components into
clusters. Features of the mixture model are useful to accessthe pertinence of the clus-
ters. Indeed, sometimes one constrained componentc may fail to collect “good” genes.
This occurs when no gene agrees withHc, or when the desired genes are collected by
another component with similar constraints. Then, two different situations can arise.
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First, the component does not collect any gene and its probability πc = 0. Second, the
component collects some series, but these do not have the desired profile: the measures
xt are far fromm(lct) at one or several time points (there is a gap between the series and
Lc) and the variance is high at these points. This situation canbe merely detected by
visual inspection, or by checking if the value ofσ2

ct is not higher than a given threshold.

3.1 Recovering a known class of genes

In order to quantify the advantages of using prior knowledgeto recover a particular
class of genes, we first conducted some experiments on a dataset made up of the orig-
inal Fibroblast dataset (see Section 3.3 for more details),along with some additional
synthetic series that form a new artificial class. Briefly, weuse a probabilistic model
involving two Gaussian distributions to generate the expression levels of the artificial
expression series: one Gaussian distribution is used to independently generate the gene
expression levels of the first three times, while the other isused for the last nine times
of the series. The mean of the first one is higher than the second, so the shape of the ar-
tificial class looks like a descending step. Figure 3 shows anexample of synthetic series
generated with this model. We conducted several experiments to recover the synthetic
class among all other series, with the proportion of synthetic data ranging from 2% to
16% of the total data.

We use two quantities to measure the ability to recover the artificial class in the final
clustering:Recall is the highest proportion of this class that can be found in a single
cluster —so a recall of 100% is achieved when all the artificial series are in the same
cluster—, andprecisionrepresents the proportion of artificial series in this cluster —so
a precision of 100% indicates that all the series in the cluster containing most artificial
series are actually artificial. For each proportion of synthetic data, we run a clustering of
11 components with two different methods. The first one does not use any prior knowl-
edge about the class of interest, i.e., its components are completely unconstrained —this
method can be viewed as a kind of k-means clustering. The second method makes use
of the HPM of Figure 3 to constrain the first class, leaving the10 others unconstrained.
The experiments were repeated 100 times for each proportionof synthetic data and the
results are reported in Figure 4.

Both methods achieve quite good recall, even when the proportion of the class of in-
terest is low. Using prior knowledge gives only slightly better results. Concerning the
precision, however, there is a clear difference between thetwo methods, and we can see
that the lower the proportion of interesting class, the higher the benefit of our method.
When the proportion is 2%, for example, the precision achieved with no prior knowl-
edge is only about 21% —vs. 65% when using prior knowledge—, so the interesting
series are lost among many other series, leading to a class that does not show the desired
profile.

3.2 Number of components

Next we investigated the sensitivity of the method to the number of components. De-
termining the number of clusters is a difficult task for all clustering methods. However,
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 2  4  6  8  10  12

start end
[−0, +0]

[1, 3]
[−M,−10]

[4, 4]
[−0, +0]
[5, 12]

Figure 3: Left, examples of synthetic expression series added to the fibroblast dataset.
Right, the HPM designed to find the synthetic class among the ”real” biological classes
in the fibroblast dataset.
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Figure 4: Recall (left) and precision (middle) achieved with (solid lines) and without
(dashed lines) prior knowledge about the class of interest.The x-axes denote the propor-
tion (in percent) of this class among all the expression series. Right, precision achieved
using different number of components.

when the aim is to recover a particular class of genes rather than to infer a global clus-
tering of the data, the problem is less acute. To illustrate this, we computed, in 100
runs, the precision and recall achieved with various numbers of constrained and uncon-
strained components, with the proportion of synthetic dataranging from 2% to 16% of
the total data. We tried 1 constrained with 8, 10, 12 and 15 unconstrained components,
and 2 constrained with 10 unconstrained components. All trials gave recall of up to
80% for all proportions of synthetic data (data not shown), and quite good precision
—see right of Figure 4. Actually the best results are achieved with the highest numbers
of components, so giving a sufficiently high number of components seems to be a good
strategy to efficiently recover the clusters of interest.

3.3 Fibroblast dataset

Next, some experiments to find ”real” classes in the Fibroblast dataset have been carried
out. This is the dataset of (Iyeret al., 1999). Authors study the response of human
fibroblasts to serum. The expression level of 8613 genes havebeen measured at 12
times, ranging from 15 min to 24 hours after serum stimulation. The authors selected
a subset of 517 genes whose expression changed substantially in response to serum.
The same subset, centered and reduced on genes is used here. First we clusterized the
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Figure 5: An HPM to uncover quick over-expression classes.
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Figure 6: Fibroblast dataset. Two profiles obtained with thehelp of the HPM of Fig-
ure 5.

original data in 10 classes, using only knowledge about their temporal feature, i.e., by
constraining all the components with an HPM like that of Figure 2. This clustering
leads to 10 profiles relatively similar to those that (Iyeret al., 1999) defined by hand
after a hierarchical clustering. While most of these classes are well-defined, within
them it is hard to identify genes that show a quick response tothe serum. Only one
jumbled class seems to present this feature. We designed an HPM specially adapted
to such class (see Figure 5). The stateS of this HPM models a potential and short
—until time 2, at maximum— delay phase before over-expression. Next, 3 states are
used to model the increasing phase: this can be quite moderate (at least 5 steps) during
2 times at least (statesI1 and I2), or heavy (at least 10 steps) during 1 time (state
I3). In both cases, the aim is to observe marked over-expression before time 5. The
last state models the remainder of the class and is not constrained —all increases and
decreases are allowed. We use a 10 components mixture model,with 3 components
constrained with this special HPM, and 7 components constrained with an HPM like
that of Figure 2.

Classes with the desired profile have been uncovered by this method. Figure 6 shows
the mean profile of two classes. The third class has a very highvariance at time 2, and
a visual inspection shows that the collected series actually diverge from the profile at
this point, so the class is not interesting. The two classes of Figure 6 differ by the time
when genes reach their maximal over-expression —times 3-4 and times 4-5. Note that
these classes show a second increase step which is not specified in the HPM we used.
This illustrates the ability of the method to uncover the desired classes even when their
profiles are not completely specified.
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Figure 7: An HPM to find out sinusoidal profiles.

3.4 Yeast dataset

This is the dataset published in (Spellmanet al., 1998). Authors measure the expression
level of 6178 genes 18 times during slightly more than two full cell cycles. We use the
same normalization method as in (Spellmanet al., 1998): the logarithms of the data are
centered and reduced on the genes, and genes that do not show any time points higher
than 2 or lower than -2 are removed. This leads to a dataset of 1044 expression series.
The main aim of the study was to find out cycle-regulated genes. So we look for classes
showing a two-time repeat of the same pattern (since series span two cell cycles), i.e.,
classes with sinusoidal shape. The HPM of Figure 7 is designed for this purpose. It
detects profiles that show whether (upper part of the HPM) 2 concave patterns —a
concave pattern being an increase followed by a decreasing phase— eventually with a
third increasing phase, or (lower part of the HPM) 2 convex patterns eventually followed
by a third decreasing phase. Each increase or decrease can befollowed by a short (one
time) stability phase, and the time constraints of theτ functions require the convex or
concave patterns to be equally distributed between first nine and last nine times.

A 20 component mixture model has been used for the clustering. The 10 first compo-
nents have been constrained with HPM of Figure 7, while the 10other components were
not constrained to sinusoidal profiles but by the probabilistic HPM of Figure 2. Many
classes that seem to be regulated by the cell cycle have been uncovered in this way.
Figure 8 shows four of theses classes. These four differ by the times genes are over- or
under-expressed. When superimposing the mean profiles of these classes on the same
graph (see Figure 9), shifts between the different minima and maxima achieved can be
seen.

4 Conclusions

We proposed a Bayesian approach for the clustering of gene expression series. This
approach allows the user to easily integrate prior knowledge about the general profile
of the classes of interest. This knowledge can be expressed by way of a probabilistic
or non-probabilistic new type of model close to HMMs that we call a Hidden Phase
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Figure 8: Yeast dataset. Four classes uncovered with the help of the HPM of Figure 7.
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Figure 9: Yeast dataset. Superimposition of the four mean profiles of the classes of
Figure 8.

Model. An HPM describes the profile of a particular class of genes. A mixture model is
used to model the series, and each component of the mixture isassociated with a given
HPM. This defines the prior probability distribution of the parameters of the class. Then
an EM algorithm is used to estimate the parameters of the mixture in maximizing its
posterior probability. When no prior knowledge is available, our approach can naturally
deal with the temporal nature of the series by using a specificand simple HPM.

Applied to two different datasets —(Spellmanet al., 1998) et (Iyeret al., 1999)—,
our method shows good performance and ability to efficientlyuncover classes of genes
with the desired profiles. In practice, appropriate HPMs canbe designed easily and
naturally. We experimentally observed on a mixture of natural and synthetic data that
the benefit of the method increases when the number of expression series composing
the classes of interest decreases with regard to the total number of series, and that it can
be really interesting when this number is very low.

Many improvements seem possible on this basis. Indeed, other knowledge can be
integrated in the HPMs. For example, knowledge about the desired mean expression
level —and not about theevolutionof the expression has it is done— could be easily
added. Another improvement would be to introduce long-range dependences, i.e., to
constrain differences of expression not only between consecutive times but also between
separate times. For example, this would allow us to stipulate that the profiles should
achieve their maximum at a specific timet.
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Résumé : Cet article décrit et analyse expérimentalement une méthode origi-
nale de réduction de dimension pour les données biopuces. Les biopuces qui per-
mettent de mesurer simultanément le niveau d’expression demilliers de gènes
dans une condition donnée (tissu, cellule ou temps) produisent des données qui
posent des problèmes spécifiques d’apprentissage automatique. La disproportion
entre le nombre d’attributs (de l’ordre de la dizaine de milliers) et celui des
exemples (de l’ordre de la centaine) requiert une réductionde dimension. Si l’in-
formation mutuelle gène/classe est souvent utilisée pour filtrer les gènes nous
proposons une approche qui prend en compte celle de couple degènes/classe.
Plusieurs heuristiques de sélection de gènes basées sur ce principe sont propo-
sées ainsi qu’une procédure de construction automatique d’attributs forçant les
algorithmes d’apprentissage à tirer partie de ces couples de gènes. Les premiers
résultats de réduction de dimension, puis de construction d’attributs et d’appren-
tissage sur plusieurs bases de données biopuces publiques montrent expérimen-
talement l’intérêt des approches.

1 Introduction

La transcriptomique est la description et l’analyse des données liées à l’étude des
profils et de l’expression des gènes. Ce domaine a fait de grosprogrès ces dernières
années grâce en particulier aux puces à ADN (ou biopuces). Siun nombre croissant
de projets bioscientifiques incluent désormais des études basées sur cette technologie
c’est quelle permet de mesurer simultanément l’expressionde plusieurs dizaines de
milliers de gènes. Parmi les applications prometteuses de ces puces, il y a d’une part
l’amélioration des diagnostics de certaines maladies comme le cancer mais aussi une
meilleure compréhension de leur étiologie(Clement, 2000). Dans ces applications, le
rôle de la classification est souvent crucial. Différents classeurs ont été utilisés pour
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le diagnostic de cancers à partir de telles données : des réseaux Bayésiens, des arbres
neuronaux, réseaux de neurones à base de fonctions radiales(Hwanget al., 2002) ou
des machines à vecteurs de support.

La tâche des bioinformaticiens du transcriptome est donc souvent de construire des
classeurs à partir de matrice d’expressions où chaque condition ou patient est décrit
par des valeurs réelles correspondant aux niveaux d’expression des gènes représentés
sur la puce. Ces modèles doivent prédire aussi précisément que possible un paramètre
clinique (comme le type de tumeur) représentant la classe. L’un des problèmes clefs lié
à l’utilisation de biopuces est leur coût d’une part et la très grande variabilité inhérente
à cette technologie d’autre part. Les jeux de données les plus larges disponibles dans la
littérature comportent peu de patients (de 50 à quelques centaines) et un nombre impor-
tant de gènes (de quelques centaines à quarante mille). Comme dans les applications
de fouille de textes où les textes sont représentés par des sac-de-mots, ce déséquilibre
entre le nombre d’exemples et le nombre d’attributs nuit gravement à la précision des
algorithmes de prédictions. De fait, il a été démontré qu’unnombre trop important de
dimensions favorisait le sur-apprentissage. Les modèles obtenus généralisent souvent
mal le concept que l’on essaie d’apprendre, ce problème connu sous le nom de "la
malédiction de la dimension"(Bellman, 1961) . Pour pallierce problème on utilise clas-
siquement en apprentissage des méthodes de réduction de dimensions. Le but de cette
étape est d’identifier un sous-ensemble réduit d’attributsqui maximise les performances
de prédiction. Ces méthodes sont largement utilisées dans le problème spécifique de
l’analyse de données issues de puces à ADN.

La majorité des méthodes de réduction de données biopuces s’intéressent peu ou pas
du tout aux interactions entre les gènes. La détection de cesinteractions étant implici-
tement laissée à la charge des algorithmes d’apprentissageen aval de ces méthodes de
sélection. Dans cet article nous postulons l’intérêt a priori de la prise en compte des
interactions entre gènes dans la phase même de la réduction de dimension. Le tableau
1 ci-dessous qui représente le rang des 10 couples de gènes possédant la meilleure
information mutuelle avec la classe illustre l’intérêt d’une telle prise en compte. Les
couples de gènes en gras sont ceux qu’une procédure de sélection retenant les 100
meilleurs gènes, basés sur leur information mutuelle propre avec la classe, permettrait
de reformer. Les autres couples sont ceux qui ne pourraient être reformés. Ainsi le pre-
mier couple de gènes ne pourrait être reformé après une telleréduction car le gène
Hsa.22167 ne possède qu’une information mutuelle le reléguant en 592ième position
et il ne serait pas conservé parmi les cent gènes les plus informatifs. Ce couple est un
exemple d’interaction positive entre deux gènes. Or, et c’est là un point clef de notre
approche, certains des couples à très forte interaction sont constitués de gènes qu’une
sélection classique n’aurait pas retenue car trop peu informatif pris individuellement.
Dans l’exemple donné, seul 4 des 10 meilleurs couples auraient été reformés si seul
les 100 meilleurs gènes avaient été sélectionnés. Nous proposons dans cet article des
heuristiques afin d’évaluer et d’identifier ces interactions pour réduire le nombre de di-
mensions des données biopuces tout en garantissant que des groupes de gènes ayant une
très forte information mutuelle soient préservés par la procédure de réduction de dimen-
sion. Nous présentons ensuite un algorithme permettant parconstruction d’attributs de
forcer les algorithmes d’apprentissage à prendre en compteces gènes peu informatifs
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mais à fortes interactions.

TAB . 1 – Ce tableau présente les couple de gènes présentant la meilleur information
mutuelle avec la classe. Les couples en gras sont ceux qu’uneprocédure de sélection
retenant les 100 meilleurs gènes basés sur l’information mutuelle permettrait de refor-
mer, en non gras les couples qui ne pourraient être reformés.

gene1 rang(Gene1) gene2 rang(gene2) Reformé
pair 1 Hsa.37937 1 Hsa.22167 592 Non
pair 2 Hsa.8147 2 Hsa.3933 355 Non
pair 3 Hsa.934 146 Hsa.1131 4 Non
pair 4 Hsa.25322 5 Hsa.36696 33 Oui
pair 5 Hsa.22762 40 Hsa.7 9 Oui
pair 6 Hsa.579 23 Hsa.5392 135 Non
pair 7 Hsa.878 11 Hsa.442 95 Oui
pair 8 Hsa.6376 750 Hsa.1832 3 Oui
pair 9 Hsa.6814 63 Hsa.2939 61 Non

pair 10 Hsa.1517 1583 Hsa.127 109 Non

La partie deux présente un état de l’art des méthodes de réduction de dimensions dans
le domaine des données biopuces. Dans la troisième partie, nous proposons plusieurs
heuristiques de calcul de couples de gènes à forte information mutuelle afin de baser la
réduction sur ce calcul. Puis, dans la partie quatre, nous proposons un moyen d’exploiter
cette information dans les algorithmes d’apprentissage automatique. Nous présentons
dans la partie cinq les résultats expérimentaux des différents algorithmes sur plusieurs
jeux de données internationaux et montrons l’intérêt de notre approche par un gain
significatif de précision.

2 Etat de l’art

2.1 Vue d’ensemble des méthodes de réduction

La littérature sur les méthodes de sélection en apprentissage automatique est vaste
(Liu & Motoda, 1998). La plupart de ces méthodes de réductiona été explorées sur
des données biopuces et publiées dans la littérature scientifique. On peut les classer
en trois familles : les méthodes de sélection de gènes, les méthodes de sélection de
sous-ensemble gènes, les méthodes de reformulation.

Les méthodes de sélection de gènes utilisent un score de pertinence pour chaque gène,
et fournissent une liste ordonnée de gènes. Ben-Dor compareplusieurs de ces méthodes
et décrit une procédure pour estimer leurs p-value associées (Ben-Doret al., 2000). La
méthode mise en oeuvre dans le logiciel SAM (Significant Analysis of Microarray) (Tu-
sheret al., 2001), aujourd’hui très populaire parmi les biologistes,est un représentant
de cette famille. Cette procédure identifie des gènes différentiellement exprimés. Un
autre représentant de cette famille est l’approche basée sur l’algorithmeRELIEF propo-
sée par Mary et al. (Maryet al., 2003). La complexité algorithmique de ces méthodes
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est faible et permet des mises en oeuvre efficaces (SAM est distribué comme un plug-in
excel). Un autre avantage de ces méthodes est aussi la facilité d’interprétation des résul-
tats qu’elles fournissent aux biologistes. Seuls les gènesayant un score supérieur à un
seuil sont conservés. En revanche ces méthodes conduisent souvent à des représenta-
tions pour lesquelles les performances des algorithmes d’apprentissage sont inférieures
à celle des deux autres familles.

Les méthodes de sélection de sous-ensemble ne considèrent pas les gènes un à un
par groupe de gènes. Une mesure de pertinence est définie pourun sous-ensemble de
gènes. La sélection ou non d’un gène dépend donc des autres gènes et le problème d’op-
timisation qui consiste à trouver le meilleur sous-ensemble de gène est NP-complet. Il
n’est donc par surprenant que cette famille compte de nombreuses techniques issues
de l’apprentissage artificiel, comme les algorithmes génétiques (Li et al., 2001), les
méthodes Wrapper (Inzaet al., 2002), la méthode SVM-RFE (Reverse Feature Elimi-
nation) (Guyonet al., 2002), etc. Si ces dernières méthodes s’appliquent dans lecas
général, d’autres méthodes, plus originales ont été développées dans le cadre spécifique
de l’analyse des biopuces. La méthode proposée par Xing qui combine "uncondition-
nal mixture modeling", information mutuelle et "markov blanket filtering" donne des
résultats remarquables(Xinget al., 2001). À l’opposé de la famille précédente, ces mé-
thodes ont généralement de meilleures performances mais une complexité plus grande.
L’interprétation biologique est là aussi naturelle car chaque méthode renvoie un sous
ensemble de gènes.

Les méthodes de réduction par reformulation projettent lesdonnées dans un nouvel
espace plus petit. Ce nouvel espace est défini par des attributs qui sont une combinai-
son des gènes. L’analyse par composantes principales est laplus connue des méthodes
entrant dans cette dernière famille. Il existe d’autres méthodes de changement de re-
présentation développées spécifiquement pour les données biopuces. C’est le cas de la
méthode proposée par Qi(Qi, 2002) basée sur l’amplitude et la forme statistique des
gènes pour construire de nouveaux attributs. L’algorithmePROGENE(Hanczaret al.,
2003) proposé par les auteurs est une autre méthode de cette famille qui crée des proto-
types de gènes pour compresser l’information contenue dansdes groupes de gènes dont
l’expression est similaire. Cette famille donne généralement des représentations offrant
de bonnes performances aux algorithmes d’apprentissage. En revanche, les algorithmes
pour engendrer ces représentations sont de complexités importantes. A l’opposée des
deux familles précédentes, l’interprétation biologique de ces représentations est diffi-
cile, car elles produisent un ensemble d’attributs qui sontdes combinaisons de gènes
qui n’ont pas de signification biologique immédiate.

Dans notre problématique, l’objectif est de sélectionner le ou les sous-ensemble(s) de
gènes dont l’information mutuelle, avec la classe à prédire, est maximale. Le problème
d’optimisation de l’information mutuelle exact d’un ensemble de gènes par rapport à
une classe nécessite de calculer la probabilité jointe de tous les gènes sélectionnés et
n’est donc de ce fait pas soluble en pratique. Pour limiter lacomplexité des algorithmes,
il est généralement fait l’hypothèse que les gènes sont indépendants les uns des autres,
dans ce cas il suffit de calculer la somme des informations mutuelles entre chaque gène
et la classe. Des algorithmes récemment développés prennent en compte indirectement
l’interaction entre les gènes en recherchant un ensemble qui maximise l’information
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mutuelle entre chaque gène et la classe et qui minimise l’information mutuelle entre
chaque gène sélectionné (Wuet al., 2003; Xinget al., 2001). L’approche que nous
proposons consiste à utiliser les interactions entre les gènes en vue de réduire le nombre
dimensions par un critère basé sur l’information mutuelle d’un groupe de gènes et la
classe.

3 Réduire les dimensions en exploitant l’information mu-
tuelle

L’entropie et l’information mutuelle sont ci-dessous brièvement redéfinies et explici-
tées dans le contexte des données biopuces.

3.1 Définition de l’information mutuelle

Considérons une variable aléatoire C pouvant prendrenCvaleurs. Après plusieurs
mesures de C, on peut estimer empiriquement les probabilités{p(c1), ..., p(cnC

)} de
chaque états{c1, ..., cnC

}de la variable C. L’entropie de Shannon (Shannon, 1948) de
la variable est définie par :

H(C) = −

nC∑

i=1

p(ci)log2(p(ci))

L’information mutuelle mesure la dépendance entre deux variables. Plus cette valeur
est élevée plus les variables sont liées, quand elle est nulle les variables sont indépen-
dantes. Dans le contexte des puces à ADN, on utilise cette mesure pour identifier les
gènes qui sont liés au paramètre bioclinique que l’on cherche à prédire, que nous ap-
pelons la classe. Soit C ce paramètre, l’information mutuelle entre C et un gène G se
calcule par la formule suivante :

I(G, C) = H(G) + H(C)−H(G, C)

L’information mutuelle qu’apporte deux gènes peut se décomposer en une somme
d’information mutuelle de chaque gène et d’interaction entre les gènes (Jakulin &
Bratko, 2003).

I(G1, G2, C) = I(G1, C) + I(G2, C) + Inter(G1, G2, C)

avec
Inter(G1, G2) = −H(G1, G2, C)

+H(G1, C) + H(G2, C) + H(G1, G2)
−H(G1)−H(G2)−H(C)

Notons que l’information d’une paire de gène n’est pas seulement la somme des infor-
mations de chaque gènes, mais qu’une interaction entre les gènes intervient également.
Lorsque cette interaction est positive, on parle desynergieentre les gènes, lorsqu’elle
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est négative on dit qu’il y aredondanceentre les gènes. On peut généraliser ce prin-
cipe pour des ensembles de gènes plus importantX = {G1, ..., Gp}en exploitant les
interactions d’ordre supérieur :

I(X, C) = H(C)−H(C|X)

I(X, C) =

p∑

i=1

I(Gi, C) +

nA∑

∆⊂X

Inter(∆, C)

Inter(X) = −

p∑

∆⊂X

(−1)|X|−|∆|H(∆)

avec∆ un sous ensemble de gènes deX .
L’information mutuelle est strictement croissante avec lenombre de gènes, c’est à

dire :
∀Y, I(G1, .., Gn, C) ≤ I(G1, ..., Gn, Y, C)

Notre objectif peut se reformuler ainsi : trouver le plus petit ensemble de gènes pos-
sible qui maximise l’information mutuelle avec la classe. Or du fait de la monotonie de
l’information mutuelle en fonction du nombre N de gènes, on en déduit que pour trouver
le sous-groupe de K gènes qui maximise l’information mutuelle, il suffit de sélectionner
tous les groupes de K gènes disponibles. Cette solution poseun problème combinatoire
évident. Comme nous l’avons vu plus haut il est donc indispensable de diminuer le
nombre de gènes pour pallier ce problème de "malédiction de la dimension".

3.2 Quantifier l’information mutuelle

Du fait qu’il n’est pas possible en pratique de mesurer l’information mutuelle totale
d’un ensemble important de gènes, on recourt à des approximations de cette valeur. La
méthode la plus simple et la plus utilisée est de négliger lesinteractions entre les gènes.
On ne calcule alors que la somme des informations mutuelles entre chaque gène et la
classe. SoitX = {G1, ..., Gp}un ensemble de gènes,

I(X, C) ≈

p∑

i=1

I(Gi, C)

Nous proposons ici d’utiliser une approximation plus fine, en prenant compte des in-
teractions d’ordre supérieur, c’est-à-dire entre des ensembles de deux ou plus de gènes
et la classe. En pratique nous nous limiterons dans cet article aux interactions entre des
paires de gènes. Le calcul de l’information mutuelle dans cecas est la somme des in-
formations mutuelles entre chaque paire de gènes et la classe. SoitX = {P1, ..., Pp}un
ensemble de paires de gènes avecPi = {Gi1, Gi2},

I(X, C) ≈

p∑

i=1

I(Gi1, Gi2, C)
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I(X, C) ≈

2p∑

i=1

I(Gi, C) +

p∑

i=1

Inter(Gi1, Gi2, C)

Etant donné le faible nombre d’exemples dont nous disposons, nous pouvons nous
interroger sur la validité des calculs d’entropie. Il est bien connu que l’estimation de
l’entropie à partir d’un ensemble fini d’exemples est biaisée. Roulston (Roulston, 1999)
a montré queHvrai(X) = Hobservé(X) + MX−1

2N
avec M le nombre d’états de X et N

le nombre d’exemples disponibles. Cette correction de l’entropie insérée dans le calcul
de l’information mutuelle donne :Ivrai(G, C) = Iobservé(G, C)− MGC−MG−Mc+1

2N
et

Ivrai(G1, G2, C) = Iobservé(G1, G2, C)−
MG1G2C−MG1G2

−MC+1

2N
. Notre objectif est

d’identifier les gènes et paires de gènes les plus informatives. Ce n’est donc pas la valeur
de l’information mutuelle qui nous intéresse, mais le classement des gènes et paires de
gènes que l’on peut en extraire. Or, si le nombre d’états possible M est le même pour
tous les gènes alors le classement des gènes et paires de gènes reste inchangé. On peut
donc négliger, dans le problème qui nous intéresse, le biaisde l’entropie dù au faible
nombre d’exemples disponibles.

3.3 Une procédure de réduction basée sur l’information mutuelle
de paires de gènes avec la classe

Notre objectif est de trouver un sous-ensemble de P gènes (avec P < N le nombre
initial de gènes) tel que l’information mutuelle des couples de gènes par rapport à la
classe soit maximale. Dans le cas où l’on néglige les interactions entre les gènes, le
problème est simple, il suffit de calculer l’information mutuelle entre chaque gène et la
classe, puis de sélectionner ceux dont les valeurs sont les plus élevées. Dans notre cas
où l’on considère les interactions d’ordre trois (une pairede gènes et la classe), il faut
explorer l’espace des paires de gènes de tailleO(N2). Pour éviter d’explorer tout cet
espace, une heuristique naturelle d’exploration des paires consistent à calculer d’abord
les informations mutuelles de chaque gène et ensuite de former les N-1 premières paires
à partir du meilleur gène et d’un autre gène. Pour découvrir Pgènes différents il faut
dans le pire des cas explorer toutes les paires soit N(N-1)/2. Etant donné le nombre
important de gènes disponibles, nous recourons à une heuristique plus puissante per-
mettant de limiter les paires à celles qui forment une sous-partition de l’ensemble des
N gènes. Au delà de diviser l’espace des paires par deux (PourN=2k cet espace est de
taille (1+(N −1))∗ (N/2)/2 = k2) c’est surtout par son aptitude à générer des paires
formées de gènes distincts qu’elle tire son efficacité.

Le gène G1 ayant la plus grande information mutuelleI(G1, C) avec la classe est
d’abord sélectionné, puis on recherche le gène G2 maximisant l’information mutuelle
I(G1, G2, C). La paire (G1, G2) est mise de côté et le processus est réitéréjusqu’à
ce que P paires soient obtenues. Chaque gène ne peut donc faire partie que d’une seul
paire, cela permet d’obtenir plus de variété dans les paires. Cette heuristique est décrite
dans l’algorithme 1 qui correspond à l’extraction de pairessans remises.
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Algorithme 1 Recherche de paires de gènes

1. Paire← �

2. Gene← all.gene

3. pour i de 1 à nb.paire.max

(a) G1← argmaxg (I(g, C))

(b) G2← argmaxg (I(G1, g, C))

(c) Paire← Paire ∪ (G1, G2)

(d) Gene← Gene-{G1, G2}

4. retourne (Paire)

4 Construction d’attributs pour représenter les paires
les plus informatives

4.1 Le problème de l’apprentissage

Les algorithmes de classification usuels ne sont pas conçus pour traiter des paires de
gènes. Et lorsqu’un algorithme de classification prend en entrée une liste de gènes ce qui
a motivé leur sélection (synergie de certain des couples) est ignoré. Si les algorithmes
utilisent en priorité les gènes les plus informatifs il y a peu de chances que les couples
qui ont présidés à la réduction soient reformés. La phase de sélection de paires perd
alors de son intérêt. Pour pallier ce problème, nous avons développé une approche par
construction d’attribut. Un nouvel attribut est construitpour chaque paire, il synthétise
l’information contenu dans chacun des deux gènes de la paireet dans leur synergie
(interaction positive).

4.2 Construction d’attributs pour représenter les paires de gènes

Nous présentons ci-dessous deux méthodes,PCAMINFO et FEATKNN que nous avons
envisagé pour construire de nouveaux attributs à partir de chacune des paires que nous
venons d’identifier.

La méthodePCAMINFO que nous proposons s’inspire des travaux de Bollacker(K. &
J., 1996). Nous utilisons lamatrice d’informationpour construire les nouveaux attri-
buts, c’est une matrice carrée contenant autant de lignes etde colonnes qu’il y a de
gènes, à chaque case (i,j) correspond l’information mutuelle de la paire de gène cor-
respondanteI(Gi, Gj , C). Le principe de cette méthode repose sur l’analyse en com-
posantes principales (ACP). Dans une ACP on calcule la matrice de covariance pour
construire de nouveaux attributs qui maximisent la variance. Nous remplaçons dans
cette méthode la matrice de covariance par lamatrice d’information. Nous obtenons
ainsi de nouveaux attributs qui sont des combinaisons linéaires de gènes, et qui maxi-
misent l’information mutuelle.

La méthodeFEATKNN , que nous avons développée, est limitée ici aux problèmes à
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deux classes. Son adaptation aux problèmes multiclasses sort du cadre de cet article.
Construire un nouvel attributA requière de définir ses valeurs à partir des deux gènes
Gi,1 Gi,2 de la pairePi . Notre idée est que les valeurs deAi doivent être déterminées
par la densité des exemples de classes positives et négatives projetées dans l’espace à
deux dimensionGi,1×Gi,2 . Soit un exemple de testt (dont la classe n’est pas connue),
la valeur de l’attributAi pour cet exemplet se calcul de la sorte :Ai(t) = −1+2

ni,+

k
où

ni,+ est le nombre d’exemples de classe positive contenu dans lesK plus proche voisin
de t, en utilisant la distance euclidienne dans l’espaceGi,1 × Gi,2. Le nouvel attribut
a des valeurs comprises entre -1 et 1, lorsque un exemplet est proche d’exemples de
classe positive (resp. negative) l’attribut tend vers +1 (resp. -1). Un nouvel attribut est
construit de la sorte pour chaque paire de gènes sélectionnées.

5 Expérimentation

Nous avons utilisé trois jeux de données biopuces pour évaluer expérimentalement la
combinaison de la méthode de réduction et celles de reformulation que nous venons de
décrire. Au delà de l’amélioration de performance, il s’agissait de tester notre hypothèse
selon laquelle l’interaction entre le gènes permet d’améliorer l’apprentissage.

5.1 Données et prétraitement

Le premier des jeux de données porte sur le cancer du colon, lesecond sur la leu-
cémie et le dernier sur un ensemble de tumeurs dit ”small round blue-cell tumors”
(SRBCT). Les deux premiers sont couramment utilisés dans lalittérature pour tester les
performances des algorithmes(Ben-Doret al., 2000). Les données du cancer du colon
comportent 62 sujets dont 22 sont atteints d’un cancer du colon et les 40 autres sont
sains. On dispose de l’expression de 2000 gènes pour chaque sujet, le but est de prédire
si un patient est atteint d’un cancer ou non. Les données leucémie regroupent l’expres-
sion de 7129 gènes de 72 patients atteints de leucémie, 47 ontune "acute lymphoblastic
leukemia" (ALL) et 25 ont une "acute myeloid leukemia" (AML). Le but est de prédire
le type de leucémie de chaque patient. Les données SRBCT contient les données d’ex-
pression de 2308 gènes de 63 patients ayant une tumeur, dont 23 sont des tumeurs de
type "sarcome d’Ewing” ("ewing sarcomas"), 20 sont de type "rhabdomyosarcomas",
12 sont de type "neuroblastomas" et 8 de type "burkitt lymphomas". Le but de cette
tâche d’apprentissage est de prédire le type de tumeur dont est atteint le patient.

Pour des raisons d’efficacité, les données d’expression sont discrétisées. Nous utili-
sons une méthode par histogramme pour discrétiser l’expression de chaque gène. L’am-
plitude du gène est tout d’abord calculée, puis divisée en trois sous-intervalles de taille
égale. Un gène peut donc prendre trois états : sur-exprimé, non modulé, sous-exprimé.

5.2 Analyse des paires les plus informatives

Afin de mesurer l’importance des interactions entre gènes, nous examinons empiri-
quement l’information mutuelle des meilleurs gènes et paires des données du cancer
du colon. Ces données comportant relativement peu de gènes (2000) pour des données
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TAB . 2 – Les 20 meilleurs paires de gènes des données biopuces du cancer du colon.
Pour chaque paire de gènes (G1,G2), on a calculé l’information mutuelle (I) et le rang
(rg) de chacun des deux gènes, ainsi que l’interaction (inter) et l’information mutuelle
totale de la paire.

g1 I(G1) rg(G1) G2 I(G2) rg(2) inter I(G1,G2)
Hsa.37937 0.47 1 Hsa.22167 0.06 592 0.26 0.79
Hsa.8147 0.38 2 Hsa.3933 0.08 355 0.16 0.62
Hsa.934 0.13 146 Hsa.1131 0.3 4 0.19 0.62

Hsa.25322 0.28 5 Hsa.36696 0.2 33 0.13 0.61
Hsa.22762 0.2 40 Hsa.7 0.26 9 0.14 0.6

Hsa.579 0.22 23 Hsa.5392 0.13 135 0.22 0.57
Hsa.878 0.25 11 Hsa.442 0.15 95 0.17 0.57

Hsa.6376 0.05 750 Hsa.1832 0.34 3 0.02 0.41
Hsa.6814 0.17 63 Hsa.2939 0.17 61 0.22 0.56
Hsa.1517 0.01 1583 Hsa.127 0.14 109 0.4 0.55
Hsa.812 0.14 123 Hsa.2451 0.24 13 0.17 0.55

Hsa.3305 0.24 15 Hsa.466 0.2 34 0.1 0.54
Hsa.42949 0.09 315 Hsa.2928 0.18 51 0.27 0.54

Hsa.821 0.23 22 Hsa.43431 0.06 542 0.25 0.54
Hsa.8068 0.18 59 Hsa.1317 0.18 54 0.18 0.54
Hsa.2386 0.07 474 Hsa.692 0.27 8 0.2 0.54

Hsa.36694 0.19 49 Hsa.1276 0.11 218 0.23 0.53
Hsa.1682 0.13 136 Hsa.21868 0.07 434 0.33 0.53
Hsa.692 0.27 8 Hsa.31801 0.13 138 0.12 0.52

Hsa.41280 0.23 18 Hsa.18787 0.02 1248 0.2 0.45
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FIG. 1 – Information mutuelle par rapport à la classe des gènes formant les 1000000
meilleurs paires, chaque point représente un ensemble de 10000 paires. Les points noirs
(resp. blanc) correspondent aux gènes ayant la plus grande (resp. petite) information
mutuelle dans la paire.

biopuces, l’information mutuelle et l’interaction de toutes les paires de gènes a donc pu
être calculé, soit 1998000 paires. L’information mutuellede chaque gène par rapport
à la classe a également été calculée, ce qui a permis de définirun classement avec un
rang pour chaque gène. Ces résultats sont regroupés dans un tableau dans lequel chaque
paire est caractérisée par le nom, l’information mutuelle et le rang de chacun des deux
gènes qui la constitue ainsi que l’interaction et l’information mutuelle totale de la paire.
Le tableau 2 montre les 20 meilleures paires des données du cancer du colon. Dans
cet exemple la meilleure paire est formée par le meilleur gène (Hsa.37937) et par le
592ème meilleur gène (Hsa.22167), les informations mutuelles par rapport à la classe
de ces gènes sont respectivement de 0.47 et 0.06. L’interaction entre ces deux gènes est
de 0.26, l’information mutuelle totale de cette paire est de0.47+0.06+0.26=0.79. Le ta-
bleau 2 montre que les valeurs d’interaction sont aussi importantes que les informations
mutuelles de chaque gène. Ceci abonde dans le sens de notre hypothèse selon laquelle
les interactions entre les gènes ne sont pas négligeables.

La figure 1 montre l’information mutuelle des gènes formant les 1000000 meilleurs
paires, chaque point représente un ensemble de 10000 paires. Les points noirs (resp.
blanc) correspondent aux gènes ayant la plus grande (resp. petite) information mu-
tuelle dans la paire. Nous pouvons déduire deux choses de ce graphique, première-
ment les gènes ayant une faible information mutuelle peuvent très bien faire partis des
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FIG. 2 – Comparaison de l’information mutuelle totale des gènessélectionnées par les
différentes méthodes. noir :sélection de gènes, rouge :sélection de paires, bleu :pca.info

meilleures paires. Deuxièmement, on constate que toutes les meilleures paires de gènes
sont constituées en moyenne d’un gène très informatif et d’un second moyennement
ou peu informatif. Cette constatation montre l’intérêt du choix de notre heuristique de
sélection de paires que l’on forme à partir de gènes ayant le meilleur rang.

5.3 Information mutuelle obtenue par les différentes heuristiques

L’objectif que nous avons défini est la sélection de l’ensemble de gènes le plus pe-
tit possible maximisant l’information mutuelle, nous testons comment les heuristiques
présentéesFEATKNN ET PCAMINFO répondent à cet objectif. Chaque heuristique a été uti-
lisée sur les trois jeux de données pour construire un ensemble de 10 attributs. Nous
avons donc un ensemble comportant les 10 gènes de plus haut rang, un comportant
les 5 meilleures paires de gènes et 2 ensembles comportant 10attributs construits par
FEATKNN et PCAMINFO. L’information mutuelle de ces ensembles a été mesurée et com-
parée. Nous nous sommes limités à des ensembles de 10 attributs maximum, au-delà le
temps de calcul pour obtenir l’information mutuelle devient trop important. La figure
2 montre les résultats sur les données du cancer du colon en fonction de la taille du
sous-ensemble de gènes. On constate que seul l’ensemble desgènes de plus haut rang
ne parvient pas à atteindre l’information mutuelle maximum, sa courbe croit lentement,
les gènes de cet ensemble ont probablement une interaction faible. Ces résultats expéri-
mentaux indique que, sur les données étudiées, prendre en compte les interactions entre
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les gènes permet de maximiser l’information mutuelle en utilisant moins de gènes ou
d’attributs.

5.4 Apprentissage automatique

Il a été montré ci-dessus que les méthodes qui prennent en compte l’interaction entre
les gènes, permettent d’obtenir des ensembles de gènes ou d’attributs plus informatifs et
de plus petite taille que les méthodes qui les négligent. On peut donc supposer que ces
méthodes vont améliorer les performances en classification. Nous évaluons dans cette
partie l’impact de ces méthodes de réduction sur la classification.

5.4.1 Algorithmes de classification

Des recherches récentes ont mis en évidence les bonnes performances de certains
algorithmes de classification sur les données biopuces. Uneétude présentée par Lee,
compare notamment 21 algorithmes de classification sur 7 jeux de données biopuces,
et conclut que les meilleures performances sont obtenues par les méthodes les plus
sophistiquées, en particulier les machines à vecteurs de support(Leeet al., In press). À
l’opposé, Dudoit met en évidence les remarquables performances de méthodes simples
(Dudoitet al., 2002). Le choix de la méthode de classification à utiliser sur les données
biopuces est donc une question qui reste ouverte et qui dépend des particularités des
données utilisées. Pour évaluer les techniques de réduction, nous avons réalisés nos
expérimentations avec les trois méthodes considérées comme les meilleures dans les
deux papiers cités, c’est à dire : les machines à vecteur de support (SVM), les k plus
proches voisins (KNN) et l’analyse discriminante diagonale linéaire (DLD). Elles sont
toutes trois de fait très utilisées dans la communauté de l’analyse de données issues de
puces à ADN.

5.4.2 Evaluation des performances

Une fois les données discrétisées, la méthode de réduction de dimension puis de
construction d’attributs sont appliquées. Les trois algorithmes de classification men-
tionnés plus haut sont ensuite utilisés et l’erreur en généralisation du modèle obtenu est
évaluée. La validation croisée est couramment utilisée pour calculer l’erreur en géné-
ralisation. Toutefois Braga-Neto a montré que cet estimateur n’est pas le plus appro-
prié avec des données comportant peu d’exemples, comme c’est le cas avec les puces
à ADN. La validation croisée à une grande variance et les estimateurs par bootstrap
sont préférés dans ce cas et en particulier l’estimateur .632(Braga-Neto & Dougherty,
2004). Pour éviter le biais du à la sélection de gènes mis en évidence par Ambroise et
McLahan (Ambroise & McLachlan, 2002), l’évaluation de l’erreur en généralisation du
modèle s’effectue dans une boucle externe au processus de sélection de gènes. C’est à
dire qu’à chaque itération de l’estimateur .632, un échantillon bootstrap d’exemples est
sélectionné, cet ensemble est utilisé pour la sélection de gènes puis pour la construction
du model. Les exemples non sélectionnés dans l’échantillonbootstrap sont utilisés pour
calculer l’erreur du modèle et n’interviennent à aucun moment dans le processus de
sélection de gènes.

259



CAp 2005

TAB . 3 – Résultats en classification
Réduction Leucémie cancer du colon SRCBT

SVM tous les gènes 12.3 17.5 10.7
genes individuel 4.3 12.5 2.1
paires de gènes 4.8 11.8 1.9

pca.info 4.3 12.1 1.4
feat.knn 2.8 10.7 N/A

KNN tous les gènes 8.4 20 15.9
genes individuel 6.1 13.9 5
paires de gènes 6.2 14.4 3.7

pca.info 5.2 13.6 3
feat.knn 5.3 13.5 N/A

DLD tous les gènes 11.5 19.5 6.2
genes individuel 4.8 14.7 1.2
paires de gènes 4.8 15.4 1

pca.info 5.2 12.9 1.1
feat.knn 3.8 12.5 N/A

5.4.3 Résultats en classification

Le tableau 3 récapitule les différents résultats en classification, rapelons que la mé-
thodeFEAT.KNN ne traite pas les problèmes multiclasses, c’est pourquoi elle a pas de
résultats sur les données SRCBT. On constate sans surprise que les méthodes de réduc-
tion de dimension améliorent considérablement les performances en classification. Les
méthodes de sélections des meilleurs gènes et des meilleures paires donnent des résul-
tats similaires. Nous venons de voir plus haut que les pairesde gènes apportaient plus
d’information, comment expliquer que ces paires n’améliorent pas les performances en
classification ? Il est vraisemblable que l’information contenue dans l’interaction entre
les gènes d’une paire ne soit pas totalement exploitée par les algorithmes de classi-
fication. Une grande partie de l’information calculée durant la phase de sélection de
paires est alors perdue. Les deux méthodes de construction d’attributs ont de meilleures
performances, en particulierFEATKNN. Les nouveaux attributs construits par ces mé-
thodes synthétisent l’information contenue dans les gèneset leurs interactions. Dans
ce cas la classification exploite l’interaction entre les gènes par l’intermédiaire de ces
attributs, ce qui explique de meilleurs résultats. Il n’en reste pas moins que l’interpréta-
tion biologique devient alors différente des approches classiques. Il n y a plus de gènes
maximalement discriminant mais des listes de couples. Les couples de gènes peuvent
éventuellement être utilisés dans l’étude des réseaux de régulation.

6 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article plusieurs procédures de réduction de dimensions
de données biopuces afin d’améliorer les performances en classification. Ces méthodes
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sont basées sur l’hypothèse que l’information apportée parl’interaction entre les gènes
n’est pas négligeable. Nous nous sommes limités dans cette étude aux interactions entre
les paires de gènes. Si quantifier l’information des gènes etdes interactions à partir du
calcul d’information mutuelle est naturel, cette simple réduction n’améliore pas né-
cessairement les performances. Nous avons développé deux méthodes de construction
d’attributs,PCAMINFO et FEATKNN qui permettent de forcer les algorithmes d’apprentis-
sage à prendre en compte des paires présentant une forte information mutuelle. L’intérêt
expérimental de ces interactions à été évaluée sur trois jeux de données où les perfor-
mances sont améliorées. Nos travaux actuels s’orientent vers la prise en compte de
synergies entre des groupes plus larges de gênes, ainsi qu’une analyse théorique des
gains obtenus par ces approches de réduction de dimensions.
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1 LIF - CNRS, Université de Provence, 39, avenue Joliot Curie
13453 Marseille Cedex 13, France

(e-mail:capponi@cmi.univ-mrs.fr)
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1 Introduction

One way of predicting the function of a protein is to identifya known domain (subse-
quence of amino-acids within the whole sequence of the protein) in the protein, despite
sequence modifications which may occur during evolution. Inmany cases, comparing
a new sequence of proteinp with few sequences of the familyF under study is enough
for predicting whetherp ∈ F . Such a similarity search may be achieved for example by
using an alignment program such as BLAST (Altschulet al., 1990). However, when the
domain of a family is not well conserved, there is no satisfying method for retrieving
this domain onto a new sequence. This is the case of Membrane Spanning Domains
(MSDs), which plays the role of a pore through which a substrate goes in and/or out of
the cell : its sequences are not conserved. The IRIS strategy (Quentinet al., 2002) gives
good results on MSDs, but requires their previous subdivision into 18 subfamilies. We
thus propose here to use the boosting technique in order to learn the whole family from
BLAST alignements of protein sequences, without any pre-clustering.

2 BoostingBLAST

Let S = {(x1, y1), ..., (xn, yn)} a set of annotated protein sequences, where a protein
xi ∈ X is labelledyi = +1 if xi carries a MSD, and−1 otherwise. For aligning two
sequences, the heuristic wide-used algorithm BLAST assigns ane-value to the optimal
alignment it computes : the smaller the e-value, the most significant the alignment. Let
A(x, D, τ) be a formatted result of BLAST : it is a set that contains all the proteins of
the databaseD aligned withx with an e-value less thanτ . In order to classify proteins
according to the unconserved domain under study, we proposeto use AdaBoost (Freund
& Schapire, 1997), where BLAST instantiates the method that produces a weak decision

?This work is granted by the national ACI IMPBIO program.
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rule, here represented by a stump (algorithm 1). We expect boosting to extend the local
predictivity of BLAST to a global predictivity.

Algorithm 1 BlastBoost(τ ,T ) whereT is the number of boosting steps, andτ is the
e-value threshold

Given :(x1, y1), · · · , (xn, yn) wherexi ∈ X andyi ∈ Y = {−1, +1}
Initialize D1(i)← 1/n
for all t = 1, · · · , T do

Selectxi,t according toDt and ComputeAt = A(xi,t, X, τ) with BLAST

Getht : X → {−1, +1} such that∀x ∈ X :

if x ∈ At thenht(x) = yi,t elseht(x) = argmaxk∈{−1,+1}

∑

j,yj=k,xj 6∈At

Dt(j)

Computeεt =
∑

i=1..n,ht(xi)6=yi
Dt(i) andαt = 1

2
ln

(

1−εt

εt

)

Update :Dt+1(i)←
Dt(i) exp(−αtyiht(xi))

Zt

end for
Output the final classifier :H(x) = sign

(

∑T

t=1
αtht(x)

)

We actually tuned and tested a variant of BlastBoost, where each decision tree in-
volves three queries selected according toDt, and where two e-value thresholds are
considered, depending on the label of the queryxt. We used eight genomes to learn the
model, and eight other genomes to test it. Both learning and test sets are made up of all
the examples of considered genomes (proteins that carry a MSD), and all the counter-
examples (proteins aligned to one example with BLAST while not carrying a MSD).
The obtained results are similar when swapping the learningand test genomes.

The test error gets stable after around 400 rounds. The selectivity of BlastBoost is
almost as good as this of the IRIS method, while its sensitivity is better (up to 0.999,
while 0.946 with IRIS). Yet, IRIS previously subdivides the functional families into
18 subfamilies, so its learning and testing steps are independent from one subfamily
to another, therefore more accurate. Hence the results of BlastBoost are good : with
comparable results, it is efficient on the whole functional family even if the proteins
sequences are not conserved.
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Résumé : L’une des activités les plus importantes en biologie est l’ana-
lyse des données d’expression de gènes. Les biologistes espèrent ainsi
mieux comprendre les fonctions des gènes et leurs interactions. Nous
étudions dans cet article une technique permettant d’aider à l’analyse
de ces données d’expression : l’extraction de concepts sous contraintes.
Pour cela, nous proposons d’extraire des fermés sous contraintes dans
les données “transposées” en utilisant des algorithmes classiques. Ceci
nous amène a étudier la “transposition” des contraintes dans les données
transposées de manière à pouvoir les utiliser dans ces algorithmes.

Mots-clés : Extraction de connaissances, Data-mining, Concepts For-
mels, Itemsets Fermés, Contraintes.

1 Motivations

Maintenant que le décodage du génome est terminé pour de nombreuses espèces
animales et végétales, il reste encore un formidable défi pour la biologie moderne :
comprendre la fonction de tous ces gènes et la manière dont ils interagissent entre-
eux. Pour cela, les biologistes mènent des expériences de mesure de l’expression
de gènes. Celles-ci ont pour but de leur fournir des données leur permettant de
faire des hypothèses sur ces fonctions et ces interactions.

Les données d’expression de gènes se présentent typiquement sous la forme
d’une matrice binaire. Chaque colonne représente un gène et chaque ligne donne
les résultats d’une expérience de mesure du niveau d’expression des gènes. Cha-
cune de ces expériences consiste à déterminer, pour une cellule donnée issue d’une
situation biologique donnée (par exemple un organe spécifique, une culture cel-
lulaire), quels sont les gènes qui sont sur-exprimés, c’est-à-dire ceux qui ont une

?
Ce travail a été partiellement financé par l’ACI Bingo
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activité biologique importante au moment de la mesure. Dans la matrice, les
gènes qui sont sur-exprimés dans une situation biologique sont codés par un 1.
Ceux qui ne le sont pas sont codés par un 0. La table 1 donne un exemple d’une
telle matrice.

Gène 1 Gène 2 Gène 3 Gène 4
cellule 1 1 1 1 0
cellule 2 1 1 1 0
cellule 3 0 1 1 1

Tab. 1 – Exemple de matrice d’expression de gènes

Dans cet article, nous étudions une technique de fouille de données permettant
d’aider le biologiste à faire des hypothèses sur les fonctions des gènes et la manière
dont ils interagissent. Pour cela, les techniques d’extraction de motifs semblent
particulièrement adaptées. Il existe cependant de nombreux types de motifs :
les itemsets, les itemsets fermés ou libres, les règles d’association ou encore les
concepts formels. Nous avons choisi ici d’étudier l’extraction des concepts.

Dans ce cadre, un concept formel est une paire (G, E) où G est un ensemble de
gènes (i.e., un ensemble de colonnes de la matrice) appelé intension du concept
et E un ensemble d’expériences (i.e., un ensemble de lignes) appelé extension
du concept. Ces ensembles sont tels que si g ∈ G et e ∈ E, alors le gène g
est sur-exprimé dans l’expérience e (il y a un 1 dans la ligne e colonne g). De
plus, les deux ensembles G et E sont maximaux, i.e., ils ne peuvent pas grossir
sans perdre la propriété précédente (une définition plus formelle des concepts
est donnée dans la section 2). Autrement dit, un concept est une sous-matrice
maximale ne contenant que des 1. Dans notre matrice exemple, ({Gène 1, Gène
2, Gène 3}, {cel 1, cel 2 }) est un concept.

Du point de vue du biologiste, les concepts sont très intéressants. En effet,
un concept (G, E) regroupe des gènes qui sont sur-exprimés dans les mêmes
expériences. Si la fonction de certains de ces gènes est connue, cela peut per-
mettre de faire des hypothèses sur la fonction de ceux qui sont inconnus. De
plus, si les expériences apparaissant dans l’extension E partagent des proprié-
tés communes (par exemple, elles concernent toutes des cellules du foie ou des
cellules cancéreuses), cela permet encore une fois de faire des hypothèses sur les
gènes. Le fait que les concepts associent à la fois des gènes et des expériences
est donc un avantage par rapport à d’autres motifs comme les itemsets ou les
règles d’association qui ne portent que sur les gènes. De plus, un gène (ou une
expérience) peut apparâıtre dans plusieurs concepts (par opposition à ce qui se
passe dans le cas du clustering). Si le biologiste s’intéresse à un gène particulier,
il peut donc étudier quels sont les gènes liés à celui-ci (i.e., apparaissant dans les
mêmes concepts) suivant les situations biologiques. Cela est très important car
il s’avère en effet qu’un gène peut intervenir dans plusieurs fonctions biologiques
différentes. Enfin, les concepts sont beaucoup moins nombreux que les itemsets
tout en représentant la même information : ils sont donc plus simples à exploiter.

Pour simplifier encore l’exploitation de ces concepts par le biologiste, l’utilisa-
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tion de contraintes semble pertinente : le biologiste peut indiquer une contrainte
qui doit être satisfaite par tous les concepts extraits. Par exemple, il peut im-
poser qu’un gène particulier (ou ensemble de gène) apparaisse (ou pas) dans les
concepts extraits. Il peut aussi se restreindre aux concepts impliquant des expé-
riences sur des cellules cancéreuses ou contenant au moins 5 gènes. L’utilisation
des contraintes permet finalement au biologiste de mieux cibler sa recherche.

1.1 Notre contribution

Nous proposons dans cet article d’étudier l’extraction de concepts sous
contraintes dans des données d’expression de gènes. Cette extraction pose deux
problèmes principaux :

1. utilisation des contraintes : nous laissons la possibilité à l’utilisateur de
spécifier une contrainte portant à la fois sur l’intension et l’extension du
concept. Ces contraintes sont utiles pour l’utilisateur pour préciser sa re-
cherche mais elles sont aussi parfois indispensables pour rendre l’extrac-
tion faisable. En effet, il est généralement impossible d’extraire tous les
concepts. Il faut donc dans ce cas utiliser les contraintes pendant l’extrac-
tion (et non pas seulement dans une phase de filtrage des concepts après

l’extraction) pour diminuer la complexité celle-ci.

2. taille des données : la complexité des algorithmes d’extraction est générale-
ment linéaire par rapport au nombre de lignes et exponentielle par rapport
au nombre de colonnes. Or dans le cas des données d’expression de gènes,
le nombre de colonnes est souvent très important : l’utilisation de tech-
niques comme les puces à ADN permet d’obtenir l’expression de milliers
de gènes en une seule expérience. D’un autre coté, le nombre d’expériences
est souvent réduit du fait du temps nécessaire à leur mise en place et de leur
coût. Ceci amène à des matrices comportant beaucoup de colonnes (jus-
qu’à plusieurs milliers) et relativement peu de lignes (quelques dizaines ou
centaines) ce qui est plutôt atypique dans le domaine du data-mining. Les
algorithmes classiques ne sont donc pas bien adaptés à ce type de données.

L’extraction de motifs sous contrainte est un thème de recherche qui a été très
étudié ces dernières années (Srikant et al., 1997; Ng et al., 1998; Garofalakis et al.,
1999; Boulicaut & Jeudy, 2000; Pei & Han, 2000; Zaki, 2000; Boulicaut & Jeudy,
2001; Bucila et al., 2003; Albert-Lorincz & Boulicaut, 2003; Bonchi et al., 2003;
Bonchi & Lucchese, 2004)... De nombreux algorithmes ont été proposés et tentent
d’utiliser efficacement les contraintes pour diminuer les temps d’extraction en
élaguant le plus tôt possible l’espace de recherche. L’extraction de concept est
fortement liée à l’extraction d’itemsets libres ou fermés dont l’étude a également
donné lieu à de nombreux travaux (Pasquier et al., 1999; Boulicaut et al., 2000;
Pei et al., 2000; Zaki & Hsiao, 2002; Boulicaut et al., 2003)...

Cependant, ces travaux ne font pas d’extraction de concepts sous contrainte
et ne sont pas adaptés à des données ayant plus de colonnes que de lignes.
En ce qui concerne l’extraction de concepts sous contraintes, une proposition
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récente à été faite dans (Besson et al., 2004). Cependant, l’algorithme proposé, D-

Miner, ne permet que de traiter un type particulier de contraintes, les contraintes
monotones. Nous verrons dans la section 4 comment l’étude que nous proposons
ici va nous permettre de traiter aussi les contraintes anti-monotones avec cet
algorithme.

En ce qui concerne le second problème, plusieurs propositions ont été faites
récemment pour le résoudre : L’algorithme CARPENTER (Pan et al., 2003) est
conçu pour extraire les fermés fréquents dans une base de données avec plus de
colonnes que de lignes. Dans (Rioult et al., 2003; Rioult & Crémilleux, 2004),
les auteurs utilisent des algorithmes classiques mais au lieu de faire l’extraction
dans les données originales, ils travaillent sur la matrice transposée. Dans ce cas,
la matrice transposée comporte beaucoup de lignes et peu de colonnes, ce qui
permet d’utiliser les techniques habituelles efficacement. Cependant, ces travaux
ne traitent que du cas de la contrainte de fréquence ou de contraintes simples sur
les itemsets. Le cas général où la contrainte est une formule booléenne construite
à partir de contraintes simples, portant à la fois sur l’intension et l’extension,
n’est pas abordé.

Notre proposition est donc d’utiliser des algorithmes classiques (éventuelle-
ment légèrement modifiés) dans la matrice transposée, afin de travailler sur des
données au format plus classique (peu de colonnes, beaucoup de lignes). Pour
pouvoir traiter des contraintes complexes portant sur les concepts, nous allons
présenter ici une étude théorique sur les contraintes et sur la manière de les
“transposer” (en fait, il s’agira plutôt d’une projection) de façon à pouvoir les
utiliser dans la matrice transposée.

Cet article est organisé de la manière suivante : dans la section 2, nous rap-
pelons quelques définitions à propos de l’extraction d’itemsets et de la cor-
respondance de Galois. Nous présentons ensuite formellement le problème que
nous cherchons à résoudre. Dans la section 3, nous présentons la projection des
contraintes simples et composées. Ensuite, la section 4 montre comment utili-
ser la projection de contraintes et l’extraction dans la matrice transposée pour
résoudre notre problème. Finalement, nous concluons dans la section 5.

2 Définitions

Pour éviter les confusions entre les lignes (ou colonnes) de la base de données
originale et les lignes (ou colonnes) de base de données“transposée”, nous définis-
sons une base de données comme une relation entre deux ensembles : un ensemble
d’attributs et un ensemble d’objets. L’ensemble des attributs (ou items) est noté
A et correspond, dans notre application biologique, à l’ensemble des gènes. L’en-
semble des objets est noté O et représente les situations biologiques. L’espace
des attributs, 2A, est la collection des sous-ensembles de A, appelés itemsets
et l’espace des objets, 2O, est la collection des sous-ensembles de O. Lorsqu’on
considère l’ordre défini par l’inclusion ensembliste, chacun des espaces 2A et 2O

est naturellement muni d’une structure de treillis.
Une base de données est une relation binaire de A×O et peut être représentée
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a1 a2 a3 a4

o1 1 1 1 0
o2 1 1 1 0
o3 0 1 1 1

o1 o2 o3

a1 1 1 0
a2 1 1 1
a3 1 1 1
a4 0 0 1

Tab. 2 – Représentation originale et transposée de la base de données présentée
table 1. Les attributs sont A = {a1, a2, a3, a4} et les objets sont O = {o1, o2, o3}.
Nous utilisons une notation sous forme de châıne pour les ensembles, par exemple
a1a3a4 désigne l’ensemble d’attributs {a1, a3, a4} et o2o3 désigne l’ensemble d’ob-
jets {o2, o3}. Cette base de données sera utilisée dans tous les exemples.

par une matrice booléenne dont les colonnes sont les attributs et les lignes sont
les objets. Cette matrice constitue la représentation originale de la base. Au cours
de cet article, nous considérerons que la base de données a plus d’attributs que
d’objets et nous utiliserons également la représentation transposée des données,
où les attributs de la base sont portés sur les lignes et les objets sur les colonnes
(cf. Table 2).

2.1 Correspondance de Galois

L’idée principale qui fonde notre travail est d’utiliser la correspondance forte
entre les treillis des 2A et 2O, appelée correspondance de Galois. Cette cor-
respondance a été utilisée la première fois en fouille de données quand des al-
gorithmes d’extraction des itemsets fermés fréquents ont été proposés (Pasquier
et al., 1999) et elle est aussi utilisée dans de nombreux travaux en apprentissage
conceptuel (Wille, 1992; Nguifo & Njiwoua, 2000).

Étant donnée une base de données bd, les opérateurs f et g de Galois sont définis
par :

– f , appelé intension, est une fonction de 2O vers 2A définie par

f(O) = {a ∈ A | ∀o ∈ O, (a, o) ∈ bd} ,

– g, appelé extension, est une fonction de 2A vers 2O définie par

g(A) = {o ∈ O | ∀a ∈ A, (a, o) ∈ bd} .

Pour un ensemble A, g(A) est aussi appelé l’ensemble support de A dans
bd. C’est l’ensemble des objets qui sont en relation avec tous les attributs de A.
La fréquence de A dans bd, notée Freq(A), est définie par Freq(A) = |g(A)|.

Ces deux fonctions créent un lien entre l’espace des attributs et l’espace des
objets. Pourtant, comme les deux espaces n’ont a priori pas le même cardinal,
aucune bijection n’est possible entre eux. Cela signifie que plusieurs ensembles
d’attributs ont la même image par g dans l’espace des objets et vice-versa. On
peut donc définir deux relations d’équivalence ra et ro sur 2O et 2A :

– si A et B sont deux ensembles d’attributs, Ara B si g(A) = g(B),
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O/ O/

a1a2a4

a1a4

a3 a2

a3a4 a2a4

a4

a1a3 a1a2

a1

a1a2a3

a2a3

a2a3a4 a1a3a4

a1a2a3a4

(b)(a)

f

g

o2 o3

o1o2 o2o3

o1

o1o2o3

o1o3

Fig. 1 – Les classes d’équivalence pour ra dans le treillis des attributs (a) et
pour ro dans celui des objets (b). Les ensembles fermés sont en gras. Les flèches
représentent les opérateurs f et g entre les classes de a1a2a3 et o1o2. Les flèches
en pointillés représentent les opérateurs de clôture h et h′.

– si O et P sont deux ensembles d’objets, O ro P si f(O) = f(P ).
Dans chaque classe d’équivalence, il y a un élément particulier : le plus grand

élément d’une classe, au sens de l’inclusion, est unique et appelé ensemble d’at-
tributs fermé pour ra ou ensemble d’objets fermé pour ro . Les opérateurs
f et g de Galois fournissent, par composition, deux opérateurs de fermeture
notés h = f ◦ g et h′ = g ◦ f . Les ensembles fermés sont les points fixes des
opérateurs de fermeture et la fermeture d’un ensemble est l’ensemble fermé de
sa classe d’équivalence. Dans la suite, nous évoquerons indifféremment h ou h′

avec la notation cl.
Une paire (A, O) constituée d’un ensemble d’attributs fermé A et de l’ensemble

d’objets fermé correspondant O est appelée un concept formel. L’ensemble des
concepts de la base de données bd est noté :

Concepts(bd) = {(A, O) | f(O) = A ∧ g(A) = O} .

Exemple 1
Dans la figure 1, les ensembles d’objets fermés sont ∅, o3, o1o2, et o1o2o3. Les

ensembles d’attributs fermés sont a2a3, a2a3a4, a1a2a3 et a1a2a3a4. Comme

g(o1o2) = a1a2a3 et f(a1a2a3) = o1o2, (a1a2a3, o1o2) est un concept. Les autres

concepts sont (a2a3, o1o2o3), (a2a3a4, o3), (a1a2a3a4, ∅).

Propriété 1
A et B sont des ensembles d’attributs, O et P des ensembles d’objets et E un

ensemble d’attributs ou d’objets.

– f sont g sont décroissantes par rapport à l’inclusion : si A ⊆ B alors g(B) ⊆
g(A) et si O ⊆ P , f(P ) ⊆ f(O) ;

– f ◦ g ◦ f = f ;

– E est fermé si et seulement si cl(E) = E et sinon E ⊆ cl(E) ;
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– (A, O) est un concept si et seulement si O est fermé et A = f(O)

2.2 Contraintes

Afin de permettre au biologiste de focaliser son étude sur les concepts qui
l’intéressent réellement, nous lui laissons la possibilité de définir une contrainte
qui devra être satisfaite par tous les concepts extraits.

Si on note B l’ensemble des bases de données booléennes (i.e., des matrices
booléennes), on appelle contrainte sur les concepts une fonction booléenne
C de 2A × 2O × B.

Outre le fait qu’une contrainte permet de mieux cibler les ensembles extraits,
leur utilisation, lorsqu’elles sont efficacement intégrées à l’algorithme d’extrac-
tion, permet également de réduire considérablement le temps de calcul. C’est
ce qui explique l’intérêt croissant ces dernières années pour l’étude des algo-
rithmes d’extraction sous contraintes. Cependant, les contraintes utilisées dans
ces algorithmes ne portent généralement que sur les itemsets (et pas simultané-
ment sur les itemsets et les ensembles d’objets). Mais, dans la section suivante,
nous verrons comment projeter une contrainte sur les concepts pour obtenir une
contrainte ne portant plus que sur les objets, et ainsi pouvoir utiliser des tech-
niques classiques d’extraction sous contraintes (sauf que nous les utiliserons dans
les données transposées).

Parmi les contraintes portant sur les itemsets, la plus utilisée est sans doute
la contrainte de fréquence minimale Cγ-freq. Cette contrainte est satisfaite par les
itemsets dont la fréquence est supérieure à un seuil gamma fixé par l’utilisateur :
Cγ-freq(X) = (Freq(X) > γ). On peut également être intéressé sa négation : c’est-
à-dire chercher des itemsets suffisamment rares et donc utiliser une contrainte de
fréquence maximale. Il existe également de nombreuses contraintes syntaxiques.
Une contrainte est syntaxique lorsqu’elle ne dépend pas de la matrice des données
bd. Par exemple, la contrainte C(A) = a1 ∈ A est syntaxique, alors que la
contrainte de fréquence ne l’est pas (en effet, la fréquence d’un itemset dépend
des données).

Parmi les contraintes syntaxiques, les contraintes de“sur-ensemble”et de“sous-
ensemble” permettent par combinaison (conjonction, disjonction, négation) de

construire les autres contraintes syntaxiques (cf. table 3). Étant donné un en-
semble constant E, la contrainte de sous-ensemble C⊆E est définie par : C⊆E(X) =
(X ⊆ E). La contrainte de sur-ensemble C⊇E est définie par : C⊇E(X) = (X ⊇
E). Remarquons que comme nous allons ensuite utiliser des contraintes sur les
itemsets et les ensembles d’objets, les ensembles X et E peuvent soit être tous
les deux des itemsets soit tous les deux des ensembles d’objets.

Lorsqu’une valeur numérique a.v est associée à chaque attribut a (par exemple
un coût), on peut définir d’autres contraintes syntaxiques du type (Ng et al.,
1998) MAX(X) θ α (où θ ∈ {<, >,≤,≥}) pour différents opérateurs d’agré-
gation tels que MAX, MIN, SOM (la somme), MOY (la moyenne). Parmi ces
contraintes, celles qui utilisent les opérateurs MIN et MAX peuvent être ré-
crites simplement en utilisant les contraintes C⊇E et C⊆E en utilisant l’ensemble
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supα = {a ∈ A | a.v > α} comme indiqué dans la table 3.

X 6⊆ E ≡ ¬C⊆E(X) X ∩ E = ∅ ≡ X ⊆ E

X 6⊇ E ≡ ¬C⊇E(X) X ∩ E 6= ∅ ≡ ¬(X ⊆ E)

MIN(X) > α ≡ X ⊆ supα MAX(X) > α ≡ X ∩ supα 6= ∅

MIN(X) ≤ α ≡ X 6⊆ supα MAX(X) ≤ α ≡ X ∩ supα = ∅

|X ∩ E| ≥ 2 ≡
_

1≤i<j≤n

eiej ⊆ X

Tab. 3 – Exemples de contraintes obtenues par combinaison des contraintes de
sur-ensemble et de sous-ensemble. E = {e1, e2, ..., en} est un ensemble constant
et X un ensemble variable. Le complémentaire de E dans A ou dans O est noté
E.

Le fait de récrire toutes ces contraintes syntaxiques en utilisant uniquement
les contraintes C⊆E et C⊇E nous permettra de limiter le nombre de contraintes
à étudier dans la section 3 sur la projection des contraintes.

Finalement, toutes ces contraintes peuvent être combinées pour construire une
contrainte sur les concepts, par exemple C(A, O) = (a1a2 ⊆ A∧ (O ∩ o4o5 = ∅)).

Pour pouvoir utiliser efficacement les contraintes dans les algorithmes d’extrac-
tion, il est nécessaire d’étudier leurs propriétés. Ainsi, deux types de contraintes
importantes ont été mises en évidence : les contraintes monotones et les contraintes
anti-monotones. Une contrainte C est anti-monotone si ∀A, B (A ⊆ B ∧
C(B)) =⇒ C(A). C est monotone si ∀A, B (A ⊆ B ∧ C(A)) =⇒ C(B). Dans
les deux définitions, A et B peuvent être des ensembles d’attributs ou d’objets.
La contrainte de fréquence est anti-monotone. L’anti-monotonicité est une pro-
priété importante, parce que les algorithmes d’extraction par niveaux l’utilisent
la plupart du temps pour élaguer l’espace de recherche. En effet, quand un en-
semble ne satisfait pas la contrainte, ses spécialisations non plus et elles peuvent
donc être élaguées (Agrawal et al., 1996).

Les compositions élémentaires de telles contraintes ont les mêmes proprié-
tés : la conjonction ou la disjonction de deux contraintes anti-monotones (resp.
monotones) est anti-monotone (resp. monotone). La négation d’une contrainte
anti-monotone est monotone, et vice-versa.

2.3 Définition du problème

Nous définissons la tâche d’extraction de concepts sous contraintes de la ma-
nière suivante : étant donnés une base de données bd, une contrainte C sur les
concepts, nous voulons extraire l’ensemble des concepts qui satisfont C, c’est-à-
dire la collection :

{(A, O) ∈ Concepts(bd) | C(A, O, bd)} .

272



Extraction de concepts sous contraintes

3 Projections de contraintes

Pour extraire les concepts sous contraintes, nous proposons d’utiliser des tech-
niques classiques d’extraction de fermés sous contraintes dans la matrice trans-
posée. Cependant, dans ces algorithmes, les contraintes possibles portent uni-
quement sur les itemsets. Donc, s’ils sont utilisés dans la matrice transposée, les
contraintes porteront sur les ensembles d’objets.

Pour permettre leur utilisation, nous allons donc étudier dans cette section un
mécanisme de “projection”de contrainte : Étant donné une contrainte C portant
sur les concepts (c’est-à-dire à la fois sur l’intension et l’extension), nous voulons
calculer une contrainte p(C) portant uniquement sur les ensembles d’objets et
telle que la collection des ensembles fermés d’objets satisfaisant cette contrainte
soit exactement la collection des extensions des concepts satisfaisant C. De cette
manière, La collection des concepts satisfaisant C est exactement la collection
des (f(O), O) tels que O est fermé et satisfait la contrainte projetée p(C).

{(A, O) ∈ Concepts(bd) | C(A, O, bd)} =

{(f(O), O) ∈ A×O | p(C)(O, bd) ∧ O ∈ Fermés(bd)} .

Ainsi, pour résoudre notre problème, il suffira d’extraire les ensembles fermés
d’objets O satisfaisant p(C) et de générer tous les concepts de la forme (f(O), O).

3.1 Définitions et propriétés

Cela signifie que nous voulons extraire des ensembles fermés d’objets O tels
que le concept (f(O), O) satisfasse la contrainte C. Par conséquent, une définition
naturelle de la projection de la contrainte C est :

Définition 1 (Contrainte projetée)
Étant donnée une contrainte C sur les concepts, nous définissons la contrainte

projetée de C de la façon suivante :

p(C)(O, bd) = C(f(O), O, bd),

Le proposition suivante assure que l’on obtient bien le résultat voulu :

Proposition 1
Soit C une contrainte sur les concepts, bd une base de donnée et p(C) la projection

de la contrainte C. Alors :

{(A, O) ∈ Concepts(bd) | C(A, O, bd)} =

{(f(O), O) ∈ A×O | p(C)(O, bd) ∧ O ∈ Fermés(bd)} .

Preuve : (A,O) ∈ Concepts(bd) ∧ C(A,O, bd) ⇔ O ∈ Fermés(bd) ∧ A = f(O) ∧
C(A,O, bd) ⇔ O ∈ Fermés(bd) ∧ C(f(O), O, bd) ⇔ O ∈ Fermés(bd) ∧ p(C)(O, bd).
�

273



CAp 2005

Par conséquent, pour extraire la collection des concepts qui satisfont C, nous
pouvons utiliser des algorithmes classiques d’extraction de fermés dans la matrice
transposée avec la contrainte p(C). Cependant, il faut vérifier que cette contrainte
p(C) est effectivement utilisable dans ces algorithmes.

Nous allons commencer par étudier les contraintes complexes, c’est-à-dire des
contraintes construites à partir de contraintes plus simples en utilisant des opé-
rateurs booléens comme la conjonction, la disjonction ou la négation.

Proposition 2
Si C et C′ sont deux contraintes sur les concepts, alors :

p(C ∧ C′) = p(C) ∧ p(C′),

p(C ∨ C′) = p(C) ∨ p(C′),

p(¬C) = ¬p(C).

Preuve : Pour la conjonction : p(C ∧ C′)(O) = (C ∧ C′)(f(O), O) = C(f(O), O) ∧
C′(f(O), O) = (p(C) ∧ p(C′))(O). La preuve est similaire pour la disjonction et la
négation. �

Cette proposition permet de “pousser” la projection dans les contraintes com-
plexe. L’étape suivante est donc d’étudier ce qui se passe au niveau des contraintes
élémentaires.

Ces contraintes élémentaires peuvent porter sur l’intension du concept (ex :
C(A, O) = (a1 ∈ A)) ou sur son extension (ex : C(A, O) = (|O ∩ o1o3o5| ≥ 2). Les
contraintes élémentaires qui ne portent que sur l’extension des concepts ne sont
pas modifiées par la projection, nous allons donc nous focaliser sur les contraintes
portant sur les itemsets.

Les contraintes les plus efficacement prises en compte par les algorithmes d’ex-
traction sous contrainte sont les contraintes monotones et anti-monotones. Il est
donc important d’étudier comment se comporte la projection de contraintes par
rapport à ces propriétés :

Proposition 3
Soit C une contrainte sur les itemsets :

– si C est anti-monotone alors p(C) est monotone ;

– si C est monotone alors p(C) est anti-monotone.

Preuve : Si O est un ensemble d’objet, p(C)(O) = C(f(O)) par définition de la
projection. Or f est décroissante par rapport à l’inclusion (cf. prop. 1) d’où les
propriétés. �

3.2 Projection de contraintes classiques

Dans la section précédente, nous avons donné la définition de la projection
de contrainte. Cette définition fait intervenir f(O). Cela signifie que pour tes-
ter la contrainte projetée, il est nécessaire, pour chaque ensemble d’objets O,
de calculer son intension f(O). Certains algorithmes, tels que CHARM (Zaki &
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Hsiao, 2002), utilisent une structure de données particulière –la représentation
verticale des données– et par conséquent calculent pour chaque ensemble O l’en-
semble f(O). Cependant, beaucoup d’autres algorithmes n’utilisent pas cette
structure et ne peuvent donc directement utiliser les contraintes projetées. C’est
pour cette raison que dans cette section nous étudions les contraintes projetées
de contraintes classiques et nous calculons une expression de ces contraintes ne
faisant plus intervenir f(O).

Nous allons d’abord étudier la contrainte de fréquence minimale (qui est la
contrainte la plus courante) : Cγ-freq(A) = (Freq(A) > γ). Par définition, sa
contrainte projetée est : p(Cγ-freq)(O) = (Freq(f(O)) > γ). Par définition de
la fréquence, Freq(f(O)) = |g(f(O))| = |cl(O)| et si O est un ensemble fermé
d’objets, cl(O) = O et par conséquent p(Cγ-freq)(O) = (|O| > γ). Finalement,
la projection de la contrainte de fréquence minimale est une contrainte de taille
minimale. Si on avait considéré la contrainte de fréquence maximale, on aurait
évidement trouvé comme projection une contrainte de taille maximale.

De par la symétrie du problème, il découle que la projection de la contrainte
de taille maximale (resp. minimale) est la contrainte de fréquence : si C(A) =
(|A| θ α) alors p(C)(O) = (|f(O)| θ α). Or |f(O)| est exactement la fréquence de
O si on se place dans la matrice transposée.

Les deux propositions suivantes donnent l’expression de la projection des contraintes
de sur-ensemble et de sous-ensemble :

Proposition 4
Soit E un itemset, alors :

p(C⊇E)(O) ≡ g(E) ⊇ cl(O).

Preuve : p(C⊇E)(O) ⇔ (E ⊆ f(O)) ⇒ (g(E) ⊇ g ◦ f(O)) ⇔ (g(E) ⊇ cl(O)).
Réciproquement, (g ◦ f(O) ⊆ g(E)) ⇒ (f ◦ g ◦ f(O) ⊇ f ◦ g(E)) ⇒ (f(O) ⊇
cl(E)) ⇒ f(O) ⊇ E. �

Proposition 5
Soit E un itemset, alors, si E est fermé :

p(C⊆E)(O) ≡ g(E) ⊆ cl(O),

si E n’est pas fermé, on pose E = A \ E = {f1, ..., fm} et :

p(C⊆E)(O) ≡ (cl(O) 6⊆ g(f1) ∧ cl(O) 6⊆ g(f2) ∧ ... ∧ cl(O) 6⊆ g(fm).

Preuve : p(C⊆E)(O) ⇔ C⊆E(f(O)) ⇔ (f(O) ⊆ E) ⇒ (g ◦ f(O) ⊇ g(E)) ⇔
(cl(O) ⊇ g(E)). Réciproquement, (si E est fermé) : (g(E) ⊆ g◦f(O)) ⇒ (f◦g(E) ⊇
f ◦ g ◦ f(O)) ⇒ (cl(E) ⊇ f(O)) ⇒ (E ⊇ f(O)). Si E n’est pas fermé, on récrit la
contrainte : (A ⊆ E) = f1 6∈ A ∧ ... ∧ fm 6∈ A et on utilise les propositions 2 et 4.
�

La table 3.2 récapitule les contraintes projetées de contraintes classiques. Les
contraintes de fréquence et de taille ont été traitées plus haut. Les deux propriétés
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Contrainte C(A) Contrainte projetée p(C)(O)
Freq(A) θ α |O| θ α
|(|A) θ α Freq(O) θ α
A ⊆ E si E est fermé : g(E) ⊆ O

sinon : O 6⊆ g(f1) ∧ ... ∧ O 6⊆ g(fm)
E ⊆ A O ⊆ g(E)
A 6⊆ E si E est fermé : g(E) 6⊆ O

sinon : O ⊆ g(f1) ∨ ... ∨ O ⊆ g(fm)
E 6⊆ A O 6⊆ g(E)

A ∩ E = ∅ si E est fermé : g(E) ⊆ O
sinon : O 6⊆ g(e1) ∧ ... ∧ O 6⊆ g(en)

A ∩ E 6= ∅ si E est fermé : g(E) 6⊆ O
sinon : O ⊆ g(e1) ∨ ... ∨ O ⊆ g(en)

SOM(A) θ α Freqp(O) θ α
MOY(A) θ α Freqp(O)/Freq(O) θ α
MIN(A) > α p(A ⊆ supα)
MIN(A) ≤ α p(A 6⊆ supα)
MAX(A) > α p(A ∩ supα 6= ∅)
MAX(A) ≤ α p(A ∩ supα = ∅)

θ ∈ {<, >,≤,≥}

Tab. 4 – Contraintes projetées. A est un ensemble variable d’attributs, E =
{e1, e2, ..., en} un ensemble fixé d’attributs, E = A \ E = {f1, f2, ..., fm}
son complémentaire et O un ensemble d’objets fermé.
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précédentes, avec l’aide de la table 3 et de la proposition 2 nous permettent
de calculer la projection des contraintes syntaxiques, exceptées les contraintes
utilisant les opérateurs d’agrégation MOY et SOM.

Dans cette table, on suppose que l’ensemble d’objets O est fermé. Cela n’est pas
une restriction importante dans la mesure où nous ne nous intéressons qu’à des
algorithmes d’extraction de fermés (ces fermés serviront à générer les concepts).

Examinons maintenant les contraintes utilisant les opérateurs d’agrégation
MOY et SOM. Par définition, les contraintes projetées sont :MOY(f(O)) θ α et
SOM(f(O)) θ α. Il faut donc trouver une expression de MOY(f(O)) et SOM(f(O))
ne faisant plus intervenir f . En fait, il suffit d’étudier l’opérateur SOM car
MOY(f(O)) = SOM(f(O))/ |f(O)| = SOM(f(O))/Freq(O) donc si nous trouvons
une expression de SOM(f(O)) dans la base projetée, nous obtiendrons aussi une
expression pour MOY(f(O)).

L’ensemble f(O) est un ensemble d’attribut, donc dans la matrice transposée,
c’est un ensemble de lignes. Les valeurs a.v sur lesquelles la somme est calculée
sont attachées aux attributs a et donc aux lignes de la matrice transposée. La
valeur SOM(f(O)) est donc la somme de ces valeurs v sur toutes les lignes de
f(O), c’est-à-dire les lignes contenant O. Autrement dit, SOM(f(O)) est une fré-
quence pondérée par les valeurs v (nous notons cette fréquence pondérée Freqp).
Celle-ci peut être facilement calculée par les algorithmes en plus de la fréquence
“classique”Freq. Il suffit pour cela, lors de la passe sur les données, d’incrémenter
cette fréquence pondérée de a.v pour chaque ligne a contenant O.

Ces expressions de la contrainte projetée sont intéressantes car elles n’im-
pliquent plus le calcul de f(O) pour chaque ensemble devant être testé. Les
ensembles g(E) or g(ei) qui apparaissent dans ces contraintes peuvent quant à
eux être calculés une fois pour toute lors de la première passe sur les données
(en effet, l’ensemble E est constant).

Exemple 2
Dans cet exemple, nous montrons comment calculer la projection d’une contrainte

complexe dans la base de données de la table 2. La contrainte est : C(A, O, bd) =
(A∩a1a4 6= ∅). Dans la table 2, l’itemset a1a4 = a2a3 est fermé. Par conséquent,

la contrainte projetée est p(C)(O) = (g(a2a3) 6⊆ O). Comme g(a2a3) = o1o2o3,

p(C)(O) = (o1o2o3 6⊆ O). Les ensembles fermés d’objets qui satisfont cette

contrainte sont T = {∅, o1o2, o3}. Nous pouvons ensuite calculer les concepts

correspondants qui sont : (a1a2a3a4, ∅), (a1a2a3, o1o2) et (a2a3a4, o3).

4 Utilisation de la projection de contraintes

Dans cette section, nous présentons deux stratégies pour extraire les concepts
satisfaisant une contrainte C et ainsi résoudre le problème posé dans la sec-
tion 2.3.

La première stratégie utilise les algorithmes classiques d’extraction de fermés :

1. Calculer la contrainte projetée p(C) de C en utilisant la table 3.2 et la
propriété 2 ;
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2. Utiliser un algorithme pour l’extraction de fermés sous contraintes dans
la matrice transposée (comme par exemple, ceux proposés dans (Bonchi
& Lucchese, 2004) ou (Boulicaut & Jeudy, 2001)) avec la contrainte p(C).
Il est aussi possible d’utiliser des algorithmes d’extraction de fermés fré-
quent tels que CHARM (Zaki & Hsiao, 2002), CARPENTER (Pan et al.,
2003) ou CLOSET (Pei et al., 2000) en leur rajoutant une étape d’élagage
supplémentaire pour traiter la contrainte (à la manière de ce qui est fait
dans (Pei & Han, 2000).

3. Ces algorithmes extraient des ensembles fermés. Cela signifie qu’ils vont
retourner les ensembles d’objets fermés (car nous travaillons dans la ma-
trice transposée) qui satisfont la contrainte p(C). Il faut alors pour chacun
de ces fermés calculer son intension f(O), d’après la proposition 1, les
paires (f(O), O) ainsi formées seront exactement les concepts qui satis-
font la contrainte C. Le calcul de f(O) peut être fait lors d’une dernière
passe sur les données ou alors intégré dans les algorithmes. En fait, ces
algorithmes calculent ces intensions lors du calcul de la fréquence des en-
sembles (la fréquence de O est |f(O)|). Il suffit donc de les modifier pour
qu’ils stockent ces intensions.

La seconde stratégie est basée sur le nouvel algorithme D-Miner (Besson et al.,
2004). Cet algorithme extrait des concepts sous une contrainte C qui est la
conjonction d’une contrainte monotone sur les attributs et d’une contrainte mo-
notone sur les objets. Il ne peut cependant pas traiter le cas où des contraintes
anti-monotones sont utilisées.

Notre stratégie consiste alors à projeter les contraintes anti-monotones définies
dans l’espace des attributs sur l’espace des objets et à projeter les contraintes
anti-monotones définies dans l’espace des objets sur l’espace des attributs. En
effet, d’après la proposition 3, la projection transforme une contrainte anti-
monotone en une contrainte monotone. Cela permet donc d’utiliser D-Miner avec
des contraintes monotones et anti-monotones. Nous n’avons présenté que la pro-
jection des contraintes de l’espace des attributs sur l’espace des objets. Cepen-
dant, la projection dans l’autre sens est similaire. En fait, il suffit de remplacer
la fonction f par la fonction g.

5 Conclusion

L’analyse des données d’expression de gènes pose un problème spécifique pour
l’extraction de motifs : les données contiennent beaucoup plus de colonnes que
de lignes ce qui rend les algorithmes d’extraction classiques inopérants. Dans ce
cas, extraire les motifs dans la matrice transposée permet de s’affranchir de ce
problème.

La transposition a déjà été étudié dans le cas de la contrainte de fréquence,
mais l’étude générale de ce qui se passe dans le cas d’une contrainte complexe
restait à faire. Cette étude nous a permis de proposer des stratégies pour extraire
des concepts sous contraintes. Ces stratégies, plutôt que de proposer un nouvel
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algorithme, se fondent sur l’utilisation d’algorithmes classiques et éprouvés d’ex-
traction de fermés ou de concepts. Afin de rendre leur utilisation possible, nous
avons défini une opération de projection des contraintes et nous avons étudié ses
propriétés ainsi que les projections de contraintes classiques.
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Boulicaut J.-F. & Jeudy B. (2001). Mining free-sets under constraints. In M. E.

Adiba, C. Collet & B. C. Desai, Eds., Proceedings of the International Database
Engineering & Applications Symposium (IDEAS’01), p. 322–329, Grenoble, France :
IEEE Computer Society.

Bucila C., Gehrke J. E., Kifer D. & White W. (2003). Dualminer : A dual-
pruning algorithm for itemsets with constraints. Data Mining and Knowledge Disco-
very, 7(4), 241–272.

279



CAp 2005

Garofalakis M. M., Rastogi R. & Shim K. (1999). SPIRIT : Sequential pattern
mining with regular expression constraints. In M. P. Atkinson & others, Eds., Pro-
ceedings of the 25nd International Conference on Very Large Data Bases (VLDB’99),
p. 223–234, Edinburgh, UK : San Francisco : Morgan Kaufmann.

Ng R., Lakshmanan L. V., Han J. & Pang A. (1998). Exploratory mining and
pruning optimizations of constrained associations rules. In L. M. Haas & A. Ti-

wary, Eds., Proceedings of ACM SIGMOD Conference on Management of Data (SIG-
MOD’98), volume 27(2) of SIGMOD Record, p. 13–24, Seattle, Washington, USA :
New York : ACM Press.

Nguifo E. M. & Njiwoua P. (2000). GLUE : a lattice-based constructive induction
system. Intelligent Data Analysis, 4(4), 1–49.

Pan F., Cong G., Tung A. K. H., Yang J. & Zaki M. J. (2003). CARPENTER :
Finding closed patterns in long biological datasets. In Proceedings of the 9th Interna-
tional Conference on Knowledge Discovery and Data Mining (KDD’03), Washington
DC : New York : ACM Press.

Pasquier N., Bastide Y., Taouil R. & Lakhal L. (1999). Efficient mining of
association rules using closed itemset lattices. Information Systems, 24(1), 25–46.

Pei J. & Han J. (2000). Can we push more constraints into frequent pattern mining ?
In Proceedings of the 6th International Conference on Knowledge Discovery and Data
Mining (KDD’00), p. 350–354, Boston, USA : New York : ACM Press.

Pei J., Han J. & Mao R. (2000). CLOSET an efficient algorithm for mining frequent
closed itemsets. In D. Gunopulos & R. Rastogi, Eds., Proceedings of the ACM
SIGMOD Workshop on Research Issues in Data Mining and Knowledge Discovery
(DMKD’00), Dallas, Texas, USA. Disp. en ligne (sept. 2002) http://www.cs.ucr.

edu/~dg/DMKD.html, 10 pages.

Rioult F., Boulicaut J.-F., Crémilleux B. & Besson J. (2003). Using transpo-
sition for pattern discovery from microarray data. In 8th ACM SIGMOD Workshop
on Research Issues in Data Mining and Knowledge Discovery, p. 73–79, San Diego,
USA.

Rioult F. & Crémilleux B. (2004). Optimisation of pattern mining : a new method
founded on database transposition. In EIS’04.

Srikant R., Vu Q. & Agrawal R. (1997). Mining association rules with item
constraints. In D. Heckerman, H. Mannila, D. Pregibon & R. Uthurusamy,
Eds., Proceedings of the 3rd International Conference on Knowledge Discovery and
Data Mining (KDD’97), p. 67–73, Newport Beach, California, USA : Menlo Park :
AAAI Press.

Wille R. (1992). Concept lattices and conceptual knowledge systems. Computer
mathematic applied, 23((6-9)), 493–515.

Zaki M. J. (2000). Sequence mining in categorical domains : incorporating
constraints. In Proceedings of the 9th ACM International Conference on Informa-
tion and Knowledge Management (CIKM’00), p. 422–429, Washington DC, USA :
New York : ACM Press.

Zaki M. J. & Hsiao C.-J. (2002). CHARM : An efficient algorithm for closed itemset
mining. In R. Grossman, J. Han, V. Kumar, H. Mannila & R. Motwani, Eds.,
2nd International SIAM Conference on Data Mining (SDM02), Arlington, USA. Disp.
en ligne (sept. 2002) http://www.siam.org/meetings/sdm02/, 17 pages.

280



Semi-supervised Learning
by Entropy Minimization ?

Yves Grandvalet1, Yoshua Bengio2

1 Heudiasyc, UMR 6599 CNRS/UTC
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Abstract : We consider the semi-supervised learning problem, where adeci-
sion rule is to be learned from labeled and unlabeled data. Inthis framework,
we motivate minimum entropy regularization, which enablesto incorporate un-
labeled data in the standard supervised learning. This regularizer can be applied
to any model of posterior probabilities. Our approach provides a new motiva-
tion for some existing semi-supervised learning algorithms which are particular
or limiting instances of minimum entropy regularization. Aseries of experiments
illustrates that the proposed solution benefits from unlabeled data. The method
challenges mixture models when the data are sampled from thedistribution class
spanned by the generative model. The performances are definitely in favor of
minimum entropy regularization when generative models aremisspecified, and
the weighting of unlabeled data provides robustness to the violation of the “clus-
ter assumption”. Finally, we also illustrate that the method can be far superior
to manifold learning in high dimension spaces, and also whenthe manifolds are
generated by moving examples along the discriminating directions.

Résuḿe : Nous considérons le problème de l’apprentissage semi-supervisé, où
une règle de décision est induite sur la base d’exemples étiquetés et non-étiquetés.
Dans ce cadre, nous motivons l’utilisation de la régularisation par minimum
d’entropie, qui permet d’utiliser les données non-étiquetées dans l’apprentissage
de modèles discriminants. Cette technique peut être appliquée à tout modèle
discriminant estimant des probabilitésa posteriori. Notre approche fournit un
nouveau point de vue sur certains algorithmes d’apprentissage semi-supervisé
existants, qui peuvent être interprétés comme cas particulier ou limite de la
régularisation par minimum d’entropie. Une série d’exp´erience illustre que la
solution proposée permet de bénéficier de données non-´etiquetées. Les résultats
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concurrencent ceux des modèles génératifs quand ces derniers utilisent le modèle
correct, correspondant à celui de la distribution des données. Les performances
sont clairement en faveur de la régularisation par minimumd’entropie quand
le modèle devient incorrect, et la pondération des exemples non-étiquetés per-
met d’atteindre des solutions robustes aux violations de l’hypothèse de départ,
qui postule que les classes sont bien séparées. Finalement, nous illustrons
que la méthode peut également être de loin supérieure aux techniques récentes
d’apprentissage de variété, que ce soit dans les espaces de grande dimension, ou
quand les variétés sont produites par des exemples transformés sur les directions
discriminantes.

Keywords : semi-supervised learning, minimum entropy, transduction, self-training,
EM algorithm, spectral methods, logistic regression.

1 Introduction

In the classical supervised learning classification framework, a decision rule is to be
learned from a learning setLn = {xi, yi}n

i=1, where each example is described by a
patternxi ∈ X and by the supervisor’s responseyi ∈ Ω = {ω1, . . . , ωK}. Here, we
consider semi-supervised learning, where the supervisor’s responses are limited to a
subset ofLn.

In the terminology used here, semi-supervised learning refers to learning a decision
rule onX from labeled and unlabeled data. However, the related problem of transduc-
tive learning, that is, of predicting labels on a set of predefined patterns, is addressed as
a side issue. Semi-supervised problems occur in many applications where labeling is
performed by human experts. They have been receiving much attention during the last
few years, but some important issues are unresolved (Seeger, 2002).

In the probabilistic framework, semi-supervised learningcan be modeled as a miss-
ing data problem, which can be addressed by generative models such as mixture mod-
els thanks to the EM algorithm and extensions thereof (McLachlan, 1992). Generative
models apply to the joint density of patterns and class(X, Y ). They have appealing fea-
tures, but they also have major drawbacks. Their estimationis much more demanding
than discriminative models, since the model ofP (X, Y ) is exhaustive, hence necessar-
ily more complex than the model ofP (Y |X). More parameters are to be estimated,
resulting in more uncertainty in the estimation process. The generative model being
more precise, it is also more likely to be misspecified. Finally, the fitness measure is
not discriminative, so that better models are not necessarily better predictors of class
labels. These difficulties have lead to proposals where unlabeled data are processed in
supervised classification algorithms (Bennett & Demiriz, 1999; Joachims, 1999; Amini
& Gallinari, 2002; Grandvalet, 2002; Szummer & Jaakkola, 2003). Here, we propose
an estimation principle applicable to any probabilistic classifier, aiming at making the
most of unlabeled data when they should be beneficial, while controling their contribu-
tion to provide robustness to the learning scheme.
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2 Derivation of the Criterion

2.1 Likelihood

The maximum likelihood principle is one of the main estimation technique in super-
vised learning, which is closely related to the more recent margin maximization tech-
niques such as boosting and support vector machines (Friedmanet al., 2000). We start
here by looking at the contribution of unlabeled examples tothe (conditional) likeli-
hood.

The learning set is denotedLn = {xi, zi}n
i=1, wherezi ∈ {0, 1}K denotes the

dummy variable representing the actually available labels(while y represents the pre-
cise and complete class information): ifxi is labeledωk, thenzik = 1 andzi` = 0 for
` 6= k; if xi is unlabeled, thenzi` = 1 for ` = 1, . . . , K. More generally,z should be
thought as the index of possible labels. Hence, an impreciseknowledge, such that “xi

belongs either to classω1 or ω2” can be encoded by lettingzi1 andzi2 to be one, and
zik = 0 for k > 2.

We assume that labels are missing at random, that is, the missingness mechanism
is independent from the missing information: the label is missing because it is not
observed, not because it is deliberately hidden. In the general setup wherez can indicate
any subset ofΩ, some information is missing when two or more labels are possible. The
missing-at-random assumption readsP (z|x, Y = ωk) = P (z|x, Y = ω`) for all (k, `)
such thatzk = z` = 1.

Assuming independent examples, and noting that the event “yi belongs to the subset
indicated byzi” follows a Bernoulli distribution of parameter

∑K

k=1 zikP (Y = ωk|xi),
the conditional log-likelihood of(Z|X) on the observed sample is then

L(θ;Ln) =
n∑

i=1

log

(
K∑

k=1

zikfk(xi;θ)

)
+ h(zi) , (1)

whereh(z), which does not depend onP (X, Y ), is only affected by the missingness
mechanism, andfk(x;θ) is the model ofP (Y = ωk|x) parameterized byθ.

This criterion is a concave function offk(xi;θ), and for simple models such as the
ones provided by logistic regression, the semi-supervisedobjective function is also
concave inθ, so that the global solution can be obtained by numerical optimization.
Maximizing (1) corresponds to maximizing the complete likelihood if no assumption
whatsoever is made onP (X) (McLachlan, 1992).

Providedfk(xi;θ) sum to one, the likelihood is not affected by unlabeled data:un-
labeled data convey no information. In the maximum a posteriori (MAP) framework,
Seeger (2002) remarks that unlabeled data are useless regarding discrimination when
the priors onP (X) andP (Y |X) factorize: observingx does not inform abouty, un-
less the modeler assumes so. Benefitting from unlabeled datarequires assumptions of
some sort on the relationship betweenX andY . In the MAP framework, this will be
encoded by a prior distribution. As there is no such thing like a universally relevant
prior, we should look for an induction bias allowing to process unlabeled data when the
latter is known to convey information.
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2.2 When Are Unlabeled Examples Informative?

Theory provides little support to the numerous experimental evidences, such as
(Joachims, 1999; Nigam & Ghani, 2000; Nigamet al., 2000), showing that unlabeled
examples can help the learning process. Learning theory is mostly developed at the two
extremes of the statistical paradigm: in parametric statistics where examples are known
to be generated from a known class of distribution, and in thedistribution-free Struc-
tural Risk Minimization (SRM) or Probably Approximately Correct (PAC) frameworks.
Semi-supervised learning, in the terminology used here, does not fit the distribution-free
frameworks: no positive statement can be made without distributional assumptions, as
for some distributionsP (X, Y ) unlabeled data are non-informative while supervised
learning is an easy task. In this regard, generalizing from labeled and unlabeled data
may differ from transductive inference.

In parametric statistics, theory has shown the benefit of unlabeled examples, either for
specific distributions (O’Neill, 1978), or for mixtures of the formP (x) = pP (x|Y =
ω1) + (1 − p)P (x|Y = ω2) where the estimation problem is essentially reduced to
the one of estimating the mixture parameterp (Castelli & Cover, 1996). These studies
conclude that the (asymptotic) information content of unlabeled examples decreases as
classes overlap.1 Thus, the assumption that classes are well apart, separatedby a low
density area, is sensible if we expect to take advantage of unlabeled examples.

2.3 A Measure of Class Overlap

The conditional entropyH(Y |X) is a measure of class overlap, which is invariant to
the parameterization of the model. The entropy may be related to the usefulness of
unlabeled data only where labeling is indeed ambiguous. Hence, we propose to measure
the conditional entropy of class labels conditioned on the observed variables

H(Y |X, Z) = −EXY Z [log P (Y |X, Z)] , (2)

whereEX denotes the expectation with respect toX .
In the MAP framework, assumptions are encoded by means of a prior on the model

parameters. Stating that we expect a high conditional entropy does not uniquely de-
fine the form of the prior distribution, but the latter can be derived by resorting to the
maximum entropy principle.2 Let (θ,ψ) denote the model parameters ofP (X, Y, Z);
the maximum entropy prior verifyingEΘΨ[H(Y |X, Z)] = c, where the constantc
quantifies how small the entropy should be on average, takes the form

P (θ,ψ) ∝ exp (−λH(Y |X, Z))) , (3)

whereλ is the positive Lagrange multiplier corresponding to the constantc.

1This statement, given explicitly by O’Neill (1978), is alsoformalized, though not stressed, by Castelli &
Cover (1996), where the Fisher information for unlabeled examples at the estimatêp is clearly a measure of

the overlap between class conditional densities:Iu(p̂) =
R (P (x|Y =ω1)−P (x|Y =ω2))2

p̂P (x|Y =ω1)+(1−p̂)P (x|Y =ω2)
dx.

2Here, maximum entropy refers to the construction principlewhich enables to derive distributions from
constraints, not to the content of priors regarding entropy.
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ComputingH(Y |X, Z) requires a model ofP (X, Y, Z) whereas the choice of su-
pervised classification is motivated by the possibility to limit modeling to conditional
probabilities. We circumvent the need of additional modeling by applying the plug-
in principle, which consists in replacing the expectation with respect to(X, Z) by the
sample average. This substitution, which can be interpreted as “modeling”P (X, Z) by
its empirical distribution, yields

Hemp(Y |X, Z;Ln) = − 1

n

n∑

i=1

K∑

k=1

P (Y = ωk|xi, zi) log P (Y = ωk|xi, zi) . (4)

This empirical functional is plugged in (3) to define an empirical prior on parameters
θ, that is, a prior whose form is partly defined from data (Berger, 1985).

2.4 Entropy Regularization

As detailed in appendix A, the missing-at-random assumption implies

P (Y = ωk|x, z) =
zkP (Y = ωk|x)

∑K

`=1 z`P (Y = ω`|x)
. (5)

Recalling thatfk(x;θ) denotes the model ofP (Y = ωk|x), the model ofP (Y =
ωk|x, z) is defined as follows:

gk(x, z;θ) =
zkfk(x;θ)

∑K

`=1 z`f`(x;θ)
.

For labeled data,gk(x, z;θ) = zk, and for unlabeled data,gk(x, z;θ) = fk(x;θ).
From now on, we drop the reference to parameterθ in fk andgk to lighten notation.

The MAP estimate is defined as the maximizer of the posterior distribution, that is, the
maximizer of

C(θ, λ;Ln) = L(θ;Ln) − λHemp(Y |X, Z;Ln)

=
n∑

i=1

log

(
K∑

k=1

zikfk(xi)

)
+ λ

n∑

i=1

K∑

k=1

gk(xi, zi) log gk(xi, zi) , (6)

where the constant terms in the log-likelihood (1) and log-prior (3) have been dropped.
While L(θ;Ln) is only sensitive to labeled data,Hemp(Y |X, Z;Ln) is only affected
by the value offk(x) on unlabeled data.

Note that the empirical approximationHemp (4) of H (2) breaks down for wiggly
functionsfk(·) with abrupt changes between data points (whereP (X) is bounded from
below). As a result, it is important to constrainfk(·) in order to enforce the close-
ness of the two functionals. In the following experimental section, we imposed such a
constraint onfk(·) by adding to the criterionC (6) a smoothness penalty.
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3 Related Work

3.1 Minimum Entropy in Pattern Recognition

Minimum entropy regularizers have been used in other contexts to encode learnability
priors (Brand, 1999). In a sense,Hemp can be seen as a poor’s man way to generalize
this approach to continuous input spaces. This empirical functional was also used by
Zhu et al. (2003) as a criterion to learn weight function parameters inthe context of
transduction in manifold learning.

3.2 Input-Dependent and Information Regularization

Input-dependent regularization aims at incorporating some knowledge about the den-
sity P (X) in the modeling ofP (Y |X). In the framework of Bayesian inference, Seeger
(2002) proposes to encode this knowledge by structural dependencies in the prior distri-
butions. Information regularization, proposed by Szummer& Jaakkola (2003) and later
developped by Corduneanu & Jaakkola (2003), is another approach where the density
P (X) is assumed to be known, and where the mutual information between variablesX
andY is supposed to be low within predefined neighborhoods.

Entropy regularization differs from input-dependent regularization in that it is ex-
pressed only in terms ofP (Y |X, Z) and does not involve a model ofP (X). However,
we stress that for unlabeled data, the MAP estimation is consistent with the maximum
(complete) likelihood approach whenP (X) is small near the decision surface. Indeed,
whereas the complete likelihood maximizeslog P (X) on unlabeled data, the regular-
izer minimizes the conditional entropy on the same points. Hence, the two criteria agree
provided the class assignments are confident in high densityregions, or conversely,
when label switching occurs in a low density area.

3.3 Self-Training

Self-training (Nigam & Ghani, 2000) is an iterative process, where a learner imputes
the labels of examples which have been classified with confidence in the previous step.
Amini & Gallinari (2002) analyzed this technique and have shown that it is equivalent to
a version of the classification EM algorithm, which minimizes the likelihood deprived
of the entropy of the partition. In the context of conditional likelihood with labeled and
unlabeled examples, the criterion is

n∑

i=1

log

(
K∑

k=1

zikfk(xi)

)
+

K∑

k=1

gk(xi) log gk(xi) ,

which is recognized as an instance of the criterion (6) withλ = 1.
Self-confident logistic regression (Grandvalet, 2002), also proposed by Jin & Ghahra-

mani (2003) as “the EM model”, is another algorithm optimizing the criterion forλ = 1.
Using smallerλ values is expected to have two benefits. First, the influence of unla-
beled examples can be controlled, in the spirit of EM-λ (Nigamet al., 2000). Second,
slowly increasingλ defines a scheme similar to the increase of theC∗ parameter in the
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transductive SVM algorithm of Joachims (1999). These schemes are somewhat similar
to the deterministic annealing procedures, used for example in clustering (Roseet al.,
1990). They are expected to help the optimization process toavoid poor local minima
of the criterion.

3.4 Maximal Margin Separators

Maximal margin separators are theoretically well founded models which have shown
great success in supervised classification. For linearly separable data, they have been
shown to be a limiting case of probabilistic hyperplane separators (Tong & Koller,
2000).

In the framework of transductive learning, Vapnik (1998) proposed to broaden the
margin definition to unlabeled examples, by taking the smallest Euclidean distance be-
tween any (labeled and unlabeled) training point to the classification boundary. The fol-
lowing theorem, whose proof is given in Appendix B, generalizes Theorem 5, Corollary
6 of Tong & Koller (2000) to the margin defined in transductivelearning when using
the proposed minimum entropy criterion.

Theorem 1
In the two-class linear separable case, the logistic regression model with bounded
weights, fitted by the minimum entropy criterion, convergestowards the maximum
margin separator (with maximal distance from labeled and unlabeled examples) as the
bound goes to infinity.

Hence, the minimum entropy solution can closely mimic semi-supervised SVM (Ben-
nett & Demiriz, 1999), which partially solves the enumeration problem of the original
solution proposed by Vapnik (1998).

Note however that our criterion is not concave infk, so that the convergence to-
ward the global maximum cannot be guaranteed. To our knowledge, this apparent fault
is shared by all inductive semi-supervised algorithms (learning a decision rule) deal-
ing with a large number of unlabeled data in reasonable time,such as mixture models
or the transductive SVM of Joachims (1999): explicitly or implicitly, inductive semi-
supervised algorithms impute labels which are consistent with a decision rule. The
enumeration of all possible configurations is only avoided thanks to an heuristic pro-
cess which may fail. Most transduction algorithms avoid this enumeration problem
because their labeling process is not required to comply with a parameterized decision
rule. This clear computational advantage has however its counterpart: label propaga-
tion is performed via a predefined, hence non-discriminant,similarity measure. The
experimental section below demonstrates that this may be a serious shortcomming in
high dimensional spaces, or whena priori similar patterns should be discriminated.
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4 Experiments

4.1 Artificial Data

In this section, we chose a simple experimental setup in order to avoid artifacts stem-
ming from optimization problems. This setting enables to check to what extent super-
vised learning can be improved by unlabeled examples, and ifminimum entropy can
compete with generative methods which are usually advocated in this framework.

The minimum entropy criterion is applied to the logistic regression model. It is com-
pared to logistic regression fitted by maximum likelihood (ignoring unlabeled data) and
logistic regression with all labels known. The former showswhat has been gained by
handling unlabeled data, and the latter provides the “crystal ball” ultimate performance
obtained by guessing correctly all labels. All hyper-parameters (weight-decay for all
logistic regression models plus theλ parameter (6) for minimum entropy) are tuned by
ten-fold cross-validation.

Minimum entropy logistic regression is also compared to theclassic EM algorithm for
Gaussian mixture models (two means and one common covariance matrix estimated by
maximum likelihood on labeled and unlabeled examples (McLachlan, 1992). Bad local
maxima of the likelihood function are avoided by initializing EM with the parameters of
the true distribution when the latter is a Gaussian mixture,or with maximum likelihood
parameters on the (fully labeled) test sample when the distribution departs from the
model. This initialization advantages EM, since it is guaranteed to pick, among all
local maxima of the likelihood, the one which is in the basin of attraction of the optimal
value. Furthermore, this initialization prevents interferences that may result from the
“pseudo-labels” given to unlabeled examples at the first E-step. In particular, “label
switching” (badly labeled clusters) is avoided at this stage.

4.1.1 Correct joint density model

In the first series of experiments, we consider two-class problems in a 50-dimensional
input space. Each class is generated with equal probabilityfrom a normal distribution.
Classω1 is normal with mean(aa . . . a) and unit covariance matrix. Classω2 is normal
with mean−(aa . . . a) and unit covariance matrix. Parametera tunes the Bayes error
which varies from 1 % to 20 % (1 %, 2.5 %, 5 %, 10 %, 20 %). The learning sets
comprisenl labeled examples, (nl = 50, 100, 200) andnu unlabeled examples, (nu =
nl× (1, 3, 10, 30, 100)). Overall, 75 different setups are evaluated, and for each one, 10
different training samples are generated. Generalizationperformances are estimated on
a test set of size10 000.

This benchmark provides a comparison for the algorithms in asituation where un-
labeled data are known to convey information. Besides the favorable initialization of
the EM algorithm to the optimal parameters, EM benefits from thecorrectnessof the
model: data were generated according to the model, that is, two Gaussian subpopula-
tions with identical covariances. The logistic regressionmodel is onlycompatiblewith
the joint distribution, which is a weaker fulfillment than correctness.

As there is no modeling bias, differences in error rates are only due to differences in
estimation efficiency. The overall error rates (averaged over all settings) are in favor of
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minimum entropy logistic regression (14.1 ± 0.3 %). EM (15.7 ± 0.3 %) does worse
on average than logistic regression (14.9 ± 0.3 %). For reference, the average Bayes
error rate is 7.7 % and logistic regression reaches10.4 ± 0.1 % when all examples are
labeled.

Figure 1 provides more informative summaries than these rawnumbers. The plots
represent the error rates (averaged overnl) versus Bayes error rate and thenu/nl ra-
tio. The first plot shows that, as asymptotic theory suggests(O’Neill, 1978; Castelli
& Cover, 1996), unlabeled examples are more beneficial when the Bayes error is low.
This observation supports the relevance of the minimum entropy assumption.
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Figure 1: Left: test errorvs. Bayes error rate fornu/nl = 10; right: test errorvs.
nu/nl ratio for 5 % Bayes error (a = 0.23). Test errors of minimum entropy logistic
regression (◦) and mixture models (+). The errors of logistic regression (dashed), and
logistic regression with all labels known (dash-dotted) are shown for reference.

The second plot illustrates that the minimum entropy model takes quickly advantage
of unlabeled data when classes are well separated. Withnu = 3nl, the model consid-
erably improves upon the one discarding unlabeled data. This graph also illustrates the
consequence of the demanding parametrization of generative models. For very large
sample sizes, with 100 times more unlabeled examples than labeled examples, the gen-
erative approach eventually becomes more accurate than thediagnosis approach. How-
ever, mixture models are outperformed by the simple logistic regression model when
the sample size is low, because their number of parameters isquadratic (vs. linear) in
the number of input features.

4.1.2 Misspecified joint density model

In a second series of experiments, the setup is slightly modified by letting the class-
conditional densities be corrupted by outliers. For each class, the examples are gen-
erated from a mixture of two Gaussians centered on the same mean: a unit variance
component gathers 98 % of examples, while the remaining 2 % are generated from a
large variance component, where each variable has a standard deviation of 10. The
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mixture model used by EM is now slightly misspecified since the whole distribution
is still modeled by a simple two-components Gaussian mixture. The results, displayed
in the left-hand-side of Figure 2, should be compared with the right-hand-side of Fig-
ure 1. The generative model dramatically suffers from the misspecification and behaves
worse than logistic regression for all sample sizes. The unlabeled examples have first a
beneficial effect on test error, then have a detrimental effect when they overwhelm the
number of labeled examples. On the other hand, the diagnosismodels behave smoothly
as in the previous case, and the minimum entropy criterion performance improves.
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Figure 2: Test errorvs. nu/nl ratio for a = 0.23. Average test errors for minimum
entropy logistic regression (◦) and mixture models (+). The test error rates of logis-
tic regression (dotted), and logistic regression with all labels known (dash-dotted) are
shown for reference. Left: experiment with outliers; right: experiment with uninforma-
tive unlabeled data.

The last series of experiments illustrate the robustness with respect to the cluster as-
sumption, by testing it on distributions where unlabeled examples are not informative,
and where a low densityP (X) does not indicate a boundary region. The data is drawn
from two Gaussian clusters like in the first series of experiment, but the label is now
independent of the clustering: an examplex belongs to classω1 if x2 > x1 and be-
longs to classω2 otherwise: the Bayes decision boundary is now separates each cluster
in its middle. The mixture model is unchanged. It is now far from the model used to
generate data. The right-hand-side plot of Figure 1 shows that the favorable initializa-
tion of EM does not prevent the model to be fooled by unlabeleddata: its test error
steadily increases with the amount of unlabeled data. On theother hand, the diagnosis
models behave well, and the minimum entropy algorithm is notdistracted by the two
clusters; its performance is nearly identical to the one of training with labeled data only
(cross-validation providesλ values close to zero), which can be regarded as the ultimate
performance in this situation.
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4.1.3 Comparison with manifold transduction

Although our primary goal is to infer a decision function, wealso provide compar-
isons with a transduction algorithm of the “manifold family”. We chose the consistency
method of Zhouet al. (2004) for its simplicity. As suggested by the authors, we set
α = 0.99 and the scale parameterσ2 was optimized on test results (Zhouet al., 2004).
The results are reported in Table 1. The experiments are limited due to the memory
requirements of the consistency method in our naive MATLAB implementation.

Table 1: Error rates (%) of minimum entropy (ME)vs. consistency method (CM), for
a = 0.23, nl = 50, and a) pure Gaussian clusters b) Gaussian clusters corrupted by
outliers c) class boundary passing through the Gaussian clusters.

nu 50 150 500 1500
a) ME 10.8 ± 1.5 9.8 ± 1.9 8.8 ± 2.0 8.3 ± 2.6
a) CM 21.4 ± 7.2 25.5 ± 8.1 29.6 ± 9.0 26.8 ± 7.2
b) ME 8.5 ± 0.9 8.3 ± 1.5 7.5 ± 1.5 6.6 ± 1.5
b) CM 22.0 ± 6.7 25.6 ± 7.4 29.8 ± 9.7 27.7 ± 6.8
c) ME 8.7 ± 0.8 8.3 ± 1.1 7.2 ± 1.0 7.2 ± 1.7
c) CM 51.6 ± 7.9 50.5 ± 4.0 49.3 ± 2.6 50.2 ± 2.2

The results are extremely poor for the consistency method, whose error is way above
minimum entropy, and which does not show any sign of improvement as the sample
of unlabeled data grows. Furthermore, when classes do not correspond to clusters, the
consistency method performs random class assignments. In fact, our setup, which was
designed for the comparison of global classifiers, is extremely defavorable to manifold
methods, since the data is truly 50-dimensional. In this situation, local methods suf-
fer from the “curse of dimensionality”, and many more unlabeled examples would be
required to get sensible results. Hence, these results mainly illustrate that manifold
learning is not the best choice in semi-supervised learningfor truly high dimensional
data.

4.2 Facial Expression Recognition

We now consider an image recognition problem, consisting inrecognizing seven (bal-
anced) classes corresponding to the universal emotions (anger, fear, disgust, joy, sad-
ness, surprise and neutral). The patterns are gray level images of frontal faces, with
standardized positions, as displayed in figure 3. The data set comprises 375 such pic-
tures made of140 × 100 pixels (Abboudet al., 2003; Kanadeet al., 2000)

We tested kernelized logistic regression (Gaussian kernel), its minimum entropy ver-
sion, nearest neigbor and the consistency method. We repeatedly (10 times) sampled
1/10 of the dataset for providing the labeled part, and the remainder for testing. Al-
though(α, σ2) were chosen to minimize the test error, the consistency method per-
formed poorly with63.8± 1.3 % test error (compared to 86 % error for random assign-
ments). Nearest-neighbor get similar results with63.1 ± 1.3 % test error, and Kernel-
ized logistic regression (ignoring unlabeled examples) improved to reach53.6± 1.3 %.
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Anger Fear Disgust Joy Sadness Surprise Neutral

Figure 3: Examples from the facial expression recognition database.

Minimum entropy kernelized logistic regression regression achieves52.0 ± 1.9 % er-
ror (compared to about 20 % errors for human on this database). The scale parameter
chosen for kernelized logistic regression (by ten-fold cross-validation) amount to use
a global classifier. Again, the local methods fail. This may be explained by the fact
that the database contains several pictures of each person,with different facial expres-
sions. Hence, local methods are likely to pick the same identity instead of the same
expression, while global methods are able to learn the discriminating directions.

5 Discussion

We propose to tackle the semi-supervised learning problem in the supervised learning
framework, by using a minimum entropy regularizer. This regularizer is motivated by
theory, which shows that the information content of unlabeled examples is higher for
classes with little overlap. Maximum a posteriori estimation enables to incorporate
minimum entropy regularization in the learning process of any probabilistic classifier.
In this framework, minimum entropy is interpreted as a “usefulness prior” for unlabeled
examples, whose strength can be controlled.

Minimizing entropy gradually increases the confidence of the classifier output at unla-
beled examples. Our proposal encompasses self-learning asa particular case, where, at
the end of the learning process, entropy minimization converges to a solution assigning
hard labels to unlabeled data. The transductive large margin classifier is another lim-
iting case: minimizing entropy on the training sample is a means to drive the decision
boundary away from these examples.

Both local and global classifiers can be fitted by the minimum entropy criterion.
Global classifiers allow to improve over manifold learning when data do not lie on a
low-dimensional manifold, or, as illustrated in the expression recognition experiment,
when the classification task aims at differentiating examples transformed along some
global direction of the manifold. Our experiments also suggest that supervised learning
with minimum entropy regularization may be a serious contender to generative models.
It compares favorably to mixture models in three situations: for small sample sizes,
where the generative model cannot completely benefit from the knowledge of the cor-
rect joint model; when the joint distribution is (even slightly) misspecified; when the
unlabeled examples turn out to be non-informative regarding class probabilities.
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A Detailed derivation of P (Y |X, Z)

Bayes’ rule and total probability theorem yields:

P (Y = ωk|x, z) =
P (z|x, Y = ωk)P (Y = ωk|x)

∑K

`=1 P (z|x, Y = ω`)P (Y = ω`|x)
(7)

From the definition ofz, we haveP (z|Y = ωk) = 0 whenzk = 0, which implies
P (z|x, Y = ωk) = zkP (z|x, Y = ωk).

P (Y = ωk|x, z) =
zkP (z|x, Y = ωk)P (Y = ωk|x)

∑K

`=1 z`P (z|x, Y = ω`)P (Y = ω`|x)
(8)

=
zkP (Y = ωk|x)

∑K

`=1 z`P (Y = ω`|x)
, (9)

where the last line is derived from the missing-at-random assumption,P (z|x, Y =
ωk) = P (z|x, Y = ω`) for all (k, `) such thatzk = z` = 1.

B Proof of theorem 1

Theorem 1
In the two-class linear separable case, the logistic regression model with bounded
weights, fitted by the minimum entropy criterion, convergestowards the maximum mar-
gin separator (with maximal distance from labeled and unlabeled examples) as the
bound goes to infinity.
Proof.
Consider the logistic regression model parameterized byθ = (w, b): P (Y |x) is mod-
eled byf(x;θ) = 1

1+e−(wT
x+b)

for the positive class, and by1−f(x;θ) for the negative

class. Letti ∈ {−1, +1} be a binary variable defined as follows: ifxi is a positive la-
beled example,ti = +1; if xi is a negative labeled example,ti = −1; if xi is an
unlabeled example,ti = sign(f(xi) − 1/2). Themargin for the labeled or unlabeled
examplei is defined asmi(θ) = ti(w

T
xi + b).

The costC (6) can then be written as a function ofmi = mi(θ) as follows

C(θ) = −
nl∑

i=1

log(1 + e−mi) − λ

n∑

i=nl+1

log(1 + e−mi) +
mie

−mi

1 + e−mi
, (10)

where the indices[1, nl] and [nl + 1, n] correpond to labeled and unlabeled data, re-
spectively. The bounded weight estimateθ̂B = (ŵB, b̂B) is obtained by optimizingC
under the constraint‖w‖ ≤ B. In the sequel,mi(θ̂B) will be denotedm̂i

We first show that, asB goes to infinity, all marginŝmi go to infinity. Letθ∗ =
(w∗, b∗) be the parameters of the maximum margin separator with‖w∗‖ = 1. Let
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m∗
i bemi(θ

∗). From the definition ofθ∗, m∗
i > 0, i = 1, . . . , n. Sincemi(Bθ

∗) =
Bmi(θ

∗), limB→∞ mi(Bθ
∗) = ∞, andC(Bθ∗) goes to zero:

lim
B→∞

C(Bθ∗) = lim
B→∞

−
nl∑

i=1

e−Bm∗

i − λ

n∑

i=nl+1

Bm∗
i e

−Bm∗

i

= 0 .

Suppose now that there is at least one examplei, such thatm̂i ≤ M , whereM

is a positive constant. Then,C (10) can trivialy be bounded from above:C(θ̂B) ≤
− log(1 + exp(−M)) if i is labeled andC(θ̂B) ≤ −λ log(1 + exp(−M)) if i is
unlabeled. SinceBθ∗ is an admissible solution withlimB→∞ C(Bθ∗) = 0, θ̂B cannot
maximizeC if M is finite. We thus conclude thatlimB→∞ m̂i = ∞, i = 1, . . . , n.

We now show that‖ŵB‖ = B. For this, we write the gradient ofC(αθ) with respect
to α:

∂C(αθ)

∂α

∣∣∣∣
α=1

=

nl∑

i=1

e−mi

(1 + e−mi)

∂mi

∂α
+ λ

n∑

i=nl+1

mie
−mi

(1 + e−mi)2
∂mi

∂α

=

nl∑

i=1

mie
−mi

(1 + e−mi)
+ λ

n∑

i=nl+1

m2
i e

−mi

(1 + e−mi)2
,

As limB→∞ m̂i > 0, each term in the sum is strictly positive forθ = θ̂B, and

limB→∞
∂C(αbθB)

∂α

∣∣∣
α=1

> 0. The constraint‖w‖ ≤ B is thus active at̂θB =

(ŵB, b̂B), hence‖ŵB‖ = B.
Finally, we derive that logistic regression asymptotically achieves maximum margin

separation. Letm∗
0 = mini∈[1,n] m

∗
i andm̂0 = mini∈[1,n] m̂i denote the minimum

margin among all labeled and unlabeled examples, and the minimum margin achieved
by logistic regression, respectively. We show below thatlimB→∞

bm0

‖bwB‖
= m∗

0.
Let I∗l andI∗u denote the set of indices of respectively labeled and unlabeled examples

with minimum marginI∗l = {i ∈ [1, nl]|m∗
i = m∗

0} andI∗u = {i ∈ [nl + 1, n]|m∗
i =

m∗
0}. Accordingly, we denotêIl = {i ∈ [1, nl]|m̂i = m̂0} and Îu = {i ∈ [nl +

1, n]|m̂i = m̂0}. Finally, we definec∗ = min(2, argminm∗

i
>m∗

0

m∗

i −m∗

0

m∗

0

), and ĉ =

min(2, argmin bmi> bm0

bmi− bm0

bm0

).

C(Bθ∗) = −



|I∗l | − λ
∑

i∈I∗

u

(1 + Bm∗
i )



 e−Bm∗

0 + O(Bm∗
0 e−c∗Bm∗

0 )

C(θ̂B) = −



|Îl| − λ
∑

i∈bIu

(1 + m̂i)



 e−bm0 + O(m̂0 e−bc bm0)

where|I| denote the cardinal number of setI.
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We now note that for anyε < 1, limB→∞ Bm∗
0e

−(c∗−ε)Bm∗

0 = 0, hence

lim
B→∞

eεBm∗

0C(Bθ∗) = lim
B→∞

−



|I∗l | − λ
∑

i∈I∗

u

(1 + Bm∗
i )



 e−(1−ε)Bm∗

0

= 0

The optimality ofθ̂B entailsC(θ̂B) ≥ C(Bθ∗), which implies that for anyε < 1,

lim
B→∞

eεBm∗

0C(θ̂B) = 0

lim
B→∞

−



|Îl| − λ
∑

i∈bIu

(1 + m̂i)



 eεBm∗

0
−bm0 = 0

Hence, for anyε < 1, limB→∞ B( bm0

B
− εm∗

0) = ∞. As by definition bm0

B
≤ m∗

0, we
conclude thatlimB→∞

bm0

B
= limB→∞

bm0

‖bwB‖
= m∗

0.

Note that besides the linear separable case, this theorem can be easily extended to
kernelized logistic regression using kernels ensuring linear separability (such as the
Gaussian kernel).

References

ABBOUD B., DAVOINE F. & M O D. (2003). Expressive face recognition and synthesis.
In Computer Vision and Pattern Recognition Workshop, volume 5, p.̃54.

AMINI M. R. & GALLINARI P. (2002). Semi-supervised logistic regression. In15th
European Conference on Artificial Intelligence, p. 390–394: IOS Press.

BENNETT K. P. & DEMIRIZ A. (1999). Semi-supervised support vector machines. In
M. S. KEARNS, S. A. SOLLA & D. A. COHN, Eds.,Advances in Neural Information
Processing Systems 11, p. 368–374: MIT Press.

BERGERJ. O. (1985).Statistical Decision Theory and Bayesian Analysis. New York:
Springer, 2 edition.

BRAND M. (1999). Structure learning in conditional probability models via an entropic
prior and parameter extinction.Neural Computation, 11(5), 1155–1182.

CASTELLI V. & C OVER T. M. (1996). The relative value of labeled and unlabeled
samples in pattern recognition with an unknown mixing parameter. IEEE Trans. on
Information Theory, 42(6), 2102–2117.

CORDUNEANU A. & JAAKKOLA T. (2003). On information regularization. InPro-
ceedings of the 19th conference on Uncertainty in ArtificialIntelligence (UAI).

FRIEDMAN J., HASTIE T. & T IBSHIRANI R. (2000). Additive logistic regression: a
statistical view of boosting.The Annals of Statistics, 28(2), 337–407.

GRANDVALET Y. (2002). Logistic regression for partial labels. In9th Information Pro-
cessing and Management of Uncertainty in Knowledge-based Systems – IPMU’02,
p. 1935–1941.

295



CAp 2005

JIN R. & GHAHRAMANI Z. (2003). Learning with multiple labels. InAdvances in
Neural Information Processing Systems 15: MIT Press.

JOACHIMS T. (1999). Transductive inference for text classification using support vector
machines. InInternational Conference on Machine Learning (ICML), p. 200–209.

KANADE T., COHN J. & TIAN Y. (2000). Comprehensive database for facial expres-
sion analysis. In4th IEEE International Conference on Automatic Face and Gesture
Recognition.

MCLACHLAN G. J. (1992).Discriminant analysis and statistical pattern recognition.
Wiley.

NIGAM K. & G HANI R. (2000). Analyzing the effectiveness and applicability of co-
training. InNinth International Conference on Information and Knowledge Manage-
ment, p. 86–93.

NIGAM K., MCCALLUM A. K., THRUN S. & M ITCHELL T. (2000). Text classifica-
tion from labeled and unlabeled documents using EM.Machine learning, 39(2/3),
103–134.

O’NEILL T. J. (1978). Normal discrimination with unclassified observations.Journal
of the American Statistical Association, 73(364), 821–826.

ROSE K., GUREWITZ E. & FOX G. (1990). A deterministic annealing approach to
clustering.Pattern Recognition Letters, 11(9), 589–594.

SEEGERM. (2002).Learning with labeled and unlabeled data. Rapport interne, Insti-
tute for Adaptive and Neural Computation, University of Edinburgh.

SZUMMER M. & JAAKKOLA T. S. (2003). Information regularization with partially
labeled data. InAdvances in Neural Information Processing Systems 15: MIT Press.

TONG S. & KOLLER D. (2000). Restricted bayes optimal classifiers. InProceedings
of the 17th National Conference on Artificial Intelligence (AAAI), p. 658–664.

VAPNIK V. N. (1998).Statistical Learning Theory. Adaptive and learning systems for
signal processing, communications, and control. New York:Wiley.

ZHOU D., BOUSQUET O., NAVIN LAL T., WESTON J. & SCHÖLKOPF B. (2004).
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Résuḿe : Cet article présente une étude en apprentissage automatique semi-
supervisé asymétrique, c’est-à-dire à partir de donn´ees positives et non-
étiquetées, ainsi qu’une application à un problème bio-informatique. Nous mon-
trons que sous des hypothèses très naturelles, le classifieur naı̈f de Bayes peut être
identifié à partir de données positives et non étiquetées. Nous en déduisons des al-
gorithmes que nous étudions sur des données artificielles. Enfin, nous présentons
une application de ces travaux sur le problème de l’extraction d’affinités locales
dans les protéines pour la prédiction des ponts disulfures. Les résultats permettent
d’étayer une hypothèse sur la manière de formaliser les données biologiques pour
des cas d’interactions physiques locales.

Mots-clés: Apprentissage semi-supervisé, Naı̈ve Bayes, E.M., Ponts disulfures.

1 Introduction

De nombreux thèmes contemporains de recherche en biologieet en bio-informatique,
liés à l’étude des protéines, sont étroitement en rapport avec des phénomènes d’interac-
tions physiques locales. Les brins beta ou encore les ponts disulfures dans les protéines
sont des exemples de phénomènes liés à des interactionsphysiques. Pouvoir prédire
avec un maximum de précision et de pertinence ces interactions améliorerait de manière
significative la prédiction de la structure tridimensionnelle des protéines, elle-même
étant liée à sa fonction biologique. Déterminer cette structure expérimentalement, par
résonance magnétique nucléaire, est une tâche longue,difficile, coûteuse et de plus,
non applicable à certaines familles de protéines. Or on sait par ailleurs que la structure
d’une protéine est déterminée par sa structure primaire, séquence d’acides aminés, et
par son milieu d’occupation. Il est donc naturel de mettre aupoint des algorithmes de
prédiction de la structure 3D à partir de la séquence primaire. Actuellement, près de 2
millions de séquences protéiques sont disponibles pour moins de 20000 structures 3D.

Nous nous sommes intéressés à un élément de la structure 3D : les ponts disulfures.
Ces ponts sont des liaisons covalentes qui se forment entre deux cystéines suite à leur
oxydation. La cystéine est un des 20 acides aminés qui constituent la séquence primaire

†Ces travaux sont en partie financés par l’A.C.I. Masses de Données GENOTO3D
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des protéines. Une cystéine peut former un pont avec une autre cystéine proche ou
distante sur la séquence, et est contrainte à une unicitéde liaison.

La prédiction des ponts disulfures peut se décomposer en deux étapes : la prédiction
des cystéines oxydées et la prédiction des ponts eux-mêmes. De nombreux travaux ont
permis d’élaborer des méthodes adaptées à la premièretâche, mais il y a peu de résultats
pour la deuxième. C’est donc à la prédiction des ponts disulfures, sachant l’état d’oxy-
dation des cystéines, que nous nous sommes intéressés.

Des acides aminés proches dans l’espace interagissent entre eux. On peut donc ima-
giner que les interactions entre les acides aminés situésautour de deux cystéines contri-
buent à ce que nous appellerons uneaffinité entre ces cystéines. Il est clair que cette
information seule ne suffit pas à déterminer les ponts, mais nous cherchons à l’extraire
au mieux dans le but de l’intégrer dans des processus de prédiction des ponts disulfures.

Déterminer si deux segments d’une protéine ont de l’affinité l’un pour l’autre peut être
considéré comme un problème de classification supervis´ee, où les segments appariés
sont vus comme ayant de l’affinité, et les segments non appariés comme n’en ayant
pas. On peut également voir le problème de manière différente, en considérant comme
précédemment que les couples de segments appariés ont del’affinité l’un pour l’autre,
mais que des couples de segments non appariés peuvent ou nonen avoir. En effet, une
cystéine ne pouvant appartenir qu’à un seul pont disulfure, le nombre de ponts dans une
protéine est donc contraint. Nous modélisons cette situation en supposant que les paires
de segments appariés appartiennent à la classe des segments qui ont de l’affinité l’un
pour l’autre et que les paires de segments non appariés n’apportent pas d’informations
sur la notion d’affinité.

C’est alors un cas d’apprentissage semi-supervisé, gén´eralement rencontré sous le
nom d’apprentissagèa partir de donńees positives et nońetiquet́ees, que nous appe-
lonsasyḿetrique. Ce contexte particulier d’apprentissage nécessite de montrer que le
problème est bien posé (les données permettent-elles àla limite d’identifier la cible) et
l’élaboration de nouveaux algorithmes.

Nous donnons dans la section 2 une brève description des méthodes utilisées lors de
nos travaux ainsi que des résultats de la littérature sur ce thème de travail. En section 3,
nous exposons notre étude théorique de l’apprentissage asymétrique et en section 4 et
5 nous présentons des résultats expérimentaux sur des données artificielles et réelles.

2 Préliminaires

Cette section présente les méthodes et algorithmes utilisés dans nos travaux, ainsi que
divers résultats sur l’apprentissage à partir de données positives et non étiquetées.

2.1 La règle de Bayes et le classifieur naı̈f de Bayes

Soit X =
m
∏

i=1

X i un domaine défini parm attributs symboliques. Pour toutx ∈ X ,

on noteraxi la projection dex surX i. Soit P une loi de distribution surX et soitY
un ensemble de classes muni des lois de distributions conditionnellesP (.|x) pour tout
x ∈ X . La règle de décision optimale pour attribuer une classe `a tout objetx ∈ X est
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la règle de Bayesqui sélectionne la classey ∈ Y possédant la plus grande probabilité
sachantx. On peut formuler cette règle de la façon suivante :

CBayes(x) = argmax
y

P (y|x) = argmax
y

P (x|y) · P (y) (x ∈ X, y ∈ Y )

En règle générale, les quantitésP (x|y) ne peuvent pas être estimées à partir d’un
échantillon d’apprentissage. En revanche, si les attributs sont indépendants deux à deux

conditionnellement à chaque classe, on a alorsP (x|y) =
m
∏

i=1

P (xi|y) et dans ce cas,

le nombre de paramètres à estimer devient raisonnable. Pour des classes et attributs
binaires, le nombre de paramètres à estimer passe deO(2m) à O(m). Que l’hypothèse
d’indépendance soit vérifiée ou non, on appelleclassifieur näıf de Bayesla règle définie
par :

CNB(x) = argmax
y

P (y)
m
∏

i=1

P (xi|y) (x ∈ X, y ∈ Y )

L’hypothèse d’indépendance n’est pas vérifiée dans la plupart des problèmes réels.
Néanmoins, le classifieur naı̈f de Bayes est connu pour donner de bons résultats pour
des tâches de classification (Domingos & Pazzani, 1996).

Les paramètres nécessaires à l’évaluation deCNB lorsqueY = {0, 1} sont les pro-
babilitésα = P (y = 1), la probabilité d’observer un exemple de la classe notée1 que
nous appelons classepositiveet l’ensemble desλikj = P (xi = k|y = j), les probabi-
lités d’observer l’attributi dex égal àk sachant quex est de la classej (j ∈ {0, 1}).
Une instance de ces paramètres sera appeléemod̀eleet sera notéeθ.

2.2 Le principe du maximum de vraisemblance et application au
classifieur näıf de Bayes

L’objectif de l’apprentissage automatique est de construire un modèle qui rend
compte des données. Le principe du maximum de vraisemblance définit un critère per-
mettant de choisir un tel modèle.

2.2.1 Principe du maximum de vraisemblance

Pour un échantillonS = {(xs, ys), s ∈ 1, ..., l} de données indépendamment et
identiquement distribuées selon la loi jointeP (x, y) = P (x)P (y|x) et un modèleθ,
on appellevraisemblance(resp.log-vraisemblance) de S pour le modèleθ et on note
L(θ, S) (resp.l(θ, S)) les valeurs :

L(θ, S) =

l
∏

s=1

P (xs, ys|θ) et l(θ, S) = log L(θ, S)

Le principe du maximum de vraisemblance recommande de trouver un modèleθ tel que
L(θ, S) - et donc aussil(θ, S) - soit maximale.
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2.2.2 Application au classifieur naı̈f de Bayes

Si on noten0 le nombre de données classées ’0’ dans l’échantillonS d’apprentissage,
n1 le nombre de données classées ’1’ (n0 +n1 = l), nk

ij le nombre d’exemples tels que
xi = k et y = j etDom(xi) l’ensemble des valeurs que peut prendre l’attributxi, on
peut écrire la vraisemblance et la log-vraisemblance de S dans le modèleθ en fonction
deα et desλikj :

L(θ, S) =
l

∏

s=1
P (ys)

[

m
∏

i=1

P (xi
s|ys)

]

= αn1 · (1 − α)n0 ·
∏

1≤i≤m,0≤j≤1
k∈Dom(xi)

λ
nk

ij

ikj

l(θ, S)= log L(θ, S)
= n1 · logα + n0 · log(1 − α) +

∑

1≤i≤m,0≤j≤1
k∈Dom(xi)

nk
ij · log λikj

Cette fonction trouve son maximum pour le modèleθS
mv suivant :

– α = n1

n0+n1
, la proportion d’exemples positifs dans les données d’apprentissage,

– λikj =
nk

ij
P

r∈Dom(xi)

nr
ij

, le rapport du nombre de données d’apprentissage de classej

tel quexi = k par le nombre de données étiquetéesj.

2.2.3 Cas semi-superviśe

En contexte semi-supervisé, on dispose de deux échantillons de données :Slab =
{(x1, y1), ..., (xl, yl)}, un échantillon de données étiquetées, etSunl = {x′

1, ..., x
′
l′},

un échantillon de données non étiquetées. On modélisela présence de ces deux
échantillons par l’existence d’un oracle qui, avec une certaine probabilitéβ fournit un
exemple étiqueté et avec une probabilité1 − β procure un exemple non étiqueté. Le
paramètreβ complète le modèleθ vu précédemment. Dans ce nouveau modèle, que
nous notonsθ′, les probabilités d’avoirz = (x, y) ∈ Slab et d’avoirz = x ∈ Sunl se
calculent de la manière suivante :

P (z = (x, y)|θ′, z ∈ Slab) = β.P (x, y|θ)

P (z = x|θ′, x ∈ Sunl) = (1 − β).P (x|θ)
avecP (x|θ) = P (y = 1|θ).P (x, y|y = 1, θ) + P (y = 0|θ).P (x, y|y = 0, θ)

La vraisemblance deSlab et Sunl pour le modèleθ′ s’écrit alors :

L(θ′, Slab, Sunl) =
l

∏

s=1
βP (xs, ys|θ)

l′
∏

r=1
(1 − β)P (x′

r |θ)

= βlL(θ, Slab)(1 − β)l′
l′
∏

r=1

(

α
∏

1≤i≤m
k/xi

r=k

λik1 + (1 − α)
∏

1≤i≤m
k/xi

r=k

λik0

)
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Cette formule permet de trouver analytiquement la valeur optimale deβ pour maximi-
ser la vraisemblance :β = l

l+l′
, soit la proportion d’exemples étiquetés dans l’ensemble

d’apprentissage. En revanche, elle ne permet pas de trouverles paramètresα etλikj du
modèleθ′ qui maximisent la vraisemblance, comme dans le cas supervisé du modèle
naı̈f de Bayes. La méthode E.M. permet de pallier ce problème (cf. section 2.3).

2.2.4 Cas semi-superviśe asyḿetrique

Le cas semi-supervisé asymétrique est proche du cas semi-supervisé classique. L’en-
sembleSlab est réduit àSpos = {(x1, 1), ..., (xl, 1)}, cela entraı̂ne que le paramètreβ

représente maintenant la probabilité d’observer un exemple positif. Avec les mêmes no-
tations que précédemment, la vraisemblance deSpos etSunl pour le modèleθ′ s’écrit :

L(θ′, Spos, Sunl)

= βlL(θ, Spos)(1 − β)l′L(θ, Sunl)

= βlαl
l

∏

r=1

(

∏

1≤i≤m
k/xi

r=k

λik1

)

(1 − β)l′
l′
∏

r=1

(

α
∏

1≤i≤m
k/xi

r=k

λik1 + (1 − α)
∏

1≤i≤m
k/xi

r=k

λik0

)

2.3 La méthode E.M. (Expectation, Maximisation)

La méthode E.M. a été élaborée par (Dempsteret al., 1977) pour l’inférence de
modèles de mélange de densités.

2.3.1 Méthode

Cette section décrit la méthode E.M. en suivant (Hastieet al., 2001). Soientθ′ un
modèle,Z l’ensemble des données observées,Zm les données manquantes, etT l’en-
semble de données complètes d’un problème,T = (Z, Zm). Si on note :

- l0(θ
′, T ) la log-vraisemblance deT dans le modèleθ′,

- l1(θ
′, Zm|Z) la log-vraisemblance deZm dans le modèleθ′ sachantZ,

- l(θ′, Z) la log-vraisemblance deZ dans le modèleθ′,

alorsl(θ′, Z) + l1(θ
′, Zm|Z) = l0(θ

′, T ), soit :

l(θ′, Z) = l0(θ
′, T )− l1(θ

′, Zm|Z)

En supposant que les données sont générées selonθ et queZ a été observé, les termes
de l’égalité précédente sont des variables aléatoires dépendantes deZm, on peut donc
calculer leur espérance :

E( l(θ′, Z)|Z, θ ) = E( l0(θ
′, T )|Z, θ ) − E( l1(θ

′, Zm)|Z, θ )

Soit, en posantQ(θ′, θ) = E( l0(θ
′, T )|Z, θ ) etR(θ′, θ) = E( l1(θ

′, Zm)|Z, θ ) et en
remarquant queE( l(θ′, Z)|Z, θ ) = l(θ′, Z) :

l(θ′, Z) = Q(θ′, θ) − R(θ′, θ)
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La méthode du maximum de vraisemblance demande de chercherun modèleθ′ qui
maximisel(θ′, Z). La méthode E.M. est une heuristique, basée sur le résultat suivant
qui énonce que maximiserQ ne peut pas faire décroı̂tre la vraisemblance.

Théorème 1
Si Q(θ′, θ) > Q(θ, θ) alorsl(θ′, Z) > l(θ, Z) (Dempsteret al., 1977)

La méthode E.M. peut être décrite par l’algorithme suivant :

Algorithme 1
Entr ée :Z

1) Choisir un modèlêθ0

2) CalculerQ(θ̂i, θ̂i) pour lei courant (phase d’estimation)
3) Trouverθ̂i+1 tel queQ(θ̂i+1, θ̂i) > Q(θ̂i, θ̂i) (phase de maximisation)
4) Itérer à l’étape deux jusqu’à convergence

Sortie : un modèleθc

L’algorithme converge vers un maximum local de la vraisemblance. (Dempsteret al.,
1977) proposent de répéter l’expérience et de choisir lemodèleθc de plus grande vrai-
semblance.

2.3.2 Application au classifieur naı̈f de Bayes

Pour le classifieur naı̈f de Bayes en contexte semi-supervisé,Z = {Slab, Sunl} avec
Slab = {(x1, y1), ..., (xl, yl)} etSunl = {x′

1, .., x
′
l′}, les données manquantesZm sont

les étiquettes des données deSunl et T = (Z, Zm). Avec les mêmes notations que
précédemment, les paramètresα = P (y = 1) etλikj = P (xj = k|y = i) se calculent
de la manière suivante à chaque itération de l’algorithme (McCallumet al., 1999) :

α =

n1 +
l′
∑

s=1
P̂ (y′

s = 1|x′
s, θ̂)

l + l′
, λikj =

nk
ij +

l′
∑

s=1
P̂ (y′

s = j|x
′i
s = k, θ̂)

∑

r∈Dom(xi)

[nr
ij +

l′
∑

s=1
P̂ (y′

s = j|x′i
s = r, θ̂)]

où lesP̂ sont estimées en fonction du modèle courantθ̂. (McCallumet al., 1999) pro-
posent l’algorithme suivant :

Algorithme 2 (EM+NB semi-superviśe)
Entr ée :Slab, Sunl

1) θ̂0 = N.B.(Slab), le modèle appris sur les données étiquetées
2) ∀x′ ∈ Sunl calculerP (y′ = j|x′, θ̂k), avec le modèlêθk courant,j ∈ {0, 1}

3) MaximiserQ(θ̂k+1, θ̂k)
4) Itérer à l’étape 2 jusqu’à convergence

Sortie : un modèleθc

Les résultats sur un problème de classification de textes montrent une amélioration
sensible des résultats lors de l’ajout de données non étiquetées aux données étiquetées.
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2.4 Apprentissagèa partir de données positives et nońetiquetées

Le thème de l’apprentissage à partir de données positives et non étiquetées a déjà
été abordé par divers chercheurs (Denis, 1998; Deniset al., 1999; Liu & Li, 2003).
Dans ce contexte, on trouve également l’utilisation du classifieur naı̈f de Bayes pour
une application à la classification de textes (Deniset al., 2003). Dans ces travaux, les
auteurs partent de l’hypothèse que le paramètreα = P (y = 1) est connu, ce paramètre
étant indispensable pour calculer le classifieur (cf. section 3.1). Or, ce paramètre étant
généralement inconnu, l’estimation de celui-ci est doncun problème latent.

Il a été montré dans (Whiley & Titterington, 2002; Geigeret al., 2001) que, sous
l’hypothèse d’indépendance des attributs conditionnellement à chaque classe, les pa-
ramètres du modèle sont identifiables à partir de la distribution P (.) sur X lorsque
le nombre d’attributs est supérieur à deux et à la détermination des classes près,
c’est-à-direP (.) détermine l’ensemble{α, 1 − α}. Des formules analytiques per-
mettant d’estimer les paramètres du modèle à partir d’échantillons d’exemples non
étiquetés sont également fournies. Mais dans le cas qui nous intéresse, nous disposons
aussi d’exemples positifs qui doivent permettre d’identifier les classes et d’obtenir de
meilleures estimations.

3 Estimation des param̀etres d’un classifieur näıf de
Bayes

Après avoir exposé quelques propriétés sur le cas gén´eral de l’apprentissage
asymétrique (section 3.1), nous établissons une formulequi montre que les paramètres
du modèle sont identifiables lorsque le nombre d’attributsest supérieur ou égal à deux
(section 3.2). Cette formule permet de définir un estimateur consistant du paramètre
P (y = 1). En section 3.3, nous proposons une adaptation de l’algorithme 2 au cas
semi-supervisé asymétrique en vue de comparer les deux algorithmes sur des données
artificielles.

3.1 Cas ǵenéral

Le cadre général de l’apprentissage statistique supposel’existence de distributions
P (.) surX etP (.|x) surY pour toutx ∈ X . Dans le casY = {0, 1}, ces distributions
sont déterminées par la donnée deP (.) etP (.|y = 1) surX , etP (y = 1). En effet :

P (y = 1|x) =
P (x|y = 1) · P (y = 1)

P (x)
etP (y = 0|x) = 1 − P (y = 1|x)

Des échantillons de données positives et non étiquetées,Spos et Sunl, permettent de
déterminer des estimations des distributionsP (.) surX et P (.|y = 1) surX . Dans le
cas général le paramètreP (y = 1) doit être connu.

Propri été 1
En règle générale, P(y=1) n’est pas déterminé par la donnée deP (x) etP (x|y = 1).
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Soit r = Inf{ P (x)
P (x|y=1) | x ∈ X et P (x|y = 1) 6= 0}. Alors pour toutλ ∈ ]0, r],

il existeP ′ tel que pour toutx ∈ X , P ′(x) = P (x), P ′(x|y = 1) = P (x|y = 1) et
P ′(y = 1) = λ. En effet, soitλ tel que0 < λ ≤ r. Alors, en posant :

P ′(x|y = 0) =
P ′(x) − P ′(x|y = 1).λ

1 − λ
∀x ∈ X

on obtientP ′(y = 1) = λ. L’ensemble desλ acceptables étant l’intervalle]0, r], le
paramètreP (y = 1) n’est donc pas déterminé.

Remarque
Dans certains cas,P (y = 1) est déterminé par les paramètresP (x) et P (x|y = 1).
Un cas trivial est celui des modèles déterministes : pour tout x, P (y = 1|x) = 1 ou
P (y = 1|x) = 0. Dans ce casP (y = 1) =

∑

x∈X

P (x)P (y = 1|x) =
∑

P (x|y=1) 6=0

P (x).

3.2 Déterminisme et identification du paramètre P(y=1)

Nous montrons dans cette section que les distributionsP (.) surX etP (.|y = 1) sur
X déterminent le paramètreP (y = 1) pour les distributions suivant l’hypothèse naı̈ve
de Bayes et nous donnons un estimateur consistant pour ce paramètre. L’apprentissage
à partir de données positives et non étiquetées est doncenvisageable sans hypothèse
supplémentaire.

Théorème 2
Pour les distributions de probabilité satisfaisant l’hypothèse naı̈ve de Bayes, la donnée
deP (.) surX et deP (.|y = 1) surX détermine le paramètreP (y = 1) sous réserve
qu’il existe au moins deux attributs distinctsxi et xj tels queP (xi = .|y = 1) 6=
P (xi = .|y = 0) etP (xj = .|y = 1) 6= P (xj = .|y = 0).

Démonstration
Avant le cas général, nous traitons les deux cas limites duparamètreP (y = 1) :

– Remarquons tout d’abord que le casP (y = 1) = 0 est impossible puisque l’on
suppose l’existence de l’ensembleSpos.

– De plus, sous les conditions du théorème, nous montrons queP (y = 1) = 1 <=>

P (.) = P (.|y = 1) pour toutx ∈ X , en effet,
– l’implication => est triviale,
– supposons queP (.) = P (.|y = 1) etP (y = 1) < 1, alors :

P (.|y = 1) · (1 − P (y = 1)) = P (.|y = 0) · (1 − P (y = 1)) et donc :
P (.|y = 1) = P (.|y = 0), ce qui contredit l’hypothèse.

Nous considérons maintenant le cas général0 < P (y = 1) < 1.
Soientpik = P (xi = k|y = 1) et qik = P (xi = k|y = 0) ∀i ∈ {1, ..., m}. Pour

tout couple(i, j) d’attributs distincts, et pour tout couplek, l de valeurs respectives des
attributsxi etxj , on peut déduire le système d’équations suivant :
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





αik = P (xi = k) = pik.P (y = 1) + qik.(1 − P (y = 1))
αjl = P (xj = l) = pjl.P (y = 1) + qjl.(1 − P (y = 1))
αik,jl = P (xi = k ∩ xj = l) = pik.pjl.P (y = 1) + qik.qjl.(1 − P (y = 1))

Considérons un couple(i, j) d’attributs distincts et un couple(k, l) de valeurs
d’attributs respectives pourxi et xj tels quepik 6= qik et pjl 6= qjl, avec les égalités
provenant des deux premières équations du système, on peut écrire :

qik =
αik − pik.P (y = 1)

1 − P (y = 1)
qjl =

αjl − pjl.P (y = 1)

1 − P (y = 1)

En remplaçantqik et qjl dans la troisième équation du système, on obtient, après
simplification, l’équation du premier degré enP (y = 1) suivante :

P (y = 1)(pikpjl − αikpjl − αjlpik + αik,jl) = αik,jl − αikαjl

Pour obtenir une expression analytique deP (y = 1) à partir de cette équation, il est
nécessaire de montrer quepikpjl−αikpjl−αjlpik +αik,jl 6= 0 et queαik,jl 6= αik ·αjl

(sans quoiP (y = 1) = 0).

- On peut écrire (pikpjl − αikpjl − αjlpik + αik,jl) en fonction depik, pjl, qik, qjl,
etP (y = 1) en remplaçantαik, αjl, αik,jl par leur définition. On obtient :

pikpjl − αikpjl − αjlpik + αik,jl = (1 − P (y = 1)).(pik − qik).(pjl − qjl)

Donc sous les conditions du théorème :pikpjl − αikpjl − αjlpik + αik,jl 6= 0.

- αik,jl = αik · αjl signifie que les attributs descriptifs sont indépendants.Or, nous
travaillons sous l’hypothèse d’indépendance des attributs conditionnellement à chaque
classe. Les deux conditions réunies ont pour conséquencedirecte (développement non
précisé faute de place) :P (y = 1) · (1−P (y = 1)) · (pik − qik) · (pjl − qjl) = 0. Sous
les conditions du théorème, cette égalité n’est jamaisvérifiée.
On peut donc écrire :

(1) P (y = 1) =
αik,jl − αikαjl

pikpjl − αikpjl − αjlpik + αik,jl

Les paramètresαik,jl , αik, αjl, pik, pjl pouvant être calculés à partir des distributions
P (.) etP (.|y = 1), P (y = 1) est bien déterminé parP (.) etP (.|y = 1).�

Cette formule conduit à une estimation naturelle du param`etreP (y = 1). Soient
α̂ik,jl, α̂ik, α̂jl, p̂ik, p̂jl des estimateurs des paramètresαik,jl, αik, αjl, pik, pjl respec-
tivement, on considère :
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(2) P̂ (y = 1) =

∑

i,j,k,l

|α̂ik,jl − α̂ikα̂jl|

∑

i,j,k,l

|p̂ik p̂jl − α̂ik p̂jl − α̂jlp̂ik + α̂ik,jl|

aveci 6= j etk et l un couple de valeurs respectives des attributsxi etxj . On en déduit
l’algorithme d’apprentissage suivant :

Algorithme 3 (NB semi-sup. asyḿetrique)
Entr ée :Spos, Sunl

1) Calculer les estimateurŝαik,jl , α̂ik, α̂jl, p̂ik, p̂jl des paramètres
αik,jl , αik, αjl, pik, pjl surSpos etSunl

2) CalculerP̂ (y = 1) par la formule (2)
3) Calculer les estimateurs des paramètres manquants du modèle :q̂ik, q̂jl

Sortie : un modèlêθ

En l’absence de résultats théoriques sur la vitesse de convergence de l’estimateur (2),
nous avons décidé de comparer les résultats obtenus par l’algorithme 3 à ceux que l’on
obtient en maximisant la vraisemblance au moyen de la méthode E.M.. Pour cela, nous
proposons un algorithme adapté de l’algorithme 2 à la section suivante.

3.3 Algorithme näıf de Bayes en contexte semi-supervisé
asymétrique

Nous présentons ici un algorithme itératif, adapté de l’algorithme 2 (McCallumet al.,
1999) qui permet d’estimer le paramètreP (y = 1) sur le critère du maximum de vrai-
semblance. Nous proposons la solution suivante :

Algorithme 4 (EM+NB asym. + aléa)
Entr ée :Spos, Sunl

M=∅
Estimer les quantitésP (xi = k|y = 1) etP (xi = k) avecSpos etSunl.
Répéter

1) Tirer aléatoirement un paramètreP (y = 1)
2) Calculer un modèleθ0 à partir des estimations desP (xi = k|y = 1) et

P (xi = k) et du paramètreP (y = 1) tiré alátoirement.
3) ∀x′ ∈ Sunl calculerP (y = j|x′, θk), avec lek courant et oùj ∈ {0, 1}
4) MaximiserQ(θk+1, θk) (cf section 2.3.2 pour le détail des calculs)
5) Itérer à l’étape 3 jusqu’à convergence
6) Insérer le modèleθ final dans M

Choisir un modèleθ dans M de vraisemblance maximale.
Sortie : un modèleθ

On peut également dériver de cet algorithme un cinquièmealgorithme en remplaçant
le tirage aléatoire deP (y = 1) à la phase 1 de l’algorithme par l’estimation deP (y = 1)
donnée par la formule (2). Dans ce cas, la boucle répéter est inutile. Nous noterons
Algorithme 5 (EM+NB asym. + (2))cette variante.
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4 Résultats exṕerimentaux sur des donńees artificielles

4.1 Exemple

Cette section présente un exemple de déroulement de l’algorithme 4 et expose le pro-
tocole expérimental utilisé dans le cadre des expériences sur des données artificielles.

Le modèle cibleθc est tiré aléatoirement, il satisfait l’hypothèse naı̈ve de Bayes.
Les données possèdent 50 attributs binaires, l’ensembleSpos contient 20 données
(xi, 1), i ∈ {1, ..., 20}, tirées aléatoirement selon les distributionsP (x|y = 1) du
modèle cible, l’ensembleSunl contient 1000 donnéesx′

i, i ∈ {1, ..., 1000}, tirées
aléatoirement selon les distributionsP (x) et enfin, pour tester la performance des
modèles inférés, un ensembleStest contenant 1000 données(x′′

i , y′′
i ), i ∈ {1, ..., 1000},

y′′
i ∈ {0, 1}, est généré selon les distributionsP (y = 1), P (x|y = 1) etP (x|y = 0).
Les trois critères observés lors du déroulement de l’algorithme sont : le paramètre

P (y = 1), le taux d’erreur sur les données test des différents mod`eles et la
log-vraisemblance des modèles inférés sur l’ensembleStest. Le modèleθc généré
aléatoirement prend les valeurs suivantes pour ces param`etres :P (y = 1) = 0, 5798,
Erreur(θc, Stest) = 0, 045 et l(θc, Stest) = −5651, 84.

La phase d’initialisation est numérotée0. Le paramètreP (y = 1) tiré aléatoirement
à la phase 1 de l’algorithme est indiqué en gras. Chaque étape correspond à une phase
complète d’itération (indices 3, 4 et 5 de l’algorithme 4). La dernière ligne, marquée en
gras, indique la dernière étape avant convergence.

étape k P(y=1) log-vraisemblance(θk,Stest) Erreur(θk,Stest)
0 0,7868 -6813,95 0,248
1 0,8286 -5909,26 0,188
2 0,7762 -5804,40 0,124
3 0,7221 -5735,62 0,111
4 0,6744 -5694,87 0,046
5 0,6368 -5673,13 0,046
6 0,6104 -5663,93 0,045
7 0,5934 -5661,03 0,045
8 0,5830 -5660,45 0,044
9 0,5767 -5660,38 0,045

Tableau 1

Une seule itération de la boucle ”répéter” est indiquée, nous avons constaté que
différentsP (y = 1) tirés aléatoirement menaient la plupart du temps au mêmemodèle.

4.2 Comparaison de l’algorithme näıf de Bayes dans les cas semi-
superviśes classique et asyḿetrique

Cette section présente les résultats expérimentaux obtenus sur des données générées
artificiellement selon le protocole exposé section 4.1. Différentes tailles des ensembles
Slab et Sunl et différents nombres d’attributs binaires par donnée sont testés. Ces
résultats permettent de comparer les performances des algorithmes 2, 3, 4 et 5.
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L’algorithme 2 utilise un ensembleSlab de données étiquetées et un ensembleSunl de
données dont la classe n’est pas connue, les tailles de ces ensembles sont signalées dans
le tableau 2. Les algorithmes 3, 4 et 5 utilisent les donnéespositives de l’ensembleSlab

et le même ensembleSunl. La taille deSpos varie en fonction du paramètreP (y = 1)
du modèle cible et de la taille deSlab et vaut approximativementP (y = 1) ∗ |Slab|.

Enfin, chaque résultat présenté dans le tableau 2 est une moyenne calculée sur 200
expériences. La lecture en ligne du tableau permet d’observer l’évolution des perfor-
mances des algorithmes en fonction du nombre d’attributs. En colonne, elle permet
d’observer les changements induits par des modifications dela taille des ensembles
Slab et Sunl, et permet également de comparer les algorithmes entre eux. Entre pa-
renthèses sont indiqués les écarts-types des taux d’erreurs et en gras, les moyennes des
vitesses de convergence apparentes pour les algorithmes utilisant la méthode E.M. (2,4
et 5), soit la moyenne du nombre d’itérations avant stabilisation.

Nb attributsxi 20 50

Performance Modèle cible 0.0410 (0.0265) 0.0035 (0.0038)

Algo 2 0.0787 (0.1481) 0.0621 (0.2166)
EM+NB semi-supervisé 24.46 8.22

|Slab| = 50 Algo 3 NB semi-sup. asym. 0.1236 (0.0753) 0.1037 (0.0662)
|Sunl| = 100 Algo 4 0.0592 (0.0601) 0.0346 (0.1040)
|Spos| = EM+NB asym.+aléa 30.70 9.99

α · |Slab| Algo 5 0.0653 (0.0531) 0.0465 (0.1364)
EM+NB asym.+(2) 22.64 7.63

Algo 2 0.0536 (0.0978) 0.0140 (0.0936)
EM+NB semi-supervisé 23.19 6.53

|Slab| = 100 Algo 3 NB semi-sup. asym. 0.0911 (0.0527) 0.0514 (0.0478)
|Sunl| = 1000 Algo 4 0.0460 (0.0425) 0.0221 (0.0962)
|Spos| = EM+NB asym.+aléa 30.83 9.03

α · |Slab| Algo 5 0.0460 (0.0288) 0.0170 (0.0656)
EM+NB asym.+(2) 24.09 6.15

Algo 2 0.0434 (0.0294) 0.0037 (0.0040)
EM+NB semi-supervisé 21.61 4.11

|Slab| = 1000 Algo 3 NB semi-sup. asym. 0.0490 (0.0285) 0.0140 (0.0182)
|Sunl| = 5000 Algo 4 0.0434 (0.0294) 0.0103 (0.0573)
|Spos| = EM+NB asym.+aléa 28.56 7.74

α · |Slab| Algo 5 0.0440 (0.0289) 0.0088 (0.0690)
EM+NB asym.+(2) 21.13 5.14

Tableau 2

L’algorithme 2 est celui qui utilise le plus de données, c’est l’algorithme le plus ef-
ficace lorsque le nombre de données est grand. L’estimateur(2), utilisé pour l’étape
initiale de l’algorithme 5, permet d’augmenter la rapidit´e de convergence par rapport à
un choix aléatoire deP (y = 1) (algorithme 4). On observe également une amélioration
rapide des performances de l’algorithme 3 lorsque le nombrede données augmente.
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5 Prédiction de ponts disulfures dans les prot́eines

Les ponts disulfures sont des liaisons covalentes, entre deux acides aminés (cystéines)
de la chaı̂ne protéique, qui contraignent la structure 3D de cette protéine. Des travaux
préliminaires ont montré que l’information recherchée, tel couple de cystéines forme-t-
il un pont, est vraisemblablement dispersée et portée pardes éléments très divers : envi-
ronnement, propriétés chimiques, etc... Mais il est vraisemblable que cette information
soit aussi en partie portée par le voisinage des cystéines. C’est cette part de l’informa-
tion que nous cherchons à extraire, sans prétendre pouvoir résoudre le problème de la
prédiction des ponts disulfures avec cette seule donnée.

Nous pensons qu’il est préférable de considérer un couple de cystéines non observées
appariées comme un exemple de classe indéterminée plutˆot que de le considérer comme
un exemplenégatif, c’est-à-dire n’étant pas compatible. En effet, chaque cystéine est
contrainte à une unicité de liaison et il est pourtant probable qu’elle soit compatible
avec plusieurs autres cystéines de la même protéine. C’est pourquoi nous cherchons
à montrer qu’il ne faut pas considérer les couples non observés appariés comme des
représentants de couples qui ne peuvent pas s’apparier.

5.1 Les donńees

Les données sont extraites de laProtein Data Bank(PDB) pour les besoins du groupe
de travail de l’ACI GENOTO3D (http ://www.loria.fr/˜guermeur/GdT/). Le fichier de
données dont nous disposons contient 227 séquences prot´eiques (mots sur un alphabet
à 20 lettres) qui ont toutes leurs cystéines oxydées et appariées par un pont disulfure.
La répartition des protéines en fonction de leur taille (nombre d’acides aminés de la
séquence) est indiquée figure 1 et en fonction du nombre de ponts figure 2.
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5.2 Protocole exṕerimental

5.2.1 Mod́elisation des donńees

Nous cherchons à estimer des affinités locales dans les protéines. Dans le cas des
ponts disulfures, ces attractions se font entre les acides aminés proches des deux
cystéines appariées. C’est pourquoi nous avons extrait de chaque séquence protéique
des fragments de taille fixe centrés sur les cystéines. Nous appelons ces fragments des
fen̂etreset notonsx−n, .., x−1, x0, x1, ..., xn une fenêtre de rayonn (x0 est donc une
cystéine). Nous travaillons sur un alphabet de 231 lettres(nombre de couples ordonnés
sur un alphabet à 21 lettres : les 20 acides aminés et un caractère pour les fins de chaı̂ne).
Pour représenter l’affinité entre deux segmentsf etf ′, trois codages sont testés :

– Codage simple :{(xi, x
′
i)}, i ∈ {−n, ..., n}, i 6= 0, xi ∈ f, x′

i ∈ f ′

– Codage double :{(xi, x
′
i)} ∪ {(xi, x

′
−i)}, i ∈ {−n, ..., n}, i 6= 0, xi ∈ f, x′

i ∈ f ′

– Codage croisé :{(xi, x
′
j)}, i, j ∈ {−n, ..., n}, xi ∈ f, x′

i ∈ f ′

Une donnée est donc un couple de fenêtres representé par 231 attributs n-aires. Cha-
cun de ces attributs représentant le nombre d’occurrencesdu couple dans la donnée.

5.2.2 Protocole d’apprentissage

Pour une protéine contenantn ponts, on compten(2n − 1) couples de fenêtres po-
tentiellement en interaction. Si un couple est observé comme formant un pont, on le
considère comme un exemple positif. Quand aux autres couples, nous les considérons
dans un premier temps comme des exemples ne pouvant pas former un pont, et dans un
deuxième temps comme des exemples non étiquetés. Pour lepremier cas, nous avons
utilisé l’algorithme naı̈f de Bayes (section 2.1), et pourle deuxième l’algorithme 4.

L’apprentissage se fait sur des protéines ayant le même nombren de ponts. Nous
avons étudién = 2, 3, 4 et5. Le casn = 1 étant trivial, il est pas étudié. Pourn > 5,
nous ne disposons pas d’assez de données pour que les résultats soient significatifs.

5.2.3 Protocoles de test

Pour tester la pertinence des estimations d’affinité issues des deux algorithmes, nous
proposons un protocole de test ne prennant en compte que cette information et permet-
tant de comparer la qualité des estimations des deux algorithmes :

– calculer pour chaque couple de fenêtres d’une protéine test l’affinité entre ces deux
fenêtres dans le modèle généré par l’algorithme d’apprentissage ;

– trouver la configuration la plus vraisemblable. Cela revient à trouver dans un
graphe complet le couplage parfait de poids maximal, où lessommets sont les
fenêtres d’une protéine et les arêtes les affinités. Ceci se fait en temps polynomial.

Nous avons effectué des validations croisées10-folds pour chacun des codages pro-
posés. Nous comparons ces résultats avec ceux d’un tiragealéatoire d’une configuration
de ponts. Pour une protéine contenantn ponts, l’espérance mathématique du nombre
de ponts correctement prédits par un choix aléatoire estn

2n−1 . Ce résultat a été utilisé
dans d’autres études sans jamais avoir été démontré. Nous l’avons prouvé mais notre
démonstration est fastidieuse, aussi nous avons choisi dene pas la faire figurer.
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5.3 Résultats exṕerimentaux

Les performances des deux algorithmes sur les données biologiques sont maximales
pour le codage croisé et très inférieures pour les autrescodages. Nous donnons donc les
résultats pour le codage croisé. Le tableau suivant présente les moyennes des résultats
obtenus sur des séries de 100 expériences faites selon le protocole présenté section 5.3.

Nb de ponts/cystéines par protéine 2/4 3/6 4/8 5/10
Nb de protéines 51 50 28 20
Nb et % de ponts correctement prédits 34 30 16 11
aléatoirement (espérance) 33,33% 20% 14,3% 11,1%
Nb et % de ponts correctement prédits 41 26,25 14,22 5,8
Algorithme NB (supervisé) 40,2% 17,5% 12,7% 5,8%
Nb et % de ponts correctement prédits 60 50,1 18,26 13,2
Algorithme 4 (semi-sup. asymétrique) 58,8% 33,4% 16,3% 13,2%

Résultats expérimentaux sur les données biologiques

Les résultats connus pour ce problème d’apprentissage sont (Fariselli & Casadio,
2001; Fariselliet al., 2002; Vullo & Frasconi, 2004). Les meilleurs de ces résultats
(Fariselliet al., 2002) sont plus élevés que les notres. Ces résultats ontété obtenus par
des méthodes plus sophistiquées (réseaux de neurones r´ecursifs), avec plus de données,
et en intégrant d’autres informations comme l’information évolutionnaire, c’est-à-dire
un codage des segments selon des profils. Il est donc difficilede comparer nos résultats
aux leurs, mais voici un tableau synthétique de leurs résultats à titre indicatif :

Nb de ponts par protéine 2 ponts 3 ponts 4 ponts 5 ponts
Nb de protéines 156 146 99 45
% de ponts correctement prédits 73 56 37 30

Résultats obtenus par (Fariselliet al., 2002)

Néanmoins, nos résultats sont suffisants pour conclure sur deux points importants :
– l’apprentissage semi-supervisé asymétrique donne desrésultats tout à fait satisfai-

sants (données artificielles et biologiques), ce qui nous encourage à poursuivre nos
travaux dans cette voie ;

– notre hypothèse semble vérifiée : il est préférable deconsidérer les couples de
cystéines non appariées comme des exemples non étiquet´es plutôt que négatifs.
Cette hypothèse devrait pouvoir être intégrée à des m´ethodes plus sophistiquées
(réseaux de neurones, SVMs) de façon à exploiter au mieuxl’information locale.

6 Conclusion

Nous montrons dans cet article que le problème de l’apprentissage semi-supervisé
asymétrique lorsque les attributs descriptifs suivent l’hypothèse naı̈ve de Bayes est
bien posé. Nous fournissons un estimateur consistant qui permet d’identifier à la li-
mite le modèle cible. Nous proposons également un algorithme itératif de construction
de modèles basé sur le critère du maximum de vraisemblance.
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Les résultats obtenus sur des données biologiques étayent une hypothèse biologique
qui se veut originale quant à la façon de modéliser les données. Nous cherchons actuel-
lement à appliquer ce procédé à d’autres données (brins beta en particulier) ainsi qu’à
améliorer nos résultats sur les ponts disulfures en intégrant plus d’informations sur ces
ponts. Nous essayons également d’intégrer les estimations d’affinités locales issues de
notre méthode à d’autres méthodes d’apprentissage comme les SVM.
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Références

DEMPSTERA., N.M.LAIRD & D.B.RUBIN (1977). Maximum likelihood from incomplete
data via the em algorithm. InJournal of the Royal Statistical Society, p. 39 :1–38.

DENIS F. (1998). Pac learning from positive statistical queries.In The 9th International Work-
shop on Algorithmic Learning Theory.

DENIS F., DECOMITE F., GILLERON R. & L ETOUZEY F. (1999). Positive and unlabeled
examples help learning. InThe 10th International Workshop on Algorithmic Learning Theory.

DENIS F., GILLERON R., LAURENT A. & T OMMASI M. (2003). Text classification and co-
training from positive and unlabeled examples. InProceedings of the ICML 2003 Workshop :
The Continuum from Labeled to Unlabeled Data, p. 80–87.

DOMINGOSP. & PAZZANI M. (1996). Simple bayesian classifiers do not assume independance.
In A. P. . M. PRESS, Ed., Proceedings of the Thirteenth National Conference on Artificial
Intelligence and the Eighth Innovative Applications of Artificial Intelligence Conference.

FARISELLI P. & CASADIO R. (2001). Prediction of disulfide connectivity in proteins. In
Bioinformatics, number 17(10), p. 957–964.

FARISELLI P., MARTELLI P. & CASADIO R. (2002). A neural network-based method for
predicting the disulfide connectivity in proteins. InProceedings of KES 2002, Knowledga based
intelligent information engineering systems and allied technologies, number 1, p. 464–468.

GEIGER D., HECKERMAN D., KING H. & M EEK C. (2001). Stratified exponential families :
Graphical models and model selection. InThe Annals of Statistics, number 29(2), p. 505–529.

HASTIE T., TIBSHIRANI R. & FRIEDMAN J. (2001).The elements of statistical learning.

L IU B. & L I X. (2003). Learning to classify text using positive and unlabeled data. InProcee-
dings of Eighteenth International Joint Conference on Artificial Intelligence (IJCAI).

MCCALLUM A., THRUN S. & M ITCHELL T. (1999). Text classification from labeled and
unlabeled documents using e.m.

VULLO A. & F RASCONI P. (2004). Disulfide connectivity prediction using recursive neural
networks and evolutionary information. InBioinformatics, number 20(5), p. 653–659.

WHILEY M. & T ITTERINGTON D. (2002). Model identifiability in naive bayesian networks.
In Technical Report.

312



Approximation de collections de concepts
formels par des bi-ensembles denses et

pertinents
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Résuḿe : Le calcul de concepts formels, et plus généralement l’usage des treillis
de Galois pour l’extraction de connaissances, a motivé de très nombreuses re-
cherches. Grâce à des progrès algorithmiques récents,ces techniques fournissent
des motifs particulièrement intéressants pour l’analyse de grandes matrices co-
dant l’expression de milliers de gènes dans des situationsbiologiques variées.
Dans cet article, nous considérons le contexte réaliste,notamment en biologie, où
les concepts formels reflètent des associations trop fortes et donc très sensibles au
bruit dans les données. Nous étudions l’extraction de bi-ensembles denses et per-
tinents pour approximer des collections de concepts formels. Le travail est forma-
lisé dans le cadre de l’extraction de motifs sous contraintes par des algorithmes
complets. Plusieurs validations expérimentales confirment la valeur ajoutée de
notre approche.

Mots-clés: Découverte de connaissances, extraction de motifs sous contraintes,
concepts formels, bioinformatique.

1 Introduction

L’extraction de concepts formels dans des contextes booléens et plus généralement
l’usage des treillis de Galois pour l’extraction de connaissances ont motivé de nom-
breuses recherches. Les contextes booléens, également appelés données transaction-
nelles1, se retrouvent dans de nombreuses applications. Ainsi, nous travaillons à l’ana-
lyse du transcriptome (étude des mécanismes de régulation des gènes chez un orga-
nisme vivant) après codage de propriétés d’expression booléennes pour des (dizaines
de) milliers de gènes dans des situations biologiques variées. En effet, des techniques

1Des données transactionnelles sont un multi-ensemble d’items. Ce type de données souvent étudié en
“data mining”, correspond à de (grandes) matrices booléennes où les lignes définissent les transactions et les
colonnes représentent les items : la présence d’un item dans une transaction est codée par la valeur vrai.
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expérimentales comme celles des puces ADN permettent de quantifier le niveau d’ex-
pression des gènes (voir, e.g., la matrice de gauche de la figure 1) et dont on peut dériver
des données booléennes d’expression (e.g., la matrice dedroite de la figure 1). Cette
dernière code le fait que les gènes ont ou pas un fort niveaud’expression (ici une valeur
>1.52). Dans de tels contextes booléens, un concept formel, ou rectangle maximal de
valeurs 1 (vrai), représente un motif a priori intéressant pour les biologistes : il informe
sur une association forte entre un ensemble maximal de gènes qui sont co-exprimés
et un ensemble maximal de situations biologiques donnant lieu à cette co-expression.
L’extraction de tels motifs fournit alors des collections de modules de transcription po-
tentiels permettant d’accélerer la découverte de nouvelles voies de régulation (Besson
et al., 2004b), i.e., l’un des objectifs majeurs de l’analyse du transcriptome.

Gènes
g1 g2 g3 g4

s1 1.8 2.3 1.6 2.0
s2 2.1 2.4 0.3 1.1
s3 1.1 1.6 0.2 0.1
s4 0.3 0.3 2.1 1.1
s5 0.25 0.5 0.5 1.0

Gènes
g1 g2 g3 g4

s1 1 1 1 1
s2 1 1 0 0
s3 0 1 0 0
s4 0 0 1 0
s5 0 0 0 0

FIG. 1 – Matrice d’expression de gènes (gauche) et une matrice booléenner1 (droite)

Par définition, les concepts formels sont construits sur des ensembles fermés. En
marge des algorithmes de calcul de concepts formels (voir (Fu & Nguifo, 2004) pour
une synthèse récente), de nombreux chercheurs ont proposé des algorithmes de calcul
d’ensembles fermés dits fréquents qui peuvent désormais s’appliquer à de très grandes
matrices booléennes (Pasquieret al., 1999; Peiet al., 2000; Zaki & Hsiao, 2002; Goe-
thals & Zaki, 2003). On peut alors calculer des collections de concepts fréquents au
sens de (Stummeet al., 2002) : seuls les concepts dont l’un des ensembles est suffisam-
ment grand sont extraits. En s’intéressant aux dimensionstrès particulières des matrices
d’expression booléennes (peu de lignes et de très nombreuses colonnes), (Rioultet al.,
2003) montre qu’il est possible d’utiliser n’importe quel algorithme efficace de calcul
d’ensembles fermés fréquents3 sur la plus petite des deux dimensions et ainsi calcu-
ler tous les concepts formels dans des données d’expression typiques. Pour traiter des
cas plus difficiles, i.e., lorsqu’aucune des deux dimensions n’est suffisamment petite
ou lorsque la densité du contexte (nombre de valeurs 1) est trop importante pour les
algorithmes existants, nous avons proposé D-MINER, un algorithme complet d’extrac-
tion de concepts formels sous contraintes (Bessonet al., 2004a). Il permet d’exploiter
efficacement les contraintes monotones sur les deux dimensions des concepts formels
(e.g., une taille minimale pour chacun des deux ensembles, une “surface minimale”, des
contraintes d’inclusion).

Nous avons maintenant des preuves de l’intérêt des concepts formels pour l’analyse

2Il s’agit d’un codage naı̈f mais des approches plus réalistes ont été étudiées (Pensaet al., 2004).
3On utilise ici avec un seuil de fréquence nulle.
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du transcriptome et la découverte de connaissances biologiques (Bessonet al., 2004b;
Meugnieret al., 2005).

Cependant, dans un concept formel, on capture une association très forte entre un en-
semble de gènes et un ensemble de situations. Intuitivement, un concept n’accepte au-
cune exception. Si le conceptc1 = ({s1, s2, s3}, {g1, g2, g3, g4}) est considéré comme
traduisant une association réelle et si, dans les données, g3 ne vérifie plus la pro-
priété booléenne pours2, alors on trouvera les deux concepts({s1, s2, s3}, {g1, g2, g4})
et ({s1, s3}, {g1, g2, g3, g4}) mais pas le conceptc1. En fait, la présence de valeurs
“indûment” mises à 0 va faire exploser le nombre de concepts formels à extraire. No-
tons également que l’on aura des problèmes avec des valeurs codées par 1 alors qu’elles
auraient du prendre la valeur 0. Dans ces contextes bruités, non seulement les extrac-
tions peuvent devenir impossibles, mais aussi les interpr´etations des motifs calculés
sont très difficiles. En d’autres termes, nous sommes en pr´esence d’une très grande sen-
sibilité au bruit. Or, non seulement les données d’expression numériques sont bruitées
du fait de la complexité des techniques de mesure, mais aussi le prétraitement de codage
des propriétés booléennes à partir des données numériques peut introduire du bruit.

Dans cet article, nous proposons de travailler avec un nouveau type de motif : des
bi-ensembles contenant un nombre borné de 0 par ligne et parcolonne, et tel que
chaque ligne (resp. colonne) soit suffisamment différentede chaque ligne (resp. co-
lonne) extérieure sur l’ensemble des colonnes (resp. lignes) du bi-ensemble. Nous mon-
trons que ce type de motif, appelébi-ensemble dense et pertinent, est plus robuste au
bruit et permet en pratique de concentrer davantage d’information pertinente dans des
collections de motifs plus petites.

Dans la section 2 nous présentons quelques travaux connexes. La section 3 forma-
lise notre problème dans le cadre de l’extraction sous contraintes. Dans la section 4,
nous décrivons succinctement l’algorithme développé pour l’extraction de tous les bi-
ensembles denses et pertinents. La section 5 s’intéresse aux résultats expérimentaux
obtenus, notamment dans le cas de données biologiques réelles. Nous montrons que
même dans le cas où le calcul de tous les bi-ensembles denses et pertinents est trop
difficile, on peut utiliser l’algorithme proposé pour étudier les extensions de certains
concepts. Enfin, nous concluons dans la section 6.

2 Travaux connexes

Les récentes techniques de bi-partitionnement tendent àfournir des rectangles plus
robustes au bruit mais au moyen de recherches heuristiques (optimisations locales) et
surtout sans recouvrement (Dhillonet al., 2003; Robardet, 2002). D’autres approches
ont été proposées dans la communauté de l’extraction demotifs sous contraintes. Dans
(Yang et al., 2001), les auteurs étendent la définition des ensembles fréquents4 à des
ensembles tolérants au bruit. Ils proposent un algorithmepar niveau pour les calculer.
Malheureusement, ces motifs ne peuvent pas être extraits facilement car les contraintes
qui les définissent ne sont ni anti-monotones ni monotones relativement à l’inclusion

4Dans notre contexte, un ensemble fréquent correspond à unensemble de gènes suffisamment co-exprimés
au regard d’un nombre minimal de situations biologiques impliquées.
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ensembliste, des propriétés essentielles pour rendre les extractions faisables. Ils uti-
lisent donc un algorithme glouton calculant une solution incomplète. Dans (Seppänen
& Mannila, 2004), les auteurs recherchent une contrainte anti-monotone. Ils proposent
un algorithme par niveau pour calculer les ensembles qui ontune densité de valeurs
1 supérieure àδ dans au moinsσ situations. L’anti-monotonicité est obtenue en exi-
geant que tous leurs sous-ensembles vérifient également cette contrainte. L’extension
de tels ensembles denses à des bi-ensembles est difficile : les correspondances qui as-
socient les gènes aux situations biologiques, et réciproquement, ne sont ni croissantes
ni décroissantes. En effet, l’ensemble des situations biologiques associé à un ensemble
de gènes n’est pas nécessairement inclus dans celui de sessur-ensembles. Dans (Gionis
et al., 2004), les auteurs calculent des motifs (“geometrical tiles”) qui sont des rec-
tangles denses (ayant une densité de valeurs 1 supérieureà un seuil fixé). Pour extraire
ces motifs, ils utilisent un algorithme non déterministe d’optimisation locale qui ne ga-
rantit pas la qualité globale des motifs extraits. Ils exigent qu’il existe un ordre sur les
deux dimensions de la matrice : les rectangles ne sont pas considérés à des permuta-
tions près des lignes et/ou des colonnes mais doivent concerner des éléments contigus
au regard des ordres considérés. Cette hypothèse n’est clairement pas acceptable dans
notre contexte.

Une autre approche importante consiste à étudier de façon systématique la notion
de représentation condensée des collections de conceptsformels ou de bi-ensembles
denses, qu’il s’agisse de représentations exactes ou approximatives. L’objectif est alors
de ne représenter, ou mieux de ne calculer, qu’un sous-ensemble des collections tout
en pouvant retrouver, plus ou moins exactement mais à un faible coût, l’ensemble de
la collection. On peut vouloir, par exemple, rechercher unecollection dek motifs qui
approxime le mieux des collections complètes (Afratiet al., 2004). L’approche des
représentations condensées doit aussi intégrer des approches de “zoom” comme, par
exemple, les travaux présentés dans (Ventoset al., 2004) pour construire des treillis de
Galois à différents niveaux d’abstraction. Cette méthode utilise une partition sur les ob-
jets qui permet de réduire le nombre de motifs extraits. Ilsutilisent une partition sur les
lignes et ne conservent que les concepts qui sont en “accord”avec cette partition : une
situations appartient à l’extension d’un ensembleG siα% des objets de la même classe
ques satisfontG et ques satisfait aussiG. Nous souhaitons pour notre part avoir une
approche duale entre les situations et les gènes où aucunedes deux dimensions n’est
privilégiée au cours de l’extraction.

3 Définitions

Nous notonsG l’ensemble des gènes etS l’ensemble des situations biologiques. Le
contexte à fouiller est booléen, i.e., la représentation d’une relationr ⊆ S × G. Ces
situations peuvent correspondre à des expériences de type puce ADN (voir figure 1).
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3.1 Bi-ensembles

Un bi-ensemble(S,G) est un couple d’ensembles de2S ×2G . Certains bi-ensembles
particuliers peuvent être extraits dans des matrices booléennes comme les 1-rectangles
(tous les éléments deS sont en relation avec tous les éléments deG) ou les concepts
formels qui sont des 1-rectangles maximaux (en fait,S etG sont des ensembles fermés).
Les nombreux travaux sur le calcul d’ensembles d’items (typiquement les ensembles
fréquents utilisés pour le calcul de règles d’association (Becquetet al., 2002)) peuvent
être considérés comme des calculs de bi-ensembles. On associe à un ensemble de gènes
toutes les situations qui le “portent” et l’on a donc un 1-rectangle particulier appelé
”itemset”. D’une manière duale, on peut définir un motif similaire basé sur un ensemble
de situations appelé ”objectset”.

Nous donnons quelques rappels sur les correspondances de Galois (voir notamment
(Wille, 1982)) pour formaliser notre problème.

Définition 1 (Correspondance de Galois)
Soit φ : S → G et ψ : G → S deux opérateurs entre deux ensembles partiellement
ordonnés(S,≤S) et (G,≤G). Ces opérateurs forment une correspondance de Galois
si :

1 ∀v, w ∈ S, si v ≤S w alorsφ(w) ≤G φ(v),

2 ∀i, j ∈ G, si i ≤G j alorsψ(j) ≤S ψ(i),

3 ∀v ∈ S, ∀i ∈ G, v ≤S ψ(φ(v)) et i ≤G φ(ψ(i))

où≤S et≤G sont deux relations de spécialisation respectivement surS etG.

Définition 2 (Correspondancesφ et ψ)
Si S ⊆ S et G ⊆ G, φ et ψ peuvent être définis ainsi :φ(S, r) = {g ∈ G | ∀s ∈
S, (s, g) ∈ r} et ψ(G, r) = {s ∈ S | ∀g ∈ G, (s, g) ∈ r}. φ renvoie l’ensemble
des gènes qui satisfont la propriété d’expression dans toutes les situations biologiques
deS. ψ fournit l’ensemble des situations biologiques pour lesquels on a la propriété
d’expression de tous les gènes deG. (φ, ψ) forme une correspondance de Galois entre
S etG munis de l’inclusion ensembliste⊆ (relation de spécialisation). Nous utilisons les
notations classiquesh = φ ◦ ψ eth′ = ψ ◦ φ pour désigner les opérateurs de fermeture
de Galois. Un ensembleS ⊆ S (resp.G ⊆ G) est dit fermé dansr ssiS = h′(S, r)
(resp.G = h(G, r)).

On peut maitenant formaliser les types de motifs précités.

Définition 3 (1-rectangles, ensembles et concepts formels)
Un bi-ensemble(S,G) est un 1-rectangle dans un contexter ssi ∀s ∈ S et ∀g ∈
G, (s, g) ∈ r. Quand un bi-ensemble n’est pas un 1-rectangle, on dit qu’ilcontient
des valeurs 0. Un bi-ensemble(S,G) est un concept dansr ssiS = ψ(G, r) etG =
φ(S, r). Ceci est équivalent àS = h′(S, r) et G = φ(S, r) ou àG = h(G, r) et
S = ψ(G, r). Une propriété importante de la correspondance de Galoisest que chaque
ensemble fermé sur l’une des deux dimensions est associé `a un unique ensemble fermé
de l’autre dimension.
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Exemple 1
({s1}, {g1, g3}) et ({s1, s2}, {g2}) sont des 1-rectangles dansr1 mais ne sont pas
des concepts. Un exemple de concept dansr1 est ({s1, s2}, {g1, g2}). Nous avons
h({g1, g2}, r1) = {g1, g2}, h′({s1, s2}, r1) = {s1, s2}, φ({s1, s2}, r1) = {g1, g2},
etψ({g1, g2}, r1) = {s1, s2}. On peut associer à l’ensemble de gènes{g1} l’ensemble
des situations{s1, s2} = ψ({g1}, r1) et nous pouvons alors parler du 1-rectangle
({s1, s2}, {g1}) comme d’un itemset. Notons qu’avec nos définitions, le 1-rectangle
({s1, s2}, {g2}) n’est pas un itemset : il faudrait ajouters3 à sa première composante.

Nous avons motivé dans l’introduction l’intérêt de travailler avec des bi-ensembles
qui soient moins sensibles au bruit que les concepts formelset plus pertinents vis-à-vis
des données globales. La faisabilité des extractions dépend de l’existence de contraintes
monotones et anti-monotones (voir définition 4) permettant de définir les motifs re-
cherchés. En fait, monotonicité et anti-monotonicité sont des propriétés duales qui sont
très bien exploitées pour des extractions complètes de motifs sous contraintes, même
en présence de grands espaces de recherche.

Définition 4 (Relation de sṕecialisation et monotonicit́e)
La relation de spécialisation� que nous utilisons sur les bi-ensembles de2S × 2G est
définie par(S1, G1) � (S2, G2) ssi S1 ⊆ S2 andG1 ⊆ G2. Une contrainteC est dite
anti-monotone par rapport à� ssi∀X, Y ∈ 2S×2G tels queX � Y, C(Y ) ⇒ C(X). C
est dite monotone par rapport à� ssi∀X, Y ∈ 2S×2G tel queX � Y, C(X) ⇒ C(Y ).

Définition 5 (Exemple de contraintes monotones sur les bi-ensembles)
Contrainte de taille minimale : un bi-ensemble(S,G) satisfaitCms(r, σ1, σ2, (S,G))
ssi]S ≥ σ1 et ]G ≥ σ2 où ] désigne le cardinal d’un ensemble.
Contraintes d’inclusion : un bi-ensemble(S,G) satisfaitCInclusion(r, X, Y, (S,G)) ssi
X ⊆ S andY ⊆ G.
Contrainte de surface minimale : un bi-ensemble(S,G) satisfaitCarea(r, σ, (S,G)) ssi
]S × ]G ≥ σ.

A la recherche de bi-ensembles denses, nous avons proposé dans (Bessonet al., 2005)
une première approche visant à calculer des bi-ensemblesayant un nombre borné de va-
leurs 0. La méthode proposée consistait en un post-traitement de la collection de tous les
concepts formels. L’idée était de procèder à une fusionde certains concepts de telle sorte
que le nombre de valeurs 0 par ligne et par colonne soit borné. Cette contrainte étant
anti-monotone suivant�, ce procédé peut être réalisé en adaptant un algorithme d’ex-
traction d’ensembles maximaux. Malheureusement, les motifs ainsi extraits ne sont pas
munis d’une correspondance de Galois : le même ensemble de situations biologiques
peut être associé à plusieurs ensembles de gènes différents. Nous proposons mainte-
nant d’extraire un nouveau type de motif appelébi-ensemble dense et pertinentmuni
d’une telle correspondance. Il s’agit de calculer tous les bi-ensembles qui satisfont la
conjonction des contraintes introduites ci-dessous.
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3.2 Bi-ensembles denses

Le concept de densité peut être envisagé sous deux anglesselon que l’on mesure le
nombre de 0 par ligne/colonne ou sur l’ensemble du bi-ensemble (densité forte versus
faible) et selon que l’on considère ce nombre de manière absolue ou relativement à la
taille du bi-ensemble (densité absolue versus relative).

La contrainte de “densité forte absolue” impose une limitation du nombre de 0 par
ligne et par colonne, mais, relativement à la taille du bi-ensemble, elle borne aussi
supérieurement le nombre de 0 total du bi-ensemble. De plus, lorsque le seuil de densité
choisi est petit devant la taille minimale du bi-ensemble, ces bi-ensembles ne contiennent
pas de lignes et de colonnes presque vides (avec presque que des 0) contrairement à ce
qui peut se produire avec la densité faible.

D’autre part, on peut obtenir un résultat similaire sans devoir pousser de contrainte
de taille minimale et en utilisant seulement une contraintede ”densité forte relative” :
en fixant la proportion de 0 par ligne et par colonne on ne peut obtenir de ligne ou de
colonne pleines de 0.

Ainsi, nous souhaitons extraire des bi-ensembles ayant un nombre maximumα de
valeurs 0 et contenant au moinsγ fois plus de 1 que de 0 par ligne et par colonne. Cette
contrainte est notéeCd(r, α, γ, (S,G)).

3.3 Bi-ensembles pertinents

Nous voulons extraire des bi-ensembles composés de situations biologiques ayant
une densité sur les gènes du bi-ensemble supérieure à celle sur les gènes n’appartenant
pas au bi-ensemble. Réciproquement, le bi-ensemble doit contenir des gènes dont la
densité sur les situations biologiques du bi-ensemble estsupérieure à celle des situations
biologiques n’appartenant pas au bi-ensemble.

De manière plus formelle, étant donné deux paramètresδ, un bi-ensemble(S,G) est
dit pertinentssi

max
s∈S

(]{g ∈ G | (s, g) 6∈ r}) + δ ≤ min
s∈S\S

(]{g ∈ G | (s, g) 6∈ r})

max
g∈G

(]{s ∈ S | (s, g) 6∈ r}) + δ ≤ min
g∈G\G

(]{s ∈ S | (s, g) 6∈ r})

Par la suite, cette contrainte sera désignée parCs(r, δ, (S,G)).
Par construction, plusδ augmentent, plus la différence entre la densité du bi-ensemble

et chacune des situations biologiques extérieures au bi-ensemble et chacun des gènes
extérieurs au bi-ensemble doit être grande.

3.4 Bi-ensembles denses et pertinents

Les contraintesCd etCs sont complémentaires et peuvent être utilisées conjointement
pour augmenter la qualité des motifs extraits.

Etant donné les paramètresα, δ et γ, nous voulons donc calculer les bi-ensembles
denses et pertinents, i.e., tous les bi-ensembles satisfaisantCd∧Cs dansr. Nous désignons
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cette collection parSAT αδγ . Un bi-ensemble (S,G) ∈ SAT αδγ ssi :

max
s∈S

(]{g ∈ G | (s, g) 6∈ r}) ≤











α

|G|/(γ + 1)
min

s∈S\S
(]{g ∈ G | (s, g) 6∈ r}) − δ

max
g∈G

(]{s ∈ S | (s, g) 6∈ r}) ≤











α

|S|/(γ + 1)
min

g∈G\G
(]{s ∈ S | (s, g) 6∈ r}) − δ

Les paramètresα, δ etγ peuvent être différenciés selon que l’on considère cescontraintes
sur les lignes et les colonnes. On notera d’un′ ces paramètres sur les colonnes.

Lorsqueα = α′ = 0, on retrouve des collections déjà bien étudiées :
– SAT est la collection des 1-rectangles lorsqueδ = δ′ = 0.
– SAT est la collection des itemsets (au sens défini dans la section 2.1) lorsqueδ = 1

etδ′ = 0.
– SAT est la collection des objectsets lorsqueδ = 0 et δ′ = 1.
– SAT est la collection des concepts formels lorsqueδ = δ′ = 1.
Dans le cas oùα = α′ = 0, ces collections correspondent aux bi-ensembles les plus

denses et ayant le plus petit seuil de pertinence. Lorsqueα > 0, les collections de
1-rectangles, d’ensembles et de concepts formels sont généralisées en introduisant un
certain nombre d’exceptions (valeur 0) dans les motifs.

La figure 2 montre la collectionSAT lorsqueα = 5, α′ = 4, δ = δ′ = 1 et
γ = γ′ = 0 pour r1 ordonnée par la relation�. Chaque niveau indique le nombre
maximum d’exceptions par ligne et par colonne. Par exemple,si une seule exception
est autorisée (α = α′ = 1) et avecδ = δ′ = 1, cinq motifs sont extraits.

{s1, s2, s3}, {g1, g2}

{s1},{g1, g2, g3, g4} {s1, s4}, {g3}

{s1, s2, s3, s4, s5}, {g1, g2, g3, g4} alpha = 4

alpha = 3

alpha = 2

alpha = 1

alpha = 0

{s1, s2, s3, s4}, {g1, g2, g3, g4} {s1, s2, s3, s4, s5}, {g1, g2, g3}

{s1, s2, s3, s4, s5}, {g2}{s1, s2}, {g1, g2, g3, g4}

{s1, s2}, {g1, g2} {s1, s2, s3}, {g2}

{s1, s2, s3, s4}, {g1, g2, g3}

FIG. 2 – Motifs der1 avecδ = 1 etγ = 0. Les motifs entourés sont ceux deM110.

Il peut être pertinent d’étendre les motifs de base (itemset et concepts) avec des ex-
ceptions de telle sorte qu’ils conservent les propriétésde maximalité associées à ces
motifs au sens de la correspondance de Galois. Cette propri´eté est très importante car
elle permet de mieux appréhender la collection extraite, c’est le cas en particulier pour
les biologistes. Pour préserver les correspondances de Galois, nous introduisons une
nouvelle contrainte notéeCm.
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Définition 6 (Contrainte de maximalitéCm)
Un bi-ensemble (X,Y)∈ SAT αδγ satisfaitCm dansr ssi :

– δ = 1 et δ′ = 0 ⇒6 ∃ (X ′, Y ′) ∈ SAT αδγ tel queY = Y ′ etX ⊂ X ′

– δ = 0 et δ′ = 1 ⇒6 ∃ (X ′, Y ′) ∈ SAT αδγ tel queX = X ′ etY ⊂ Y ′

– δ ≥ 1 et δ′ ≥ 1 ⇒6 ∃ (X ′, Y ′) ∈ SAT αδγ tel que (X,Y)� (X ′, Y ′)

La collection des bi-ensembles qui satisfontCd ∧ Cs ∧ Cm est notéeMαδγ . Sur la
figure 2, les trois motifs entourés forment la collectionM110. Deux motifs deSAT 110

ont été éliminés.
Le tableau 1 montre quelques collectionsSAT etM en fonction des paramètresα

etδ.

δ = 1

α SAT αδγ Mαδγ

0

{{s1}, {g1, g2, g3, g4}}
{{s1, s4}, {g3}}
{{s1, s2}, {g1, g2}}
{{s1, s2, s3}, {g2}}

{{s1}, {g1, g2, g3, g4}}
{{s1, s4}, {g3}}
{{s1, s2}, {g1, g2}}
{{s1, s2, s3}, {g2}}

1

{{s1}, {g1, g2, g3, g4}}
{{s1, s4}, {g3}}
{{s1, s2}, {g1, g2}}
{{s1, s2, s3}, {g2}}
{{s1, s2, s3}, {g1, g2}}

{{s1}, {g1, g2, g3, g4}}
{{s1, s4}, {g3}}
{{s1, s2, s3}, {g1, g2}}

δ = 2

0 {{s1}, {g1, g2, g3, g4}} {{s1}, {g1, g2, g3, g4}}
1

{{s1}, {g1, g2, g3, g4}}
{{s1, s2, s3}, {g1, g2}} {{s1}, {g1, g2, g3, g4}}

TAB . 1 – CollectionsSAT αδγ etMαδγ surr1.

La collectionMαδγ est muni d’une correspondance de Galois. En effet, dans nos
applications, les ensembles de situations permettent d’expliquer l’association des gènes
(la co-expression) et inversement. Ainsi, les biologistesrecherchent des associations
bijectives et décroissantes. Les bi-ensembles extraits vérifient cette propriété.

Propri été 1
Pourα1 ≤ α etα′

1 ≤ α′, δ, δ′, γ et γ′ fixés, alors∀X ∈ Mαα′δδ′ , ∃X1 ∈ Mα1α′

1
δδ′

tel queX1 � X . De plus,∀X1 ∈ Mα1α′

1
δδ′ , ∃X ∈ Mαα′δδ′ tel queX1 � X .

Propri été 2
Pourα, α′, γ etγ′ fixés, etδ ≤ δ1 etδ′ ≤ δ′1 alorsSAT αα′δ1δ′

1
⊆ SAT αα′δδ′ .

D’après la propriété 1, plusα etα′ augmentent, plus la taille de chaque motif extrait
deMαα′δ1δ′

1
augmente tout en conservant les associations extraites dans les collections

avecα etα′ plus petits. En pratique, une réduction importante de la taille de la collection
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est observée lorsque les paramètres de l’extraction sontjudicieusement choisis (voir
section 5). Par conséquent, un effet de zoom est observé lorsqueα etα′ varient.

Les paramètresδ et δ′ permettent de sélectionner les motifs les plus pertinents(voir
propriété 2).
M0,0,0,0 etM0,0,1,1 correspondent respectivement aux collections des 1-rectangles

et des concepts couvrant toutes les valeurs 1 de la matrice. Ainsi, d’après la propriété
1, ∀α ≥ 0, ∀α′ ≥ 0 et δ, δ′ ∈ {0, 1}, la collectionMα,α′,δ,δ′ couvre tous les 1 de la
matrice.

4 Un algorithme complet

L’algorithme construit un arbre d’énumération binaire,sur les situations biologiques
et les gènes, en procédant en profondeur. En s’inspirant du principe de l’algorithme
DUAL -M INER (Bucila et al., 2003), chaque nœud de l’arbre est constitué de trois bi-
ensembles :

– O = (Os, Og) est composé des éléments qui appartiendront aux motifs construits
par cette branche,

– N = (Ns, Ng) contient les éléments qui n’appartiendront pas aux motifs en-
gendrés par cette branche,

– P = (Pg, Pg) contient les éléments qui restent à énumérer.
Chaque élément deS et deG appartient à un et un seul ensemble parmiO, P etN .
Les bi-ensemblesO etN sont générés de(∅, ∅) au bi-ensemble(S,G) en exploitant la
relation d’ordre�.

Pour pouvoir utiliser activement les contraintesCs etCd, on associe à chaque situation
biologiques (resp. chaque gèneg) deux valeurs notéesmins etmaxs (resp.ming et
maxg). mins correspond au nombre de valeurs 0 des sur les gènes appartenant àOg.
maxs correspond au nombre de valeurs 0 des sur les gènes deOg ∪Pg.mins etmaxs

correspondent respectivement aux bornes inférieure et supérieure du nombre de 0 à un
niveau donné de l’énumération.

4.1 Vérification et propagation des contraintes

A tout moment, les éléments des trois ensemblesO, P et N doivent vérifier les
contraintes suivantes :

– soit une situations telle quemins > α alorss doit appartenir àNs. Ainsi, sis était
dansOs, on élague la branche. Sinons est déplacé dansNs. En effet, les situations
qui ont plus deα valeurs 0 ne peuvent pas appartenir à un bi-ensemble solution.

– soit une situations telle que

maxs < max
t∈Os

{mint} + δ

alorss doit appartenir àOs. Ainsi, sis appartenait àNs, le nœud est élagué. Sinon,
s est déplacé dansOs. Dans ce cas, la situation ne contient pas suffisamment de
valeurs 0 pour être à l’extérieur du bi-ensemble.
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De manière tout à fait similaire, ces contraintes doiventêtre vérifiées sur les gènes.
D’autres contraintes peuvent également être poussées lors de l’extraction de telle

sorte à élaguer l’espace de recherche ou bien à forcer l’appartenance d’un élément à
O ou àN . Par exemple, les contraintes monotones et anti-monotonessur� peuvent
être exploitées. Les contraintes monotones vont être basée surO ∪ P et les contraintes
anti-monotones surO. Les définitions 7 et 8 donnent des exemples de contraintes.

Définition 7 (Exemple de contraintes monotones)
– Cms(r, σ1, σ2, (S,G)) si ](Os ∪ Ps) ≥ σ1 et ](Og ∪ Pg) ≥ σ2

– CInclusion(r, X, Y, (S,G)) siX ⊆ Os ∪ Ps etY ⊆ Og ∪ Pg

– Carea(r, σ, (S,G)) si ](Os ∪ Ps) ∗ ](Og ∪ Pg) ≥ σ

Définition 8 (Exemple de contraintes anti-monotones)
– Cmins(r, σ1, σ2, (S,G)) si ](Os) ≤ σ1 et ](Og) ≤ σ2

– CInc(r, X, Y, (S,G)) siOs ⊆ X etOg ⊆ Y

Si un nœud ne vérifie pas une de ces contraintes alors aucun deces fils ne la vérifiera
et ainsi l’espace de recherche peut être élagué. Ce type d’algorithme permet d’exploiter
un grand nombre de contraintes, même des contraintes qui nesont ni monotones ni
anti-monotones sur� commeCd ∧ Cs.

4.2 Optimisation

Pour des raisons d’efficacité, nous utilisons une heuristique importante pour l’énu-
mération des gènes et des situations biologiques : l’él´emente (gène ou situation biolo-
gique) utilisé pour l’énumération est celui qui possède le nombre de valeurs 0 potentiels
(maxe) le plus grand. Ce choix tend à réduire la taille du bi-ensembleP le plus rapi-
dement possible. Cela diminue l’espace de recherche tout enpréservant la complétude
des extractions.

5 Expérimentations

5.1 Evaluation de la robustesse au bruit sur donńees synth́etiques

Pour montrer la pertinence desMαα′δδ′ dans les données bruitées, nous avons tout
d’abord généré des jeux de données synthétiques. Notre but est de montrer que l’extrac-
tion desMαα′δδ′ permet de retrouver les concepts, introduits dans le jeu de données
avant qu’il ne soit bruité. Ainsi, les jeux de données construits sont composés de 4
concepts disjoints comportant chacun 10 éléments sur chaque dimension. Ensuite, un
bruit aléatoire uniforme a été introduit dans les données, aussi bien sur les concepts
qu’à l’extérieur. Nous avons généré 10 jeux de données pour chaque niveau de bruit :
5%, 10%, 15% et 20%. Le tableau 2 indique le nombre moyen suivide l’écart-type du
nombre de motifs extraits pour chaque niveau de bruit pourα = α′ variant de 0 à 3,
δ = δ′ = 3 et contenant au moins 4 éléments sur chaque dimension. Cescontraintes
permettent de ne pas considérer les petits motifs dus au bruit et de ne conserver que
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ceux qui sont très pertinents. Dans le tableau 2, nous donnons également le nombre
moyen de concepts pour chaque niveau de bruit.

α 0 1 2 3
Nb concepts Moy σ Moy σ Moy σ Moy σ

5% 228.6 0 0 1.3 0.82 3.3 0.95 4 0
10% 663.8 0 0 0.1 0.32 1.7 1.16 3 0.94
15% 1292.5 0 0 0 0 0.4 0.70 1.3 0.95
20% 2191.7 0 0 0 0 0 0 3.1 3

TAB . 2 – Moyenne et écart-type du nombre de motifs extraits (sur10 essais) en
fonction deα = α′ et du pourcentage de bruit dans les données (δ = δ′ = 3 et
Cms(r, 4, 4, (S,G))).

Lorsqu’il y a 5% de bruit, on retrouve systématiquement les4 concepts originaux avec
α = α′ = 3. Pour un pourcentage de bruit plus élevé (10% et 15%), seulement certains
des concepts originaux sont retrouvés. Lorsque le bruit est trop important (20%), le
nombre de motifs extraits est assez variable (l’écart-type vaut 3). Sur certains jeux de
données, quelques concepts parmi les 4 d’origine sont retrouvés ; sur d’autres jeux de
données, la démultiplication du nombre de concepts réapparaı̂t un peu. En revanche, de
très nombreux concepts générés par l’introduction du bruit ont été éliminés.

5.2 Impact des param̀etres sur les collections extraites

5.2.1 L’influence des param̀etresα etα′

Pour voir l’influence des paramètresα etα′ surMαα′δδ′ , nous avons réalisé plusieurs
extractions sur le jeu de donnéesCAMDA (Bozdechet al., 2003). Ce jeu de données
montre l’évolution des niveaux d’expression de 3719 gènes (colonnes) de Plasmodium
falciparum (responsable de la malaria) durant son invasiondes globules rouges. La série
temporelle comporte 46 mesures du niveau d’expression des gènes.

Nous avons fixéδ = δ′ = 1 et nous avons fait varierα = α′ de 0 à 4. De plus,
les motifs doivent satisfaire la contrainteCms(r, σ1, σ2, (S,G)) avecσ2 = 3 et σ1 qui
varie de 19 à 24. Comme la contrainte de fréquence habituellement utilisée lors de
l’extraction des ensembles fréquents, la contrainteCms permet de rendre les extractions
faisables.

Le nombre de motifs extraits pourα = α′ de 0 à 2 diminue globalement. Certains
motifs sont enrichis et deviennent des sur-ensembles de motifs pourα = α′ plus petits.
Ensuite, pourα = α′ > 2, le nombre de motifs extraits tend a augmenter de nouveau.
Ceci peut s’expliquer par deux phénomènes :

– Tout d’abord, la taille de certains motifs, initialement non comptabilisés car étant
trop petits, augmentent de telle sorte qu’ils satisfont la contrainte de taille

– Lorsqueα ≥ 3, le nombre d’erreurs accepté par ligne est supérieur ou égal au
nombre de colonnes minimum du motif, ce qui conduit à accepter des concepts
pouvant avoir très peu de 1 par ligne. Cela induit une augmentation du nombre de
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α 0 1 2 3 4

σ1 = 24 0 4 4 5 5
σ1 = 23 9 10 8 9 12
σ1 = 22 35 23 22 24 251
σ1 = 21 97 68 66 69 -
σ1 = 20 241 202 197 213 -
σ1 = 19 578 511 513 608 -

TAB . 3 – Nombre de motifs satisfaisant la contrainteCms(r, σ1, σ2, (S,G)) avecσ2 =
3, σ1 entre 19 et 24,δ = δ′ = 1 etα = α′ qui varie.

motifs. En pratique, il faut imposer une contrainte de taille minimale sur les deux
dimensions nettement supérieure àα etα′.

Lorsqueα augmente, l’extraction des motifs denses et pertinents devient de plus en
plus difficile. Nous n’avons pas réussi à extraire ces motifs pourα = α′ = 4 etσ1 ≤ 21.

5.2.2 L’influence des param̀etresδ et δ′

Pour montrer l’influence des paramètresδ et δ′ surMαα′δδ′ , nous avons réalisé des
extractions sur un jeu de données UCI (Internet Advertisements) de dimension3279 ×
1555. Il ne ’agit pas d’une matrice d’expression mais nous avons cherché un contexte
booléen peu dense pour mieux illustrer les variations du nombre de concepts lorsqueδ
etδ′ augmentent.

Pour ces extractions,α et α′ sont fixés à 1,δ et δ′ varient de 1 à 10 et les motifs
extraits (S,G) doivent satisfaire la contrainteCms(r, σ1, σ2, (S,G)) avecσ2 = 0 et
σ1 ∈ {31, 78, 155, 330}.

δ = δ′ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

σ1 = 31 549 56 16 7 5 5 2 2 2 2
σ1 = 78 131 17 3 2 2 2 1 1 1 1
σ1 = 155 43 7 1 1 1 1 1 1 1 1
σ1 = 330 6 1 1 1 1 1 1 1 1 1

TAB . 4 – Taille des collections extraites sur le jeu de données de l’UCI :Internet Adver-
tisements, pourα = α′ = 1 sous la contrainteCms(r, σ1, σ2, (S,G)) avecσ2 = 0 et
σ1 ∈ {31, 78, 155, 330}

Les extractions du tableau 4 montrent une diminution importante du nombre de con-
cepts extraits au fur et à mesure de l’augmentation deδ et δ′.

5.3 Extension des concepts

La complexité de l’extraction des motifs denses et pertinents peut augmenter très for-
tement avecα etα′ rendant certaines extractions infaisables. Il est néanmoins possible,
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dans ce cas, d’utiliser l’algorithme présenté pour enrichir certains concepts formels
intéressant l’utilisateur final. En effet, il suffit pour étendre un concept (S,G) d’ex-
traire les motifs(S′, G′) deMαα′δδ′ avecα et β supérieur à 0 et tel que(S,G) est
un sur-ensemble de(S′, G′) (il satisfaitCInclusion(r, S′, G′, (S,G))). Pour réduire ef-
ficacement la complexité du calcul, il faut que le concept que l’on cherche à étendre ait
suffisamment d’éléments (relativement à la taille et à la densité du jeu de données uti-
lisé). Dans ce cas, la contrainte d’inclusion devient suffisamment sélective pour réduire
l’espace de recherche.

Pour illustrer ce procédé, nous avons utilisé le jeu de donnéesCAMDA qui représente
une série temporelle de 46 mesures correspondant à l’évolution du niveau d’expression
des 483 gènes dont la fonction biologique est connue parmi 3719 gènes de la matrice
d’origine. On peut distinguer trois phases dans le développement de Plasmodium fal-
ciparum au cours de l’infection. Elle sont appelées “ring”, “trophozoite” et “shizont”.
Tous les concepts formels ont pu être extraits de cette matrice après discrétisation. Parmi
ces 3800 concepts, on s’est intéressé à un concept contenant huit situations relatives à
la phase ”ring” et quatre gènes dont trois sont connus pour avoir une fonction cyto-
plasmique. Les gènes ayant cette fonction ont tendance à ˆetre sur-exprimés au cours de
cette phase. Nous avons essayé d’étendre ce concept pour l’enrichir (voir figure 3). Par
exemple en utilisantα = α′ = 2 et δ = δ′ = 1 on obtient un motif qui contient neuf
gènes, onze situations biologiques et 7% de valeurs 0 dans le motif. Les trois situations
biologiques ajoutées correspondent à la phase ”ring” et parmi les cinq gènes ajoutés,
quatre ont une fonction cytoplasmique. Parmi les motifs étendus de la figure 3, cinq
des sept nouveaux gènes sont connus pour avoir une fonctioncytoplasmique et les huit
situations biologiques ajoutées appartiennent à la phase “ring”. La prise en compte des
exceptions dans les données a permis d’augmenter la tailledu motif extrait en ajoutant
des éléments cohérents d’un point de vue biologique avecceux du concept initial.

alpha = 0

alpha = 1

alpha = 2

alpha = 3

8 − 4 − 0%

11 − 5 − 11% 11 − 10 − 13% 14 − 9 − 15% 13 − 8 − 19%

11 − 9 − 7%

11 − 6 − 5%

FIG. 3 – Extensions d’un concept : chaque triplet représente lenombre de situations, le
nombre de gènes et la densité faible relative de 0.
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6 Conclusion

Pour extraire des connaissances dans de grandes matrices booléennes, nous avons
défini un nouveau type de motifs appelé bi-ensembles denses et pertinents. Cette re-
cherche a été motivée par des applications en analyse du transcriptome où les concepts
formels dans des matrices d’expression de gènes suggèrent aux biologistes des mo-
dules de transcription potentiels. Nous nous sommes alors intéressés à la trop grande
sensibilité au bruit des extractions de concepts formels pour proposer l’extraction de
bi-ensembles qui peuvent être vus comme des concepts formels avec un nombre borné
d’exceptions (bi-ensemble dense) mais aussi avec un critère de qualité sur leurs perti-
nences (singularité des éléments retenus dans le bi-ensemble au regard de l’ensemble
des données).

L’extraction de ce nouveau type de motifs est, dans certainscas, plus difficile en pra-
tique que celle de tous les concepts formels. L’applicabilité de l’algorithme complet
dans des contextes variés nous paraı̂t donc peu vraisemblable. Pour autant, nous avons
proposé une méthode très simple pour exploiter l’algorithme lors de l’extension de cer-
tains concepts déjà découverts. Cette direction de recherche nous parait très promet-
teuse dans l’optique d’une assistance à la découverte de connaissances dans des données
réelles, que ce soit dans le cadre de la biologie moléculaire ou plus généralement pour
le traitement de données transactionnelles bruitées, denses et/ou très corrélées (i.e., de
nombreux domaines d’application où les données sont transactionnelles mais pas le
classique contexte de l’analyse du “panier de la ménagère” pour lequel les données
sont peu bruitées, peu denses et peu corrélées).
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109–132. Hermès.
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Abstract : Le nombre de plus en plus grandissant de rËgles associatives extraites–
mÍme‡ partir de contextes de taille raisonnable– a encouragÈ le dÈveloppement
de mÈthodes et/ou techniques pour rÈduire la liste des rËgles associatives ex-
traites. Dans ce contexte, la batterie de rÈsultats thÈoriques fournie par l’Analyse
de Concepts Formels (AFC) a permis de dÈgager un "noyau irrÈductible" de rË-
gles associative, mieux connu sous le nom debase gÈnÈrique. A partir de cet en-
semble condensÈ, de taille rÈduite, nous sommes en mesure d’infÈrer toutes les
rËgles associatives valides par la biais d’un systËme axiomatique adÈquat. Dans
ce papier, nous proposons une nouvelle base gÈnÈrique, convoyant une nou-
velle caractÈrisation: RËgles "Factuelles" et RËgles "implicatives", sans nÈg-
liger l’interprÈtation sÈmantique de ce type de connaissance. Nous proposons
ainsi un systËme axiomatique valide et complet, permettantd’infÈrer toutes les
rËgles associatives valides. Les rÈsultats des expÈrimentations effectuÈes sur
des contextes d’extraction rÈels ont montrÈ une importanterÈduction en terme
de compacitÈ de la taille de l’ensemble des rËgles associatives extraites.

Mots-clÈs: Base gÈnÈrique de rËgles associatives, Connaissance factuelle et
implicative, Connexion de Galois, SystËme Axiomatique.

1 Introduction

Extracting "condensed" patterns is grasping the interest of the Data Mining community.
In fact, avoiding the extraction of an overwhelming knowledge is of primary importance
as it guaranties extra value knowledge usefulness and reliability. In the association rule
extraction topic, rule selection is mainly based on user-defined syntactic templates or on
user-defined statistical interestingness metrics (Ohsakiet al., 2004). Lossless selection
is mainly based on the determination of a generic subset of all association rules, called
generic basis, from which the remaining (redundant) association rules are generated.
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Compared to the stampede algorithmic effort for extractingfrequent (condensed)
patterns, a few works only focused on extracting generic bases, from which only that
defined by Bastideet al is considered as informative,i.e., support and confidence of
inferred rules can be retrieved exactly. However, as a drawback, such generic basis may
be over-sized specially for dense datasets.

In this paper, we introduce a new generic basis of association rules calledIGB.
ThroughIGB, we introduce a novel characterization of generic association rules in-
stead of the traditional one,i.e., exact and approximative. In fact, we distinguish the
"factual" from the "implicative" generic association rule. Indeed, a factual generic asso-
ciation rule, fulfilling the premise part emptiness, allowsto highlight item correlations
without any conditionality. However, for an implicative generic association rule, where
the premise part is not empty, item correlations are conditioned by the existence of those
of premise items.
The introducedIGB generic basis fulfills the "informativeness property",i.e., the sup-
port and the confidence of the derived association rules can be retrieved accurately. In
order to derive valid association rules from theIGB basis, we introduce an axiomatic
system, and show that it is valid and complete.

We conducted several experiments on typical benchmarking datasets to assess the
IGB compactness. Reported statistics highlighted thatIGB is more compact than in-
formative generic bases found in the literature. The introduced generic rule charac-
terization permitted to explain the "atypical" behavior ofthe variation of the reported
generic association rule set cardinality versus the variation of theminconf value, i.e.,
the number of the reported generic association rules does not necessarily decrease when
theminconfvalue increases.

The remainder of the paper is organized as follows: Section 2sketches the basic
mathematical foundations for the derivation of association rule generic bases. We de-
vote section 3 to a review of the literature relating to the extraction of generic bases.
Section 4 introduces a novel informative basis of generic association rules and the as-
sociated axiomatic system. Results of the experiments carried out on real-life databases
are reported in section 5. The conclusion and future work arepresented in section 6.

2 Mathematical background

In the following, we briefly recall some key results from the Formal Concept Analysis
(FCA) (Ganter & Wille, 1999) and its connection with genericassociation rules mining.

Formal context: A formal context (extraction context) is a tripletK = (O, I,R),
whereO represents a finite set of objects (or attributes),I is a finite set of items andR
is a binary (incidence) relation (i.e., R ⊆ O × I). Each couple(o, i) ∈ R expresses
that the transactiono ∈ O contains the itemi ∈ I.

We define two functions, summarizing links between subsets of objects and subsets
of attributes induced byR, that map sets of objects to sets of attributes andvice versa.
Thus, for a setO ⊆ O, we defineφ(O) = {i | ∀o, o ∈ O(o, i) ∈ R}; and forI ⊆ I,
ψ(I) = {o | ∀i, i ∈ I(o, i) ∈ R}. Both functionsφ andψ form a Galois connection
between the setsP(I) andP(O) (Barbut & Monjardet, 1970). Consequently, both
compound operators ofφ andψ are closure operators, particularlyω = φ ◦ ψ is a
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closure operator.
Frequent closed itemset (FCI):An itemsetI ⊆ I is said to beclosedif I = ω(I),
and is said to befrequentwith respect to theminsupthreshold if support(I)= |ψ(I)|

|O| ≥
minsup(Pasquieret al., 1999).
Formal Concept: A formal concept is a pairc = (O, I), whereO is calledextent, and
I is a closed itemset, calledintent. Furthermore, bothO andI are related through the
Galois connection,i.e., φ(O) = I andψ(I) = O.

Minimal generator: An itemsetg ⊆ I is said to beminimal generatorof a closed
itemsetI, if and only if ω(g) = I and there is no such g′ ⊂ g such thatω(g′) =
I (Bastideet al., 2000).
Equivalence classes: The closure operatorω induces an equivalence relation on items
power set,i.e., the power set of items is portioned into disjoint subsets (also called
classes). In each distinct class, all elements are equal support value. The set of minimal
generators is the smallest set of incomparable elements in this equivalence, while the
closed itemset is the largest one.
Galois lattice: Given a formal contextK, the set of formal conceptsCK is a complete
latticeLc = (CK,≤), called theGalois (concept) lattice, whenCK is considered with
inclusion between closed itemsets (Ganter & Wille, 1999; Barbut & Monjardet, 1970).
Such structure must verify these two properties:

• A partial order on formal concepts is defined as follows∀ c1, c2 ∈ CK, c1 ≤ c2 iif
intent(c2) ⊆ intent(c1), or equivalentlyextent(c1) ⊆ extent(c2). The partial
order is used to generate the lattice graph, calledHasse diagram, in the following
manner: there is an arc (c1, c2), if c1 � c2 where� is the transitive reduction of
≤, i.e.,∀c3 ∈ CK, c1 ≤ c3 ≤ c2 implies eitherc1 = c3 or c2 = c3 (Ganter &
Wille, 1999).

• All subsets ofLc have one greatest lower bound, thejoin operator, an one lowest
upper bound, themeetoperator.

Iceberg Galois lattice: When only frequent closed itemsets are considered with set
inclusion, the resulting structure(L̂,⊆) only preserves thejoin operator. This is called
a join semi-lattice or upper semi-lattice. In the remainingof the paper, such structure is
referred to as "Iceberg Galois Lattice" (Stummeet al., 2002).
Therefore, given an Iceberg Galois lattice in which each closed itemset is "decorated"
with its associated list of minimal generators, generic bases of association rules can be
derived in a straightforward manner. Indeed, generic approximative1 rules represent
"inter-node" implications, assorted with the confidence measure, between two compa-
rable equivalence relation classes2, i.e., from a sub-closed-itemset to a super-closed-
itemset when starting from a given node in the partially ordered structure. For example,

the generic approximative association rule C
1

2⇒ABE is generated from the two equiv-
alence relation classes topped respectively by the closed itemsets ’C’ and ’ABCE’.
Whereas, generic exact3 association rules are "intra-node" implications, with a confi-

1With confidence value less than 1.
2The closure operatorω induces an equivalence relation on items power set.
3With confidence value equal to 1.
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dence value equal to 1, extracted from each node in the partially ordered structure (e.g.,
from the closed itemset "ABCE", we obtain the following generic exact association
rule: AB⇒CE).

Example 1
Let us consider the formal contextK given by Figure 1 (Left). Figure 1 (Right) sketches
equivalence classes of the induced equivalence relation from the extraction contextK.
The associated Iceberg Galois lattice, for minsup =2

5 , is depicted by Figure 1 (Bot-
tom)4. Each node in the Iceberg is represented as a couple (closed itemset, support)
and is decorated with its associated minimal generator list. Figure 1 (Center) sketches
equivalence classes of the induced equivalence relation from the extraction contextK.

A B C D E
1 × × ×

2 × × ×
3 × × × ×
4 × ×

5 × × × ×

∅∅∅∅

A B C

AB AC AD BDAE BC

D E

BE CD CE DE

∅∅∅∅

A B C

AB AC AD BDAE BC

D E

BE CD CE DE

�

 
(∅∅∅∅;5) 

(C;4) (BE;4) 

(AC;3) (BCE;3) 

(ABCE;2) 

{C} {B}, {E} 

{A} {BC} 

{AB} 

,{CE} 

{AE}, 

Figure 1: Left: Formal contextK Right: Equivalence classesBottom: Associated Iceberg
Galois lattice forminsup=2

5
.

3 Extraction of generic bases of association rules

Association rule derivation is achieved from a setF of frequent itemsets in an extraction
contextK, for a minimal supportminsup. An association ruleR is a relation between

4We use a separator-free form for sets, e.g.,ABstands for{A, B}.
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itemsets of the formR: X ⇒ (Y −X), in whichX andY are frequent itemsets, and
X ⊂ Y . ItemsetsX and(Y −X) are called, respectively,premiseandconclusionof
the ruleR. The valid association rules are those whose strength metric, confidence(R)=
support(Y )
support(X) , is greater than or equal to the minimal threshold of confidenceminconf. If
confidence(R)=1 thenR is calledexact association rule, otherwise it is calledapproxi-
mative association rule.

The problem of relevance and usefulness of the association rules is highly important.
This is due to the high number of association rules extractedfrom real-life databases and
the presence of a high percentage of redundant rules conveying the same information.
In the literature, we can witness the presence of techniquesto prune such a set of rules,
mainly based on statistical metrics. In what follows, we focus on the results issued
from the FCA, to retrieve an information lossless reduced set of rules. Indeed, this
reduced set, calledbasis, is composed of generic rules that have to fulfill the following
requirements:

• "Informativeness": The generic basis of association rules allows to retrieveex-
actly the support and confidence of the derived (redundant) association rules.

• "Derivability": An inference mechanism should be provided (e.g., an axiomatic
system). The axiomatic system has to be valid (i.e., should forbid derivation of
non valid rules) and complete (i.e.,should enable derivation ofall valid rules).

A critical review of the dedicated literature allowed mainly to split previous works into
two pools:

1. Non informative generic bases: approaches described below are not informa-
tive, i.e., support and confidence of redundant rules can not be determined ex-
actly. In (Kryszkiewicz, 1998; Kryszkiewicz, 2002), Kryszkiewicz introduced a
new syntactic derivation operator, called the "Cover". Based on the Cover op-
erator, the author defined a minimal basis of rules called "representative rules"
(RR). RR basis was redefined in (Luong, 2001) under the name of"represen-
tative basis" (RB). However, the premise and the conclusion parts of the generic
rules ofRB are not necessarily disjoint. To derive redundant rules fromRB, the
author proposed a sound axiomatic system composed ofLeft augmentationand
DecompositionAxioms.

In (Zaki, 2004), Zaki defined a generic basis of association rules, calledNRR.
TheNRR basis is composed of rules having minimal premise and conclusion
parts. To generate all redundant association rules, the author uses Augmentation
and Transitivity axioms. However, association rules inferred by the application
of the augmentation axiom are not always valid.

2. Informative generic basisBastideet al.(Bastideet al., 2000) characterized what
they called "Generic basis for exact association rules" which is defined as fol-
lows:

Definition 2
Let FCI be the set of frequent closed itemsets extracted from the context and,
for each frequent closed itemset I, let us denoteGI the set of minimal generators
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of I.
GBE = {R : g ⇒ (I − g) | I ∈ FCI ∧ g∈ GI ∧ g 6= I}.

The authors also characterized what they called "Informative basis for approxi-
mative association rules" which is defined as follows:

Definition 3
LetFCI be the set of frequent closed itemsets extracted from the context and let
us denoteG the set of minimal generators.
GBA = {R : g

c
⇒ (Y-g), Y ∈ FCI ∧ g ∈ G ∧ ω(g) ⊂ Y ∧ c = confidence(R)≥

minconf}.

As pointed out in (Kryszkiewicz, 2002), by using the Cover operator as axiomatic
system, the couple (GBE,GBA) forms a subset of association rules which is in-
formation lossless. A couple of valid and complete axiomatic systems forGBE
andGBA, respectively, was given in (BenYahia & Nguifo, 2004b).

4 A new generic basis

As we have seen,RR andNRR generic bases are unfortunately not information loss-
less. The couple (GBE , GBA) is information lossless. However, as a drawback, the
couple (GBE, GBA) is oversized specially for dense datasets. Hence, our contribution
consists in introducing a new approach to extract an informative generic basis of asso-
ciation rules, which is by far more compact than (GBE,GBA).
Thus, we introduce the following definition of the new generic basis calledIGB:

Definition 4
LetFCI be the set of frequent closed itemsets andGI the set of minimal generators of
a frequent closed itemset I.
IGB = {R : gs ⇒ (I-gs) | I ∈ FCI ∧ I 6= ∅ ∧ gs ∈ GI′ , I’ ∈ FCI ∧ I’ ⊆ I ∧ confi-
dence(R)≥ minconf∧ @ g′ / g’ ⊂ gs ∧ confidence(g′ ⇒ I-g′)≥ minconf }.

Proposition 5
TheIGB generic basis is informative,i.e., the support and the confidence of all derived
rules can be retrieved exactly fromIGB.

Proof. Our approach consists in finding for each non empty frequent closed itemset
I, the smallest minimal generator gs of a frequent closed itemset I’ subsumed by I
and fulfilling theminconfconstraint. Thus, generic association rules ofIGB have the
following form: gs⇒I-gs. Therefore, we are able to reconstitute all frequent closed
itemset by concatenation of the premise and the conclusion parts of a generic rule.
Since the support of an itemset is equal to the support of the smallest closed itemset
containing it, then the support and the confidence of all derived rules can be retrieved
exactly.
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Table 1: (Up) IGB generic basis.Bottom) (GBE , GBA) generic bases for minsup=2
5

and minconf=12 (the support value is indicated between brackets.)

4.1 IGB generic basis construction

In what follows, we propose to present theIGB construction algorithm, whose pseudo-
code is depicted by Algorithm 1.IGB construction algorithm takes as input the set
of all FCI, FCI, extracted by using one of the dedicated algorithms5, e.g., CLOSE,
CHARM or CLOSET+ algorithms.

Proposition 6
Let I be a non empty frequent closed itemset, if support(I)≥ minconf, then the generic
association rule R:∅ ⇒I ∈ IGB.

Proof. Proposition 6 derives straightforwardly from Definition 4.Since confidence
(R:∅ ⇒I)=support(I), then the generic rule∅ ⇒I is valid. Hence, R presents the largest
conclusion that can be drawn from the frequent closed itemset I, since there is no such
another rule R’:X’⇒Y’ such that X’⊂ ∅ and I⊆ Y’.

TheIGB construction algorithm (see Algorithm 1)is based on Proposition 6. So, it
considers the set of frequent closed itemsetsFCI. For each non empty closed itemset
I, it checks whether its support is greater than or equal tominconf. If it is the case, then
we generate the generic rule R:∅ ⇒I. Otherwise, it has to look for the smallest minimal
generator gs, associated to a frequent closed itemset subsumed by I, and then generates
the generic rule R:gs ⇒I-gs if the minconf threshold is reached.

Example 7
Let us consider the extraction context given by Figure 1 (Left). Table 1 (Up) shows
theIGB basis extracted from the formal contextK for minsup =2

5 and minconf =1
2 .

Whereas Table 1(Bottom) shows the couple (GBE ,GBA) for the same minsup and
minconf settings.

5A critical survey of these algorithms can be found in (BenYahia & Nguifo, 2004a)
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Algorithm 1: IGB construction

Input:FCI: set of frequent closed itemsets and their associated minimal generators;
minconf

Output:IGB: Informative generic basis
begin

foreachnon empty frequent closed itemset I∈ FCI do
if (support(I)≥ minconf)then

R= ∅ ⇒ I
R.support=support(I)
R.confidence=support(I)
IGB=IGB ∪ R

else
Lsmallest−gen={}

foreachI ′ ⊆I in increasing order of size| support(I)
support(I′) ≥ minconf do

foreachg∈ GI′ and g6= I do
if @ gs ∈ Lsmallest−gen | gs⊂ g then

Lsmallest−gen=Lsmallest−gen ∪ g

foreachgs ∈ Lsmallest−gen do
R= gs ⇒I-gs
R.support=support(I)
R.confidence=support(I)

support(gs)

IGB=IGB ∪ R

return(IGB)

end

4.2 Generic association rule semantics

In the following, we have to discuss about the semantic attached to an association rule
R:X

c
⇒(Y-X). Usually, R expresses that the probability of finding Ywith a value c de-

pends on the presence of X. Thus, X constitutes a constraint for Y item correlations.
In the IGB basis, we can find generic association rules whose premise part can be
empty. Such rules were considered in (Kryszkiewicz, 2002; Luong, 2001), but no at-
tention was paid to a semantic interpretation attached to this type of knowledge.
Let us consider the extraction context given by Figure 1 (Left). For minconf=2

5 and
applying Bastideet al.’s approach, we obtain among the possibly extracted generic
association rules, C⇒ ABE, E ⇒ ABC, B ⇒ ACE, A ⇒ BCE. However, does the
probability of finding A, B, C and E together depend on the presence of A, B, C or E?
Actually, the probability of finding A, B, C and E with a value greater than or equal to
minconf= 2

5 does not depend on any condition. Thus, we propose to represent such type
of knowledge by only one generic association rule,i.e., R:∅ ⇒ ABCE. The generic ba-
sisIGB contains then two types of rules:(i) "Implicative rules" represented by generic
association rules whose premise part is not empty. (ii) "Factual rules" represented by
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generic association rules whose premise part is empty.

4.3 Redundant association rule derivation

In order to derive the set of all valid redundant associationrules, we propose in what
follows an axiomatic system and we prove that it is valid (i.e., should forbid derivation
of non valid rules) and that it is complete (i.e., should enable derivation of all the valid
rules).

Proposition 8
Let us consider the generic basis denoted byIGB and the set of all valid association
rules extracted fromK, denoted byAR. The following axiomatic system is valid.

A0. Conditional reflexivity: If X
c
⇒ Y ∈ IGB ∧X 6= ∅ then X

c
⇒Y ∈ AR

A1. Augmentation If X
c
⇒Y ∈ IGB then X∪ Z

c′

⇒Y-{Z} ∈ AR ,Z ⊂Y.

A2. Decomposition: If X
c
⇒Y ∈ AR then X

c
⇒Z ∈ AR, Z ⊂ Y ∧ ω(XZ) = XY.

Proof.

A0. Conditional reflexivity: follows from the proper definition of theIGB.

A1. Augmentation Since R: X
c
⇒Y ∈ IGB then confidence(R: X

c
⇒Y)=c and sup-

port(R: X
c
⇒Y) ≥ minsup. support(XY )

support(X) = c ≥ minconf. Since X⊂ XZ, then

support(X)≥ support(XZ) and minconf≤ support(XY )
support(X) ≤ support(XY )

support(XZ) . Thus,

R’: X ∪ Z
c′

⇒Y-{Z} is a valid association rule having a confidence value equal to
c’= support(XY )

support(XZ) and a support value equal to that of R.

A2. Decomposition: Since, R: X
c
⇒Y ∈ AR then confidence(R: X

c
⇒Y) = c ≥ min-

conf, and support(R: X
c
⇒Y) = support(XY)≥ minsup. c=support(XY )

support(X) then sup-
port(XY)=c × support(X). Also, we haveω(XZ) = XY, then support(XZ) =
support(XY) consequently, support(XZ) = c× support(X). Thus, R’: X

c
⇒Z is a

valid association rule having support and confidence valuesequal to that of R .

Support and confidence values of the derived (redundant) rules are greater than or equal
to those of the associated generic association rule. Thus, the proposed axiomatic system
is valid

Remark 9
The conditional reflexivity is used by compliance with the constraint of non emptiness
of the premise, in respect to an implicit "habit" stipulating that the premise part of an
association rule is usually non empty.

Proposition 10
The proposed axiomatic system is complete: the set of all association rules extracted
fromK are derivable fromIGB by using the proposed axiomatic system.
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Proof. LetIGB be the generic basis extracted from the extraction contextK for a given
minsup and minconf.AR denotes the set of all association rules extracted fromK and
FCI the set of frequent closed itemsets.
Let R:X⇒Y-X ∈ AR. In the following, we have to show that R can be derived from a
generic association rule ofIGB by the application of the proposed axiomatic system.

• If Y ∈ FCI then two cases are possible:

1. there is no such a rule R’:X’⇒Y-X’ ∈ AR such that X’⊂X, then

– if support(R)<minconf, then R:X⇒Y-X ∈ IGB. R:X⇒Y-X ∈ AR by
application of the conditional reflexivity axiom.

– Else there is such a rule R":∅⇒Y∈ IGB. By application of the aug-
mentation axiom to R", we obtain the rule R:X⇒(Y-X).

2. There is such a rule R":X"⇒Y-X"∈ IGB such that X"⊂X’ ∧ X"⊂X. By ap-
plication of the augmentation axiom to R":X"⇒Y-X", we obtain R:X⇒Y-
X.

• Otherwise, there is such a rule R’:X⇒Y’-X ∈ AR such that Y’∈ FCI ∧ Y’ =
ω(Y ). Then, it exists a rule R":X"⇒Y’-X" ∈ IGB such that X"⊆X. We apply
firstly, the augmentation axiom to R":X"⇒Y’-X"(if X" ⊂X) in order to obtain
R’:X⇒Y’-X. Next, we apply the decomposition axiom to R’ to find R:X⇒Y-X.

5 Experimental results

We carried out experimentations on benchmarking datasets,whose characteristics are
summarized in Table 2, in order to evaluate the number of generic association rules. We
implemented both algorithms in the C language under Linux Fedora Core 2. Physical
characteristics of the machine are: a PC pentium 4 with a CPU clock rate of 3.06 Ghz
and a main memory of 512 Mo. Table 3 reports the number of FCI extracted from the
considered datasets. The number of reported generic association rules ofIGB and the
couple (GBE , GBA), for different values ofminconf, are also given. We denote by
FR the cardinality set of factual generic association rulesand by IR the cardinality set
of implicative generic association rules. To assess the compactness of the considered
generic bases, the column labelled byAR reports the number of all valid association
rules extracted by the Apriori algorithm (Agrawalet al., 1996).

In the following, we focus on the variation of the reported generic rule number of
the different generic bases versus the minconf value variation. Experimental results
only stress on comparingIGB compactness versus that of the only informative generic
basis pointed out by the state of the art review,i.e., the couple (GBE,GBA). For the
IGB, whenminconf=minsup, IGB contains only factual generic association rules. The
number of factual generic association rules is equal to the number of FCI (c.f., the
third column of Table 3). This can be explained by the fact that all FCI supports are
equal to or greater thanminconf. As long asminconf value is increasing, the number
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Base Type |Transaction| |items|
T10I4D100K Sparse 100000 1000
Mushrooms Dense 8124 120
Connect Dense 67557 130
Chess Dense 3196 76

Table 2: Characteristics of datasets.

Dataset minsup #FCI minconf AR IGB (GBE ,GBA)
(IR,FR)

0.5% 2216 (0, 1074) (0, 2216)
T10I4D100K 0.5% 1074 1% 2216 (1210, 385) (0, 2216)

10% 2172 (1188, 0) (0, 2172)
50% 1145 (606, 0) (0, 1145)
100% 0 (0, 0) (0, 0)
30% 94894 (0, 427) (557, 7066)

Mushrooms 30% 427 50% 79437 (922, 45) (557, 5204)
70% 58010 (954, 12) (557, 3963)
90% 24408 (794, 5) (557, 1602)
100% 8450 (557, 1) (557, 0)

Connect 95% 809 95% 77816 (0, 809) (682, 24654)
96% 73869 (2092, 48) (682, 23098)
97% 60101 (2154, 284) (682, 17788)
98% 41138 (2463, 135) (682, 11035)
99% 19967 (2256, 28) (682, 4568)
100% 2260 (682, 0) (682, 0)

Chess 87% 1194 87% 42740 (0, 1194) (342, 31196)
89% 40451 (1734, 689) (342, 29362)
91% 36098 (2293, 362) (342, 25805)
93% 29866 (2573, 193) (342, 21008)
95% 20312 (2681, 73) (342, 14031)
97% 10830 (1257, 29) (342, 7353)
100% 418 (342, 0) (342, 0)

Table 3: Variation of generic association rules number vs minconf value variation
(dense datasets are indicated in bold).
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Dataset minconf IGB

(GBE,GBA)
IGB

AR

(GBE,GBA)
AR

0.5% 0.48 0.48 1
T10I4D100K 1% 0.71 0.71 1

10% 0.54 0.54 1
50% 0.52 0.52 1
100% 1 1 1
30% 0.05 0.004 0.08

Mushrooms 50% 0.16 0.01 0.07
70% 0.21 0.01 0.07
90% 0.37 0.03 0.08
100% 1 0.66 0.66

Connect 95% 0.03 0.01 0.32
96% 0.1 0.03 0.32
97% 0.13 0.04 0.3
98% 0.22 0.06 0.28
99% 0.43 0.11 0.26
100% 1 0.3 0.3

Chess 87% 0.03 0.02 0.73
89% 0.08 0.05 0.73
91% 0.1 0.07 0.72
93% 0.12 0.09 0.71
95% 0.19 0.13 0.7
97% 0.16 0.11 0.71
100% 1 0.81 0.81

Table 4: Comparison of generic basis compactness.
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of factual generic rules decreases until reaching 0 whenminconf=1 (c.f., Figure 2).
Indeed, by varyingminconf, each factual generic rule is substituted by a certain number
of implicative generic rules. Thus, the higher this cardinality is, the more the number
of IGB generic association rules increases.

A singularity for the MUSHROOM dataset is noteworthy. In fact, the number of fac-
tual generic rules is equal to 1 even forminconf=1 (usually, it is equal to 0). This can
be explained by the fact that the item coded by ’85’ appears inall dataset transactions.
Thus, for any value ofminconf, the factual generic rule∅ →85 is always valid.

For the(GBE ,GBA) generic bases, we note that the number ofGBE rules is insensi-
tive to the variation ofminconfvalue. However, the moreminconf increases, the more
the number ofGBA rules decreases. Indeed, by increasingminconf, the number of
minimal generators satisfying theminconfconstraint decreases.

In what follows, we discuss the compactness degree of the considered generic bases.
From the reported statistics in Table 4, we note that the gap betweenIGB and the set
of all valid rules extracted using the APRIORI algorithm is more important for dense
datasets. Indeed, the compactness degree ofIGB ranges from 0.4% to 80%. However,
for sparse datasets, the compactness degree is limited to a value varying between 48%
and 100%. For sparse datasets, (GBE,GBA) contains as many generic rules as the set
of all valid rules (e.g., the two associated curves are merging for the T10I4D100K
dataset). This can be explained by the fact that for sparse datasets, the set of frequent
itemsets is equal to the set of FCI and to the set of minimal generators. However, for
dense datasets, the compactness degree of (GBE,GBA) varies between 8% and 80%.
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Figure 2:Generic association rule set cardinality variation versusminconf variation.
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6 Conclusion

In this paper, we introduced an approach for the extraction,of an informative generic
basis which is more compact than (GBE ,GBA). We also provided a valid and complete
axiomatic system, allowing to infer the set of all valid rules. We distinguished two types
of generic rules; "factual" from "implicative" ones. We also implemented algorithms of
IGB and (GBE,GBA) construction. Experimental results carried out on benchmarking
datasets showed important profits in terms of compactness ofthe introduced generic
basis. Of interest to mention thatIGB extraction algorithm performances outperform
those of (GBE,GBA) extraction algorithm.

In the near future, we plan to examine the potential benefits from integratingIGB ba-
sis in a query expansion system. In this context, we have to focus on assessing the trade-
off between generic basis compactness and complexity of theassociated axiomatic sys-
tem, in case of association rule derivation. Also, we have totackle the "pitfall" of
representing factual rules in a generic basis visualization environment.
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Résumé : Frequent and closed patterns are at the core of numerous Knowledge
Discovery processes. Their mining is known to be difficult, because of the huge
size of the search space, exponentially growing with the number of attributes.
Unfortunately, most studies about pattern mining do not address the difficulty
of the task, and provide their own algorithm. In this paper, we propose some
new results about theaveragenumber of frequent patterns, by using probabilistic
techniques and we extend these results to the number of closed patterns. In a first
step, the probabilistic model is simple and far from the reallife since the attri-
butes and the objects are considered independent. Nevertheless according to this
model, frequency threshold phenomena observed in practiceare explained. We
also prove that, for a fixed threshold, the number of frequentpatterns is asymp-
totically exponential in the number of attributes and polynomial in the number of
objects whereas, for a frequency threshold proportional tothe number of objects,
the number of frequent and closed patterns is asymptotically polynomial in the
number of attributes without depending on the number of objects.

Mots-clés: data mining, average analysis, frequent and closed patterns

1 Introduction

In Knowledge Discovery in Databases, the goal is to find information in databases
which describe theobjectsunder study with theirattributes. More precisely, we are
trying to find interesting conjunctions of attributes, calledpatterns. These patterns are
more or less present in the database, and are qualified by their frequency: it is the
number of objects containing the pattern. When this quantity rises above a user-defined
threshold, the pattern is saidfrequent.

Among others, frequent patterns are at the core of many data mining processes. They
give a first piece of information, telling that some conjunctions of attributes are signifi-
cantly present in the data. They are very useful, e.g. for theassociation rules discovery,
which can ground classification methods. Frequent pattern mining has been well stu-
died, because it is the first stage leading to association rules. Finding these patterns is
algorithmically hard, while it is easy to derive association rules from them. In fact, the
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search space is exponentially large with the number of attributes, and becomes rapidly
intractable.

In this article, we are also interested inclosedpatterns. A closed pattern is the maxi-
mal pattern (w.r.t. the inclusion) of the set of patterns having the same frequency and
sharing the same attributes. When they are associated with the corresponding pattern
of objects containing the pattern of attributes and being also closed, both constitute a
concept. Conceptual learning is a hot topic (Wille, 1992), and closed patterns is an easy
way to non redundant association rules (Zaki, 2000). Their mining has then been widely
examined (Kuznetsov & Obiedkov, 2002; Fu & Mephu Nguifo, 2004).

Unfortunately, most studies about pattern mining provide their own solution for sol-
ving the mining problem, and sometimes give the complexity of their algorithm, but the
theoretical aspects of the difficulty of mining is rarely addressed. The exponential size
of the search space is always recalled but only gives an upperbound on the number of
frequent patterns, furthermore in the worst case.

In this article, we propose new results about theaveragenumber of frequent patterns,
by using probabilistic techniques. We also give the averagenumber of concepts (or clo-
sed patterns, see Section 2) for a frequency threshold proportional to the number of
objects. We will see that these results confirm the intuitionabout the difficulty of the
task, by showing that the number of patterns is exponentially large with the number of
attributes, and polynomial with the number of objects. Besides, if the frequency thre-
shold is a proportion of the number of objects (10% for example), the average number
of frequent patterns is polynomial with the number of attributes, without depending on
the number of objects.

The organization of this paper is as follows : we present in Section 2 some definitions
and properties about pattern mining in databases, and give the main results of our work
in Section 3. We change the model by adding more constraints in Section 4 and end the
presentation with some open problems (Section 5). Section 6is a short conclusion and
Appendix A and B gather the proofs of the theorems.

2 Preliminaries

2.1 Notations

A database contains the objects under study, which are described by their attributes.
It is usually a boolean matrix, where objects are drawn on therows, and the binary
attributes are the columns. We will not discuss here about the methods for obtaining
such a boolean matrix, starting from continuous or multi-valued attributes (see (Srikant
& Agrawal, 1996) for an example).
In this article, we will have to distinguish two frameworks :

1. the transactional (consumer bag) framework is the most classical : objects are
called transactions and represent a list of purchase. Everybought product is an
attribute, and is often called item. It is absent or present in the transaction ;

2. the attribute/value framework is related to the databasedomain : every continuous
attribute is discretized and transformed into several new boolean attributes.

346



We will yet use the same notation for both frameworks considering that, at the end,
we only use boolean attributes. We will come back again to thedifferences between
both frameworks when specifying the probabilistic model (see Section 3.2). The set of
attributes is denotedA = {1..m} and the set of objects isO = {1..n}. A pattern is a
subset ofA, and the collection of patterns is denoted by2A.

A database is a subset ofA × O and can be represented by an × m matrix
(χi,j)i=1..n,j=1..m. We can also consider that a database is a set of transactions; then
we will write that a patternA is supported by a transactionT if A ⊂ T . Thesupport
of A is the set of all transactions containingA, and the frequency ofA is the size of its
support.A is said to beγ-frequent if its frequency is over a user-defined thresholdγ :

Definition 1 (frequent pattern)
Let B = (χi,j)i=1..n,j=1..m be a binary database withm items andn transactions and
γ a strictly positive integer. Aγ-frequentA is a pattern such that|support(A)| ≥ γ.

During the demonstrations, we will use a matrix vision of thesupport : for allj in A

andi in support(A), χi,j = 1, and for alli in O\support(A), there existsj in A such
thatχi,j = 0.
We now give, in this framework, the definition of aγ-closed pattern :

Definition 2 (frequent closed pattern)
Let B = (χi,j)i=1..n,j=1..m be a binary database withm items andn transactions and
γ a strictly positive integer. A patternA is γ-closed if :

– A is γ-frequent pattern,
– for all j in A\A, there existsi in support(A) such thatχi,j = 0.

2.2 Pattern mining

The first and most popular algorithm for mining frequent patterns isA-PRIORI (Agra-
wal & Srikant, 1994). The key idea is to use the anti-monotonous property of the fre-
quency constraint, which entails that every subset of a frequent pattern is frequent as
well, or reciprocally that a superset of an infrequent pattern is infrequent. Starting from
frequent items, candidate patterns with two items are builtand their frequency is che-
cked in the database. When a candidate is not enough present,its supersets are pruned
and will not ground any further candidate. New candidates are produced by joining two
frequent patterns having the same prefix, and again checked in the database, etc.

With this method, patterns are mined with a level-wise strategy, computing them by
increasing size.A-PRIORI requires only one database scan to check all candidates at
each level : there will be as much database scans as the size ofthe largest frequent
pattern. If we consider that the bottleneck of such a method lies in database accesses,
the complexity ofA-PRIORI regarding this criteria is good.

The concept of positive and negative border is very useful, in order to more precisely
analyze the complexity. The positive border gathers the maximum frequent patterns,
with respect to the inclusion order. The negative border offers a dual vision : it brings
together the minimum infrequent patterns. Gunopulos et al.have shown that mining
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the frequent patterns requires as many database accesses asthere are elements in both
borders (Gunopuloset al., 1997a).

Since twenty years, closed pattern mining is well studied, but the known methods
provide all closed patterns, while we are, in the context of data mining, only interested
in the most frequent. Recent works combine both approaches,and the closed patterns
can also be mined in a level-wise manner, by using the free (Calders & Goethals, 2003)
or key patterns (Pasquieret al., 1999), because they are the generators of the closed
patterns.

2.3 Related work

We recall in this section some results about the complexity of frequent pattern mining.
As we will see, we are aware about the difficulty of the mining task : Gunopulos et al.
have shown that deciding whether there exists a frequent pattern with t attributes is
NP-complete (Gunopuloset al., 1997b; Purdomet al., 2004). The associate counting
problem is #P-hard. But we are not really aware about the number of frequent patterns.
In fact, as far as we know, there does not exist such results inthe literature.

The reason is that the search space is well known to be exponentially large with the
number of attributes, and the worst case (e.g. a database whereχi,j = 1 for all i andj,
see Figure 1-a) gives2m − 1 frequent patterns (with the minimum frequency threshold
γ = 1). In the middle matrix whereχi,i = 0 (see Figure 1-b), there are2m − 2 closed
patterns (withγ = 1). Finally, in the matrix of the Figure 1-c (Boroset al., 2002),
there arek maximal frequent patterns (k is such thatn = kγ), 2k − 2 closed patterns,
and more than2k(l−1) frequent patterns (l is such thatm = kl). Of course, it is a
pathological example, but we have here a situation where thenumber of closed patterns
is exponentially larger than the number of maximal patterns, and the number of frequent
patterns is again exponentially larger than the number of closed patterns.

γ

(a) (b) (c)

lm m

n

FIG. 1 – Three worst cases for pattern mining (when it is filled, itmeans that there are
1 in the matrix, otherwise there are 0).

Average analysis considerations might then provide interesting results. We found one
such study (Purdomet al., 2004), but it is related to the failure rate ofA-PRIORI. It is
useful for predicting the number of candidates that the algorithm will have to check.
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This work confirms the results of (Geertset al., 2001), who used an upper bound. On
other hand, in the seminal paper (Agrawalet al., 1996), the authors of theA-PRIORI

algorithm have explained that there are very few long patterns in a random database,
and we will reuse the same probabilistic model.

We end this section with quoting (Dexters & Calders, 2004), which gives bounds on
the size of the set ofk-free patterns (Calders & Goethals, 2003). The authors provide
a link between the number of free patterns and the maximum length of such a pattern.
Even if this work is hard to relate to ours, we will have to investigate it further.

3 Results with the transactional framework

3.1 Hypothesis

In the following, we are interested in computing the averagenumber of frequent and
closed patterns, with respect to a certain minimum frequency thresholdγ. All the pro-
vided results are asymptotic (i.e. forn and m large) so that the way the frequency
threshold is growing withn is important. In practice, two cases are generally distingui-
shed :

Hypothesis 1 (fixed case)
γ is fixed and small when compared to the numbern of objects.

For example,γ can be fixed to ten transactions, when there are 100 000 transactions
in the database.

Hypothesis 2 (proportional case)
γ is a ratio ofn. In this case, we will say that there existsr ∈]0, 1[ such thatγ = rn.

Since we do not haveinfinite databases, the percentager must not be too small in
practice. Nevertheless in our theoretical framework,r can be taken as small as we want
but the speed of convergence of our asymptotics decelerates. The distinction between
both hypothesis will be useful during the proof of our results : if γ is fixed and small,
some approximation can be performed which could not be made if it is a percentage of
n. Whenγ is a ratio ofn, some threshold phenomena appears in an integral, which can
be exploited by a Laplace’s method.

Figure 2 shows the difference between a fixedγ and a variable one. The whole set
of (closed) patterns is a lattice where all the patterns withthe same cardinality are
present on the same horizontal line. Besides, the most general patterns which have the
lowest cardinality, are in the top of the lattice. Thus, the lattice may be represented by a
rhombus and frequent (closed) patterns correspond to the grey superior part. This figure
emphasizes the fact that a variableγ cuts the lattice with preserving the same proportion
between both parts. With a fixedγ, this proportion is no longer preserved.

We also have to safely define the ratio between the number of objects and the number
of attributes. We therefore require fromn andm that they are polynomially linked, i.e.
there exists a constantc such thatlog m ∼ c log n. Let us note that this assumption is
only useful for the asymptotic provided in the Theorem 1.
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γ

γ=rn

FIG. 2 – Difference between a fixedγ and a variable one (the empty set is at the top
of the lattice, and the complete set of attributes is at the bottom. In the case whereγ is
fixed, the white parts of the lattices, which gather the infrequent patterns, seem to have
an equal size, but it is false in practice)

3.2 Probabilistic model

We assume in this section that we are in the transactional framework. The probabilis-
tic model we now describe is very simple. Since we can not appreciatein advancethe
correlations existing in real databases,we will suppose that :
The database(χi,j)i=1..n,j=1..m forms an independent family of random variables
which follows the same Bernoulli law of parameterp in ]0, 1[.

Figure 3 provides an example of such a transactional database on the left chart : there
is no constraint w.r.t. the columns on the number of 1 in each line. This model is far
from the reality. Indeed, an equivalent in Information Theory is to modelize the French
language with a memoryless source that respects the probability of each letter. The
result is not very good but theoretical analysis can be yet lead. In the Section 4, this
model is improved in order to handle items coming from continuous or multi-valued
attributes. Nevertheless, we will again suppose that the objects are independent.

3.3 Results

This probabilistic model leads to a simple analysis of the average number ofγ-closed
andγ-frequent patterns. The next theorem sums up our first resultfor a fixed frequency
threshold.

Theorem 1
If the positive integerγ is fixed (hypothesis 1, Section 3.1) and if there exist a constant
c such thatlog m ∼ c log n, then for largen andm, the average number ofγ-frequent
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FIG. 3 – Transactional and attribute modelizations of databases (a grey square corres-
ponding to a 1 in the matrix)

patternsFm,n,γ satisfies

Fm,n,γ ∼

(
n

γ

)
(1 + pγ)m

This theorem states that the average number ofγ-frequent patterns is asymptotically
exponential in the number of attributes and polynomial in the number of objects. This is
not really surprising, because we already had this intuition when we studied the search
space (which is exponentially large with the number of attributes). Remark nonetheless
that the average behavior is far from the worst case, which is2m. In addition, the denser
the matrix is, the more frequent patterns there are : this is natural. Let us notice that the
corresponding proof (see Appendix A) provides the exact asymptotic :

Fm,n,γ =

(
n

γ

)
(1 + pγ)m

[
1 + O

(
n

(
1 + pγ+1

1 + pγ

)m)]

The following theorem gives a link between the average number of γ-closed patterns
and the number ofγ-frequent patterns :

Theorem 2
If γ satisfiesγ > b(1 + ε) log m/| log p|c for an ε strictly positive, then the average
number ofγ-frequent patterns and the average number ofγ-closed patternsCm,n,γ are
equivalent,

Cm,n,γ ∼ Fm,n,γ .

We now detail the result of this theorem with the help of the databaseT10I4D100K,
which hasn = 100000 objects,m = 1000 attributes, and its density isp = 0.01. This
dataset is generated by Srikant’s synthetic data generator(Agrawal & Srikant, 1994),
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and is available on the FIMI website1. We used this dataset to illustrate our aim since it
has a large number of objects and attributes.

The thresholdblog m/| log p|c for γ involved in the theorem 2 is in practice very
low w.r.t. the number of objects. For instance, the theorem applies onT10I4D100K
whenγ > 1.5. We mined the frequent and the closed patterns in this dataset with Uno’s
implementations for the FIMI (Uno & Satoh, 2003) and plottedon the Figure 4 the
number of patterns, w.r.t. the thresholdγ. Whenγ is greater than 20, we can see that
the number of frequent patterns and the number of closed pattern are almost the same.

average number

minimum support threshold

 1

 10

 100

 1000

 10000

 100000

 1e+06

 1e+07

 1e+08

 1e+09

 1e+10

 1  10  100  1000  10000

frequent patterns
closed patterns

FIG. 4 – Average number of frequent/closed patterns onT10I4D100K

It is hard to give an intuition of this surprising result, because it is justified by an
approximation which can be realized on the asymptotic (see demonstration on Appen-
dix A). This phenomena can be explained by the poorness of ourprobabilistic model,
which does not handle correlations. Closed patterns are normally useful, because they
can summarize correlations. In the conditions of the theorem, almost all the frequent
patterns are also closed andA-PRIORI has a better behavior than those algorithms based
on the closed patterns.

Now, we consider the average number of patterns with the second hypothesis :

Theorem 3
If γ satisfiesγ = brnc with r ∈]0, 1[ (hypothesis 2, Section 3.1), then the average
number ofγ-closed patterns andγ-frequent patterns satisfies for largem andn

Cm,n,γ ∼ Fm,n,γ ∼

(
m

j0

)
, where j0 =

⌊
log r

log p

⌋
.

In other words,j0 is such thatpj0+1 < r < pj0 .

1Frequent Itemset Mining Implementations is a workshop of the IEEE International Conference on Data
Mining (ICDM) http ://fimi.cs.helsinki.fi/
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This theorem is very important, because it states that the average number of frequent
patterns (and closed patterns) ispolynomial with the number m of attributes for a
frequency threshold proportional to the number of objects.This is again surprising,
because the search space is theoretically exponentially growing with m. Besides, this
average number of frequent patterns does not depend on the numbern of objects. In the
future, we will reuse this result to justify applications ofsampling techniques.

4 Results with the attribute/value framework

The preceding results show that our model can be improved. Wenow try to handle
correlations in the data.

In practice, items often come from continuous attributes, that are split. For instance,
the attributesize of the patientcan be split into three itemssmall, medium, tall. The
previous modelization allowed a patient to be small and tallat the same time, while it is
impossible. The new modelization considers these kinds of correlations. Nevertheless,
we restrict ourselves to the case where all multi-valued or continuous attributes lead to
the same number of boolean attributest > 1. On the right chart, Figure 3 proposes an
example of dataset wheret = 3 : there can be only one 1 in each triple of columns.

Since all the original attributes have the same sizet, there exists one positive integer
m1 such that the numberm of boolean attributes satisfiesm = m1t. The new probabi-
listic model is based on the following hypothesis :

The database(∆i,j = (χi,tj+1, χi,tj+2, . . . , χi,tj+t))i=1..n,j=0..m1−1 forms an in-
dependent family of random variables with the same uniform law on the set composed
with the sequences of sizet with only oneoneand(t−1) zeros (the density of the matrix
is 1

t ).

Once more, this model is far from the reality but its equivalent one in Information
Theory would be to modelize the French language by a memoryless source that emits
trigrams (ift = 3) according to their probability. The result is then better than our first
modelization.

Using this model, our results are similar to the previous section. The proofs are also
similar (see Appendix B).

Theorem 4
If the positive integerγ is fixed, then the average number ofγ-frequent patternsFm,n,γ

satisfies for largem andn

Fm,n,γ =

(
n

γ

)(
1 +

(
1

t

)γ−1
)m1 [

1 + O

(
n

(
1 + (1/t)γ

1 + (1/t)γ−1

)m1
)]

Theorem 5
If γ satisfiesγ > b(1 + ε) logm1/ log tc for an ε strictly positive, then the average
number ofγ-frequent patterns and the average number ofγ-closed patternsCm,n,γ are
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equivalent,
Cm,n,γ ∼ Fm,n,γ .

Theorem 6
If γ satisfiesγ = brnc with r ∈]0, 1[ which is not a power ofp, then the average number
of γ-closed patterns andγ-frequent patterns satisfies

Cm,n,γ ∼ Fm,n,γ ∼

(
m1

j0

)
tj0 , where j0 =

⌊
− log r

log t

⌋
.

Theorems 4, 5 and 6 show that the behavior of the asymptotics are very close to those
proposed with the former modelization. Nevertheless, the number ofγ-frequent patterns
with the new model is exponentially lower for fixedγ. Indeed, the factor between the
two modelizations is given by

(
(1 + (1/t)γ−1)1/t

1 + (1/t)γ

)m

= δm with δ < 1

It let us think that correlations entail anexponential decayon the number of frequent
patterns (even ifδ is near 1). Thus, this new model really refines the previous results.

Finally with γ = brnc, the asymptotic is the same than in the first modelization and
then, still polynomial.

5 Open problems

We now focus our intention on problems that we did not treat here or manage to
solve :

1. What is the average number ofγ-closed patterns for fixedγ ? Our feeling is that
this number is asymptotically equivalent to the number of closed patterns of size
aroundlog n/| log p| and frequency aroundlog m/| log p|.

2. What is the average number ofγ-closed/frequent patterns for other functionγ

such thatγ =
√

n ? The proof of Theorem3 might be adapted to this context. In
particular, the integerj0 was chosen suchpj0+1 < (γ − 1)/(n − 1) ≈ r < pj0 .
By extension, fixingj0 = logp(γ − 1)/(n − 1) we suppose that the number of
frequent patterns is

(
m
j0

)
.

3. What is the average size of the biggest frequent pattern ? It corresponds to the
number of steps thatA-PRIORI Algorithm performs.

4. The positive border is the set ofγ-frequent patterns (or equivalentlyγ-closed
ones) whose all supersets are infrequent. What is the average cardinal of the po-
sitive border? This average is given by

m∑

j=1

(
m

j

) n∑

i=γ

(
n

i

)
pij(1 − pj)n−i

(
γ−1∑

u=0

(
i

u

)
pu(1 − p)i−u

)m−j

.

For r > p, it tends to zero but forr < p, the term(
∑

)m−j goes from0 to 1
aroundi = pn. We did not manage to find the asymptotic.
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5. The negative border is the set of patterns which are notγ-frequent, and whose
all subsets areγ-frequent patterns. What is the average cardinal of the negative
border ?

Of course, this list is not exhaustive.

6 Conclusion

In this paper, we gave the average number of frequent or closed patterns in a data-
base, according to the frequency threshold, the number of attributes, objects, and the
density of the database. We first used a simple model for the database, consisting in an
independent family of Bernouilli random variables. We alsoprovided the results with
an improved modelization handling correlations in the attributes.

Our asymptotic results are useful in order to better understand the complexity of
the frequent or closed pattern mining task. They explain theefficiency of the frequent
pattern mining compared to the closed pattern one on databases close to our models.
Furthermore, we emphasized the gap between two choices for the minimal frequency
threshold (fixed or not) when the size of pattern lattice grows. In the first case, the
average number of patterns is exponential with the number ofattributes and polynomial
with the number of objects. In the second case, it only polynomially depends on the
number of attributes.

In further work, we want to take into account the correlations between objects in order
to study the frequent and closed pattern mining on corresponding databases. Besides,
we would like to propose a sampling method to estimate the number of patterns starting
from a database and a minimum frequency threshold.

A Proofs with the transactional framework

We now prove the theorems. Let us recall thatn andm are polynomially linked,
i.e. there exist a constantc such thatlog m ∼ c log n. Thus in the following, both
parameters tend to infinity. The first lemma gives simple formulae directly deduced
from the definitions for the average number ofγ-frequent patterns andγ-concepts. This
lemma is sufficient to show the result2. The second lemma is an integral reformulation
of a part of the previous formulae. The third lemma gives asymptotics for the integral
part. Finally, we prove the theorem.

Lemma 1
The average number ofγ-frequent patterns satisfies

Fm,n,γ =

m∑

j=1

(
m

j

) n∑

i=γ

(
n

i

)
pij(1 − pj)n−i.

The average number ofγ-concepts satisfies

Cm,n,γ =

m∑

j=1

(
m

j

) n∑

i=γ

(
n

i

)
pij(1 − pi)m−j(1 − pj)n−i.
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Proof 1 (Lemma 1)
Fix (A, O) a γ-frequent pattern. The cardinal of a setE is noted|E|. SinceO is the
support ofA, for all index inA × O, there is a one in the matrix. But the probability
o having a one isp so that the probability of having a one at each index ofA × O

is p|A||̇O|. In addition,O is the greatest set containing all the items ofA, so that for
all transactions inO\O, there is at least one zero at an index ofA. The probability of
satisfying this last condition is(1 − p|A|)n−|O|.

If (A, O) is a concept, the probability thatA is the greatest set containingO is by
symmetry(1− p|O|)m−|A|. Now, summing over all the possible cardinalities forA and
O, we get both formulae.

Proof 2 (Theorem2)
Both formulae are sufficient to prove Theorem2. Indeed, ifγ satisfiesγ > b(1 +
ε) log m/| log p|c for anε strictly positive, then

(1 − pi)m−j ≤ (1 − p(1+ε) log m/| log p|−1)m−j

= (1 −
1

pm1+ε
)m−j

→ 1.

Theorem2 follows from this equivalence.

The next lemma expresses the sum overi in Fm,n,γ with an integral. This is the key
point of all the proofs, since the way we approximate the integral leads to two different
asymptotics forγ fixed or linear.

Lemma 2
One has the integral equality :

n∑

i=γ

(
n

i

)
xi(1 − x)n−i = γ

(
n

γ

)∫ x

0

tγ−1(1 − t)n−γdt.

Proof 3 (Lemma 2)
Expanding(1 − x)n−i leads to

n∑

i=γ

(
n

i

)
xi(1 − x)n−i =

n∑

i=γ

(
n

i

) n−i∑

u=0

(
n − i

u

)
(−1)uxi+u.

Now, the change of variablev = u + i and the inversion of both signs sum gives the
new equality

n∑

i=γ

(
n

i

)
xi(1 − x)n−i =

n∑

v=γ

(
n

v

)
xv

v∑

i=γ

(
v

i

)
(−1)v−i.

A simple induction shows that the second sum simplifies into

(−1)v−γ

(
v − 1

γ − 1

)
.
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Hence, the previous inequality becomes

n∑

i=γ

(
n

i

)
xi(1 − x)n−i =

n∑

v=γ

(
n

v

)
xv(−1)v−γ

(
v − 1

γ − 1

)
.

Now, the binomials simplify,
(
n
v

)(
v−1

γ−1

)
= γ

v

(
n
γ

)(
n−γ
v−γ

)
and the change of variablew =

v − γ gives the new expression

n∑

i=γ

(
n

i

)
xi(1 − x)n−i = γ

(
n

γ

) n−γ∑

w=0

(
n − γ

w

)
(−1)w xw+γ

w + γ
.

To conclude, remark that the second sum is zero whenx = 0 and that the derivative
according tox is exactlyxγ−1(1 − x)n−γ . The lemma follows.

We can now prove Theorem1.

Proof 4 (Theorem1)
Let f be the functionf(x) = (1− x)n−γ . The sign of the derivatives off alternates so
that, the Taylor expansion off entails the bounds,

2k+1∑

l=0

f (l)(0)

l!
xl ≤ f(x) ≤

2k∑

l=0

f (l)(0)

l!
xl

for all positive integerk. Now the derivatives satisfyf (l)(0) = (−1)l(n − γ) . . . (n −
γ − l + 1)xn−γ−l. A bound of the integral formula is then

∫ x

0

tγ−1(1 − t)n−γdt ≈

∫ x

0

2k+1∑

l=0

f (l)(0)

l!
tl+γ−1dt

=
2k+1∑

l=0

(
n − γ

l

)
(−1)l xl+γ

l + γ
.

Applying Lemma2 with Fm,n,γ , using the previous bounds and summing overj in
Fm,n,γ finally gives

Fm,n,γ ≈ γ

(
n

γ

) 2k+1∑

l=0

(
n − γ

l

)
(−1)l (1 + pl+γ)m − 1

l + γ
.

In particular fork = 0, one has
(

n

γ

)
((1+pγ)m−1)−γ

(
n

γ

)(
n − γ

1

)
(1 + p1+γ)m − 1

1 + γ
≤ Fm,n,γ ≤

(
n

γ

)
(1+pγ)m−1.

To conclude, the conditionlog m ∼ c log n entails that the binomials are polynomial
in m and it is negligible compared to the exponential part. This finishes the proof of
Theorem1.
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The last lemma describes the asymptotic of the integral whenn is large.

Lemma 3
Suppose thatγ satisfiesγ = brnc with r a non-power ofp.
Forx > r, ∫ x

0

tγ−1(1 − t)n−γdt =
1

γ
(
n
γ

) (1 + εn(x)),

with (εn)n a sequence of decreasing functions that converges uniformly to zero.
Forx < r, ∫ x

0

tγ−1(1 − t)n−γdt =
exp(ngn(x))

ng′n(x)
(1 + ε̃n(x)),

with (ε̃n)n a sequence of increasing functions that converges uniformly to zero and

gn(x) =
γ − 1

n
log x +

n − γ

n
log(1 − x).

Proof 5 (Lemma 3)
This lemma is the well known Laplace Method. The proof is thenlet to the reader.

We finally prove Theorem3.

Proof 6 (Theorem3)
Integerj0 is (asymptotically) the lowest integerj such thatpj > r. By Lemma1 and
Lemma2, the average number of frequent patterns satisfies

Fm,n,γ =

n∑

j=1

(
m

j

)
γ

(
n

γ

)∫ pj

0

tγ−1(1 − t)n−γdt.

The sum is then split into two sums
∑j0

j=1
+
∑m

j=j0+1
and the use of lemma3 provides

the equivalence

Fm,n,γ ∼

j0∑

j=1

(
m

j

)
+

m∑

j=j0+1

(
m

j

)
γ

(
n

γ

)
exp(ngn(pj))

ng′n(pj)
.

The first sum is equivalent to
(

m
j0

)
sincej0 is constant. A simple upper bound gives the

inequality for the second sum,

m∑

j=j0+1

(
m

j

)
exp(ngn(pj))

ng′n(pj)
≤

1

γ − 1 − pj0(n − 1)

m∑

j=j0+1

(
m

j

)
pγj(1 − pj)n−γ+1.

Now, an equivalent of the right sum is

m∑

j=j0+1

(
m

j

)
pγj(1 − pj)n−γ+1 ∼

(
m

j0 + 1

)
pγ(j0+1)(1 − pj0+1)n−γ+1. (1)
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Indeed, letwj =
(
m
j

)
pγj(1 − pj)n−γ+1. The ratiowj+1/wj is decreasing withj and

the ratiowj0+2/wj0+1 satisfies

wj0+2

wj0+1

=
m − j0 − 2

j0 + 3
exp(nθ(γ, n, p, j0))

with θ(γ, n, p, j0) =
γ

n
log p +

n − γ + 1

n
log(1 + pj0+1

1 − p

1 − pj0+1
).

Using thatγ/n tends tor asn tends to infinity and thatpj0+1 < r, the functionθ is
shown to converge to a strictly negative constant. Hence, the ratiowj0+2/wj0+1 tends
to zero asn tends to infinity what is sufficient to prove the equivalent ofFormula (1).
The Stirling formula applied with the binomial

(
n
γ

)
entails the equivalent

(
n

γ

)
p(j0+1)γ(1 − pj0+1)n−γ ∼

√
1

2πr(1 − r)n

(
pj0+1n

γ

)γ (
1 − pj0+1

1 − (γ/n)

)n−γ

= exp(nθ̃(γ, n, p, j0)),

where θ̃(γ, n, p, j0) =
γ

n
log

pj0+1n

γ
+ (n − γ) log

1 − pj0+1

1 − (γ/n)
.

Finally, since for all positivex, log x ≤ x − 1 and log 1 + x ≤ x, the functionθ̃ is
proved to converge to a strictly negative number. It followsthat

γ

(
n

γ

) m∑

j=j0+1

(
m

j

)
exp(ngn(pj))

ng′n(pj)
→ 0.

which finishes the proof of Theorem3.

B Proofs with the attribute/value framework

The proofs are exactly identical. The only change is the firstformula for the average
number of frequent patterns or concepts.

Lemma 4
The average number ofγ-frequent patterns satisfies

Fm,n,γ =

m1∑

j=1

tj
(

m1

j

) n∑

i=γ

(
n

i

)(
1

t

)ij

(1 −

(
1

t

)j

)n−i.

The average number ofγ-closed patterns satisfies

Cm,n,γ =

m1∑

j=1

(
m1

j

) n∑

i=γ

(
n

i

)(
1

t

)ij

(1 −

(
1

t

)i

)m1−j(1 −

(
1

t

)j

)n−i.

All the previous proofs extend to these formulae.
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Résumé : Nous présentons deux études de fouille de données, l’une s’appuyant 
sur les arbres de décision et l’autre sur les motifs fréquents et les règles 
d’association. Les résultats obtenus sont encourageants car nous réussissons à 
extraire des connaissances utiles et nouvelles pour l’expert. De plus, ces 
travaux nous ont conduit à proposer les premiers éléments d’une méthodologie 
globale de fouille de règles en bioinformatique. Au cœur de ces réflexions, 
nous soulignons le rôle majeur de l’expert dans le processus de fouille de 
données. 

Mots-clés : Arbre de décision, Motif fréquent, Règle d’association, Syndrome 
métabolique. 

 
Dans l’équipe 4 de l’unité INSERM 525, nous disposons d’une base de données 

contribuant à la compréhension des mécanismes entraînant l’athérosclérose : la 
cohorte STANISLAS (Siest et al., 1998). C’est une étude familiale sur dix ans dont 
l’objectif principal est d’étudier le rôle et la contribution de facteurs génétiques et 
environnementaux sur la fonction cardiovasculaire. Des familles de la Meurthe-et-
Moselle et des Vosges ont été invitées à venir passer un examen de santé tous les cinq 
ans. Lors du recrutement initial (1993-1995, t0), les critères d’inclusion étaient les 
suivants : familles supposées saines, exemptes de maladies aiguës et/ou chroniques, 
composées de deux parents et de deux enfants de plus de six ans. 1006 familles (4295 
sujets) ont ainsi pu être recrutées. Les données recueillies peuvent se diviser en trois 
catégories : (1) cliniques et environnementales, (2) biologiques et (3) génétiques.  

Un des thèmes auxquels nous nous intéressons plus particulièrement est le 
syndrome métabolique (SM), une affection regroupant des facteurs de risque 
cardiovasculaire. Notre objectif est d’expérimenter sur les données de la cohorte 
différentes techniques de fouille afin d’étudier les mécanismes impliqués dans le SM. 

Pour nos expérimentations, nous avons utilisé d’une part l’algorithme C4.5 
proposé dans le système Weka (Witten & Frank, 2002) qui permet la construction 
d’arbres de décision. D’autre part, nous avons testé CORON, une plate-forme 
développée dans l’équipe Orpailleur qui extrait les motifs fréquents (Szathmary & 
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Napoli, 2005). Un autre module intégré dans CORON, ASSRULEX (Association Rule 
eXtractor), permet la génération de règles d’association à la fois à partir des motifs 
fréquents et des motifs fermés fréquents.  

Les expérimentations avec C4.5 ont été menées sur deux sous-populations de la 
cohorte STANISLAS. Nous avons créé une nouvelle variable nominale, « SM », qui 
décrit pour chaque individu s’il est atteint ou non par le syndrome métabolique. Pour 
cela, nous avons utilisé une définition standard où un individu est atteint par le SM 
s’il a au moins trois des cinq critères suivants : hyperglycémie, hypertriglycéridémie, 
HDL-cholestérol bas (“bon” cholestérol), hypertension, obésité. Ainsi, SM est la 
classe cible sur laquelle nous cherchons à classifier les individus. Le rôle de l’expert 
est ici très important pour le choix des paramètres et l’interprétation de résultats. 

Pour l’extraction de motifs et de règles, l’implication de l’expert dans le processus 
de fouille de données est également très importante et s’étend du pré-traitement au 
post-traitement des données. Nous proposons une méthodologie globale pour la 
fouille de règles en cinq étapes : (1) Etapes de pré-traitement, (2) Utilisation d’un 
logiciel de fouille, (3) Etapes de post-traitement : fouille de règles, (4) Visualisation 
des résultats, (5) Interprétation et validation des résultats. Ce schéma global a été 
appliqué à des données discrètes de la cohorte STANISLAS. La conclusion finale de 
cette étude après validation statistique a apporté une connaissance nouvelle à l’expert 
ayant une réelle valeur en biologie. 

En conclusion, nos expérimentations soulignent le rôle primordial de l’expert dans 
le processus de fouille de données. Les arbres de décision permettent de déterminer 
les paramètres qui discriminent au mieux les individus selon la classe SM. Quant aux 
motifs et aux règles, en suivant une méthodologie globale, ils permettent de mettre en 
évidence des profils et de générer de nouvelles hypothèses en biologie qui peuvent 
ensuite être validées, par les statistiques par exemple. Alors que ces deux méthodes 
de fouille ont ici été évaluées séparément, pour la suite de notre travail, nous 
souhaitons réaliser leur combinaison et étudier l’intérêt des résultats qui seront 
générés. 
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Jérôme Callut . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79
Marine Campedel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107
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Rémi Munos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201
Amedeo Napoli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361
David W. Pearson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179
Nicolas Pernot . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
Yves Quentin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263
Alain Rakotomamonjy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
Vincent Rialle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181
François Rioult . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 265 345
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