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Préface

Ce volume contient les Actes de la 7éme Conférence d’Apprentissage (CAp) qui
s’est tenue a Nice du mercredi ler au vendredi 3 juin 2005. CAp, rendez-vous an-
nuel des chercheurs de la communauté francophone du domaine, s’est déroulée au
sein de la plate-forme organisée par I’ Association Francaise d’Intelligence Artificielle
(AFIA), comme chaque année de millésime impair. Ce regroupement donne 1’occasion
d’échanges entre participants a trois conférences : CAp, IC (Ingéniérie des connais-
sances) et RICIA (Rencontre des Jeunes chercheurs en Intelligence artificielle).

Nous avons recu 51 propositions d’articles cette année, ce qui constitue un nombre re-
cord depuis la création de CAp en 1999, attestant du dynamisme des chercheurs frangais
en apprentissage automatique. Trois autres indicateurs me semblent témoigner de la
bonne santé de notre thématique de recherche :

— le nombre et la diversité des laboratoires et organismes de rattachement des au-
teurs : CRIL, ENST Paris, ETIS, EURISE, GRAPPA, GREYC, IMAG, INRA, IN-
RIA Rhone-Alpes, INRIA Sophia Antipolis, INSA Lyon, INSA-Rouen, INSERM,
IRISA-ENSSAT, LENA, LMGM, LIFO, Lim&Bio, LIF, LIRIS, LIRMM, LORIA,
LRI, LTCI, UTC, X, Xerox, univ. Montréal, Australian National Univ., Univ. Cath.
de Louvain, Univ. de Tunis, ...

— la multiplicité des themes traités : inférence grammaticale, théorie de I’apprentis-
sage, modeles probabilistes, regles d’association et treillis de Galois, méthodes a
noyaux, réseaux bayésiens, algorithmes génétiques, optimisation, contraintes, ...
et d’autres encore sortant des thémes usuels ;

— la répartition équilibrée des travaux sur un axe théorie-applications, illustrant le
lien marqué en apprentissage automatique entre la performance des méthodes et
leurs fondements théoriques.

Chagque article a été évalué par trois relecteurs. Sur 51 soumissions, le comité de pro-
gramme a retenu 22 articles en version longue (exposé de 25 mn pendant la conférence
et article de 16 pages dans les Actes) et 14 autres en version courte (exposé de 5 mi-
nutes, article de 2 pages et poster : 11 auteurs ont accepté cette possibilité).

Je tiens a remercier vivement les membres du comité de programme et plus généralement
tous les relecteurs pour la trés grande qualité de leurs rapports a la fois exigeants et
constructifs ainsi que Fabien Torre pour le tres efficace logiciel de gestion qu’il a mis a
ma disposition. Merci également aux organisateurs de la plate-forme et a Fabien Gan-
don au premier chef. Je remercie tout particulierement Cécile Capponi, Yann Esposito
et Liva Ralaivola pour le sérieux coup de main qu’ils m’ont donné au quotidien et en
particulier pour la composition des présents Actes.

Francois DENIS,
Président du comité de programme de CAP 2005,
LIF, Université de Provence
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Coupling Maximum Entropy and
Probabilistic Context-Free Grammar Models
for XML Annotation of Documents
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Abstract : We consider the problem of semantic annotation of sernired
documents according to a target XML schema. The task is totatena doc-
ument in a tree-like manner where the annotation tree is starce of a tree
class defined by DTD or W3C XML Schema descriptions. In thébabilistic
setting, we cope with the tree annotation problem gerzeralized probabilistic
context-free parsing@f an observation sequence where each observation comes
with a probability distribution over terminals supplied byprobabilistic classi-
fier associated with the content of documents. We deterrhimenost probable
tree annotation by maximizing the joint probability of sgleg a terminal se-
guence for the observation sequence and the most probabkefpathe selected
terminal sequence.

Nous considérons le probleme de I'annotation sémaetigidocuments semi-
structurés guidée par un schéma xml cible. Le but estrabam un document

de fagon arborescente ou I'arbre d’annotation est kinsé d’'une DTD ou d’'un
schéma W3C XML. Avec notre approche probabiliste, nousotna le probleme

de I'annotation comme ungénéralisation de la dérivation de grammaires hors-
contextes probabilistegour des séquences d’'observations. Chaque observation
possede une distribution de probabilités sur les clagaegst fournie par un
classifieur probabiliste associé au contenu du documeiarbre d’annotation

le plus probable est choisi en maximisant la probabiliiat@de la séquence
d’'observations et de I'arbre de dérivation associé tecEquence.

Mots-clés: Apprentissage artificiel, Web sémantique, Extractidnfdrmations
1 Introduction

The future of the World Wide Web is often associated with tkeen8ntic Web initia-
tive which has as a target a wide-spread document reuseyrp@ging and exchange,
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achieved by means of making document markup and annotabcemmachine-readable.
The success of the Semantic Web initiative depends to a ¢etgat on our capacity to
move fromrendering-orienteanarkup of documents, like PDF or HTML, semantic-
orienteddocument markup, like XML and RDF.

In this paper, we address the problemsefmantic annotation of HTML documents
according to a target XML schema tree-like annotation of a document requires that
the annotation tree be an instance of the target schemarilsesén a DTD, W3C
XML Schema or another schema language. Annotation treesaligtgeneralize flat
annotations conventionally used in information extratt@md wrapper induction for
Web sites.

The migration of documents from rendering-oriented fosnbite PDF and HTML,
toward XML has recently become an important issue in vari@sgarch communi-
ties (Christina Yip Chung, 2002; Curran & Wong, 1999; Kurgaal., 2002; Saikat Mukher-
jee, 2003; Skounakist al, 2003a). The majority of approaches either make certain
assumptions about the source and target XML documentsaldanversion through a
set of local transformations (Curran & Wong, 1999), or diked transformation to par-
ticular tasks, such as the semantic annotation of dynalyigaherated Web pages in
news portals (Saikat Mukherjee, 2003) or the extractiomgidal structure from page
images (Skounakist al., 2003a).

In this paper, we consider the general case of tree annoe@teemi-structured docu-
ments. We makao assumptions about the structure of the source and tammirdents
or their possible similarity. We represent the documentewtas a sequence of obser-
vationsx = {z1, ..., x,}, where each observation is a content fragment. In the case
of HTML documents, such a fragment may be one or multipledsagften surrounded
with rich contextual information in the form of HTML tags,tabutes, etc. The tree
annotation of sequenceis given by a pairy, d), wherey andd refer to leaves and
internal nodes of the tree, respectively. The sequenee{y,, ..., y,} can be seen, on
one side, as labels for observationsinand on the other side, as a terminal sequence
for treed that defines the internal tree structure oyeaccording to the target XML
schema.

In supervised learning, the document annotation systetndes selecting the tree
annotation model and training the model parameters fronaiaitig setS given by
triples (x,y, d). We adopt a probabilistic setting, by which we estimate tiodoability
of an annotation tregy, d) for a given observation sequencand address the problem
of finding the painy, d) of maximal likelihood.

We develop a modular architecture for the tree annotati@lmofiments that includes
two major components. The first component is a probabilstictext-free grammar
(PCFG) which is a probabilistic extension to the correspogddeterministic) XML
schema definition. The PCFG rules may be obtained by regtitia schema’s element
declarations (in the case of a DTD) or element and type definsi{(in the case of a W3C
XML Schema) and the rule probabilities are chosen by obsgnvile occurrencesin the
training set, similar to learning rule probabilities frora¢-bank corpora for NLP tasks.
PCFGs offer the efficient inside-outside algorithm for finglthe most probable parse
for a given sequence of terminals. The complexity of the algorithm@(n? - |N|),
wheren is the length of sequenge and |N| is the number of non-terminals on the



PCFG.

The second component is a probabilistic classifier for ptedj the terminalg for
the observations; in x. In the case of HTML documents, we use the maximum entropy
framework (Bergeet al,, 1996), which proved its efficiency when combining content,
layout and structural features extracted from HTML docutséar making probabilistic
prediction(y) for ;.

With the terminal predictions supplied by the content dfass the tree annotation
problem representhie generalized case of probabilistic parsjmghere each position
1 in sequencg is defined not with a specific terminal, but with a terminallgability
p(y). Consequently, we consider the sequential and joint etiahsof the maximum
likelihood tree annotation for observation sequenceshénjoint case, we develop a
generalized version of the inside-outside algorithm theiednines thenost probable
annotation tre€y, d) according to the PCFG and the distributigiig) for all positions
7 in x. We show that the complexity of the generalized insideidetalgorithm is
O(n® - |N|+n-|T|-|N|), wheren is the length ok andy, and wherd N | and|T'| are
the number of non-terminals and terminals in the PCFG.

We also show that the proposed extension of the insidedmitdgorithm imposes
the conditional independence requiremesitmilar to the Naive Bayes assumption, on
estimating terminal probabilities. We test our method oo twllections and report an
important advantage of the joint evaluation over the setjaleame.

2 XML annotation and schema

XML annotations of documents are trees where inner nodesrdate the tree struc-
ture, and the leaf nodes and tag attributes refer to the decticontent. XML annota-
tions can be abstracted as the class Trofinked labeled rooted treekefined over an
alphabets of tag names (Neven, 2002). The set of trees avean be constrained by a
schemaD that is defined using DTD, W3C XML Schema or other schema laggs.

DTDs and an important part of W3C XML Schema descriptions lsarmodeled
as extended context-free grammars (Papakonstantinou &uVi2000), where regu-
lar expressions over alphab8tare constructed by using the two basic operations of
concatenation and disjunctior] and with occurrence operatorgKleene closure)?
(a? = ale) and+ (a+ = a - ax). An extended context free gramm@&@CFG) is defined
by the 4-tuplez = (T, N, S, R), whereT andN are disjoint sets of terminals and non-
terminalsinX, ¥ = TUN; S is an initial nonterminal an® is a finite set of production
rules of the formA — « for A € N, wherex is a regular expression over=T U N.
The languagé.(G) defined by an ECF&’ is the set of terminal strings derivable from
the starting symbab of G. Formally, L(G) = {w € ¥*|S = w}, where= denotes
the transitive closure of the derivability relation. We megent as @arse treed any
sequential form that reflects the derivational steps. Séieof parse tree®r G forms
the set7 (G) of unranked labeled rooted trees constrained with sch@ma

In practical cases, we deal with the structure of the docusnhich can be repre-
sented by DTD. Moreover, as DTD are strictly less powerfahtiCFG, we can work
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with CFG or its probabilistic extension, given the fact thatill always be possible to
map our results to DTD.

2.1 Tree annotation problem

When annotating HTML documents accordingly to a target XMhesma, the main
difficulty arises from the fact that the source documentseasentially layout-oriented,
and the use of tags and attributes is not necessarily censigith elements of the target
schema. The irregular use of tags in documents, combinédoainplex relationships
between elements in the target schema, makes the manualgwftHTML-to-XML
transformation rules difficult and cumbersome.

In supervised learning, the content of source documentegepted as a sequence of
observations = {z1,...,x,}, where any observatior refers to a content fragment,
surrounded by rich contextual information in the form of HLN&gs, attributes, etc.
The tree annotation model is defined as a mapping- (Y, D) that maps the obser-
vation sequence into a pair(y, d) wherey={y, ...,y } is a terminal sequence and
is a parse tree of according to the target schema or equivalent PCEG = y. The
training setS for training the model parameters is given by a set of trifles, d).

To determine the most probable tree annotationl) for a sequence, we attempt to
maximize the joint probability(y, d|x, G), given the sequenceand PCFGG. Using
the Bayes theorem, we have

p(Yad|X7 G) :p(d|Y7l‘7G) p(Y|X7G)a (1)
As d is independent of: giveny andy is independent of7, we can rewrite the
equation 1 as follows :

p(y. dlx,G) = p(dly, G) - p(y[x), )
wherep(y|x) is the probability of terminal sequengefor the observed sequense
andp(d|y, G) is the probability of the parséfor y according the PCF@. The most
probable tree annotation faris a pair(y, d) that maximizes the probability in (2),

(¥, d)maz = ar(gn;t)axp(dly, G) - p(y[x). 3)
Y,

In the following, we build a probabilistic model for tree antation of source docu-
ments consisting of two components to get the two probglEktimates in (3). The
first component is a probabilistic extension of the targetlXd¢hema; for a given ter-
minal sequencg, it finds the most probable parp&d|y, G) for sequences according
to the PCFGG, where rule probabilities are trained from the availakdéning set. The
second component is a probabilistic content classtiieit estimates the conditional
probabilitiesp(y|x;) for annotating observations with terminalsy € T'. Finally, for a
given sequence of observatianswve develop two methods for finding a tree annotation
(v, d) that maximizes the joint probability(y, d|x, G) in (2).

The figure 1 outlines the tree annotation problem with thedgmsition in two com-
ponents.



HTML tree

Content (PCDATA)‘xl‘xz‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘xn‘ X orobabilistic
classification
of the leaves

XML terminals ‘yl‘yz‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘yn‘ y

+

Derivation of
the most probabl
d parseﬁ givery

XML inner nodes

Figure 1: HTML to XML conversion schema.

3 Probabilistic context-free grammars

PCFGs are probabilistic extensions of CFGs, where eachdrile« in R is associated
with a real numbep in the half-open interval (0; 1]. The valuespbbey the restriction
that for a given non-terminad € N, all rules forA must havep values that sumto 1,

VAeN: > p(r)=1 (4)

r=A—a,r€ER

PCFGs have a normal form, called the Chomsky Normal Form (Cakeording to
which any rule inR is eitherA — B C or A € b, whereA, B andC are non-terminals
andb is a terminal. The rewriting of XML annotations requires thiearization of
source ranked trees, often followed by an extension of th@emminal set and the
underlying set of rules. This is a consequence of rewritindgs with multiple children
as a sequence of binary nodes. The binarization rewritesud@yl — B C' D as two
rulesA — BP andP — C D, whereP is a new non-terminal.

A PCFG defines a joint probability distribution ovEr, a random variable over all
possible sequences of terminals, dnda random variable over all possible parskgs.
and D are clearly not independent, because a complete parsdigpexiactly one or
few terminal sequences. We define the functigp, d) of a given terminal sequence
y € Y and a parsé@ € D as the product of thg values for all of the rewriting rules
R(y,d)usedinS = y. We also consider the case whdrdoes not actually correspond
toy,

B HTeR(y d) p(r), if disa parseof y
Py, d) = { 0, otherwise.

The values op are in the closed interval [0; 1]. In the cases wheiis a parse of
y, all p(r) values in the product will lie in the half open interval (0; &hd so will the
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product. In the other case, 0 is in [0; 1] too. However, it i alvays the case that
>aypy,d) =1

The training of a PCFG takes as evidence the corpus of tels@ugences with
corresponding parseisfrom the training seb'. It associates with each rule an expected
probability of using the rule in producing the corpus. In iresence of parses for all
terminal sequences, each rule probability is set to theagdeount normalized so that
the PCFG constraints (4) are satisfied:

B count(A — «)
P(A — a) = ZA—»BER count(A _ 5)'

3.1 Generalized probabilistic parsing

PCFGs are used as probabilistic models for natural languagethey naturally reflect
the “deep structure” of language sentences rather tharirtbarlsequences of words.
In a PCFG language model, a finite set of words serve as a tefrsghand production
rules for non-terminals express the full set of grammatioaktructions in the language.
Basic algorithms for PCFGs that find the most likely pat$er a given sequence or
choose rule probabilities that maximize the probabilitysefitence in a training set,
represent (Lari & Young, 1990) efficient extensions of théeekii and Baum-Welsh
algorithms for hidden Markov models.

The tree annotation model processes sequences of obsessati= {z1,...,z,}
from the infinite setX, where the observations are not words in a language (and
therefore terminals iffY) but complex instances, like HTML leaves or groups of leaves

Content fragments are frequently targeted by various fitibtic classifiers that pro-
duce probability estimates for labeling an observatioaitterminal inT', p(y|z;),

y € T, where}_ p(y|z;) = 1. The tree annotation problem can therefore be seen as
a generalized version of probabilistic context-free pagsiwhere the input sequence is
given by the probability distribution over a terminal setldhe most probable annota-
tion tree requires maximizing the joint probability in (3).

A similar generalization of probabilistic parsing takeag# in speech recognition. In
the presence of a noisy channel for speech streams, parsimgafsequence of words
is replaced by parsing from a word lattice, which is a compeptesentation of a set
of sequence hypotheses, given by conditional probalsilitigained by special acoustic
models from acoustic observations (Hall & Johnson, 2003).

4 Content classifier

To produce terminal estimates for the observationsve adopt the maximum entropy
framework, according to which the best model for estimapngpability distributions
from data is the one that is consistent with certain consgsalerived from the training
set, but otherwise makes the fewest possible assumpticarg€Bet al, 1996). The
distribution with the fewest possible assumptions is orth Wie highest entropy, and
closest to the uniform distribution. Each constraint egpes some characteristic of the
training set that should also be present in the learnedildisibn. The constraint is



based on a binary feature, it constrains the expected vathe ¢eature in the model to
be equal to its expected value in the training set.

One important advantage of maximum entropy models is thexilflity, as they
allow the extension of the rule system with additional sgtitasemantic and pragmatic
features. Each featurgis binary and can depend gne T and on any properties of
the input sequence. In the case of tree annotation, we includetbatent featurethat
express properties on content fragments, fiker, y) =“1 if y istitle andz’s length is
less then 20 characters, 0 otherwise”, as well asthetural and layout featurethat
capture the HTML context of the observationlike f2(x, y)="1if y is author andz’s
father isspan, 0 otherwise”.

With the constraints based on the selected featjifesy), the maximum entropy
method attempts to maximize the conditional likelihoog@f| =) which is represented
as an exponential model:

p(yle) = Zal(x)ewp (Z Aa fa(w,y)> , (5)

whereZ, (z) is a normalizing factor to ensure that all the probabilisem to 1,

Zo(z) = Z exp (Z /\afa(xvy)) . (6)

For the iterative parameter estimation of the Maximum Emtrexponential mod-
els, we have selected one of the quasi Newton methods, naheelyimited Memory
BFGS method, which is observed to be more effective than #ee€alized Iterative
Scaling (GIS) and Improved Iterative Scaling (11S) for NLidanformation extraction
tasks (Malouf, 2002).

5 Sequential tree annotation

We use pairgx,y) from triples(x, y, d) of the training sefS to train the content clas-
sifier C' and pairs(y, d) to choose rule probabilities that maximize the likelihood f
the instances in the training sef! predicts the terminal probabilitiegy|x) for any
observationx, while the inside-outside algorithm can find the padsef the highest
probability for a given terminal sequenge

By analogy with speech recognition, there exists a naivgeetial method to com-
bine the two components and G for computing a tree annotation for sequence
First, from C’s estimate(y|x), we determine the (top) most probable sequences
Ymaz,j TOrx, j =1,...,k. Second, we find the most probable parses foyall, ;,
dmaz,; = argmaz p(d|ymas,j, G); and finally, we choose the paiy .oz, i, dmaz,;)

d

that maximizes the produpt{ymaz,;) X p(dmaz,;)-

The sequential method works well if the noise level is lowsfy@ech recognition) or if
the content classifier (in the tree annotation) is accuradeigh in predicting terminals
y for x;. Unfortunately, it gives poor results once the classifieis far from 100%
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accuracy iny predictions, as it faces the impossibility of finding anyggafor all the
top £ most probable sequences, .. ;.

Example.

Consider an example target schema given by the following DTD

<IELEMENT  Book (author, Section+)
<!ELEMENT  Section (title, (para footnote)+)>
<!ELEMENT  author (#PCDATA)}
<!ELEMENT title (#PCDATA)>
<IELEMENT  para (#PCDATA)>
<!ELEMENT footnote  (#PCDATA)>

The reduction of the above schema definition to the ChomskynidbForm will
introduce extra non-terminals, so we getthe PGF& (T, N, S, R), where the termi-
nal setisT’={author, title, para, footnote},the nonterminal setid’=
{Book, Author, SE, Section, TI, ELS, El.S= Book, andR includes twelve production
rules.

Assume that we have trained the content classifleand the PCFGZ and have
obtained the following probabilities for the productioasiin R:

(0.3) Book— AU Section
(0.4) SE— Section Section
(0.8) Section— TI ELS
(0.4) ELS— ELEL

(1.0) AU — aut hor

(0.8) EL— par a

(0.7) Book— AU SE
(0.6) SE> Section SE
(0.2) Section— TI EL
(0.6) ELS— ELELS
LO)TI—title
(0.2) EL— f oot not e.

Assume now that we test the content classifieand PCFGZ on a sequence of five

unlabeled observations= {z1, .

.., x5}. Let the classifie” estimate the probability

for terminals inT" as given in the following table:

1 o xr3 T4 s
aut hor 0.3 0.2 0.1 0.1 0.2
title 0.4 0.4 0.3 0.3 0.3
para 0.1 0.2 0.5 0.2 0.2
f oot not e 0.2 0.2 0.1 0.4 0.2

According to the above probability distribution, the mosiipable terminal sequence
Ymaz 1S cOMposed of the most probable terminals forali = 1,....,5. Itis" titl e

title para footnote title’ with probabilityp(ymaz)

= p(ymaz|x) =1II; -

p(y**|z;) =0.4-0.4-0.5-0.4-0.3 = 0.0096. However,y,,., has no correspond-
ing parse tree it7. Instead, there exist two valid annotation treesXofy:, d1) and
(y2,d2), as shown in Figure 2. In Figure 2.b, the terminal sequenee aut hor
title para title para’ withthe parsel;=Book(AU SE(Section (Tl EL) Sec-
tion (TI EL))) maximizes the joint probability(y, d|x, G), with p(y2) = 0.3:0.4-0.5-

0.3-0.2 =0.0036, and

p(d2)=p(Book — AU SE) - p(AU — author)x

p(SE — Section Section) p(Section— TI EL) x



p(TI = title) - p(TI — title) x
p(EL — para)- p(EL — para)x
p(Section— TI EL)
=0.7-1.0-04-0.2-1.0-1.0-0.8-0.8-0.2=0.007172.

Jointly, we havep(y2) x p(ds) ~ 2.58 - 10~5. Similarly, for the annotation tree in
Figure 2.a, we have(y;) x p(d;) = 0.0048 - 0.0018432 ~ 8.85 - 1076,

a) Book b)
Book
Section

SE

ELS
T
/\ELS Section Section
EL EL EL
o

AU T AU Tl EL TI EL
Y1 author title para footnote para Y2 author title para title pa
X Xp  Xp  Xg X4 X5 X X Xo X3 X4 Xg

Figure 2: Tree annotations for the example sequence.

6 The most probable annotation tree

As the sequential method fails to find the most probable atioottree, we try to couple
the selection of terminal sequengdor x with finding the most probable parddor vy,
such thaty, d) maximizes the probability produgtd|y, G)-p(y|x) in (3). To this end,
we extend the basic inside-outside algorithm for termir@#8s (Lari & Young, 1990).

It is a dynamic programming algorithm which is efficient alcegating the best parse
tree which yields a given sentence of the PCFG. As in the Bitdgorithm where only
the forward function may be used, we may only use the insidbatility. We redefine
the inside probabilityas the most probable joint probability of the subsequence of
beginning with index and ending with indey, and the most probable partial parse
tree spanning the subsequeygeand rooted at nonterminall:

Bali,j) = max, i p(Aij = y]) - p(y][x). (7

The inside probability is calculated recursively, by takthe maximum over all pos-
sible ways that the nontermindlcould be expanded in a parse,

Ba(i,j) = mazicq<; p(A — BC) - p(B = y]) x
P(C = ygi1) - p(yilx)-
To proceed further, we make ttiedependence assumptiaboutp(y|x), meaning

that for anyg, i < q < j, we havep(y!|x) = p(y{x) - p(y’.,|x). Then, we can
rewrite the above as follows
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Bali,j) = mawi<q<jp(A — BC)-p(B = y?) x (8)
p(C =yl ) py{Ix) plyl %) (9)
= mazi<q<;p(A — BC) - Bp(i,q) - Bc(q+1,7) (10)

The recursion is terminated at ti% (1, n) which gives the probability of the most
likely tree annotationy, d),

Bs(1,n) = maz p(S = y1) - p(y1'|%),

wheren is the length of both sequencesandy.
The initialization step requires some extra work, as we khselect among all ter-
minals inT being candidates fay:

Ba(k, k) = mazxy, p(A — yr) - p(ye|x). (11)

It can be shown that the redefined inside function convergaddocal maximum in
the (Y, D) space. The extra work during the initialization step taf¢s - |T'| - | N|)
time which brings the total complexity of the extended IOogithm toO(n3 - |N | +n -
IT| - |N)).

The independence assumption established above représetagsminal conditional
independence(y|x) = [, p(vs|x) and matches the Naive Bayes assumption. The
assumption is frequent in text processing; it simplifies ¢benputation by ignoring
the correlations between terminals. Here however it besomeequirement for the
content classifier. In other words, as far as the PCFG is assaoncapture all (short-
and long- distance) relations between terminals, the ee@nnside algorithm (10)-
(11) imposes the terminal conditional independence wheldibg the probabilistic
model. This directly impacts the feature selection for theeximum entropy model,
by disallowing features that include terminals of neightloservationg; 1, y;+1, etc,
as in the maximum entropy extension with HMM and CRF models@&llumet al.,
2000; Laffertyet al, 2001).

7 Experimental results

We have tested our method for XML annotation on two collewioOne is the collec-
tion of 39 Shakespearean plays available in both HTML and Xbtimat! 60 scenes
with 17 to 189 leaves were randomly selected for the evalnaffhe DTD fragment
for scenes consists of 4 terminals and 6 non-terminalsr &feebinarization, the PCFG
in CNF contains 8 non-terminals and 18 rules.

The second collection, called TechDoc, includes 60 teahmdocuments from re-
pair manuals? The target documents have a fine-grained semantic gratyuad are
much deeper than in the Shakespeare collection; the lodgesment has 218 leaves.

Lhttp://metalab.unc.edu/bosak/xml/eg/shaks200.zip.
2Available from authors on request.
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Method TechDoc Shakespeare
TER]| NER || TER| NER

ME 86.23 — || 100.0 -
MEMM 78.16 -1 99.91 -
Seq-ME-PCFG 86.23| 9.38|| 100.0| 82.87
Jnt-ME-PCFG 87.59| 72.95|| 99.97 | 99.79
JInt-MEMM-PCFG || 75.27 | 56.25]| 98.09| 94.01

Table 1: Evaluation results.

The target schema is given by a complex DTD with 27 terminatb26 nonterminals.
The binarization increased the number of non-terminals3toF®r both collections, a
content observation refers to a PCDATA leaf in HTML.

To evaluate the annotation accuracy, we use two metrics.tdmgnal error ratio
(TER) is similar to the word error ratio used in natural laage tasks; it measures
the percentage of correctly determined terminals in testideents. The second metric
is thenon-terminal error ratio(NER) which is the percentage of correctly annotated
sub-trees.

As content classifiers, we test with the maximum entropy (RIB3sifier which gives
us the best results and is the most convenient to use all Kifehtures. For the ME
model, we extract 38ontent featurefor each observation, such as the number of words
in the fragment, its length, POS tags, textual separattrsSecond, we extract 1dy-
out and structural featuremclude surrounding tags and all associated attributes. Be
yond the ME models, we use the maximum entropy Markov modéEMM) which
extends the ME with hidden Markov structure and terminalditional features (Mc-
Callumet al,, 2000). The automaton structure used in MEMM has one stateepai-
nal.

In all tests, a cross-validation with four folds is used. MitlaMEMM were first
tested alone on both collections. The corresponding TE&eegdlor the most probable
terminal sequencesg,, .. serve a reference for methods coupling the classifiers with
the PCFG. When coupling the ME classifier with the PCFG, wigteth the sequential
and joint methods. Additionally, we included a special dseMM-PCFG where the
content classifier is MEMM and therefore the terminal capdil independence is not
respected.

The results of all the tests are collected in Table 1. The jmiethod shows an im-
portant advantage over the sequential method, in partisuthe TechDoc case, where
the ME content classifier alone achieves 86.23% accuractharjdint method reduces
the errors in terminals by 1.36%. Instead, coupling MEMMhathe PCFG reports a
decrease of TER values and a much less important NER increase

11
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8 Relevant Work

Since the importance of semantic annotation of documestbé@n widely recognized,
the migration of documents from rendering-oriented foanéike PDF and HTML,
toward XML has become an important research issue in diftesearch communi-
ties (Christina Yip Chung, 2002; Curran & Wong, 1999; Kurgéal., 2002; Saikat Mukher-
jee, 2003; Skounakist al., 2003a). The majority of approaches either constrain the
XML conversion to a domain specific problem, or make difféténds of assumptions
about the structure of source and target documents. IngSkikkherjee, 2003), the
conversion method assumes that source HTML documents aendgally generated
through a form filling procedure, as in Web news portals, &/ilsubject ontology
available on the portal permits the semantic annotatioh@fenerated documents.

Transformation-based learning is used for automatic kaéinos from HTML to XML
in (Curran & Wong, 1999). It assumes that source documemtdedransformed into
target XML documents through a series of proximity tag opens, including insert,
replace, remove and swap. The translation model trains af $einsformation tem-
plates that minimizes an error driven evaluation function.

In document analysis research, Ishitani in (Skounakial, 2003a) applies OCR-
based techniques and the XY-cut algorithm in order to ektheclogical structure from
page images and to map it into a pivot XML structure. Whilddagstructure extraction
can be automated to a large extent, the mapping from the ¥Matto the target XML
schema remains manual.

In natural language tasks, various information extracti@ihods often exploit the
sequential nature of data to extract different entities extdnd learning models with
grammatical structures, like HMM (McCalluret al, 2000) or undirected graphical
models, like Conditional Random Fields (Laffedy al., 2001). Moreover, a hierar-
chy of HMMs is used in (Skounakit al., 2003b) to improve the accuracy of extract-
ing specific classes of entities and relationships amonigjent A hierarchical HMM
uses multiple levels of states to describe the input onrdiffelevel of granularity and
achieve a richer representation of information in document

9 Conclusion

We propose a probabilistic method for the XML annotation @hgstructured docu-
ments. The tree annotation problem is reduced t@#reralized probabilistic context-
free parsingof an observation sequence. We determine the most probagean-
notation by maximizing the joint probability of selectingerminal sequence for the
observation sequence and the most probable parse for #wtesbterminal sequence.

We extend the inside-outside algorithm for probabilisbotext-free grammars. We
benefit from the available tree annotation that allows ustere the inside function in
a rigorous manner, and avoid the extension of the outsidgibtmwhich might require
some approximation.

The experimental results are promising. In future work, e po address different
challenges in automating the HTML-to-XML conversion. We particularly interested

12



in extending the annotation model with the source tree &tras that have been ignored
so far.
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Résure : Dans ce papier, nous présentons un nouvel algorithme gieesee
mining ayant la particularité d’extraire des patternsgfrénts sous contraintes
a partir d’'un automate probabilistefrFa). Alors que lesPDFAs ont été tres peu
étudiés jusqu’a présent dans le domaine du sequendegnimous montrons dans
cet article I'avantage d’exploiter une telle représentatondensée, apprise a par-
tir des données, plutdt que de manipuler les séqueniessraBmes, souvent trés
(trop) nombreuses. Nous proposons deux types de consaifited’extraire du
PDFA des patterns spécifiques permettant ainsi de réduired@ablement I'es-
pace de recherche. Les expériences menées sur des basemées artificielles
et réelles montrent I'efficacité de notre approche.

Mots-clés: sequence mining, automates probabilistes, contraintes.

1 Introduction

The sequence mining task consists in finding pattermsequences of events shared
in a database by a large number of instances which can talereof texts, DNA
sequences, web site usage logs, etc. By automaticallyctixigesuchfrequentpatterns,
one aims at discovering useful knowledge, for example abairticular disease, cus-
tomer behaviors, network alarms, web site access strategie(Haret al, 2002). We
say that a sequential pattesnis frequentif the number of sequences of the database
that containw (called supportor frequency is greater than a threshold given by the
user (called theninimal support (Agrawal & Srikant, 1995). In such a context, many
sequence mining algorithms have been proposed during shelémade (Agrawal &
Srikant, 1995; Srikant & Agrawal, 1996; Manni al,, 1997; Zaki, 1998). However,
over the past few years two new trends seem to independendsge.

The first one concerns the way the database is scanned whdevering frequent
patterns among millions of sequences. Some works have lwen fbr example (Han

* This work was supported in part by the IST Programme of thegesn Community, under the ®cAL
Network of Excellence, IST-2002-506778, and by the ACI Masde Données 2004 Bingo. This publication
only reflects the authors’ views.
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et al, 2000; Peiet al,, 2001), in order to build a subtile representation of theabase

to avoid multiple naive scannings of it. However, in case ujd databases, théxact
representation of sequences requires all the same highutatigmal and storage costs.
Then, rather than building a costixactrepresentation of the data, an other solution
would consist inlearning a more compact summary of the database in the form of
a generative model, such as a grammar or an automaton. Haioifdusing a learned
and generalized representation of the sequences has logersed in (Hingston, 2002).
Hingston shows how one can use a probabilistic determirfisite automataDFA) for
providing answers efficiently to queries of sequence migilggrithms about frequen-
cies of patterns. He also proposes a sequence mining &lgofdr extracting frequent
patterns by analyzing the transitions of therA. In this paper, we also claim that a
learnedPDFA is a suitable and relevant representation of the sequertabata to ex-
tract knowledge. We provide here interesting improvemehkdingston’s approach by
introducingconstraintson the frequent sequences extracted frommaa. This concept

of constraint is a second current trend in sequence mining.

Actually, despite the use aghinimal supporttuned by the user (that is in practice
a tricky task), arunconstrainedgsearch can produce millions of patterns or may even
be intractable. A new recent strategy consists in extrgdiiaquent patterns under
constraints: length and width restrictions, minimum or imaxm gap between sequence
elements, time window of occurrence (Zaki, 2000), or regedgressions (Garofalakis
et al, 2002) (see also (Peit al, 2002)). Moreover, as Zaki claims in (Zaki, 2000),
there exist many domains (such as in bio-informatics) whtezeiser may be interested
in interactively adding syntactic constraints on the misedquences. In this paper, we
introduce two new constraints that we adapt to the specifitest of PDFAS.

The first belongs to the same family of constraints as the btime windowproposed
in (Zaki, 2000), and consists in extracting only frequemfusnces which begin after a
given prefix length. To take into account this constrainhim¢omputation of probability
estimates, we propose an extension of Hingston’s formulae.

The second constraint on the extracted frequent sequenibaséd on their statistical
relevance. Roughly speaking, we mean that a frequent sequles not always ex-
press a significant informatiofrequentdoes not mearelevan® Let us take a simple
example for describing that. Two series of experiments ABuadle carried out by tos-
sing a coin respectively 10 and 10000 times. Let us assumdtasaespectively 8 and
8000tails (and of course 2 and 200@ad$, resulting in two databases of 10 and 10000
sequences (of only one event). We fix the minimal suppoftOtd, i.e. respectively
7 and 7000 sequences. In such a context, the sequeitees frequent in both data-
bases. Does it mean that the knowledtl$ is frequent in A with a support ¢0%"
expresses the same information thaail$ is frequent in B with a support &0%"?
Absolutely not. Actually, while it is highly probable, with non-unbalancedoin, to
obtain more thary0% of tails over 10 trials, this event is so improbable over 10000
trials, that it could lead to challenge the balance of tha dsklf. We see that for two
same frequent patterns deduced from the same relative gupp® extracted know-
ledge (and its consequences!) is very different. Sincentuttie minimal support is a
tricky task, we propose to contrain a frequent sequence tddoestatistically relevant.
We introduce in this paper a statistical test-based apprtieat we adapt to sequence
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mining fromPDFA.

The rest of this paper is organized as follows. First, afteresentation of the ad-
vantages of an automaton-based sequence mining algositbrdescribe Hingston’s
method. We carry out here a series of experiments that sh@wsficiency of ePDFA
for estimating true probabilities. In Section 3, we outlihe main steps of our methodo-
logy by defining our constraints and combining them in a saqeenining algorithm.
Section 4 deals with experiments, carried out using therdllgno ALERGIA (Carrasco
& Oncina, 1994) for learning theDFA, that show the efficiency of our approach.

2 OnusingPDFA for sequence mining

2.1 Advantages of an automaton-based approach

Using aPDFA for mining sequences has not received wide attention. Hewydlre
advantages of using such a generalized representatiore eétfuences are undeniable.

First, as we will see later, it allows us to extract frequegitgrns by analyzing the
paths of the automaton. However, we must make here an inmoeaark concerning
the kind of information we will be able to find fromrDFA. By definition, the problem
of mining sequences is to find all frequent patterns in thaelukde according to a given
minimal supportsup. However, by learning a generalized representation of idatze
form of an automaton, and by mining it instead of the inputseges themselves, we
can not claim that the extracted sequences occur exactlg thansup times in the
database. In other words, since we use a probabilisticseptation of the data, we can
only ensure that the extracted sequencepavbablyfrequent. Fortunately, if the size
of the database is large enough, the probabilities estarfeden thePDFA converge to
the ones observed in the set of sequences. In this cases alktitacted sequences from
the automaton will be also frequent in the database. Tai#tes this phenomenon, we
present in the next section some empirical results showiag tvhen the number of
sequences increases, the estimated probabilities cochfvata thePDFA get closer to
the ones issued from the database. Then, they can be useéeneffiéor discovering
knowledge frompDFA.

The second advantage of an automaton-based approachasydirked to the pre-
vious remark. The fact that an learnenFA is a generalized representation of the input-
sequences, using it for sequence mining might result inideodery of new knowledge.
In other words, it is possible to extract patterns that doaoour in the database. This
amazing phenomenon is due to the fact that the most of theikggalgorithms (such as
ALERGIA (Carrasco & Oncina, 1994) that we will use in our experimpewtsrk with a
state merging procedure, starting from a prefix tree accepithmerging states that are
judged statistically compatible. From a theoretical spamat, if the database contains
characteristic sequences, it is possible to prove that anexactly learn the target dis-
tribution of the sequences (see theoretical results aleawnhing in the limit (Oncina,
1992; Higuera, 1997)). Let us take a simple example from wbite can discover inter-
esting knowledge that does not occur in any sequence of tabake. We asked a group
of children to geometrically describe a square. We gave theralphabet of five cha-
racteristicsA: four congruent sides, B: quadrilateral, C: polygon, Dufaight angles,
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A: 4 congruent sides (2/6) 4 right angles (5/8)

° B: quadrilateral (2/6) @ E: parallelogram (3/8)
C: polygon (2/6)

FiG. 1. An example oPDFA. Final states characterizing the end of a sequence are
described with a double circle. The observed proportionegfugnces which use each
transition is indicated between parentheses.

E: parallelogram We obtained the 6 following necessary, but insufficientaas, to
describe this shape, ordered according to the letters ofdbmponents: BD quadri-
lateral andfour right angle$, CD (polygonandfour right angle$, AD (four congruent
sidesandfour right angle$, AE (four congruent sideandparallelogram), BDE (qua-
drilateral, four right anglesandparallelogranj, CDE (polygon four right anglesand
parallelogran. Let us assume now that we have learned from these sequbiecas-
tomaton shown in Figure 1.

Beyond of the paths describing the 6 input-sequences, tmgrglized automaton
expresses additional information. Assuming that no secpieses more than one time
the cycle of state 1, the automaton describes also the kdgel&DE four congruent
sides four right anglesandparallelogram), BE (quadrilateralandparallelogran) and
CE (polygonand parallelogran). Among them, the first one is the only one which
describes perfectly,e. with necessary and sufficient conditipaggeometrical square.
Interestingly, we can observe than this knowledge is alewtily one which has been
usedn partby input-sequenceb part means that ADE does not occur in the database,
but some input sequences have followed the transitions AD oghers the transitions
DE. We will see later that this information will be importdat estimating the relevance
of a frequent pattern.

The model we are going to handle is ther@FA, which can come from an expert
knowledge or from a learning pre-process. Let us how mométly define aPDFA.

Definition 1

A PDFAis atupleA =< Q, %, q, qo, 7, 7 > Where:

- Q is afinite set of states

- ¥ is the alphabet

-q: Q x X — @ is an application calletfansition function

- qo Is the initial state

-7 Q x X x Q — [0,1] is a probability function which associates at each traositi
its probability.

-mr : Q — [0,1] is a probability function which associates to each state Q a
probability to be final.

- A must be deterministic, that means thét ¢ QQ,Vz € X, the cardinality of the set
{z|q(S, z) = z} is bounded by 1.

Since the automaton is deterministic, it results that thefigt arguments of the func-
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FIG. 2: An example oPDFA.

tion 7 are sufficient to characterize a transition, that meanssthéitz) will represent
in the following the probabilityr (.S, z, ¢(S, z)). Figure 2 shows an example pbFA
where@ = {0, 1,2},3 = {a, b}, ¢(0,a) = 2 forinstanceg, = 0, andrr(0) = 0.338.

2.2 Related work

As we said before, very few work has been done in automatedsesjuence mining.
As far as we know, the first main work in this domain is probathly one of Hing-
ston (Hingston, 2002), which uses an Apriori-like systemrfoning sequences from
PDFA. He claims that such a strategy can provide answers effigigntjueries about
frequencies asked by sequence mining algorithms. One aflifeetives of this paper
aims at extending Hingston’s method to constrained segueniging. For this reason,
we now detail the main steps of his method, consisting imesgtng the probability of
occurrence of particular patterns. By combining them, ftassible to derive formulae
to compute probabilities for any desired ordering of syrslamd n-grams.

2.2.1 Estimation of the probability that a sequence contaisa symbolz

Given aPDFA A =< @, %, q,qo, ™, T >. TO assess withi(x) the true proportion
p(z) of sequences of the database that contain the lettelingston defines first the
probability P(S, ) that a random path id starting from state&§ contains anc. This is
ensured either if a path begins with arfwith probability (S, x)), or if it begins with
some other symbal € @) and is followed by a path starting at the next state (given by
q(S, z)) containing anc. This can be written with the following recursive formula:

P(S,z) =n(S,z) + Z ((S,2) x P(q(S,2),z)) (1)

Z#TED
which can be easily rewritten as follows:

P(S,z) =7(S,z) + Y > w(S2) | x P(T,2) (2)

TeQ \z#z,q(S,2)=T

Obviously, if S = qo, P(S,z) is exactly equal tg)(z), i.e. the probability we are
looking fort. ComputeP (S, z) requires to solve a system of linear equations for which

1. Note thatp(x) must only depend on prefixes that explains why the probisilitz are not used here.
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Hingston proposes an efficient solution based on matrixywtsd He defines the matrix
p(xz) whose components apg r(z) = >_, .. (s, =1 7(5, 2). Let P(z) be the vector
of values ofP(S, z) andr(x) the vector of values of (S, ), ¥S. Equation 2 becomes:

P(z) = () + p(x)P(z) = (I — p(x))” ' (x) (3)
wherel is the identity matrix. Since the matrixz) and the vector(x) are directly
built from the conditional probabilities of ttedFA, the computation of the vectét(x)
becomes very easy to achieve.

Example Let us take again theDpra of Figure 2 to explain these formulae. We aim
at assessing with(a) = P(0, a) the true proportiop(a) of sequences that contain the
lettera. In this case, the vector(a) has the following componentg0,a) = 0.314,
7(1,a) = 0.532, m(2,a) = 0.54. For the matrixp(a), we get:

0 0348 0
0 0 0.468
0.46 0 0

Computing(I — p(z))~!, we get

1.081 0.376 0.176
0.233 1.081 0.506
0.498 0.173 1.081

We deduce thaP(z) = (0.635,0.921,0.832) and thatp(a) = P(0,a) = 0.635. The
estimation of the proportion of sequences that contain iarthen equal t®.635.

2.2.2 Estimation of the probability that a sequence contaiga pattern zy

Based on the same principle, Hingston shows that it is plestibestimate the pro-
portion of strings that contain a bi-grary. Let P(S, zy) be the probability that a path
starting at staté' contains the bi-gramy. One can derive as in the previous section:

P(zy) = (I — p(x)) "' (xy) 4
wherer(zy) = 7(S, x)7(q(S, ), y).
Itis also possible to assess the proportion of strings aaintathe symbol:, followed
later by ay, notedP (S, < x,y >). This quantity can be split in two parts:

— the proportion of strings that contain in a first part the bghx. One must com-
pute F'(S, T, x) that corresponds to the probability that a random pathistpat
stateS and ending at stat€ contains exactly one, which is the last symbol on
the path (for more details see (Hingston, 2002)),

— the proportion of strings that, in a following part, contaiy (i.e. P(T, y)).

One can easily deduce th&tS, < =,y >) = >, F(S,T,z)P(T,y).
By combining P(S, z), P(S,zy) and P(S,< x,y >), one can derive formulae to
compute probabilities for any desired ordering of symbals a-grams.
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FiG. 3: Average difference between estimated and observed piatesbof patterns
composed of one letter or one bi-gram (according to a giveuler expression).

2.2.3 Experimental results

Hingston claims, despite the fact that no empirical studybeen done in (Hingston,
2002), that the estimate3(S, x), P(S,zy) andP(S, < z,y >) converge toward the
true proportions in the database when the number of segsiémceeases. To assess
the efficiency of e@DFA to correctly estimate these frequencies, we have implezdent
Hingston’s algorithm and carried out a series of experimene experimental setup
was the following. We simulated a target distribution fromien alphabek. In order
to simplify, this theoretical distribution has been moded in the form of an automaton
with only one state an(®| output transitions. From this automaton, we generated by
sampling learning sets in function of an increasing numibesequences (from 10 to
6000). For each of them, we learned@FA usingALERGIA (Carrasco & Oncina, 1994),
and then we computeB(qo, ) and P(qo, < x,y >)? and compared them with the
true frequencieg(x) andp(< z,y >) observed in the database. Figure 3 shows the
behavior of the average difference between the estimatgthantrue frequencies. We
can observe that in all cases the difference convergesddvahile the size of the set
of sequences increases. We can then confirm that, at thedirmFA is able to correctly
estimate the true proportion of patterns in the database.

Before concluding this section, note that Hingston prog@ssequence mining algo-
rithm using the previous estimates (for more details seadston, 2002)). Moreover,
his method has been efficiently used in a new classificati@inguction algorithm
proposed in (Psomopouloes al., 2004) in the particular case of proteins, for which
patterns are not ordered. Finally, we also dealt with theaetibn of decision rules
from non-probabilistic finite automata in (Jacqueeeal, 2004). However, this work
was limited to the discovery of rules located at the end ofrtpet-sequences.

2. Since the behavior aP (.S, zy) follows the one ofP (S, x), we did not carry out experiments for it.
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3 On usingPDFA for constrained sequence mining

In the following, we improve Hingston's approach by conistiig the sequence
mining algorithm to discoveparticular frequent patterns. Two types of constraints
are proposed. The first one allows us to discover frequetgnoataccording to a gi-
ven prefix-length. This constraint is interesting in donsasuch as in bio-informatics,
where the location in the sequence (and not only the freq)eam express the mea-
ning of the pattern. In order to take into account this caistin apDFA-based mining
algorithm, and then to permit us the computation of the exttisy we must adapt Hing-
ston’s formulae to this new framework. This is the goal of thikowing subsection.
Then, we present our second constraint based on the sttistierence theory. This
constraint aims at extracting among the frequent pattemhstbe ones that are statis-
tically relevant. Adapted in this article to the contextraiFA, they can be obviously
used by standard sequence mining algorithms.

3.1 A prefix length constraint

We aim at modifyingP(S,z) and P(S,zy) to take into account a prefix length
constraint of size, that can result in an interesting reduction of the searelcesplLet
us recall thatP(S, x) (resp.P(S, zy)) is an estimation of the proportion of sequences
that contain, from staté&, the symbolz (resp. the bi-gramxy). We want to extend
them respectively td(S, z,§) and P(S, zy, §), i.e we are looking for the proportion
of sequences that contain the symbdtesp. the patterny) after a prefix of length.

Note we will not extend the probabilit}? (S, < x,y >), that explains why we did not
enter in the previous section in the details of the calcoiatif the functionF'(S, T, ).
We think that imposing a prefix length constraint in this exttvould not be relevant.
Actually, in such frequent patterns, the most importaraiinfation is that the symbgl
occursafter (the location is here not important) the symbol

3.1.1 FromP(S,x)to P(S,z,?)

First, we are interesting in convertid®(.S, z) into P(S, x, ¢) for taking into account
the constraind. A componentP(S, x, ¢) of the vectorP(x, d) corresponds to the pro-
portion of sequences of the database containing the symbabh distancé from the
stateS. Note that it means thatcan also occur before the distance

Let us take again the example of Figure 2. If we assume thatrevdoaking for
the proportionP(0, a, 2) of sequences containing the lettein third position, we can
establish using Hingston’s notations that:

P(0,a,2) = m(0,b) x 7(1,b) x w(2,a) + ©(0,b) x 7(1,a) x 7(0,a)
+7(0,a) x 7(2,a) x 7(1,a) + 7(0,a) x 7(2,b) x 7(0,a)
= 0.348 x 0.468 x 0.54 + 0.348 x 0.532 x 0.314
+0.314 x 0.54 x 0.532 4 0.314 x 0.46 x 0.314

= ) _m(0,2) x P(q(0,2),a,1) = 0.282.
ZEX
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Generalizing, and givenRDFA A =< Q, %, q, qo, ™, T >, We get
P(S,x,6) =Y _m(S,2) x P(q(5,2),2,6 - 1) (5)
zZ€EX

which can be rewritten as follows

P(S,z,6) =) > w(S,2) | x P(T,2,6-1). (6)

TeQ \2.q(5,2)=T

Since anx can also occur before the distaricé&hat means that the constraint~ «
does not exist), we can not use the map{x) previously proposed by Hingston in
Equation 3. Let us introduce the following matyixwhich is nowindependentf x.

nsr = Z (S, 2).

z,q(S,z)=T
We can rewrite Equation 6 as
P(S,2,6) =Y psr x P(T,2,6—1). (7)
TeQ

Let P(x,0) be the vector of values d?(S, z, §), Equation 7 becomes:

P(z,6) = px P(x,6 — 1). (8)

This is a geometric series of common raticaand first termP (S, z,0) = #(S, z).
Writing 7(z) for the vector of values of (.S, x), we obtain:

P(z,0) = p® x n(x). 9)

All the components of the matricesandw(x) are directly obtained from the condi-
tional probabilities of theeDFA. Of course, as for Hingston, we are only interested in
the case of' = ¢q, which estimates the probability that a sequence contgimsfi of
length¢ before the occurence of

As in Section 2.2.3, we carried out a series of experimentgtidy if our extended
formula P(S, z,d) correctly estimates, for different values&fthe observed frequen-
cies in the database. Figure 4 shows that the convergereadsed very quickly.

3.1.2 FromP(S,zy) to P(S,w,?)

The second objective consists in extending the probalofibccurrence of a bi-gram
xy by taking into account the prefix-length constraint. In fae¢ propose here to di-
rectly generalize to a pattetn, in the form of a n-gram, at a distanédérom S.

Definition 2
A patternw = (w1, ..., wy) is an ordered set éf symbolsw; € ¥,Vi=1,... k.
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FIG. 4: Average difference, in function of the sequence set sineeba estimated and
observed probabilities of patterns composed of one Idtiedifferent values o#.

First, we have to generalize the functioff, zy) (Equation 4) to a pattern. We get,
T(S,wy ... wy) = m(S,wy) X 7(q(S, w1 ), w2 ... wy,). Then,

P(S,w,d) = Z (w(S,2) x P(q(S, z),w,0 — 1)) (10)
zEX
P(S,w,0) = m(S,w1) x w(q(S,w1),w2) X ... =7(S,w) (12)

Using exactly the same principle (with the matrixas the one for a single letter, and
using vectors, we get:
P(w,d) = 1° x 7(w)

3.2 Statistical relevance constraints

After afirst constraint based on a prefix length, we introdndhis section a second
type of constraints based on the need of relevance of thaatgtt frequent patterns. As
we saw in introduction with the example of a coin toss, a fegyattern (according to
a given minimal support) can be statistically irrelevane $ow here that the relevance
can be assessed using statistical tests applied on therpomgoestimated from the
PDFA. In this section, we propose two statistical tests, thatalleelevance constraints
to validatestep by stepphe symbols of aelevantfrequent pattern.

The firstrelevanceconstraint allows us to verify a firgtbsolutecondition. Letw =
(w1...w;) be a currentelevantpattern of sizd in the PDFA, at a distancé from the
initial state. The relevance of an additiordal 1*" symbolw;,; will be ensured if
the proportion of sequences that contain the pattére= (w;...w;+1) at a distance
from the initial state (estimated b§(qo, (w;...w;+1),d)) covers a significant part of
the probability density of all sequences.

The second constraint expresseslativecondition. Given a current relevant frequent
patternw = (w;...w;) and an additional symbal;; satisfying the first relevance
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constraint. The proportion of sequences that satisfgt a distanceé from the initial
state must be approximately the same as the one of the neswrpatt= (w;...w;11).

According to the two previous conditions, we are going tordeecursivelythe no-
tion of relevance (of a symbol or of a pattern). For this readet us assume in the
following that we have already a frequent and relevant patte

3.2.1 Relevance constraint of a symbol

Definition 3

Let A be aPDFA in which the patternv = (w;...w;) is frequent andelevantat a
distance fromqq. Letw;,1 be a new symbol which, concatenated withmakes a new
patternw’ = (ws...w;41). wi41 IS statistically relevant fow' iff P(qo, (w1...wi41),0)
is significantly higher than 0, using a test of proportion.

The notion ofignificancas defined by a test of proportion (calle@®PORTIONTEST)
aiming at verifying if P(qo, (w1...wi+1), 0) is high enoughi.e. if the new resulting pat-
ternw’ = (w;...w;41) statistically covers a sufficient part of the probabilityndity of
the input-sequences. For simplifying the notations, letarssider, without any loss of
generality, thatP(qo, (wy...wi41),6) = p(w’,d). We are interested in verifying if this
estimate of the true proportigi{(w’, 0) (the proportion of input-sequences containing
the patterny’ after a prefix of lengthd) is relevant. To achieve this task, we test the null
hypothesis : p(w’, ) = 0, against the alternative orfé, : p(w’,d) > 0.

If the number of input-sequences is high enough, the stafict’, §) asymptotically
follows the normal law. We have then to determine the thrieshavhich defines the
bound of rejection ofd,, and which corresponds to tlié — «)-percentile U,,)of the
distribution ofp(w’, §) underHy. It is easy to show thaP(p(w’, §) > k) = « iff

k= Ua\/ﬁ(wlaa)(l 713('“}/75))

n

wheren represents the number of sequences in the database. Th®dedaie is the
following: if p(w’,d) > k, the constraint of relevance of the symhgl , is satisfied.

Note that in the previous definition, we assumed that we hadramt relevant frequent
patternw. Of course, from an algorithmic standpoint, we will initizd w, during a
first step, to the empty string,’ containing only the additional symbal;; ;. Such a
manner to proceed will allow us to find the first set of releyaaiterns with the Ro-
PORTION.TEST. Let us take an example. Figure 5 showstzEA with 6 states, where
Y = {a,b,c}, built from a set of 100 sequences. Given the pattefn= (a), and a
given minimal support o£0%, w’ is then considered dgequentat a distanc® from
the initial stated, because’(0, a,0) > 0.4. Is its new (and unique here) component
also relevant? With a risik = 2.5%, U, = 1.96 andk = 0.088. SinceP(0, a,0) > k,
the symbol: is relevant for the pattern’. Sincew’ = (a), we can also deduce here
thatw’ is relevant.

3.2.2 Conditionally relevance constraint of a pattern

However, we think that an unigue constraint on each additispmbol is not suffi-
cient to acceptv’ = (w;...w;41) a@s being a relevant pattern. Actually, we would like
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FiG. 5: An example oPDFA with 6 states built front = {a, b, c}.

also to verify if there exists a statistical dependence @prthrFA between the previous
patternw = (w;...w;) and the new one’ = (wy...w;4+1). Roughly speaking, we mean
that the high majority of the sequences that containadust also satisfyv’. This is
what we call econditionally constraint

Definition 4

Let A be aPDFA in which the patternv = (w;...w;) is frequent andelevantat a
distancey from qo. Letw;+1 be a new symbol which, concatenated withmakes a
new patterny’ = (w1...w41). w' is statistically relevant conditionally te iff v’ is

significantly dependent af, using a Chi-Square test.

This dependence can be assessed by analyzing the naturthefdifferent symbols
occurring in thepDFA after the pattermv. Consider again the example of Figure 5 for
which we have already validated the relevance of the paitéra- (a) at a distance
6 = 0 from the initial state). According to the conditional probabilities of thh®DFA,
we could wonder if the pattera’ = (ab) is also relevant. To deal with this problem,
we must achieve two tasks. First, thedPORTIONTEST must be run to verify if the
additional symbob is relevant forw’. In this case, withh = 2.5% andU, = 1.96,
p(w’,0) = P(0,ab,0) = 7(0,a).7(1,b) = 0.56 andk = 0.083. Sincep(w’,0) > k,
the additional symbab is relevant forw’. Second, we must now verify if there exists
a statistical dependence between= (a) andw’ = (ab). In order to carry out this

task, we generate an output veciqy,:,,: of dimensionm, wherem corresponds to
the number of different outgoing transitions from the stdtewhich the last symbol

—_— —_
w; of w ends. In our examplé/,,.p: has three components,,ipui(2), 2 = 1,...,3
because there is a sét = {a,b,c} of three outgoing transitions from the state

Each componenit,,;,.(z) corresponds to the expected number of times the symbol
follows the patterny in the databas&.S, that means thelt,,.pu: (2) = P(qo, 2,9) X

|LS|. We arrange the vectdf,,;,.+ such that the considered symhaol,, (herebd) is
the first component of the vector (the order of the other camepts does not matter).
—_—

In our exampleVoyiput = (56,7,7).
. . —_ . —_
We aim now at testing the dependence betwEgn,... and an input vectoV;,.:
for which the first component is the expected number of tirhegatterns occures in
—_—
the database (the other components are null). THgp,: = (70,0, 0). From the two
vectorsViy,pue and Vouepur, We run a test of independence based on a Chi-square test
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(called GHI_SQUARE_TEST). We build the following statistic{ 2, such that:

2 = Vit (2) = U(2))? + Voutput (2) = U(2))?]
X0= Z U(z)

z€0

—_ e
Vinput (2)+Voutput (2)

where¥(z) = is the average vector ;... andV,ypu:. From
a statistical standpoink ? follows a Chi-square distribution with x m — 1 degrees of
freedom. It is then possible to testif? is higher thanX 2™ =1 which is the(1 — «)-
percentile of the Chi-square distribution. The decisiole i the following: if X2 <
X2xm-1"the dependence betweenandw’ is ensured and the conditionally relevant
constraint is verifyied. By combining the two previous k&lace constraints, we are
now able to define what we call a frequent and relevant pattern

Definition 5

Let A be aPDFA in which the patternv = (w;...w;) is frequent andelevantat a
distance) from qq. Let w1 be a new symbol which, concatenated withmakes a
new patternv’ = (w...w;+1). w' is frequent and statistically relevant at a distafice
fromqq iff (i) P(qo,w’, ) is higher than the minimal support, (i) the new symtg/,

is statistically relevant fow’ and (iii) w’ is statistically relevant conditionally to.

3.3 A new sequence mining algorithm

Combining all the concepts we presented before, we propnse/&equence mining
algorithm. It aims at discovering from RDFA all frequent and statistically relevant
patterns in the form of n-grams, according to a minimal suppand a given prefix
length constraind. Of course, we can also run it several times with differehies ofo
to avoid to have to fix in advance a given prefix length withawtlenowledge about the
studied domain. Let us recall that our algorithm only exsaelevant frequent n-grams.
However, it is possible to use our relevance constraintshenprobabilitiesP (.S, <
x,y >) (with a possible gap betweanandy) estimated in Hingston’s algorithm.

The pseudo-code of our algorithm ACSM (for Automata-basedsfrained Sequence
Mining) is presented in Algorithm 1. During a first step (frdimes 2 to 9), it initializes
a first setG of relevant frequent patterns composed of only one symhiotesho pat-
terns have been extracted yet, only the support test (liaadthe ROPORTIONTEST
(line 5) are run. The paths of tiEDFA that do not satisfy these two tests will not be
studied anymore, that will allow us to dramatically reduse $earch space. The second
part of our algorithm tests additionnal symbols to searehidmer frequent relevant
patterns. In this case, three conditions must be satisthiedsupport test (lines 17), the
PROPORTIONTEST (line 18) and the @1_SQUARE.TEST (line 19).

4 Experimental results

We experimentally observed in the previous sections tHiyabf a PDFAto correctly
estimate the true proportions of patterns in a databasethioreason, the only main
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Algorithm 1: ACSM

Input: A PDFAA =(Q, X, q ,qo0, T, TF), @ support threshold, two risksa; andas, § a prefix length constraint
Output: a set of relevant frequent patterns G

1 begin

2 G — 0 )

3 foreach | € X do

4 if P(qo,!,8) > othen

5 if Proportion_Test (P(qo,!,4d), 1) is satisfiedhen
6 | Gi—Giul’;

7 end

8 end

9 end

10 G — G1;

11 n«—1;

12 while G,, # (0 do

13 Gny1 —0;

14 foreachw?® = (w1...w,)° € G, do

15 foreach | € X do

16 wd — (wl...wnl)’s;

17 if P(go,w®,8) > othen

18 if Proportion_Test (P(qo, (wnl),(d +n — 1)), a1) is satisfiedhen
19 if Chi _square._Test (Vinput, Voutput, @2) is satisfiedhen
20 | Gut1 e GryrUw’;

21 end

22 end

23 end

24 end
25 end
26 G — GuU GV,L+1 N
27 n«—mn-+1;
28 end
29 return G

30 end

goal of this section is to evaluate the effect of our constsato reduce the number
of extracted frequent patterns. We carried out variouesef experiments from two
databases. First, we used a real database which corredpahdset of all female first-
names extracted from the french calendar (callstsFNAME). Its size is deliberately
not large, because we are above all interested, in a firgssefiexperiments, in ana-
lyzing the behavior of our constraints on small datasetenTlwve used the synthetic
sequence generator IBMADAGEN 2 for generating a larger database (calledNs)
containing 100000 sequences of average size 10 events.FFREMNAME and S/ND,
we learned tWw@®PDFAS USINQALERGIA.

The first chart of Figure 6 shows the direct impact of our rafee constraints on
the number of frequent patterns extracted frolRFFNAME. We applied our relevance
tests on the estimates of Hingston’s algorithm. We obsemaé incorporating these
constraints significantly decreases the number of extigztterns. Note that when we
apply both tests (here with; = 10% andas = 50%), the number of patterns drops
dramatically. Without surprise, while the minimum suppodreases, the statistical re-
levance of the extracted patterns is more frequently viditiahat explains that all the
curves tend to join the one of Hingston.

For the three remaining charts, we used our algorithm ACSNickvrequires four

3. http://www.cs.rpi.edutzaki/software/
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FiG. 6: Effect of minimum support, prefix length, and relevance traimés on the num-
ber of extracted patterns.

parametersy, d, a; andas. The objective was to evaluate the effect of each constraint
on the number of patterns extracted by our new system. Thendezhart shows the
influence of the prefix length constraint in the case BfFTNAME. We can see that
strengthening this constraint leads to extracting a degrganumber of patterns. For
this experiment we tested various valuesdoty; andas and the various charts we got
had always the same shape. The two remaining charts of Fégsiews the effects of
the statistical relevance constraints orn®. We tested the influence of the relevance
constraint of a symbol without incorporating the conditiiy relevance constraint of
a pattern i¢e. fixing as to 100%) and reciprocally (fixingy; to 100%). Firstly, we
observe again that the stronger one of these constraini®ishe lower thea; or

« parameter is), the more the number of extracted patterneases. Secondly, once
again, we observe that the more the minimum support consirareases, the more
the relevance constraints become useless.

5 Conclusion

In this paper, we have presented an automata-based appiwacbnstrained se-
guence mining. We have seen that building a PDFA from the daththen mining
that structure presents many advantages compared to nam®cckequence mining
tools that directly mine the sequences. Our framework @sehe one of Hingston in
several ways by incorporating a prefix length constraint &val statistical relevance
constraints. The experiments we made have shown that tboséraints lead to extrac-
ting less frequent patterns (but the most relevant onesighwils really important for
the users that are often overwhelmed by huge amount of sggdéterns while mining
data.

We now want to focus on several points. First we would likentegrate other constraints
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in the ACSM algorithm. Then, we plan to study the impact ofsgalata on the system
and the way it deals with them. We also want to use it in theeodrdf biological data
in order to explore the power of our new constraints on suchld dif applications.
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Résune : Cet article donne une définition de I'analogie entre sbges fondée
sur la distance d'édition et donne deux algorithmes (I'apide et approché,
I'autre plus complexe, mais optimal) pour calculerdiasemblance analogique
entre quatre séquences. Cette notion et ces algorithmesissuite utilisés dans
une expérience d’apprentissage sur une base de dontiéeibe, pour montrer
la résistance au bruit de ce type d’'apprentissage.

Mots-clés: Séquences, Distance d’édition, Analogie, Apprengisssuperviseé.

1 Introduction

Cet article présente des définitions, des algorithmegsraux et quelques expériences
dans le domaine de I'apprentissage non paramétriqoeOEJOLS& M ICLET, 2002)
dans 'univers des séquences.

Le principe de I'apprentissage non paramétrique est daireducune hypothése sur
la distribution statistique des classes, ni d'utiliseev@htuelles connaissanaegriori.

La technique la plus simple de ce domaine est celle de I'aypigsage paplus proche
Voisin, qui requiert seulement que I'on sache calculer au moingesgemblance, au
mieux une distance, entre les objets. A un objet exteadi@nsemble d’apprentissage,
cette méthode attribue la classe de I'élement de I'ebéeniapprentissage qui lui est
le plus ressemblant.

Dans la méme famille, la technique de I'apprentissage palogie fait appel a un
argumentaire plus sophistiqué. Donnons-en un exempléifntSoit la séquence de
lettrescher chant , dont on veut apprendre la supervision ou la classeipposons
gue dans I'ensemble d'apprentissage se trouvent les égisencesvol er,vol ant,
cher cher, avec respectivement pour clasgefinitif, participe pesentinfinitif. On
attribuera a&her chant la classeparticipe piesentpar un raisonnement qui s’énonce

1. Le termesupervisionest plus général que celuiatiquetteou declasse puisqu’il couvre aussi bien
les cas de I'apprentissage de régles de classificatiors dgtession et le cas ou la supervision est un objet
strucuré, comme une séquence.
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informellement comme ceci. Puisque, dans l'univers dgaeéces
vol er estavol ant commecher cher estacher chant

la supervision deher chant est donc la solution de I'équation (dans l'univers des
classes):

infinitif est aparticipe pesentcommeinfinitif estax d’ou: z =participe piesent

Plan de l'article

Cet article donne dans sa premiere partie des définitionslps relations est a»
et« comme», fondées sur la distance d’édition entre séquencesfititla notion de
dissemblance analogiquentre quatre séquences, qui permet de quantifier de reanier
cohérente la relation commes. Il propose deux algorithmes, I'un permettant de cal-
culer une approximation de la dissemblance analogiquétyéasa valeur exacte. Dans
sa seconde partie, il propose aussi une premiere séripéatiences, sur des données
artificielles, pour vérifier la validité de ces définitmet I'efficacité de ce type d'ap-
prentissage, en particulier sa résistance au bruit.

2 Lanalogie entre $quences

2.1 Lanalogie et ses propretes
2.1.1 CEfinition de I'analogie

Le raisonnement par analogia été longuement décrit et étudié depuis les philo-
sophes grecs ; ses applications récentes intéresseattaulfier les sciences cognitives
(SHAVLIK & DIETTERICH, 1990; WILSON & K EIL, 1999), la linguistique et 'intelli-
gence artificielle. Lepage donne dan€@aGg, 2003) une histoire encyclopédique de
ce concept et de ses applications a la science du raisomhenzela linguistique.

Le fait que quatre objetd, B, C et D sont en relation d’analogie s’énonce:

“A esta B comme_ esta D"

Selon la nature des objets, la signification de cette relatarie. Par exemple, une
analogie sur la sémantique de mots francais est:

“j unment estapoul ai n commevache estaveau”
En revanche, la relation analogique suivante est puremerghologique:
“abcd estaecd commeabf ab esta ef ab”
Elle ne porte que sur la transformation des lettres danséaipsesces:

Pour transformesibcd enecd, exactement comme pour transforraef ab
enef ab, il faut remplacer en début de séquendepare.
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C’est a ce genre d’'analogie dans les séquences que nogdnieressons. Nous ne
traitons pas les analogies du type:

“ab estd abab commeabf g estd abf gabf g” ni
“abc estaabd commeaababc estaaababcd”

qui ont pourtant toutes les deux de bonnes raisons cogndi@ére considérées comme
correctes. L'argument est purement opérationnel: nalisarts une notion de ressem-
blance entre séquences qui ne traite pas naturellemeppeeale relations. Notre ap-
proche est donc limitée du point de vue de la simulation dopmrtement cognitif.

2.1.2 Proprietés de I'analogie quations analogiques.

Larelation d'analogi€ A esta B comme’' esta D” entre quatre objets sera désormais
notée: A:B:C:D
Si un terme de la relation d’analogie est inconnu, on peusid@&ner qu’on est en
présence d’'une équatioRésoudre uné&quation analogiqueonsiste a trouver une ou
plusieurs valeurs a I'inconnu® pour vérifier la relation (ou a prouver gu’il n'y a pas
de solution): A: B:: C: X
Classiquement, I'écriture de la relation analogigée B :: C: D impose que deux
axiomeg soient satisfaits. lls s’expriment comme une équivalesrdee la relation de
départ et deux autres relations analogiquesPAGE& A NDO, 1996):
Synétrie de larelationcomme C:D: A:B
Echange des termesagians A:C:B:D
On montre alors facilement que cing autres équations gitales se déduisent par
équivalence de ces axiomes a partirde B:: C: D

B:A:D:C D:B:C:A D:C:B:A B:D:A:C C:A:D:B
Au total, ces axiomes donnent donc pour équivalentesduuiifions entre quatre ob-

jets. On peut imposer un autre axiomediterminismegui exige que I'une des deux
équations triviales suivantes n’ait qu’une seule sohio

A:A:B: X = X=B
A:B:A: X = X=B

On peut maintenaft, en se fondant sur les axiomes ci-dessus, donner une aéfinit
de la solution a une équation analogique:

2. L'axiome de symeétrie, que nous qualifions «delassique» n’est pas dans tous les cas une propriété
naturelle de I'analogie. Par exemple,dHSTADTER& the Fluid Analogies Research Group, 1994) donne les
deux analogies sur les séquences, dans l'alphabet déaianghcd est abce commexyz est awyz” et
“xyz estawyz commebcd est aacd”. Le premier cas, puisque la lettren’a pas de successeur, fait appel
a unx effet de rebond.. Le second se résoud naturellement en utilisant I'ordsdetéres. Mais comme nous
utilisons une notion de distance (symétrique) dans |dsadlgts, nous I'etendons naturellement a la distance
entre séquences et a la relationomme.

3. L'autre équation en est une conséquence.

4. 11y a 24 fagons d’arranger quatre objets en une équa@logique, qui se réduisent a trois classes
d’équivalences dont les représentants sont par exempleB:: C: D, A:B::D:C et A:C::D:B
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Définition 1
X est unesolution correctede I'équation analogiqueA: B :: C: X si X est une
solution de cette équation et est aussi une solution des@puations :

C:X:A:B et A:C::B:X
Une équation analogique peut avoir zéro, une seule otepitsssolutions.

2.2 Une ckfinition de I'analogie entre £quences par la distance
d’ édition : la dissemblance analogique.

2.2.1 Ladistance dédition entre deux £quences.

SoitY un ensemble fini appelphabet Leslettresa, b, ¢, ... sont les éléments de.
Onnoteu,v,...0uX,Y,...leséléments dE*, appelésequencesuphraseumots
Une séquence = ujus ... u),| €st une liste ordonnée de lettresXiesalongueurest
notéelul. ¢, lasequence videest la sequence de longueur nulleuSk uiuy . . . uj,) et
v = v1v2 ...V, leurconcaénationestuv = ujusg . . . Uy V1V . . . Uy

Pour présenter la distance d’édition entre deux séqsmous allons rappeller quel-
gues notions et citer un théoréme démontré dansG\¥RrR & FISHER, 1974). La
premiére notion est celle @dition de g#quencesElle est elle-méme fondée sur trois
opérations c&dition de lettresoutransformation€léementaires!’ insertiond’une lettre
dans une séquence dappressiom’une lettre et lssubstitutiond’une lettre a une autre
lettre. A chacune de ces opérations est associé un aoiEsten général la valeur d'une
certaine distancé sur (X U {e}) x (X U {e}).

Nous notonsS,_.; la substitution de enb (de coltd(a, b)), S,—. la suppression de
a (de colti(a, €)) et S._; I'insertion deb (de colit(e, b)). La substitution(e, €) n’est
pas considérée comme une opération d’éditionctii de I'édition d’'une séquence
est la somme des colits de I'édition de ses lettres. ligedd’'une séquence de lettres
permet donc de la transformer en une autre séquence d&slptr une séquence de
transformations élémentaires, avec un certain codt.

Par exemple, on peut passer de la séquaboa la sequenced avec la séquence
de transformations élémentaireS, . Sp—..S.—.4 de colté(a,€) + 5(b,c) + d(c, d)
ou avec la séquence de transformations éléementabgs..Sy_.S...S._.q de coit
0(a,e) +6(bye) +d(c,c) + (e, d).

Définition 2

Un alignementou édition entre deux séquencesetv est une séquence de transfor-
mations élémentaires entre les lettresudst dev. La distance d’'éditionD(u, v) entre
deux séquences etv est le colt de I'alignement de colGt minimum parmi tous les
alignements possibles entre les deux séquences.

On représente un alignement par un tableau a deux lignegpauru et une poumw,
chaque mot complété par dedes deux mots obtenus ayant la méme longueur.
Par exemple, voici les deux alignements précédents entrebc etv = cd :
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L'algorithme de Wagner et Fisher MNER & FISHER, 1974) , dans sa version
compléte, prend en entrée deux phrasesv et produit en résultat I'alignement opti-
mal, c’est a dire la séquence optimale de transformaétgraentaires et bien sr son
coQt (SANKOFF & K RUSKAL, 1983). Nous notonS(u,v) cette séquence optimale

Une conséquence du calcul par programmation dynamiqgleresharquable résultat
suivant (ROCHEMORE& et al,, 2001), qui justifie le nom ddistanced’édition:

Théoreme 1
Si § vérifie les axiomes d'une distarfteur (X U {¢}) alorsD, la distance d’édition
entre séquences calculée a partip deérifie aussi les axiomes d’une distancestir

2.2.2 Larelation« esta ».

Nous avons choisi de définir le terme: v d’'une analogie entre séquences comme
leur alignement optimal, c’est & dire comme la séquentimage de transformations
calculée par l'algorithme de Wagner et Fisher. Ce choixnatide décrire précisément
comment se transforme en: il modélise donc bien une relaticrest a-.

Par exemple, pour la table de distances:

1) | a b c €
al 0O 15 15 1
b|15 0 13 1
cl|15 13 0 1
el 1 1 1 1

la transformation optimale (ici unique) entie= abbcc etv = bbbe est la sequence
S(u,v) = Sa—eSp—6Sp—5Sc—bSc—e
de colt
d(a,€) + (b, b) + 0(b,b) + 6(c,b) +d(c,c) =1+04+0+13+0=2.3

Nous posons donc qué(u,v) = Su—eSb—bSb—bSc—bSe— dEfiNit ce ques u est
av ».

Nous avons déja noté que cette transformation optimel¢ pe pas étre unique. Par
exemple, en prenantune autre distafidelle queva, b € (XU{e}),a # b, d(a,b) = 1,
etVa € ¥, 4(a,a) = 0, les transformations entee= abbcc etv = bbb

Saﬁe SbeSbeSCHbSCHC
de colt

0(a,e) +6(b,b) +0(b,b) + (c,b) +(c,e) =14+04+0+14+0=2

5. Elle peut ne pas &tre unigue et nous traiterons ce prablé peu plus loin. Nous la supposons unique
pour le moment.

6. Pour &tre exact est une application dgX U {e}) x (S U {e})) \ {(¢, €)} dansR* qui respecte les
axiomes d’'une distance.
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et
Sa—>bSb—>bSb—>bSc—>cSc—>e

de codt
0(a,b) +d(b,b) + (b, b) + 6(c,c) +(c,e) =1+0+0+14+0=2

sont toutes les deux optimales. Nous reviendrons plus loinette difficulté.

2.2.3 Larelation« commes».

Soit 'analogie u:v :: w:x . Nous connaissons désormais le terme v, qui
est la séquence optimafu, v), supposée pour le moment unique, de transformations
élémentaires entre etv et nous connaissons ausst = qui est la sequencg(w, z).

La relation « exactement comme

Examinons d’abord un exemple ou la relatiosomme» est 'identité, avant de la
généraliser. Soit les sequences= abbcceeh, v = bbbeece, w = abbecaab etbbbeaac.
Le calcul, sur la table des distances donnée pour I'exethpf@ragraphe 2.2.2, donne:

S(U, U) = Sa*)ESb*)bSb*)bSC*)bSC*)CSCHCSC*)CSbHC

S('w; l‘) = Sa—eSp—0—bSc—bSc—cSa—aSa—aSv—ec

Il est naturel de mettre toutes les transformations étéaiees d’égalité, qui doivent
etre de colt nul, dans une méme classe d'équivafemateesS,. Nous obtenons alors :

S(U, U) = Sa*)ESESGSC*)bSSSESSSbHC

S(wa .II) = SaeSeSeSep8eSeSe Sy

Dans cet exemple, puisqddu, v) = S(w, z), la relation« comme» de I'équation
analogique abbccaah bbbcaac: abbcaabh bbbcaac est donc une identité. Ce cas
particulier est & la base des algorithmesrésolution déquations analogiquegpour
lesquels:, v etw sontdonnés et est I'inconnue (IEPAGE, 2003; DELHAY & M ICLET,
2004).

Si nous voulons généraliser ce cas particulier, il nous dé&finir complétement une
distanceA entre transformations élémentaires. Nous pourrons goser la seconde
partie de notre construction:

La valeur de la relationk comme» est donie par la distance @&dition,
calculeea partir de A, entreS(u, v) etS(w, x).

Nous cherchons donc maintenant a définir une distaneatre transformations élé-
mentaires sur un alphab@t U {¢}), lui-mé&me muni d'une distance

7. Ceci se justifie par le fait que, pour tauetb, I'équation a:a:: b:b estexacte.
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Des contraintes suf.

Pour étre cohérent avec les axiomes de I'analogie et lanmgume du paragraphe
précédent, il faut imposer les conditions suivantes:

— Ladistance entre deux opérations de transformatiortiglezs est nulle.

Va,b € (X U{e}), A(Sa—p, Sa—p) =0

— Insérer ou supprimer des opérations d’égalitées destese fait a colt ndl

Va,b e (X U{e}), A(—, Sama) = A(Sa—a,—) =0
— Ladistance entre deux transformations d’égalité el nu

Va,b € (X U{e}), A(Sa—a, Sp—p) =0

En effet, si 'une de ces propriétés n’était pas resgpedt distance d’édition obtenue a
partir deA sur quatre phrases en analogie exacte ne serait pas nulle.

Une proposition pour la distancA.

Nous proposons de défink par la formule suivante :

A(Sup, Seq) = Min 0(a, b) + o(c, d)

d(a,c) 4+ 6(b,d)
Cette définition remplit les contraintes précédentasstire qué\ possede la propriété
de l'inégalité triangulair®: A(S,—p, Se—da) + A(Se—ds Sest) > A(Sambs Semst)-
Cependant, on n'a pas\(S,—p,Sc—4q) =0< a:b:c:d

Fin de la construction de la relation comme:.

Une fois définie la distancA entre séquences d’opérations élémentaires, il est fa-
cile d’appliquer & nouveau I'algorithme de Wagner et FHishe=cA sur le couple de
séquences(u,v) etS(w, x). Le colt obtenu quantifie la relatiercommes.

Définition 3

Nous appelonslissemblance analogique approcHeentre les phrases, v, w et ,

notéeﬁ?l(u,v,w,x), le codt d’édition obtenu avec la distante entreS(u,v) et
S(w,z). Ces deux derniers termes représentent les deux ségueptimale$® de
transformations élémentaires entreet v, d’une part, et entrev et x, d’autre part,
obtenues avec la distan¢e

8. Le mot vide dans I'alphabet des transformations éléaies est noté< — »

9. Nous ne donnons pas la démonstration ici, faute de pileeest plutdt technique.
10. La nécessité de cet adjectif sera expliquée au pgphgr2.2.4
11. Encore une fois, nous supposerons pour le moment cesrs&sp optimales uniques.
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Un exemple.
Pour le tableau de distances:

) | a b c €
al|l O 12 15 2
b|112 0 1.7 2
c|1l5 17 0 2
el| 2 2 2 2

I'alignement optimal unique entre = cbacba etv = babba (de valeur 3.7) est:

u = c b a c b a

v = € b a b b a
et celui, unique aussi, entte = cbacbc etz = becabbe (de valeur 5.1) est:

w = c b a c b c

T = b c a b b c

et finalement la dissemblance approchée est calculée eorafant 3.7, par I'aligne-
ment optimal suivant selon la distante

S(U, ’l)) = Sc%e Sh—b Sa—a Se—b Sh—b Sa—a
| | | | | |

S(wa QC) = SCHb Sb*)(; Saﬁa Sc*»b Sb*)b Sc%c

Le cas @ les €quences d'ogrationsélementaires ne sont pas uniques.

Nous avons supposé jusqu'’ici que, dans le calcul de laioalanalogique entre
séquences u:v :: w:Xx , l'algorithme de Wagner et Fisher produisait une solu-
tion unique avec la distancepour calculer I'alignement optima¥(u, v) entreu et
v, commeS (w, x) entrew etz.

Il est en principe facile de relacher cette contrainte onsR(u, v) (respectivement
N(w, z)) 'ensemble des séquences de transformations éléiresntde colt optimal
entreu etwv (respectivement entre et ). Nous pouvons définir I'exactitude de la re-
lation « comme», c’est a dire la distance analogique approchée enéta) d'une part,

w etx d'autre part, comme le colt d’'un alignement optimal engaxdséquences de
transformations optimales, quand I'une parco\it, v) et I'autre parcourf(w, ). On
effectue donc au pirgR(u, v)| x |X(w, z)| alignements entre séquences de transforma-
tions élementaires. En pratique, il est possible deirédes calculs, car les séquences
de transformations optimales sont structurées en grapitscycle (BNKOFF & K RUS-

KAL, 1983).

Quelques proldmes avec la dissemblance analogique apgrech

Pour étre cohérent avec les axiomes de I'analogie, iitssyahaitable que 'on ait la
méme dissemblance analogique entre les huit quadrugetsgliences dont I'analogie
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se déduit des axiomes, comme on I'a vu au paragraphe 2412e6t en général pas le
cas de la dissemblance analogique approchée (voir le nagutag 2.2.4).

C’est en particulier pour remédier a cette difficulté auogis allons voir dans le pa-
ragraphe suivant comment définir et calculer directensmtles mémes principes, ce
que nous appelons @issemblance analogiquentre quatre séquences siirune no-
tion complétement cohérente avec les axiomes de l'amatgépondant de plus a un
critere d’optimalité.

2.2.4 Construction simultarée de« esta » et de« comme». Dissemblance analo-
gigue entre quatre £quences.

Les paragraphes précédents ont donné une construciipemnet de mesurer I'exac-
titude de larelation comme», apres que les séquences de transformations qui definiss
les deux relations est a» aient été construites. On peut se demander si cette aonstr
tion en deux étapes est optimale: il pourrait exister wgpishce de transformations
S'(u,v), de colt supérieur &(u,v), et une séquenc&’ (w, z), de colt supérieur a
S(w, z), telles que la distance d’édition ent$§u, v) etS’ (w, x) soit inférieure a celle
entreS(u,v) etS(w, ).

Reprenons I'exemple du paragraphe Z.ﬂ(cbacba, babba, cbacbe, beabbe) =
3.7. Nous pouvons montrer que la construction’zié en deux étapes séparées n'est en
effet pas optimale. 1l existe deux couples d’alignementseanet v d’'une partw etx
d’autre part, qui fournissent un meilleur résultat. Lerpier n’est pas optimal (il a une
valeur de 5.4), le second est I'alignement optimal (valeusd).

c b a c b a c b a c b c

| | | | | | [
b € a b b a b c a b b c

Leur alignement optimal pak se fait comme suit pour une valeur de 2:

SCHZ) Sbﬁe Saﬁa SCHb Sb*)b Saﬁa

| | | | | |
SCHZ) Sb*)(; Saﬁa SCHb Sb*)b Scac

Ceci amene la définition suivante :
Définition 4
Ladissemblance analogiqui2A(u, v, w, ) estle codt minimal de la distance d’édition

calculée par la distanae entreS’ (u, v) etS’'(w, ), quand ces deux termes parcourent
I'un tous les alignements entreetv et I'autre tous les alignements entreet x.

2.2.5 Proprietés de la dissemblance analogique entre quatréguences.
Nous avons, grace a cette nouvelle définition, les tasusuivant?.

Propriétée 1
Symétrie. V(u,v,w,z) € (£*)* : DA(u,v,w,z) = DA(w, x,u,v)

12. Faute de place, nous les donnons ici sans leur demimsirth est intéressant de noter qu'ils sont en
général faux si'on remplac® A par D A.
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Inégalité triangulaire. V(u,v,w,z,z,t) € (%)% : DA(u,v,w,z) < DA(u,v,z,t)+
DA(z,t,w,x)

Propriété 2
Echange des radians. V(u, v, w, z) € (X*)* : DA(u,v,w,z) = DA(u,w,v,z)

Non-échange des deux premiers termestn généraly (u, v, w,x) € (X*)4:
DA(u,v,w,z) # DA(v,u,w, )

Ces résultats assurent donc la cohérence de toute nos#wction avec les axiomes
de I'analogie®. Nous donnons dans le paragraphe suivant son algorithmalalé.c

2.2.6 Algorithmes: résolution d’une équation analogique entre 8quences et cal-
cul de la dissemblance analogique entre quatreesjuences.

Algorithme de ésolution d’'uneééquation analogique entr&&guences.

Larésolution d'une équation analogique: v :: w : X consiste a calculer, connais-
santu, v etw. Nous avons traité ce probleme dans le cadre de la disti@dgion, en
supposant que la relaticnhcomme» est l'identité, dans (MCLET & D ELHAY, 2003;
DELHAY & MICLET, 2004). Nous avons donné deux algorithmes du méme type que
ceux traités ici: un approché et un optimal. Une questismmpus n’avons pas abordée
est I'écriture un algorithme pour résoudre une équadinalogique avec une dissem-
blance non nulle (c’est a dire en levant I'hypothése ggemme» est l'identité).

Algorithme de calcul de la dissemblance analogique appgFeantre quatreéxjuences.

Cet algorithme a été expliqué ci-dessus : il consist@éuter I'ensemble des séquences
de transformations optimal&gu, v) entreu etv et 'ensemble des séquences de trans-
formations optimales(w, x) entrew etx, a lI'aide de la distanc& Dans une deuxieme
phase, il calcule le colit minimal, en utilisaft pour transformer une séquence dans
R(u, v) en une ségquence dakgw, z). Sa complexité est au pire en

0((w+lwl-lxl)+ (el + [o)-(Jwl + |2]) x [R(w,v)] x [R(w, 2)| )

w sur v w sur T taille des alignements de séq. d’edition nb. d’alignements de séq. d’edition

Algorithme de calcul de la dissemblance analogique entegrgLgquences.

L'algorithme que nous proposons ici est une génératinatie celui de Wagner et
Fisher; il examine les quatre phrases de maniére synclatoriemule le colt optimal
de leur dissemblance analogique par programmation dynemiRgppelons que :

d(a,b) + d(c,d)

A(Sasps Sos) = Mi
(Sapy Sca) m{é(a,c)Jré(b,d)

Les données d’entrée de cet algorithme sont donc lesegphtases et la table des
valeurs de la distancesur (X U {e}) x (X U {e}). Il donne en sortie la dissemblance

13. Cependant, on n'a pas en génema(:S, ., S.—.q) =0« a:b:c:d.
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analogiqueD A(u, v, w, z), qui est aussi égale RA(w, z,u,v), & DA(u, w,v,x), a
DA(v,u,z,w),aDA(z,v,w,u), aDA(x, w,v,u), aDA(v, z,w,u), aDA(w, u, z,v)
etaDA(x,v,w,u).

Le calcul se fait par la récurrence suivante :

Initialisation
Cuigy = 03

pour i = 1, |u| faire Civo — SF=1

woxTo

(Su —€ EHE) fait )

pour j = 1, [v| faire Cungh « S-p=1 A(Se—,, Seme) fait ;

pour i = 1, |w| faire Ctov0 « S=F T A(Seme, Suy—e) fait ;
(

Wy To

pour j = 1, |z faire C0% « =) A(Se—c, Sy, fait ;

Récurrence
Cro 85 + A(Sui—v;s Swp—ar) Wit Uj W O
Cuue 3%+ A(Su ;s Swp—e) Wi vy wg €
C'Zj);}llijl_l (S iU Se—u:l) Uq »Vj L €1 T
Cupay "+ A(Sy i3 See) UitvjiErE
Cuoy vy + A(Semvy s Swp—ay) €10 Wt Ty
Cudi s + A(Sc—n;, Semszy) €:vj e
Cuoyva + A(Sc—n; s Swy—e) €1V W€

Ctlzkljr]z = Min Cizf:jl]z ' + A<Se—>v] ’ Se—>e) €1V; 1€ €
Cun 21 + A(Sui—e, Swp—ar) Uit €Wk LAY
Cqu);_ﬂﬂllq—jjl + A(Suiﬂea Seﬂzl) Uz + €0 €T
Cqu);_—ll?z + A(Suiﬂea kaﬂﬁ) Ui + €10 WE - €
Cunezr” + A(Su,—e, Sese) Ui € ETE
Cun a1y + A(Se—, Swp—m) €€ WL A
Cudry + A(See, Semzy) €reeq
Cuon’vay + A(Se_sey Swp—e) €€ W€

Terminaison

Quandi = |u| etj = |v| etk = |w| etl = |z|.

Résultat

Ulu| Vo] i i i
Cu, iz €Stla dissemblance analogiglel(u, v, w, x) selon la distance.
Complexité

Cet algorithme est e® (|u].|v].|w|.|z|), donc en puissance quatriéme de la longueur
de la plus longue des des phrases. Il est dopciori beaucoup plus lent que I'algo-
rithme approché.
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3 Premieres ex@riences en apprentissage par analogie
dans les ¢quences.

Le matériel expérimental que nous utilisons est un ensedddonnées artificielles
de petite taille. Nous construisons un ensemble de ségaetans lequel nous connais-
sons les quadruplets en analogie. Nous prenons une degesises et nous la bruitons.
L'expérience réalisée consiste a constater si, ouiay ke meilleur triplet, celui qui a
la dissemblance la moindre avec la séquence bruitéepestesle méme. Il ne s’agit
pas encore d'un véritable test de la capacité de I'apfm®ade par analogie dans les
séquences. Le but est pour le moment essentiellement dehehé savoir comment la
dissemblance analogique entre séquences, telle que’avnisd définie par la distance
d’édition, se comporte en présence de bruit.

3.1 Constitution de la base de donees.
3.1.1 Les &quences.

Une base de données est constituée de cent sequencesd@dongueu2n, qui sont
quatre par quatre en relation d’analogie exacte (et derdislsece analogique nulle).
Pour assurer cette propriété, un ensemble de quatreséesu, v, w etz de longueur
2n est composé en tirant au hasard quatre séquexic@s Z etT de longueurn, qui
sont ensuite concaténées comme suit: XZ,v = XT,w =Y Z, 2z = YT. Bien
que les composants puissent étre tres differents, il peadissemblance analogique
nulle entre les phrases compostegn répétant 25 fois cette opération, on dispose
ainsi de 25 quadruplets en analogie exacte. On vérifie gusbn’existe pas d’'autres
quadruplets en analogie dans les 100 phrases. Ainsi, ctsmquence de la base de
données n'est en analogie qu'avec le triplet composé allec

3.1.2 Lalphabet et la distance).

Nous avons choisi un alphabete2p lettres, défini a partir de+ 1 traits (voir (Mi-
CLET & DELHAY, 2004)). Par exemple popr= 3, I'alphabetest = {a, b, ¢, A, B, C'}
et il est défini a partir des 4 traits binaires suivants @omnes):

OW>»o oo
OoOrOOR
OrO0OO0ORrRO
POORrR OO
PP PRPROOO

14. Ce n’est pas le cas en général de quatre phrases egian@lette propriété provient ici des contraintes
qui ont servi a définir la distancA au paragraphe 2.2.3. Les longueursieY’, Z etT' pourraient d'ailleurs
ne pas étre les mémes. Sur la construction de quadrupletsadogie par de telles alternances, voivON
et al, 2004).
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Les trois premiers traits définissent le caractere etiridedéfinit sa« casse> (majus-
cule ou minuscule). Nous en avons déduit trois distanaeg,\ici deux :

6&2la b ¢ A B C e 03 a b c A B C ¢
al0 2 2 1 3 3 4 a 0 15 15 12 17 17 2
b|l2 0 2 3 1 3 4 b |15 O 15 17 12 17 2
c|l2 2 0 3 3 1 4 c |15 15 O 1.7 17 12 2
All 3 3 0 2 2 4 Al12 17 17 O 15 15 2
B|3 1 3 2 0 2 4 B|17 12 17 15 O 15 2
c|3 3 1 2 2 0 4 c|17 17 12 15 15 o0 2
e |4 4 4 4 4 4 € 2 2 2 2 2 2

La premiere est la distance de Hamming entre les lettresconsnes des vecteurs
binaires de traits, dont nous avons montré danss(M1 & D ELHAY, 2004) qu’elle est
cohérente avec la relation d’analogie, c’est a dire que paut quadruplet en analogie
a: b doy vérifie:d1(a,b) = d1(c,d) et §1(a,c) = 61(b,d).

Le coiit d’'insertion et de suppression n’est pas définipaysteme de traits. Lui don-
ner une valeur forte comme dafispermeta priori d’éviter des dissemblances faibles
dans des schémas du typau: av :: wa: xa . Nous constaterons expérimentalement
cette propriété en comparantavec une distance appel&s qui ne differe dej; que
par la valeur des insertions et des suppressions, fixéaidiuade 4.

Quant ads, elle n'est pas trés differente dg, mais elle est construite pour fournir
des ensembles(u,v) et X(w, z) de taille aussi petite que possible. Ceci n'est pas
indifferent compte tenu du protocole expliqué au parphessuivant.

3.2 Protocole exgrimental.
3.2.1 [eroulement d'une exgerience.

Une expérience se déroule ainsi: une séquence esteentievia base de données et
bruitée avec un certain taux (le calcul du bruitage seréigpdau paragraphe suivant).
Ensuite, on cherche dans les 99 phrases restantes le tripletia plus petite dissem-
blance analogique (approchée ou non) avec la phrasebrditc’est le triplet original,
le score de cette expérience augmente de 1, sinon il restangé. On recommence
pour chaque séquence. En fin d’expérience, on disposesdame entre 0 et 100 qui
indique la robustesse au bruit de la dissemblance analeg@usait, par construction,
que pour un bruitage de taux nul, le score de I'expériencae$00.

3.2.2 Le bruitage.

Les séquences sont bruitées avec un certain taux derbaritre 0 et 100. La maniere
de bruiter est définie par uransducteureprésenté en figure 1. Le bruitage peut étre
uniformeou varier en sens inverse de la distanaune insertion, d’une suppression
et d’'une substitution. Chaque lettre est dans ce cas tnamgéoselon la probabilité de
transition dans le transducteur. Nous avons choisi dewnfade définir ces probabilités
de transitions a partir d'une distance, donc au total tygises de bruit.

Supposons, pour I'exemple, travailler avec I'alphabet {a,b, A, B}. La premiére
méthode de bruitage (dite enl/§ ») fait dépendre la probabilité de transition d'une

43



CAp 2005

a : €/ P(suppression)

a:B/P(a,B)

FiG. 1: Automate de bruitage deéguences

lettreq vers une autre lettre de I'inverse des distances de lettre a lettre :
1

6(a,z)

P(a,z) = . T

1 1
EyGE—{a} d(a,y) + Oinsertion + Osuppression

La seconde méthode (dite enl + max — ¢ ») définit une probabilité de transition
comme dépendant de la difféerence des distances letttra avec le maximum de ces
distances. Par exemple, en faisant varier le bruitageethodel /6 donne, poubs :

Séquence original¢ aAbdDD | adEdebbEaa | AdAcbBec
7=0.1 aAEdDD | adeEdebbEaa | AdAcBec

=02 aAbdDD | adEdebbEaA | AdAcbbec
=03 AAbdDD | aadEdBbbCeaa adacDBcc

3.2.3 Dissemblance analogique approée et dissemblance analogique.

L'algorithme de calcul de la dissemblance analogique agy@e compare en principe
toutes les paires d’alignements optimaux entret v d’'une part,w etz d’autre part.
En pratique, nous ne comparons que la premiére paire, @adeel de fonctionnement
de l'algorithme. Il est possible que cette nouvelle appration affaiblisse un peu la
méthode, car une paire d'alignements optimaux pourrai€géler meilleure dans le
calcul ultérieur. C’est ce qui semble résulter de I'exgéce relatée sur la figure 2(b).
La distanced; a été en effet construite, contrairement apour fournir des ensembles
N(u,v) etR(w, z) de taille aussi petite que possible.

L'algorithme de calcul de la dissemblance analogique esubaup plus long a
expérimenter. Nous comptons I'expérience comme passiiun des triplets a distance
analogique minimale est le bon. Cette méthode est opgn(gstelle suppose que I'on
connait le résultat!). En pratique, nous avons conseatéarticulier pour la distance
03, que le nombre des triplets a distance analogique miniegtléa plupart du temps
égal a un (en moyenne, environ 1.1).

3.3 Resultats et premeres conclusions.

La figure 2(a) compare, pour la distance de traits donnéessus, pour un alphabet
a 8 lettres et des séquences de longueur 10, les trois medwsitage pour la distance
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41 et un bruitage uniforme. La figure 2(b) compare sur les méatoagsées les distances
01, 0o et ds. Les figures 3(a) et 3(b) comparent les deux dissemblan@dsgiques et
analysent I'influence de la longueur des séquences.

100
90
80
70 1
60
50 1
40
30 4
20 4

100
90 -
80 -
70
60 -
50
40 4
30
20 A

10 A 10 7
0 t t t { 0 t t t t i

0 10 20 Tg’lg)( deﬁb(?'uit 50 60 70 0 10 20 ngx de%(%uit 50 60 70

Score
Score

(a) Influence du type de bruitage. (b) Influence du choix de la distance.

FiG. 2: (a): Comparaison de de la @thodel/d (en trait plein), de la rathode
1+ mazx — 6 (en pointilles) et d'une grération uniforme de bruit (en trait interrompu).
(b): Comparaison dej; (en trait plein), dej; (en pointilés) et deys (en trait inter-
rompu). Le @rérateur de bruit est du type/J dans les trois cas. L'algorithme utigs
calcule la dissemblance analogique appréeh

Score
Score

0 —t

t t t t t { 0 t t t t
0 10 el 0 © 00 1020 g0 6 T

(@) Comparaison entre la dissemblance (b) Influence de la longueukn des
analogique approchée et la dissemblance séquences de la base de données. En trait
analogique. plein,n = 10; en pointille,n = 8§, en

trait interrompu,n = 6.

FiG. 3: (a): La distance analogique approék est en pointiéls et la dissemblance
analogique en trait plein. La distance ekt Le gerérateur de bruit est du typg/J.
(b): Dans toutes les autres figures, la base de dmmest compés de phrases de
longueur 8 sur un alphabet de taille 10. Ici, la taille d&gysiences varie, sur ceame
alphabet. La base de doaas comporte 10Gguences, la distance e%f, la méthode
est la dissemblance analogique appréetet le bruit est et/?.
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En premiere analyse, on peut tirer les conclusions sugant

— La dissemblance analogique offre une certaine résistandruit: le bon triplet
analogique est retrouvé dans environ les deux tiers degoas cent phrases
de longueur 8, avec un taux de bruitage de 32%. Compte tenwihione de
parameétres de cette expérience, il est difficile d’em pites d’enseignements.

— Le type de bruit n’a pas d’importance.

— Un colt de suppression et d’insertion élevé est pka@haitable. L'analyse fine
de ce phénoméne montre en effet qu’il permet d’éviterdiiesemblances faibles
dans des schémas du typeu: av:: wa: xa .

— Sur ce protocole expérimental, la dissemblance analegigprochée est signifi-
cativement meilleure que la dissemblance analogiquet Hi#éfiicile de tirer des
conclusions de ce constat avant de confronter les deuxithlignas a un véritable
test d'apprentissage superviseé.

4 Conclusion et perspectives

Dans cet article nous avons proposé une approche pouréafigsage par analogie
basée sur la distance d’édition et la définition d’'wligsemblance analogiquélous
avons proposé deux algorithmes pour calculer cette disisere. Le premier est sous-
optimal et de complexité quadratique, le second est optinzas a une complexité
algorithmique plus élevée (d’ordre 4).

Nous avons ensuite expérimenté ces algorithmes sur yusgouet, construit avec
des séquences de méme longueur (8 symboles pris danshabatple taille 10). En
étudiant differentes facon de bruiter les échantlarous avons observé que la dissem-
blance analogique, approchée ou non, est résistanteidu br

L'algorithme calculant la dissemblance analogique este'ecomplexité relativement
élevée (erO(n?) sin est la taille de la plus grande séquence). Mais surtowgclaarche
de la dissemblance analogique, telle que nous I'avons imtggaest e (m?) sim est
la taille du corpus, ce qui est largement rédhibitoire aurdes corpus de grande taille.

Un de nos objectifs prioritaire est donc de réduire cetimplexité, afin de pou-
voir appliquer nos algorithmes sur des corpus réalisteeglphabet plus grands. La
construction proposée, qui garantit que les propriééedistance sont préservées, per-
met d’envisager des algorithmes rapides du type de ceugéagtilans la méthode des
plus proches voisins. Nous pourrons alors comparer nodtaésde reconnaissance en
apprentissage par analogie a ceux obtenus en appremetigaaglus proches voisins,
par exemple. Les applications visées sont d’abord lest#obies vocales, pour des
séquences de graphémes et de phonemes (reconnaisssymhese de la parole), en-
suite les bio-séquences. Nous nous intéressons eny@rtaux systemes de séquences
dans lesquels une distance naturelle peut étre introdwitepar connaissancagriori,
soit par apprentissage.
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Résune : L'analyse théorique de I'apprentissage inductif a memjue la vali-
dité du principe de minimisation du risque empirique egie par des propriétés
statistiques portant en particulier sur la “capacité” ‘@spgace des hypotheses.
De méme, la découverte, il y a quelques années, d’'ungohéne de transition de
phase en programmation logique inductive prouve que ddautaractéristiques
fondamentales du probleme d’apprentissage peuvergrdgat controler la pos-
sibilité de I'apprentissage sous des conditions tréegies.

Ce papier porte sur I'examen de l'inference grammatiddteus montrons que
si il nexiste pas de phénomene de transition de phaseuerfon considére
I'ensemble de I'espace des hypothéses, il existe un “thieri plus sévere dans
I'espace de recherche effectif des algorithmes d’indugpiar fusion d’états dans
le cas des automates finis déterministes (DFA). Lexamenhaarristiques de
recherche des algorithmesPRI et RED-BLUE montre que si ces algorithmes
parviennent a surmonter ce probleme en partie, ils sormeeanche portés a
surgénéraliser. Le papier suggere finalement quelggéssgpour I'utilisation de
nouveaux opérateurs de généralisation afin de pallighémomene de transition
de phase.

Mots-clés: Inference grammaticale, transition de phase, heudstigle recherche.

1 Introduction

It is now well-known that the feasibility of inductive ledng is ruled by statistical
properties linking the empirical risk minimization pripbéé and the “capacity” of the
hypothesis space (Vapnik, 1995). In part thanks to thisy@iglnew induction criterions
have been proposed (e.g. structural risk minimization)il&\this powerful framework
leads to a much deeper understanding of machine learnintpandny theoretical and
applicative breakthroughs, it basically involves onlytisténformation on the learning
search space, e.g. the so-called VC-dimension. The dysavhtbe learning search is
not considered.

In parallel and independently, a new paradigm has beenestudithe Constraint
Satisfaction community since the early 90s, motivated bypmatational complexity
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concerns : where are the really hard problems? (Cheesetraln 1991) Indeed, the
worst case complexity analysis poorly accounts for the tiaat, despite an exponen-
tial worst-case complexity, empirically, the complexigyiow for most CSP instances.
These remarks led to developing the so-cafiedse transition frameworHogget al,,
1996), which considers the satisfiability and the resotutomplexity of CSP ins-
tances as random variables depending on order parametbesmbblem instance (e.g.
constraint density and tightness). This framework undedlenuch interesting structure
of the CSP landscape. Specifically, the landscape is dividedhree regions : th¥ES
region, corresponding to underconstrained problems,evinersatisfiability probability
is close to 1 and the average complexity is low ; N@region, corresponding to over-
constrained problems, where the satisfiability probabititclose to 0 and the average
complexity is low too ; last, a narrow region separatingYis andNOregions, referred
to asphase transition regiorwhere the satisfiability probability abruptly drops from 1
to 0 and which concentrates on average the computationadlyibst CSP instances.

The phase transition paradigm has been transported teorelatnachine learning
and inductive logic programming (ILP) by (Giordana & Sai2800), motivated by the
fact that the covering test most used in ILP is equivalent @S&. As anticipated, a
phase transition phenomenon appears in the framework of H.Ride YES (respec-
tively NO) region includes all hypotheses which cover (resp. rejgit®xamples, and
hypotheses separating the examples lie in the narrow PTewhe average computa-
tional complexity of the covering test reaches its maximum.

Besides computational complexity, the PT phenomenon hagézhing effects on
the success of relational learning (Bo#tiaal., 2003). For instance, a wideailure Re-
gionis observed : for all target concepts/training sets in tegion, no learning algo-
rithms among the prominent ILP ones could find hypothesdsibidgtan random gues-
sing (Bottaet al., 2003).

These negative results lead to a better understanding ofttivesic limits of the exis-
ting ILP algorithms and search biases. Formally, considgeady specialization search
strategy : starting its exploration in tiv&S region, the system is almost bound to make
random specialization choices, for all hypotheses in tg$on cover every example on
average. The&’ES region constitutes a rugged plateau from a search pergpeatid
there is little chance that the algorithm ends in the right pathe PT region, where
good hypotheses lie. A similar reasoning goes for algortiimat follow a greedy ge-
neralization strategy.

The phase transition paradigm thus provides another peigpen the pitfalls facing
machine learning, focusing on the combinatoric searchcspéhile statistical learning
focuses on the statistical aspects.

The main question studied in this paper is whether the PTgrhenon is limited to
relational learning, or threatens the feasibility andtabdity of other learning settings
as well.

A learning setting with intermediate complexity betweelh felational learning and
propositional learning is thus considered, that of granabinference (Gl) (Angluin,
1988; Pitt, 1989; Sakakibara, 1997). Only the case of Détastit and Non-Deterministic
Finite-State Automata (FSA, section 2), will be considetieugh the paper. Spe-
cifically, the phase transition phenomenon will be investg with respect to three
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distributions on the FSA space, incorporating gradualtréasing knowledge on the
syntactical and search biases of Gl algorithms.

The first one, the uniform distribution, incorporates noomfation and considers
the whole space of FSA. Using a set of order parameters, #rage coverage of the
automata is studied analytically and empirically.

The second one reflects the bias introduced by the gendiatizalations defined on
the FSA space and exploited by Gl algorithms. The vast ntgjofithese algorithms
first construct a least general generalization of the pes#tkamples, or Prefix Tree Ac-
ceptor (PTA), and restrict the search to the generalizatidthe PTA, ogeneralization
coné. Indeed, it appears that the generalization cone presentiseaspecific structure
compared to the whole FSA space.

Lastly, the third distribution takes into account the shar@ases of Gl algorithms,
guiding the search trajectory in the generalization conge @ space limitations, the
study is restricted to two prominent Gl algorithms, namelnNR(Oncina & Garcia,
1992) and RD-BLUE (Langet al, 1998).

This paper is organized as follows. Section 2 briefly intmekithe domain of Gram-
matical Inference, the principles of the inference aldwnis and defines the order pa-
rameters used in the rest of the paper. Section 3 investitfae=xistence and potential
implications of phase transition phenomenons in the wh@4 Bpace (section 3.2)
and in the generalization cone (section 3.3). Section 4deswn the actual landscape
explored by Gl algorithms, specifically considering therskbdrajectories of RnI and
RED-BLUE. Section 5 discusses the scope of the presented study amduapome
perspectives for future research.

2 Grammatical inference

After introducing general notations and definitions, thast®n briefly discusses the
state of the art and introduces the order parameters uskd nest of the paper.

2.1 Notations and definitions

Grammatical inference is concerned with inferring gramsiiaym positive (and pos-
sibly negative) examples. Only regular grammars are censglin this paper. They
form the bottom class of the hierarchy of formal grammarsedmdd by Chomsky, yet
are sufficiently rich to express many interesting sequkstiactures. Their identifica-
tion from positive examples only is known to be unrealizaidkile it is feasible with a
complete set of examples (Gold, 1967).

It is known that any regular language can be produced by afétite automaton
(FSA), and that any FSA generates a regular language. Irethaining of the paper,
we will mostly use the terminology of finite-state automata=SA is a 5-tupled =
(2, Q, Qo, F, §) whereX is a finite alphabetQ is a finite set of state®, C Q is the

IMore precisely, the Prefix Tree Acceptor is obtained by nmegrdihe states that share the same prefix in
the Maximal Canonical Automaton (MCA), which representsiithole positive learning set as an automaton.
A PTA is therefore a DFA with a tree-like structure.
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set of initial statesF' C Q is the set of final states,is the transition function defined
from Q x ¥ to 29.

A positive example of a FSA is a string ah produced by following any path in the
graph linking one initial state, to any accepting state.

A finite state-automaton (FSA) is deterministic (DFAXSf, contains exactly one ele-
mentqo and ifVg € Q,Vx € X, Card(6(q,z)) < 1. Otherwise it is non-deterministic
(NFA). Every NFA can be translated into an equivalent DFA, diithe price of being
possibly exponentially more complex in terms of number afest. Given any FSAU’,
there exists a minimum state DFA (also calleghonical DFA A such thatL(A) =
L(A”) (whereL(A) denotes the set of strings accepted4)y Without loss of genera-
lity, it can be assumed that the target automaton beingdeiasia canonical DFA.

A set ST is said to bestructurally completavith respect to a DFAA if ST covers
each transition off and uses every element of the set of final state$ a$ an accepting
state. ClearlyL(PTA(St)) = S*.

Given a FSAA and a partitionr on the set of state@ of A, thequotient automaton
is obtained by merging the states4that belong to the same block of partitiar{see
(Dupontet al,, 1994) for more details). Note that a quotient automaton@FA might
be a NFA and vice versa. The set of all quotient automata rddaby systematically
merging the states of a DFA represents a lattice of FSA. This lattice is ordered by the
grammar coverrelation <. The transitive closure of is denoted by. We say that
Ar, < Ay, iff L(Ag,) € L(Ar, ). Given a canonical DFA and a sef™ that is struc-
turally complete with respect td, the lattice derived fronPT'A(S*) is guaranteed to
containA.

From these unverifiable assumptions, follows the paradignapproach of most
grammatical inference algorithms (see, e.g., (Anglui8 €oste, 1999; Duposet al.,
1994; Dupont & Miclet, 1998; Pitt, 1989; Sakakibara, 199Which equates generali-
zation with state merging in the candidate automaton.

2.2 Learning biases in grammatical inference

The core task of Gl algorithms is thus to select iterativgha of states to be merged.
The differences among algorithms is related to the choice(dfthe search criterion
(which merge is the best one); (ii) the search strategy (lsotlvé search space explo-
red); and (iii) the stopping criterion.

We shall consider here the setting of learning FSAs fromtpesand negative exam-
ples, and describe the algorithms studied in section 3iérsttting, the stopping crite-
rion is determined from the negative examples : generaizgiroceeds as long as the
candidate solutions remain correct, not covering any megakamplé.

The ReNI algorithm (Oncina & Garcia, 1992) uses a depth first searetesty, and
retains the pair of states which is closest to the start $tditained through a natural
numbering of the states), such that their generalizati@A(Bbtained by merging the
two states and subsequently applying the determinisapienador) does not cover any

2In this paper, we follow the tradition of the literature inncept learning, where a concemversan
example if the example belongs to the subset of the exampleesgienoted by the concept. In grammatical
inference coveringcan be equated with threcognitionof a string by the automaton.
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negative example. RNI performs a greedy search, albeit with backtracking pdggibi
Overall, it is thus computationally efficient.

The ReD-BLUE algorithm (also known as BJE-FRINGE) (Langet al, 1998) uses a
beam search from a candidate list, selecting the pair adstdter th&evidence-Driven
State Merging (EDSM) criterion, i.e. such that their gefizasion involves a minimal
number of final states. B>-BLUE thus also performs a limited backtracking search,
based on a more complex criterion and a wider search widtlpacsa to RNI.

2.3 Order Parameters

Following the methodology introduced in (Giordana & Sai@00), the PT pheno-
menon is investigated along dimensions calbeder parametersThey were chosen
here in accordance with the parameters used ititeaddingachallenge (Langt al,,
1998):

— The sizeX of the alphabet considered.

— The number) of states in the DFA.

— The numbeB of output edges on each state.

— The numbed. of letters on each edge.

— The fractiora of accepting states, taken in [0,1].

— The lengtlY of the test example.

— The maximal lengtl..., of the learning examples ifi* (as explained below).

The first part of our investigation (section 3) bears on priipe of the hypothesis
space independently of any target automaton. For this parthave used aandom
samplingstrategy (all¢ letters in the string are independently and uniformly drémvn
¥). In the second part (section 4) , where we examine the dypafdihe studied lear-
ning algorithms to approximate a target automaton, we pssitive samplingwhere
each learning string is produced by following a path in thegdr; determined by selec-
ting randomly an output edge in each step

3 Phase Transitions : the FSA space and the generaliza-
tion cone

This section investigates the percentage of coverage efrdéatistic and non-determi-
nistic Finite-State Automata, either uniformly selecteddtion 3.2), or selected in the
subspace actually investigated by grammatical inferelgmgithms, that is, the genera-
lization cone (section 3.3). We first detail the experimbptatocol used.

3.1 Experimental setting

For each setting of the order parameters, 100 independebtepn instances are
constructed. For each considered FSA (the sampling mesihardre detailed below),
the coverage rate is measured as the percentage of coveaetples among 1,000
examples (strings of length sampled along uniform distribution).

3The string is cut at the last accepting state met beforeimgriat lengthe, if any ; otherwise it is rejected.
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3.2 Phase Transition in the whole FSA space

The sampling mechanism on the whole deterministic FSA sfiaEa) is defined as

follows. Given the order parameter valugg, B, L, a,X) :

— for every statey, (i) B output edgesq, ¢’') are created, wherg€ is uniformly se-
lected with no replacement among thestates; (i) x B distinct letters are
uniformly selected irt ; and (iii) these letters are evenly distributed amongihe
edges above.

— every statg is turned into an accepting state with probabitity

The sampling mechanism for NFA differs from the above in glgimespect : two edges
with same origin state are not required to carry distindetst

Fig. 1 shows the average coverage intheB) plane, fo¥| = 2, L = 1 and? = 10,

where the accepting ratevaries in[0, 1] and the branching factdB varies in{1,2}.
Each point reports the coverage of a sample stringa FSAA, averaged over00 FSA
drawn with accepting rate and branching factoB, times1, 000 stringss of length?.

These empirical results are analytically explained fromghmple equations below,

giving the probability that a string of lengthbe accepted by a FSA defined on an
alphabet of sizéX| with @ states, with a branching factd@ and L letters on each
edge, in the DFA and NFA cases.

(BLyt for a DFA

=
[1—(1—g)P" foraNFA

P(accepf = { Z:

The coverage of the FSA decreases and B decrease. The slope is more abruptin
the DFA case than in the NFA case; still, there is clearly nasgttransition here.

coverage i

coverage T

density:a  ** v
o branching : B
density : a H ranching : B

DFA NFA

FiG. 1 — Coverage landscapes for Deterministic and Non-Detgstig FSA, for|X%|=2,
L=1and¢=10. The density of accepting stateand the branching factd? respectively
vary in [0, 1] and{1, 2}.

3.3 PT in the Generalization Cone

The behaviour of the coverage displayed in Fig. 1 might leatth¢ impression that
grammatical inference occurs in a well-behaved searchespémvever, grammatical
inference algorithms do not explore the whole FSA spacehd®aas stated in section
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2.1, the search is restricted to the generalization comreséhof generalizations of the
PTA formed from the se$+ of the positive examples. The next aim is thus to considers
the search space actually explored by Gl algorithms.
A new sampling mechanism is defined to explore the DFA geizetain cone :
1. N (= 100 in the experiments) examples of lendthre uniformly and indepen-
dently sampled, and their PTA is constructed ;

2. K (= 1000 in the experiments) generalization paths, leading fronP{h to the
most general FSA or Universal Acceptor (UA), are constricte
3. In each generalization patdl{ = PT A, A4,...,A; = UA), thei-th FSA A;
is constructed fromd;_; by merging two uniformly selected statesAn_,, and
subsequently applying the determinisation operator.
4. The sample of the generalization cone is made of all FSA&dl igeneralization
paths.
The sampling mechanism on the non-deterministic genatelis cone differs from
the above in a single respect : the determinisation opeisatmver applied
Fig. 2 shows the behaviour of the coverage in the DFA gersatidin cone, gathered
from 50 samples with¥| = 4 and/ = 8. Each DFAA is depicted as a point with
coordinates@, c), whereQ is the number of states af andc is its coverage (measured
as in section 3.1).

Fig. 3 similarly shows the behaviour of the coverage in thé&gEneralisation cone,
gathered from 50 samples with| = 4 and/ = 16.

.

Generalization

© —

Coverage rate

UA Number of states PTA

FiIG. 2 — Coverage in the DFA generalization cone, here \With= 4, {;cqrn € [1,8].
At the far right stand the 50 PTA sampled, with circa 1150estatach. The genera-
lization cone of each PTA includes 1,000 generalizatiohqastarting from the PTA
and moving to the Universal Acceptor with one single statt@verage 1. Each point
reports the coverage of a DFA on a generalization path, medsyer 1,000 strings.
This graph shows the existence of a large gap regarding hethumber of states and
the coverage of the DFAs that can be reached by generatizatio

Fig 2, typical of all experimental results in the range ofeafation (3| = 2,4, 8, 16,
and/ = 2,4,6,8,16,17) shows a clear-cut phase transition. Specifically, the iGme

55



CAp 2005

abruptly jumps from circa 13% to 54%; and this jump coincigéth a gap in the
number of states of the DFAs in the generalization cone : & With state number in
[180,420] was found.

Interestingly, the picture is much smoother in the non-aeiastic case (fig. 3);
although the coverage rapidly increases when the numbeatessdecreases from 300
to 200, no gap can be seen, either in the number of statestoe toverage rate itseff.

In the following, we focus on the induction of DFAs.

El

Coverage rate

B 8 & 8 8 3 8 8

0 100 60 70

Number of states

FiG. 3 — Typical coverage behaviour in the NFA generalizatiome;avith same order
parameters as in Fig. 3.3 excépt 16.

4 Phase transition and search trajectories

The study of the coverage rate in the generalization conesititat the density of
hypotheses of coverage in between a large interval (tyigibatween less than 20% to
approximately 60%) falls abruptly. This means that a ranéapioration of the gene-
ralization cone would have great difficulties in finding ampbthesis in this region and
would therefore likely return hypotheses of poor perforoefoverspecialized or over-
generalized) if the target concept had a coverage ratesritbiman’s land” interval.

It is consequently of central importance to examine theckeleuristics that are
used in the classical grammatical inference systems,, lirstthey able to thwart the
a priori very low density of hypotheses in the gap ? Secoralifey able to guide the
search toward hypotheses that have a coverage rate cedrelih the one of the target
concept, specially if this coverage falls in the gap ?

We focused our study on two standard algorithms in grammlédtiference, namely
the RpPNIand the RED-BLUE algorithms (Oncina & Garcia, 1992; Lamgal., 1998).

4The difference with the DFA case is due to the determinisgtimcess that forces further states merging
when needed. We devised a chain-reaction like analyticaleinthat accounts rather well with the observed
behaviour, predicting the start of the gap (a chain reatioth a 15% precision.
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4.1 Experimental setting

By contrast to previous experiments, the learning behav#onow studied with res-
pect to a target concept. In particular, Gl algorithms (goecically RPNI and ReD-
BLUE) use negative examples in order to stop their generalizatiocess.

In our first experiments, we tested whether heuristicaliglgd inference algorithms
can find good approximations of the target automata whatts/eoverage rate. In par-
ticular, we considered target automata either of coveraigeaf approximately 50% (in
the middle of the “gap”), or of coverage of approximately 5%.

For each target coverage rate, we followed the protocolriest in (Langet al.,
1998) in order to retain a certain number of target autométia & mean size of)
states ) = 50, in our experiments). For each target automaton then, werged/N
(=20) training sets of siz&S| (= 100) labeled according to the target automaton, with
an equal number of positive and negative instan¢gs|(= |S~| = 50) of length
liearn € [1,14]. The coverage rate was computed as before from the mearegeven
a randomly drawn test set of size 1000 with no intersectidh thie training set.

In a second set of experiments, we analyzed the learnirgctmajes with respect to
test errors, both false positive and false negative, in a RkaGashion.

In these experiments, we chose the type of target automaatbgg the number of
states) and some predetermined structural properties (e.g. gevf®idges, rate of re-
cursive connexions). We also set the structural complsteoithe training set (defined
as the percentage of the training set wrt. a structurallypieta set of instances). The
performance of the learning systems were measured on getext H000 sequences of
length? € [d, 2d] with d denoting the depth of the target automaton.

4.2 The heuristically guided search space

Due to space limitation, we report here only the graph obktiiior the RPNI algo-
rithm (see figure 4), but it is close to the one obtained withRED-BLUE algorithm.
For the sake of the clarity of the graph, we chose to repost 8titajectories.

One immediate result is that both theiR and the EDSM heuristics manage to den-
sely probe the “gap”. This can explain why the gap phenomevamnot discovered
before, and why the B>-BLUE algorithm for instance could solve some cases of the
Abbadingcchallenge where the target concepts have a coverage rappahamately
50%. However, where R\I tends to stop with automata of coverage less than the target
coverage, RD-BLUE tends to overshoot the target coverage by 5% to 10%.

In order to test the capacity of the algorithms to return mnata with a coverage
rate close to the target coverage, we repeated these exgmsimith target automata of
coverage rate of approximately 3%. Our results (see figushélvs that, in this case,
RPNI ends with automata of coverage 4 to 6 times greater thanripetteoverage. The
effect is even more pronounced witteB-BLUE which returns automata of average
coverage rate around 30%!

5And also close to the coverage value of the target automatenatically generated in th@bbadingo
challenge.
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FIG. 4 — Three RNI learning trajectories for a target concept of 56%. Theiraxity
is outlined in the oval on the left. The doted horizontal loegresponds to the coverage
of the target concept. The cloud of points corresponds tdaartrajectories.
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FiG. 5 — Same as in figure 4, except for the coverage of the targeepd, here 3%.

4.3 The evolution of the learning performance on the guidedra-
jectories

Since it appears that bothPRI and RED-BLUE tend to overgeneralize, specially
when the target concept is of low coverage, it is importargxXamine more closely
their behaviour with respect to positive and to negativeitesances.

Table 1, obtained for different sizes of the target autonaai for training sets of
structural completeness above 40%, confirms that bethiRnd RED-BLUE return
overgeneralized hypotheses. On one hand, their averageageyis vastly greater than
the coverage of the target automata, on the other hand ghdya cover only part of the
positive test instances, while they cover a large propodidhe negative test instances.
This shows that the heuristics used in bo#NRand ReED-BLUE may be inadequate for
target concepts of low coverage. Either the choice of thenieg operators should be
adapted, or the stopping criterion could incorporate sonwvedge about the target
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coverage.

Algo. | Q. | ucov. | Qf ucovy | pcovy | ncovy
RB 15| 5.97 | 10.38| 33.81 | 60.93 | 34.69
RB 25| 4.88 | 12.77| 40.35 | 62.68 | 37.87
RB 50| 4.2 14.23| 45.38 | 66.14 | 42.23
RB 100 | 3.39 | 13.13| 30.35 | 42.81 | 28.69
RPNI| 15| 5.95 | 5.14 | 22.9 57.51 | 26.99
RPNI| 25| 4.7 7.56 | 23.07 | 56.38 | 25.98
RPNI| 50| 3.87 | 14.08| 23.45 | 51.89 | 24.42
RPNI | 100 | 3.12 | 26.41| 23.151| 50.12 | 24.40

TAB. 1 — Results for target DFA of siz&g = 15, 25, 50 and 100 statascursivity rate

= 50%,edge density50% and training sets of structural completeness above 3%
ucovy, pcovy andncovy respectively denote the average size of the learned aupmat
their average coverage, the average coverage restricted pmsitive instances and the
average coverage restricted to the negative instances.

5 Conclusion

This research has extended the Phase Transition-baseddukiyy (Bottaet al.,
2003) to the Grammatical Inference framework. Ample erosplrevidence shows that
the search landscape presents significant differencesdigygeon the search operators
that are considered.

A first result is that random search appears to be more difficthe DFA generaliza-
tion cone than in the whole search space : a large gap was,foutedms of hypothesis
coverage and size. This explains why control heuristicsaegled for the inference of
DFA, particularly in the range of problems corresponding® very influentiaAbba-
dingochallenge.

A second finding regards the limitations of the search opesah RPNI and ReD-
BLUE, especially outside the region of tAbbadingdarget concepts. Experiments with
artificial learning problems built from specific target cepts (coverage less than 10%)
reveal that RNI and ReED-BLUE alike tend to learn overly general hypotheses (DFAS) ;
with respect to both the size (lower number of states) anddtierage of the hypotheses
(often larger by an order of magnitude than that of the tacgecept). What is even
more worrying, is that this overgeneralizatidoes not implyhat the found hypotheses
are complete : quite the contrary, the coverage of the pegttamples remains below
65%, in all but one setting.

The presented study opens several perspectives for fugbearch. First, it suggests
that the learning search could be controlled using a hypesipeter, the coverage rate
of the target concept. This hyper-parameter might eithesupplied by the expert, or
estimated e.g. by cross-validation. In other words, thegsta criterion of the algo-
rithms might be reconsidered. Second, more conservativergksation operators will
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be investigated; preliminary experiments done with e.gened generalisation (same
operator as in RN, applied on the reverted example strings) show that suctatpe
can delay the determinisation cascade, and offer a fineral@fthe final coverage rate
of the hypotheses.

Finally, the main claim of the paper is that the phase traorsftamework can be used
to deliver precise indications as to when heuristics are@pate— hopefully leading
to understand and ultimately alleviate their limitations.
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L'apprentissage par analogie (Genteeal, 2001) repose sur un mécanisme inductif
en deux étapes : le premier temps consiste a construire @miapgnt structurel entre
une nouvelle instance d’un probléme et des instances ds&gaues du méme probleme;
une fois cet appariement établi, la solution de la nouvablitaince est élaborée a partir
des solutions des instances analogues.

Dans le cas particulier du traitement des langues, la @étebases de données ma-
nipulées, contenant des centaines de milliers d’instamerd prohibitive la recherche
d’appariements structurels complexes. En revanche, le®e@tudiées dans ce do-
maine se décrivent a I'aide de formes bien identifiées : s@pse(phonétiques, ortho-
graphiques), arbres (morphologiques, syntaxiques);tsiress de traits. L'exploitation
d’appariements purement formels entre descriptions pedares certaines situations de
détecter des analogies plus profondes entre entités $itigués. Ainsi, un appariement
de forme entrehanter etchanteur permet de déceler un lien sémantique plus profond
entre les entités linguistiques sous-jacentes. De tadlesemblances de forme peuvent
évidemment se révéler trompeuses. Toutefois, I'exploitade la redondance des don-
nées linguistiques permet en pratique de s’affranchir ddicgtations : I'appariement
chanter-chanteur est conforté par la présence de nombreuses paires simitiares
le lexique, & savoiparier-parleur, raler-ralewr, etc. Pour définir & la fois I'apparie-
ment et la similarité de paires, nous utilisons la notiorrajgport de proportion(ou
proportion analogique) entreobjetsz, y, z, t qui S'écritx : y :: z : ¢t et qui se lit «x
est ay se quez est at ». Par exempleshanter : chanteur :: raler : raleur.

La tache d'apprentissage (supervisé) considérée danstimd¢ @onsiste, a partir
d'une base d'apprentissage décrivant des entités conaderer des propriétés in-
connues d’entités nouvelles. Un exemple de tache consistérar les traits morpho-
syntaxiques de la forme graphiqueanteur a partir d'instances figurant dans la base

{(chanter : VI), (raler : VI), (raleur : NM), (parler : VI), (parleur : NM)}
contenant des formes graphiques associées a des traitborsyptaxiques.

Pour analyser une instan¢elont certaines propriétés sont inconnues, nous procé-
dons en deux temps. Tout d’abord, nous recherchons dansdadtepprentissage des

1Pour les traits morpho-syntaxiquaésVerbe I=Infinitif, N=Nom M=Masculin
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triplets d’instances formant un rapport de proportion avear ses propriétés connues.
Dans notre exemple, pouhanteur en entrée, cette recherche fournit les deux tri-
plets(raler, raleur, chanter), (parler, parleur, chanter). Pour chaque triplet, y, z,
nous résolvons ensuiteétjuation analogique : y :: z :7 sur les propriétés a apprendre.
Résoudre I'équatioN’| : NM :: VI : ? permet ainsi d’inférelM comme traits morpho-
syntaxiques dehanteur. Dans ce modéle, les propriétés peuvent étre décrites sous
différentes formes (vecteurs @', séquences, arbres); la seule contrainte est de savoir
définir (et calculer) le rapport de proportion entre objefrésentés sous cette forme.
Dans ce contexte, la contribution de ce travail est doublen®part, nous propo-
sons une définition unifiée de la notion de rapport de pramoepplicable aux struc-
tures algébriques courantes (ensemble de séquencesed,ate.), puis nous montrons
que cette définition donne lieu a un calcul efficace de cesgptiops, calcul réalisé a
I'aide de transducteurs a états finis. Dans le cas des moesetrtres, notre définition
généralise celles données par (Lepage, 2003). Elle repoda sotion dedécompo-
sition d'objets en termes plus petigdternant deux a dewdinsi, le rapport de pro-
portionchanter : chanteur :: raler : raleur fait intervenir les termeshant, ral, er,
eur alternant deux a deux. Formellement, la définition props&mlique a tout semi-
groupe, et a fortiori aux groupes, aux monoides et auxigé8troppa & Yvon, 2005b).
D’autre part, nous fournissons des résultats expérimgntaiginaux (Stroppa &
Yvon, 2005a) issus de I'application de notre modele d'iefiée a I'apprentissage au-
tomatique de propriétés morphologiques. Dans ce cadre types d’expérimenta-
tions ont été effectuées sur des lexiques du francais, dgldies, de I'allemand et du
néerlandais. La premiere tache consiste a inférer des tnaitpho-syntaxiques a partir
d’'une forme graphique (cf exemple ci-dessus). Les résudtatenus sont encourageants
puisque les taux de rappel et de précision dépassent touH@d&usur les catégories
grammaticales visées (noms, verbes et adjectifs). Darsisiéime tache, on infere une
décomposition hiérarchique (arbre) de la forme en entrééyfa: d’application montre
la flexibilité de notre apprenti, le seul, a notre connaissacapable d'apprendre a appa-
rier des séquences avec des arbres sans construire albfaéalanodele grammatical.
Les résultats obtenus, bien que significativement moins bancette deuxiéme tache,
permettent néanmoins de capturer les phénomeénes de aiostsues plus réguliers.
Des expériences complémentaires restent a conduire peuxmpprécier les réelles
forces et faiblesses du modéle. De maniére plus généralexf@riences menées ont
permis de confirmer la faisabilité et la pertinence d’'uneraplpe a base d’analogies
pour capturer les régularités présentes dans la morpleadiegilangues européennes.
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Résumé : Dans cet article, nous proposons de comparer les technigune
ployées en inférence grammaticale de langages régulierexpaples positifs
avec celles employées pour I'inférence de grammaires aaédigs. Pour cela,
nous commencons par étudier la traduction entre automaggaremaires caté-
gorielles, et inversement. Nous montrons ensuite que daipar de généralisa-
tion utilisé pour I'apprentissage de grammaires catéfjesiest strictement plus
puissant que celui de fusion d’'états (usuel en inférencegpaicale réguliére),
puisqu'il fait parfois sortir de la classe des langages liégi Nous proposons
un nouveau modele génératif qui généralise les automatesafidis pour re-
présenter le résultat de cet opérateur. Nous montrons qomdele a au moins
la méme expressivité que les grammaires catégoriellesredignnelles, c'est-
a-dire celle des langages algébriques. Enfin, nous exhilboasous-classe des
grammaires catégorielles unidirectionnelles pour ldgu&lpprentissage a partir
de textes n'est presque pas plus colteux que I'apprentisspartir de structures.

1 Introduction

En inférence grammaticale, on étudie comment apprendregtaremaire a partir
d’exemples de phrases qu’elle engendre -et de phrasesequéeteconnait pas, si des
exemples négatifs sont disponibles. Les résultats fondadu domaine concernent
I'apprenabilité de sous-classes de grammaires réguligéegralement représentées par
des automates a états finis (Angluin, 1982; Oncina & Gar®821Dupontt al, 1994;
Deniset al, 2002).

Linférence de grammaires algébriques est évidemmentiffisie. Elle a fait I'ob-
jetde nombreux travaux, mais généralement plutdt emm@eg@r, nous aimerions I'en-
visager dans le modéle d’apprentissage a la limite par ebesrppsitifs de Gold (Gold,
1967). Les résultats théoriques qui nous semblent les plrscés du domaine sont
dis a Kanazawa (Kanazawa, 1998), qui a prouvé dans ce maagpeenabilité de
sous-classes de grammaires catégorielles de type AB (arafisme syntaxique qui a
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la méme expressivité que les grammaires algébriques).ésaltats ont malheureuse-
ment peu de portée pratique, notamment parce que, a partidsieas tres particuliers,
les algorithmes d’apprentissage auxquels ils donnenshed trés colteux (Floréncio,
2001; Floréncio, 2002). Il semble que personne, jusqu’agiteé n'ait essaye de repré-
senter par des grammaires catégorielles les langagesersgulour voir en quoi les
résultats les concernant recoupent ou non ceux connusénenmce de langages régu-
liers. C’est le point de départ de notre travail.

La premiére partie de cet article, aprés avoir introduitiéfnitions nécessaires, ex-
pose donc en détail comment passer d’un automate a états finesgrammaire catégo-
rielle, et réciproquement. Dans un deuxiéme temps, on tEat#iser cette traduction
pour déduire des résultats d’apprenabilité nouveaux opromper des résultats obte-
nus indépendamment dans chacun des deux contextes. Mais lqv se révéle la plus
prometteuse consiste a comparer ce que réalisent lesthlges d’apprentissage eux-
mémes. Nous montrons ainsi que I'opérateur de généralisatilisé dans le cadre de
I'apprentissage de grammaires catégorielles est stratepius puissant que celui de
“fusion d’états” utilisé en inférence grammaticale régudi, puisqu'il peut faire sortir
de la classe des langages régulier. Son effet sur un aut@retds finis reste toute-
fois interprétable, a condition d’étendre la définition degomates considérés. Cette
piste donne lieu a la derniére partie de l'article et abawdtamment a la caractérisa-
tion d'une nouvelle sous-classe de grammaires catégesjeadont I'apprentissage est
nettement moins colteux que ce que les algorithmes de Kanda®ssaient craindre.

Cet article propose en quelque sorte de rapprocher les iszanaes et les techniques
issues de deux communautés distinctes, en montrant cauipslevent chacune tirer bé-
néfice des travaux de 'autre.

2 Automates a états finis et grammaires catégorielles

Dans cette section, nous introduisons les définitions séaes et nous explicitons
les correspondances entre automates finis et grammaiégpociles.

2.1 Automates a états finis et langages réguliers

Définition 1 (Automates a états finis (AF) et langages régulis)

Un automate a états finis(AF par la suite)A est un quintuplefl = (Q, %, 6, qo, F)
ou () est I'ensemble fini deétatsde A, X est sorvocabulairefini, son état initial est
qo € Q (nous nous restreignons ici aux automates avec un uniqtieiétd) et I C Q
est I'ensemble de selats finauxEnfin,§ est lafonction de transitioe A, définie de
Q x ¥ vers2®.

Le langageL(A) reconnu (ou engendré) par est défini par :L(A) = {w €
¥*|6*(qo,w) N F # 0}, ot §* est I'extension naturelle dé a Q x X* telle que :
pour touta € X, toutu € £* ettoutg € Q, 6* (g, au) = {0*(¢’, u)|¢’ € (¢, a)}.
L’ensemble de tous les langages reconnus par un AF est djgmsiémble detangages
réguliers.
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Exemple 1
La Figure 1 montre un AR tel queL(A) z a™b™.

@ )

Fic. 1 —un automate a états finis

2.2 Grammaires formelles et grammaires catégorielles

Nous rappelons ici la définition classique des grammairgadties ainsi que celle,
moins connue, des grammaires catégorielles de type AB {érernce a leurs fonda-
teurs, Adjukiewicz et Bar-Hillel), qui seront les seulesisimlérées par la suite.

Définition 2 (Grammaires formelles et leur langage)
Une grammaire formelle (ou tout simplement une grammair@) est un quadruplet
G = (X,N, P,S) ou¥ est levocabulaire terminafini de G, N sonvocabulaire non
terminal lui aussi fini,P C (XU N)* x (X U N)* son ensemble fini dezgles de
réécritureetS € N sonaxiome

Le langageL (G) reconnu (ou engendré) pé&t est défini par :L(G) = {w €
Y*|S —* w} ou—* est la cléture réflexive et transitive de la relation défirdep.

Définition 3 (Catégories, grammaires catégorielles de typaB et leur langage)
SoitB un ensemble au plus dénombrablecd#egories de basparmi lesquelles figure
unecatégorie distinguég € B, appelée 'axiome. L’ensemble deatégories fondées
sur B, notéCat(B), est le plus petit ensemble tel gde- Cat(B) et pour toutA, B €
Cat(B)ona:A/B € Cat(B) etB\A € Cat(B).

Pour tout vocabulaire firti (dont les membres seront appelés des mots) et pour tout
ensemble3 de catégories de bas8 E 1), unegrammaire catégorielleG est une
relation finie surx x Cat(B). On note(v, A) € G [l'affectation de la catégorid <
Cat(B) au motv € 3. Unegrammaire catégorielle de type ABu simplement une GC
par la suite) est une grammaire catégorielle dont les reéfgagécriture sont réduites
aux deuxschémas applicatifsuivants YA, B € Cat(B)

— FA (Forward Application) A/B B — A

— BA (Backward Application) B B\A — A
Le langagd.(G) reconnu (ou engendré) p@rest défini par L(G)={w = vy ... v,
eXt|Vie{l,...,n},3A; € Cat(B) tel quelv;, A;) € G etA, ... A, —* S}, ou
—* est la cl6ture réflexive et transitive de la relation défirdetA et BA.

Pour tout entiek > 1, 'ensemble des GCs qui affectent au pkusatégories dis-
tinctes & chacun des mots de leur vocabulaire est la classB@&k-valuées et est
notéegy,. Les GCs d&j; sont aussi ditesgides

La particularité principale des GCs est qu’elles dericaliséesau sens ou la totalité
de l'information syntaxique est associée aux mots du vde#keu(puisque les regles
sont, elles, définies une fois pour toutes et invariables@lgrammaire a une autre).
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Exemple 2

Les GCs ont surtout été utilisées pour la modélisation degules naturelles. Soit
par exemple3 = {S,T, NC} (ouT désigne la catégorie des “termes” et NC celle
des “‘noms communs”p. = {Paul, dort,aime,un, chat} etG la GC définie par :

G = {(Paul,T), (dort, T\S), (aime, (T\S)/T), {chat, NC), (un, T/NC), }.G re-
connait des phrases comme “Paul dort”, “Paul aime un chet”, e

Définition 4 (FA-Structures, exemple structuré, langage destructures)

Une FA-structure (FA pour “Foncteur-Argument”) sur un vocabulalreest un arbre
binaire dont les feuilles sont étiquetées par des élémenisad dont chaque noeud est
étiqueté soit paBA soit parFA. L'ensemble des FA-structures stirest noté- .

Pour toute GG C ¥ x Cat(B), unexemple structurépourG est un élément dg”’

qui est obtenu a partir d’'un arbre d’analyse syntaxique yitqgrhr G pour une phrase

w € L(G), en effacant dans cet arbre toutes les catégori€stles). Pour toute G,
lelangage des structuresleG, notéF' L(G) est 'ensemble de ses exemples structurés.

2.3 Des automates aux grammaires catégorielles et inversent

Les GCs peuvent engendrer tous les langages algébriques(sare désigne le mot
vide) (Bar-Hillel et al,, 1960). Elles peuvent donc aussi engendrer tous les langage
réguliers sans. Les correspondances entre AFs et GCs sont faciles a définir.

Définition 5 (GCs régulieres)

Nous appelon&C réguliere une CGG C ¥ x Cat(B) qui ne contient que des affec-
tations de la formév, A) ou (v, A/B) avecv € ¥ etA, B € B. L'ensemble des GCs
réguliéres est notg,.

Propriété 1 (Transformation d’'un AF en GC)
SoitA = (Q,%,0,qo, F) un AF. SoitB = (Q\{qo}) U{S} (00 S ¢ Q). Il est possible
de définir une GC réguliéi@ C ¥ x Cat(B) telle queL(G) = L(A)\{e}.

Preuve 1 (Preuve de la Propriété 1)
Cette propriété découle de la transformation classique A& en une grammaire li-
néaire a gauché&, = (%,Q, P1,S), que l'on peut ensuite transformer en une GC
G € G.. On remplace, parS puisvVa € ¥ etVq, ¢’ € Q tels quey’ € §(q,a) on fait :
— siq’ € F alors
— g — a estune regle d€', (élémentddP,) et{a,q) € G;
—sidu € X tel quedq” € 6(¢',u) alorsq — aq’' est une régle dé; et
(a,q/q') €G;
— sinong — aq’ est une régle dé'; et{a,q/q') € G.
e € L(A) si et seulement gjp € F. Cette situation améne a ajoufer— e dansP; .
Mais, dans une GC, il est impossible d’affecter une catégiri Cette régle n'a donc
pas de contrepartie daset nous avonsL(A)\{e} = L(G1)\{e} = L(G).00

Exemple 3
En appliquant la propriété précédente a I'’AF de 'Exempledys obtenons les régles
de G, suivantes (ou I'état est associé a un non-terminal ngé avecqy = S) :
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S — aqi,q1 — aqi, q1 — b, q — bqu qo — by qo — qu I_a GC Obtenue
est G = {<Cl, S/CI1>7 <a‘a (J1/(J1>7 <ba CI1>7 <ba CI1/Q2>> <b7 Q2>> <b7 Q2/(J2>}

Les AF peuvent donc simplement étexicalisés sous la forme d’'une GC. Remar-
quons que, dans les GCs réguliéres que nous avons définidgérateur/ est utilisé
dans les catégories affectées aux mots du vocabulairejlée SEhémaFA est utile (on
aurait pu aussi se restreindre & I'opératewat au schémaA en transformant I'AF
en une grammaire linéaire a gauche). En faitransformation précédente ne préserve
pas seulement le langage final, mais aussi les structuresatiae, qui sont des peignes
Ainsi, les exemples structurés, tels que définis dans la Béfirl sont en quelque sorte

disponibles “gratuitement” a partir des phrases.

Exemple 4
La Figure 2 montre deux arbres d’analyse syntaxique pregait la CG de I'Exemple
3, et (a droite) les exemples structurés correspondant.

s

FA
S/a1 q1
a b

S
FA
s/
S ’

a1/ a1 a1

a FA /////@{\\\\
a1/ a2 q2

b b b b

FIG. 2 — Deux analyses syntaxiques et les exemples structun&spondant

FA

FA

Propriété 2 (Transformation d’une GC réguliére en un AF)
Toute GC régulieré& C Y.x Cat(B) peut étre transformée en un AF= (Q, %, 4, qo, F')
reconnaissant le méme langage (sgns

Preuve 2 (Schéma de preuve de la Propriété 2)

Cette transformation est l'inverse de celle exposée daRsdpriété 1 : le seul point
notable est qu'il est plus facile d’'ajouter un unique étaalfiiiy dansA. Soit donc
Q =BU{F4}avecFu ¢ B,qo = S etF = {F4}. Chaque affectatiotu, U/V) € G
correspond a une transition étiquetée pantre les états’ etV dansA (soit encore :
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0(U,a) = V) et chaque affectatiofn, U) € G & une transition étiquetée paentrelU
etFy (6(U,a) = Fa).0

Exemple 5

L'’AF obtenu en appliquant cette opération a la GC de I'Exen®ést donné en Figure
3. Il ne coincide pas exactement avec celui de 'Exemple Liaecde I'état final ajouté
a ceux provenant des catégories de base. Le résultat estfaie aon déterministe.

a
a b
»@—N% o9
b

FiG. 3 — AF obtenu a partir d'une GC

Remarque 1

Les Propriétés 1 et 2 ne signifient pas que seules les GCsaexpiénerent des lan-
gages réguliers. Celle de 'Exemple 2 n’est pas réguliéiseas de la Définition 5 mais
elle génére un langage fini (donc régulier). Mais elle ne pitqehs que des peignes.

Propriété 3 (Langage associé a une catégorie ou a un état)

SoitG une GC réguliére ed I'AF obtenu a partir dé&3. Alors, pour toute catégorie de
baseq € B (correspondant a un état non fimak ) de A), nous avons deux fagons
distinctes de caractériser le langdge) associé g :

Lig)={w=wv1...v, € X" | Vi€ {1,...,n} JA; € Cat(B) tel que(v;, 4;) € G et
Ay .. A, = qretL(q) ={w e Xt Faedt(qw)}.

Preuve 3 (Schéma de preuve de la Propriété 3)
Cette propriété est une conséquence triviale des Propdédé2, oty remplaces.[

La seconde définition dB(g) n’est correcte que parce que nous savonsiKue: g
est 'unique état final del. Ainsi, les successions de mots (ou chaines) auxquélles
associe la catégorigsont celles qui correspondent daha un chemin qui part de I'état
q et aboutit a I'étaf'4. Bien sdr, siy = go = S, on retrouvel.(S) = L(A) = L(G).

Exemple 6
Dans I'AF de la Figure 3L(q1) = a*b™ etL(qy) = b™.

3 Inférence de GCs par exemples positifs

L'étude de I'apprenabilité des GCs par exemples positiitssau sens de Gold (Gold,
1967) a donné lieu a de nombreux travaux récents, initi€paazawa (Kanazawa,
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1998). Maintenant que nous disposons d’'un mécanisme dectiad d’'une sous-classe
des GCs (les GCs régulieres) en AFs, il est naturel de se deEmandes résultats
concernant I'apprenabilité de ces GCs peuvent se tradairéiltats d’apprenabilité
de langages réguliers.

3.1 Modeéle de Gold

Définition 6 (Critere d’apprenabilité)

SoitG un ensemble de grammaires (par la suitsera une sous-classe de I'ensemble
des GCs) sur un alphab®etet soit une fonction qui associe un langage a chaque gram-
maire. Cette fonction sera soit le langage des chdine§ — pow(3*) (cf. Défini-

tion 3) soit le langage des structuilé : G — pow(X%F') (cf. Définition 4).

Soit ¢ une fonction qui a tout échantillon fini de phrasestfe(resp. d’exemples
structurés d&*") associe une grammaire @e On dit que cette fonctiooonvergevers
G € G surun échantillofs;);cn d’éléments d&* (resp. d&F') siG; = ¢({(so, ..., 5i))
est défini et égal & pour un nombre infini de valeurs de= N ou, ce qui revient au
méme, sing € N tel que pour tout > ny, G; et défini et égal & .

On dit que¢ apprend la classeg par exemples positifs (resp. par exemples struc-
turés positifs) si pour tout langadede L(G) = {L(G)|G € G} (resp. deF'L(G) =
{FL(G)|G € G}) et pour tout séquends;);cn qui énumérd., c'est-a-dire telle que
{sili e N} = L, il existeG € G telle queL = L(G) (resp.L = FL(G)) et¢ converge
versG sur(s;)ien-

G estapprenables’il existe une fonctior calculable qui apprend.

Théoreme 1 (Apprenabilité deG;, (Kanazawa, 1998))
Pour tout entiek > 1, la classe des GOsvaluéedj, est apprenable par exemples
positifs et par exemples structurés positifs.

3.2 Apprentissage de GCs et inférence grammaticale régute

Dans cette section, nous traduisons les résultats d’apbiléé de Kanazawa dans la
classe des GCs régulieres, puis, nous rapprochons deutatesonnus.

Théoréme 2 (Apprenabilité des GCs réguliereg-valuées)
Pour tout entiek > 1, la classe des GCs régulietesaluées;, N G, est apprenable
par exemples positifs et par exemples structurés positifs.

Preuve 4 (Schéma de preuve du Théoréme 2)

Ce théoréme est une conséquence du Théoréme 1, restreiataades,.. Tout algo-
rithme d’apprentissage dg. a partir de structures peut étre adapté pour devenir un
algorithme d’apprentissage @& N G, a partir de chaines, en associant des peignes
avec noeud$A aux chaines et en ne conservant que les sorties de la fodcajopren-
tissage qui sont isomorphes a des grammaires réguliérgsi{est décidable].]

Bien sar,{J,-,{L(G)|G € G, N G} contient tous les langages réguliers. Mais le
principal intérét de cette classe est que, contrairemetiawgénéral, elle tout aussi
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facile a apprendre a partir de chaines qu’a partir d’exesgileicturés. Cette propriété
sera étendue au dela des GCs régulieres dans la sectiontsuiva

Cependant le résultat d’apprenabilité lui-méme n’est pas surprenant. En effet,
pour tout entiek;, les AFs qui traduisent les GCs §gN g, (suivant le processus décrit
dans la preuve de la Propriété 2) ont au plusansitions étiquetées par le méme mot
du vocabulaire. Or, le nombre d’AFs vérifiant cette progriést fini. Lapprentissage
par exemples positifs d’'un ensemble fini est toujours ptessib

Néanmoins, cette classe d’automates a des caractérstiggeales. Elle inclut tout
aussi bien des AFs déterministes que des AFs non-détetesnist, contrairement aux
classes habituellement considérées en inférence graoaieatéguliere, elle semble
bien adaptée aux grands alphabets (a conditiorkgast petit).

Pour compléter le rapprochement que nous avons commenedla éhtre AFs et
GCs, nous rapprochons dans ce qui suit deux résultats connus

Définition 7 (AFs 0O-réversibles (Angluin, 1982))

Un AF est dit0-réversible si et seulement si il est déterministe, et I'/Aemu en inver-
sant le sens de ses transitions, et en échangeant les rélétatieinitiaux et finaux est
déterministe. La classe des Abséversibles est apprenable par exemples positifs.

Définition 8 (CG réversible (Besombes & Marion, 2004))

Une GC est dite réversible si elle ne contient pas deux afiects de catégories pour un
méme mot du vocabulaire, qui ne sont distinctes que par wie satégorie de base. La
classe des GCs réversibles est apprenable a partir d’ezeisiplicturés et de chaines.

Théoréme 3 (Equivalence entre ces deux notions de réverdit#)
SoitG une GC réguliére et I'AF obtenu a partir dé&=. A estO-réversible dans le sens
de la Définition 7 si et seulementGiest réversible dans le sens de la Définition 8.

Preuve 5 (Preuve du Théoréme 3)
Par constructionA n'a qu'un seul état initial et aucune transition étiqueteespPour
queA soit déterministe, il suffit donc qu’il n’existe pas deuxrtséions avec la méme
étiquette au départ d’'un méme état. Cette condition seitrdansG par :Va € &

= VQ1,Q2,Q3 € B:(a,Q1/Q2) € G et(a,Q1/Q3) € G & Q2= Q3.

—VQ1,Q2 € B:{a,Q1) € G et{a,Q1/Q2) € G = Q2 = Fa ({a,Q1) joue en

quelque sorte le role de, Q1/F4) et aucune transition ne part g ) ;

De mémeA n’a qu'un seul état final donc la condition pour que son invexst déter-
ministe se traduit dans de la fagon suivantéeva € X

- VQ1,0Q2 € B.'<(I,Q1> S Get<a,Q2> eEGe Q=0

- VQ1,Q2,Q3 € B:(a,Q1/Q2) € G et{a,Q3/Q2) € G & Q1 = Q3.

Pour les GCs réguliéres, ces conditions coincident avéesadg la Définition 81

Ainsi, le résultat d’apprenabilité de la classe des Afféversibles a partir de chaines
(Angluin, 1982) se déduit du résultat d’apprenabilité del&sse des GCs réguliéres
réversibles par exemples structurés, qui lui-méme déarilBesombes & Marion,
2004). La encore, ce résultat n'est pas trés surprenantso(Blees & Marion, 2004)
se sont inspirés des grammaires algébriques réversibl&attakibara, 1992) qui, lui-
méme, s’était inspiré de (Angluin, 1982).

70



3.3 Algorithme d’apprentissage

Les résultats d’apprenabilité du théoréme 1 ne sont pasienignt théoriques : ils
s’accompagnent de la définition d’une fonction d’appresatige originale. Elle est fon-
dée sur un algorithme que nous appellerons BP, en hommaggeidvsateurs (Busz-
kowski & Penn, 1990), qui est capable, pour tout entiet tout ensemble d’exemples
structurésD, d'identifier I'ensemble des GUsvaluées sans catégorie inutile (cf. dé-
finition 12 plus loin) compatibles aveb. Nous rappelons ici le principe de cet algo-
rithme, en lillustrant sur un exemple ou les élémentddsont des peignes avécA
pour noeuds internes. Pour tout élémenfijdées premieres étapes de BP consistent a :

1. introduire I'étiquetteS a la racine de chaque exemple structuré ;

2. introduire une variable distincte a chaque noeud argument (c’est-a-dire, au fils
gauche de chaque noeld, et au fils droit de chaque noeud) ;

3. introduire & chaque autre noeud la catégorie qui rendipedsapplication des
schémag'A et BA qui étiquettent ces noeuds.

La GC définie en récoltant les affectations de catégoriedeauibes des éléments de
D alafin de ces étapes est appdt@ene généralede D et notéeF'G(D).

Exemple 7
Soit D défini comme I'ensemble des deux exemples structurés dertipie 4. Les
étapesl a3 décrites précédemment aboutissent au résultat donné péguee 4, et
FG(D) est alors définie comme suit :

—a:S/x1, S/xy, x4/xs;

— b:xy, xz3/x9, 2.
L’AF correspondant est donné en Figidreil est presque identique a ce que, en infé-
rence grammaticale, on appedletomate canonique minimaleconnaissafizb, aabb}.
La seule différence est que notre AF a un unique état initiahainique état final.

VANEVAN

S/xq x] S/xy x4
a b a FA
w4/ @3 z3

a FA
z2
b

z3/ w3
b

FIG. 4 — Résultat de I'application des 3 premiéres étapes de BP

La suite de I'algorithme BP consiste a chercher sidsstitutions unificatriceappli-
cables sut’G (D). On précise donc tout d’abord ce que sont ces substitutions.
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FIG. 5 —I'AF correspondant G (D)

Définition 9 (Catégories avec variables et substitutions)

Soitx un ensemble infini dénombrable de variables etlBc#t x U {S}. Unesubsti-
tution est une fonctiow : x — Cat(B) qui transforme une variable en une catégorie
(par défaut, elle vaut I'identité su). Une substitution est étendue par morphisme a une
fonction deCat(B) dansCat(B) de la maniére suivante : G\.S) = S, (i) 0 (A/B) =
o(A)/o(B) et (iiij) c(A\B) = o(A)\o(B) pour toutA, B € Cat(B). De méme, une
substitution peut étre étendue a une GC quelcongue (G) = {(v,o(A))|{(v, A) €

G}. Pour toute G@7, unesubstitution unificatrice deG est une substitution qui unifie
des catégories affectées a un méme mot du vocabulafre de

Propriété 4 (Propriété Fondamentale (Buszkowski & Penn, 190))
Pour toute GG7, les propriétés suivantes sont équivalentesD(iL F L(G) et (i) 3o
telle ques[GF (D)) C G.

En d’autres termes, les GCs compatibles avec un ensemixendfdes structuréd
sont celles qui incluent une substitution B&/(D). Quand il cible des GCk-valuées,
I'étape4 de I'algorithme BP consiste donc & cherchmutes les substitutions unifica-
trices deF'G(D) qui sont dangjy. Le résultat de BP est donc emsemble de GCSi
D est constitué d’exemples structuréscet 1, la grammaire qui a produid, si elle
existe, est unique et isomorphe, a la limite, au résultatide BP est alors un algo-
rithme d’apprentissage efficace./Si> 1, le résultat d&B P n’est en général pas réduit
a un singleton. Pour obtenir une fonction d’apprentissageeas de Gold, il faut donc
étre capable de faire un choix parmi ses éléments. Cette atgessite de réaliser des
tests d'inclusion et est trés colteuse en temps de calcuk Ne la détaillerons pas ici.
Appliquer une substitution & une GC est wEeration de généralisatiorEn effet,
on a la propriété suivante (Buszkowski & Penn, 1999)G,) C Gy = FL(G;) C
FL(Gs), qui impliqgue que :FL(G) C FL(o(G)). De méme :L(G) C L(o(G)).
Cette opération a-t-elle un lien avec celle de fusion d¥i@ti est utilisée en inférence
grammaticale réguliére (Angluin, 1982; Oncina & Garcia929upontet al,, 1994) ?
C’est ce que nous allons voir maintenant. Dans le cas d’'uengble D constitué de
peignes avec noeuds internBd4, F'G(D) est toujours une GC réguliére. Donc, pour
unifier deux catégories déG(D), seuls deux cas peuvent se produire :
— des conditions de la forme(z;) = o(x;) = x; pourz; etz; dansy spécifient
précisément une fusion des étajsetz; dans I'AF correspondantBG (D).

— des conditions de la formgz;) = x; /x, pourz; € x etz;,z € x U {S} sont,
au premier abord, plus difficiles a interpréter. Elles dignt en fait deux choses :
— l'étatx; estrenommé en; /xy ;
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— toutes les chaines auxquellé&' (D) affectait la catégorie; peuvent désormais
étre utilisées comme “transition” pour passer de I'étad I'étatzy,.

Exemple 8
Définissons une substitution unificatricepour laFG(D) obtenue dans I'Exemple 7
comme suit .o(x4) = o(x1) = x3/x2 (eto est lidentité partout ailleurs). La GC
o(GF(D)) est alors définie par :

— a .'S/(J)g/ﬂ?g), ($3/I2)/$3 ;

- b .'£L'3/£E2, 9.
Cette GC n’est plus réguliére, a cause des catégoriesédteat. Néanmoins, on peut
encore lui associer un automate en intégrant a celui-ci tragsition récursive”, c’est-
a-dire une transition étiquetée non plus par un élément dabwdaire, mais par un état
(ici, z3/x2). L'automate obtenu est celui de la Figure 6.

ol
/@/ 2 23/ b @
()

FiG. 6 — Lautomate généralisé correspondant &G (D))

Dans cet automate, les états nommé®t x4 dans I'AF de la Figure 5 ont été fu-
sionnés, sous l'effet de la conditietfxy) = o(z1). La conditiono(z1) = z3/x2 &,
elle, eu pour effet de renommer cet étatgnz, et de remplacer la transition étiquetée
parb entrexs etxo par une transition étiquetée pay/x- : c’est ce que nous appelons
unetransition récursivePour la franchir, il faut produire une chaine de catégoyje:s
c’est-a-dire, d'aprés la Propriété 3, une chaine qui cpmes a un chemin qui part
de l'étatzs /x4 et aboutit a I'état finaF'. Le premier exemple d’un tel chemin, c’est
évidemment la transition étiquetée paqui reliexs/xo a F. Mais, partant de ['état
x3/x2, il est aussi possible d’emprunter d’'abord la transitiaguétée pan qui mene
axs, avant de franchir une nouvelle fois la transition récwgsivne pile (implicite) est
nécessaire pour enregistrer tous les appels récursifessitcissus du franchissement
de cette transition. Le langage reconnu par cet automate @iéseé n'est autre que' b™
qui, bien sar, n’est pas régulier. On peut rapprocher ceogipde celui des Réseaux
de Transitions Récursifs ou RTRs (Woods, 1970), mais réduiit seul automate (dans
les RTRs, il y a autant d’automates que de symboles non taurjn

L'arbre d'analyse syntaxique associé a la chaiaebbb paro(FG(D)) est donné
Figure 7. Cet arbre n’est plus un peigne. Pour comprendrersstreiction, le mieux est
de se reporter a I'arbre d’analyse syntaxique assoaié@apar FG(D), en Figure 4.
Dans ce dernier arbre, on voit que étiquette un noeud interne, tandis qugxo éti-
quette une feuille. La condition(xz4) = x3/x2 ouvre donc la possibilité de substituer
le sous-arbre de racing a la place de la feuilles/x-. Cette opération, qui coincide
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exactement avec ce qui est appelé ajpnctiondans le formalisme des Tree Adjoining
Grammars (Joshi & Schabes, 1997), produit comme résudidtre de la Figure 7.

s
FA
S/(w3/x2) w3 /w3
a FA
(z3/x2)/ x3 z3
a FA
w3/ z2
FA b
(zv3/x2)/ z3 z3
a

FA
w3/ w2 z2
b b

FIG. 7 — Arbre d’analyse syntaxique deabbb paro(FG(D))

4 Apprentissage de langages a partir de peignes

L'Exemple 8 suggére qu'il est possible de produire de vrdises par adjonctions
de peignes, et de représenter les langages algébriquespautbmates généralisés.
Cette section est consacrée a la formalisation de ces igéadeur exploitation pour
améliorer I'algorithme d’apprentissage de GCs a partirtd@rees de Kanazawa.

4.1 Automates récursifs et leur expressivité

Définition 10 (Automate récursif)

Un automate récursif (AR par la suite)R est un quintupleR = (Q,%,, qo, F') oU
Q est I'ensemble fini deétatsde R, & sonvocabulairefini, son uniqueétat initial est
qo € Q etF € @ son (uniquejptat final v est lafonction de transitiomle R, définie de
Q x (ZTUQ) vers2@.

La seule différence importante entre les ARs et les AFs est dans un AR, les
transitions peuvent étre étiquetées soit par un élément, doit par un élément de
Q. Dans ce dernier cas, on parle tdensition récursive. Pour franchir une transition
récursive, il faut produire un élément du langage de I'étatégiquette la transition.
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Nous nous restreignons ici aux ARs qui ont un unique étaalrét un unique état final,
mais cela ne restreint pas I'expressivité du modéle. Conous nous intéresserons aux
langages sans on peut supposer de plus ghe# .

Définition 11 (Language Reconnu par un AR)

Le langagel.(R) reconnu (ou engendré) par un AR= (Q, %, v, qo, F') est le plus
petit ensemble défini parl:(R) = {w € “T|F € v"(qo,w)}, ouy™ est I'extension
naturelle dey aQ x ¥7. Pour pour tout, € ¥, toutv € * et toutq € Q, v+ (g, uv)
est défini comme le plus petit sous-ensemble contefraily,v)|q’ € ~v(q,u)} si

u € X et{y*(¢,v)|3t € Q tel queq’ € ~(q,t) etu € L(t)} sinon, ouL(t) est le
langage de I'état, défini comme en Définition 3 en remplacémtary. Cette définition
deL(G) estrécursive L(G) est défini comme un plus petit point fixe, quand il existe.

Une transition récursive étiquetée par un état ) sera ditevraiment récursives'il
existe un chemin qui mene de I'étph F' en passant par cette transition. Les transitions
vraiment récursivesont celles qui permettent des adjonctions et produisemt des
structuresqui ne sont pas nécessairement des peignes.

Théoreme 4 (Des GCs unidirectionnelles aux ARs)

Une GC unidirectionnelle n’affecte que des catégoriesaulisoit de base, soit construites
avec l'opérateuy uniquement. L'ensemble des GCs unidirectionnelles setéGio
Pour toute GC dans € G,, on peut construire un AR fortement équivalelit ac’est-
a-dire produisant les mémes structures.

Preuve 6 (Schéma de la preuve du Théoréme 4)

Il est connu depuis longtemps que toute GC& X x Cat(B) peut étre transformée en
une grammaire algébriqué = (X, N, P, S) sous forme normale de Chomsky forte-
ment équivalent &. H est construite de la facon suivantly’ :est I'ensemble de toutes
les sous-catégories d’une catégorie présente dans lesatiffas dez (une catégorie
est une sous-catégorie d’elle-mémelPatontient toutes les regles de la forthe— v
pour tout{v, A) € G et toutes les régles de la forde— A/B B pour toute catégo-
rie A et B dansN (pour les GC unidirectionnelles, cela suffit). Pour conistrun AR

a partir de ces régles, il suffit de procéder exactement coaveeles régles réguliéres
utilisées dans la Preuve de la Propriété 2.

Corollaire 1 (Corollaire du Théoreme 4)
Les grammaires dg, peuvent produire tous les langages algébriquesesd@es-Hillel
etal, 1960). Donc, les ARs peuvent également produire tous ogadres.

Exemple 9

La CG dej, classique quireconnaitb™,n > 1, est {{a, S/B), (a, (S/B)/S), (b, B)}.
L'AR correspondant (distinct de celui de Example 8) est doemFigure 8. Cet AR peut
étre simplifié : les transitions récursives qui ne sont pasnent récursives peuvent étre
lexicalisées. Ici, on peut effacer I'étg8/ B) /S et remplacer la transition récursive qui
y fait référence entr8/B et S para. Ce n'est possible pour aucun autre état.
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(5/B)/S

S OraOmran O

FiIG. 8 — Un autre AR reconnaissaditb™

Les ARs produisent les mémes structures que les GCs urtidimaelles, c’est-a-
dire ne faisant appel qu’'au schénid. On espére donc, comme dans I'Exemple 8,
les apprendre a partir de peignes uniquement. Mais I'AR drégare 8 n’appartient a
aucun espace de recherche qui partirait d’'un ensemble gegsiparce qu’il comprend
des états qui ne sont pas accessibles a partir de I'étd.i@tiadevra donc contraindre
un peu plus nos ARs (ou nos GCs unidirectionnelles) pourresfEs apprendre ainsi.

4.2 Apprentissage de GCs unidirectionnelles a partir de pghes

Quand les données de départ sont des chaines uniquemerdtédgis d’apprentis-
sage employée par Kanazawa (Kanazawa, 1998) consiste iegtnges les structures
possibles compatibles avec ces chaines, avant de larigeritame d’inférence a partir
d’exemples structurés décrit en section 3.3. Nous promasoa nouvelle stratégie bien
moins colteuse, adaptée a de nouvelles sous-classes de GCs.

Définition 12 (Nouvelles sous-classes de GCs)

Une GCG est ditesans catégorie inutilei toute affectation d’une catégorie a un mot
du vocabulaire dan& est utilisée au moins une fois dans I'analyse syntaxiqua d'u
élément dd.(G) (Kanazawa, 1998)). Soit :

G = {0(G)|G € Gx N G, etG est sans catégorie inutile etest une substitution
unificatrice poulG'}.

Bien sdr, pourtout > 1, G{* C G, NG,. De plus|J,~,{L(G)|G € G} contient
tous les langages réguliers (cf. commentaires du TheorésaeBant que = Id peut
étre considérée comme un cas particulier de substitutidicatnice) et certains lan-
gages algébriques (voir Example 8). Mais elle ne sembleqaggir tous les langages
algébriques et nous ne savons pas encore caractérisesgunécit son expressivité. Le
probléme est qu’un état inutile parce que non accessible damAF (correspondant
a une catégorie inutile dans une GC) peut devenir utile bientqujours inaccessible
aprés qu’une substitution ait été appliquée a I'AF pour dmdformer en un AR. Le
théoréme suivant explicite la propriété fondamentale tisaénts dej /™.

Théoréme 5

Pour tout: > 1 et toute GAG' € G4, il existe un ensemble fidd) C FL(G) constitué
uniguement de peignes avec noeuds inteff¥est il exister, une substitution unifica-
trice pourFG(D), tels queG = 7(FG(D)).
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Preuve 7 (Preuve du Théoréme 5)

Pour toutGG € g,f’A, par définition3G’ € Gy, N G, sans catégorie inutile 8t une sub-
stitution unificatrice pou&’ telles qués = o(G"). Nous savons, d’apres le Théoreme 2
queG, NG, est apprenable par exemples structurés.Seih ensemble caractéristique
d’exemples structurés poG¥ (voir (Kanazawa, 1998)§=' est réguliére, donb n’est
constitué que de peignes avec noeuds intefidess’ est sans catégorie inutile, donc
elle appartient au résultat de I'algorithme BP appliquédomnées: et D (Kanazawa,
1998). Cela signifie qu'il existe une substitution unifiézgip pour FG(D) telle que
G' = p(FG(D)). Onadondi = o(G’') = o(p(FG(D)). On prend done = o o p.J

Le Théoréme 5 signifie que les membresgfé' ont un ensemble caractéristique
qui n'est constitué que de peignes avec noeuds intefdest qu'ils appartiennent
donc au résultat de I'algorithme BP appliqué a cet ensentldia suggére un nouvel
algorithme pour apprendre la claggg’ a partir de chaines (voir I'Algorithme 1), qui
n'a pas besoin de générer toutes les structures possibleséess a ces chaines.

Algorithm 1 algorithme qui infére des GCs da@” qui reconnaissertto, ..., s;)
Require: (s, ..., s;) ouVi, s; € L1 etk
1. j+«—0
2: repeat
3 C; — {s0,...,5;} \\ essaye’; comme ensemble caractéristique
4:  associer une structure de peignes avec no&ddistous les éléments de;
5. appliquer l'algorithme BP a cet ensemble pour obtenir kenbleR; , C G
des GCs sans catégorie inutile compatibles avec lui
6: supprimer les éléments di,; dont le langage de chaines ne contient pas
{8541, 081}
7. je—7j+1
g until (j =i+ 1)OR (R, #0)
Ensure: R; : un ensemble de GCs @@”A qui reconnaissersy, ..., s;)

Les GCs d&j sont au plug-valuées. Mais la valeur derequise par I'Algorithme
1 peut étre plus grande que celle requise par I'algorithmé.B®GCs d&/ sont en
quelque sorte sous une certaine forme normale : elles neiiget que des peignes ou
des adjonctions de peignes. Le Théoréme 5 assure que, ptaigtammairé’ € i
produisant.(G) = (s;):en, 'Algorithme 1 contient, a la limitez parmi ses résultats.

5 Conclusion

Cette étude est un premier pas pour intégrer dans un mémeleadravaux réalisés
en inférence grammaticale de langages réguliers et celiggg&n apprentissage de
grammaires catégorielles. Les premiers bénéfices de ceocdmment sont I'obtention,
sans beaucoup d’efforts, de résultats originaux, et stutoeimeilleure compréhension
de la nature des opérations de généralisation utiliséesamtune des deux approches.
Une autre conséquence, sans doute moins attendue, deaik &stda définition d'une
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nouvelle classe d'automates qui étend naturellement deBeautomates finis tout en
entretenant des liens forts avec les grammaires catélgsrielidirectionnelles.

Ce rapprochement montre surtout que le domaine de l'iné&rgmammaticale de
langages algébrigues n’est peut-étre pas si différentenda’pensait de I'inférence de
langages réguliers. Dans les langages réguliers, ledategcse déduisent directement
des chaines. Quand, en revanche, il s’agit d’apprendrengiatge algébrique a partir de
chaines, les structures possibles sont sous-détermibégsl’idée, finalement assez
naturelle, de chercher une forme normale pour représesgelahgages algébriques
qui contraigne le plus possible les structures sous-jasefitette premiere approche
demande bien sir a étre complétée et approfondie, notanpmentoir si elle recoupe
ou non des travaux déja effectués en inférence de gramnadg@sriques.
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Abstract : Dans cet article, nous introduisons une nouvelle panasaéion des
Séparateurs a Vaste Marge (SVM) appelgeSVM. Cette derniére permet d'ef-
fectuer un apprentissage basé sur 'optimisation de latiom ;s au lieu de
I'erreur de classification habituelle. Les expériencestmemt les avantages d’une
telle démarche par rapport a la formulat&wft-marginstandard (avec les écarts a
la marge au carré) lorsque I'on accorde une importancerdifite a la précision et
au rappel. Une procédure automatique basée sur le 8gaie généralisation est
ensuite introduite pour sélectionner les parametres ddete. Cette procédure
repose sur les résultats de Chapelle, Vapnik et al. (Cleegteil, 2002) concer-
nant I'utilisation de méthodes basées sur le gradiens tanadre de la sélection
de modeles. Les dérivées de la fonction de pé&iepar rapport a la constante
de régularisatior” et a la largeur d’'un noyau gaussien sont définies formelle-
ment. A partir de Ia, les parametres du modeéle sont séfees en effectuant
une descente de gradient de la fonction de pBstdans I'espace des parametres.
Les expériences sur des données réelles montrentrié$idxés de cette approche
lorsque I'on cherche & optimiser le critefg.

1 Introduction

Support Vector Machines (SVM) introduced by Vapnik (VapriiR95) have been widely
used in the field of pattern recognition for the last decade gopularity of the method
relies on its strong theoretical foundations as well as smitctical results. Perfor-
mance of classifiers is usually assessed by means of clatisifierror rate or by In-
formation Retrieval (IR) measures such as precision, keggl breakeven-point and
ROC curves. Unfortunately, there is no direct connectidwben these IR criteria and
the SVM hyperparameters: the regularization constaand the kernel parameters. In
this paper, we propose a novel method allowing the user toifgdas requirement in
terms of theF} criterion. First of all, thefs measure is reviewed as a user specification
criterion in section 2. A new SVM parametrization dealinghwthe s parameter is in-
troduced in section 3. Afterwards, a procedure for autosmatidel selection according
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to Fj3 is proposed in section 4. This procedure is a gradient-bisdvhique derived
from the results of Chapelle, Vapnik et al. (Chapellal., 2002). Finally, experiments
with artifical and real-life data are presented in section 5.

2 User specifications with theF}; criterion

Precision and recall are popular measures to assess €asp#rformance in an infor-
mation retrieval context (Sebastiani, 2002). Therefdrejauld be convenient to use
these evaluation criteria when formulating the user spetitins. For instance, let us
consider the design of a classifier used to retrieve docws@@ubrding to topic. Some
users prefer to receive a limited list of relevant documentn if this means losing
some interesting ones. Others would not want to miss anyaetelocument at the cost
of also receiving non-relevant ones. Those specificationgspond respectively to a
high precision and a high recall.

The two previous measures can be combined in a unigumeasure in which the
paramatep? specifies the relative importance of recall with respectézision. Setting
[ equals to 0 would only consider precision whereas taking oo would only take
recall into account. Moreover, precision and recall areqofeg importance when using
the F; measure. The contingency matrix and estimations of paetisecall andFs are
given hereafter.

| [ Target: +1 [ Target: -1 || Precision | iy
+1 True Pos. #1P) False Pos.#F P) Recall p %
-1 False Neg.#FN) | True Neg. #TN) Fy W;;#
Ttp

3 Fj Support Vector Machines

In this section, we introduce a new parametrization of SVidveihg to formulate user
specifications in terms of this criterion. To do so, we establish a relation between the
contingency matrix and the slack variables used in thersaftgin SVM setting. Based
on this link, we devise a new optimization problem which nnaizies an approximation

of the Fj3 criterion regularized by the size of the margin.

3.1 Link between the contingency matrix and the slacks

Let us consider a binary classification task with a trainieg® = {(x1,v1),. -,
(Tn,yn)} Wherez; is an instance in some input spageandy; € {—1,+1} rep-
resents its category. Lett andn~ denote respectively the number of positive and
negative examples. The soft-margin formulation of SVMwbaexamples to be miss-
classified or to lie inside the margin by the introduction tzfck variablest in the
problem constraints:
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OP1 Minimize W(w,b,&) = 3||lw|? + C.®(&)
st y7(<'w,scz)+b)21—§7 Vi=1.n
- £& >0 Vi=1.n

wherew andb are the parameters of the hyperplane.

The ®(.) term introduced in the objective function is used to peredialutions pre-
senting many training errors. For any feasible solutianb, £), missclassified training
examples have an associated slack value of at least 1. Tia#iait is illustrated in fig-
ure 1. Hence, it seems natural to chose a function countengumber of slacks greater
or equal to 1 as penalization functidr(.). Unfortunately, the optimization of such a
function combined with the margin criterion turns out to bmixed-integer problem
known to be NP-hard (Scholkopf & Smola, 2002). In fact, tvppeoximations of the
counting function are commonly usedl(¢) = """, & (1-norm)andp(§) = Y, &7
(2-norm). These approximations present two peculiarii¢d he sum of slacks related
to examples inside the margin might be considered as e2pExamples with a slack
value greater than 1 might contribute as more than one étowever, the use of these
approximations is computationally attractive as the pgobtemains convex, quadratic
and consequently solvable in polynomial time. In the sequel will focus on the
2-norm alternative.

*
*
*
E>1 x *
SR S S S e
Jre
e BT I
® @
() ) ()

Figure 1: Soft-margin SVM and associated slacks

The computation of the preceding approximations separfaetlifferent class labels
allows to bound the elements of the contingency matrix.

Proposition 1
Let (w,b,€) be a solution satisfying the constraints of OP1. The foilgybounds holds
for the elements of the contingency matrix computed on theitrg set:
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o #TP>nt— > & e#FP< > &

{ilyi=+1} {ilyi=—1}
s#FN< Y ¢ o H#TN >n~— > &
{ilyi=+1} {ilyi—1}

These bounds will be called the slack estimates of the cgatiay matrix. It should
be noted that they also could have been formulated using ttwerh approximation.

3.2 TheFj parametrization

Let us introduce a parametrization of SVM in which a regulediF}s criterion is op-
timized. TheF}; function can be expanded using the definition of precisiahracall
as:

B+ mp (8% + )#TP
P "Br+p (B + )HTP + BH#FN + #FP

The optimal value foF; (< 1) is obtained by minimizingg?>#F N +#F P. Replacing
#F N and#F P by their slack estimates and integrating this into the dbjedunction
leads to the following optimization problem:

OP2 Minimize W(w,b,§)=%|\w||2+c.[ﬁ2. doog+ Y &

{ilyi=+1} {ilyi=—1}
s.t yi((w,z;) +0)>1-¢ Vi=1l.n
- & >0 Vi=1.n

The relative importance of thEjs criterion with respect to the margin can be tuned
using the regularization constafit Since the slack estimates f#F'P and# F N are
upper bounds, OP2 is based on a pessimistic estimation dfigh€dP2 can be seen
as an instance of the SVM parametrization considering twasiof slacks with the
associated regularization consta6ts andC— (Nello Critianini, 2002). In our case,
the regularization constants derive from thevalue, i.e. C* = C3? andC~ = C.

It should be pointed out that wheh= 1, OP2 is equivalent to the traditional 2-norm
soft-margin SVM problem.

The optimization of thefs criterion is closely related to the problem of training a
SVM with an imbalanced dataset. When the prior of a class i&abjarger than the
prior of the other class, the classifier obtained by a stah8&M training is likely to
act as the trivial acceptor/rejector (i.e. a classifier gbvaredicting+1, respectively
—1). To avoid this inconvenience, some authors (Veropoatad. 1999) have intro-
duced different penalities for the different classes ugifigandC~. This method has
been applied in order to control the sensitivitf the model. However, no automatic
procedure has been proposed to choose the regularizatistacts with respect to the

1The sensitivity is the rate of true positive examples andyisvalent to recall.

82



user specifications. Recently, this technique has beerowediby artificially oversam-
pling the minority class (Akbaret al., 2004). Other authors (Amert al., 2004) have
proposed to select a unique regularization constatttirough a bootstrap procedure.
This constant is then used as a starting point for tudifigandC~ on a validation set.

4 Model selection according tafs

In the preceding section, we proposed a parametrizatio’vtf 8nabling the user to
formulate his specifications with th&parameter. In addition, the remaining hyperpa-
rameters, i.e. the regularization constant and the kepagkmeters, must be selected.
In the case of SVM, model selection can be made using thestitati properties of
the optimal hyperplane, thus avoiding the need of perfoguioss-validation. Indeed,
several bounds of the leave-one-out (I00) error rate carirbetty derived from the pa-
rameters of the optimal hyperplane expressed in dual forpriik & Chapelle, 2000;
Scholkopfet al., 1999; Joachims, 2000). A practical evaluation of sevefdhese
bounds has been recently proposed in (Deigal., 2003). Moreover, Chapelle, Vapnik
et al. (Chapellest al,, 2002) have shown that the hyperplane dual parametersfare di
ferentiable with respect to the hyperparameters. Thisvalliine use of gradient-based
techniques for model selection (Chapedteal., 2002; Chunget al., 2003). In this sec-
tion, we propose a gradient-based algorithm selectingaaitically C' and the widthr

of a gaussian kernehccording to the generalizatidny score.

4.1 The generalizationFj loss function

It has been proved by Vapnik (Vapnik, 1998) that for an exanfpk, ;) producing

a loo errorda; R? > 1 holds, whereR is the radius of the smallest sphere enclosing
all the training examples and; is thei-th dual parameter of the optimal hyperplane.
This inequality was originally formulated for the hard-miar case. However, it can
be applied to the 2-norm soft-margin SVM as the latter candesm s a hard margin
problem with a transformed kernel (Cortes & Vapnik, 1995]Id\€ritianini, 2002).
Using the preceding inequality, one can build an estimatdhe generalizatiorfs
score of a given model. Alternately, it is possible to foratala loss function following
the reasoning developed in section 3.2:

Lp, (o, R) £ 4R? (52 oo+ > ai)
{ilyi=+1} {ilyi=—1}
4.2 The model selection algorithm

We introduce here an algorithm performing automatic mod&tction according to
the Fj3 criterion. It selects the model by performing a gradientcees of theFjs loss

Pk, x5) = exp(—|la; — =;]|*/20%)
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function over the set of hyperparameters. For the sake ofyl&€ ando, are gathered
in a single vectof. The model selection algorithm is sketched hereafter.

Algorithm Fjzg MODELSELECTION

Input: Training setl'r = (x1,y1), .-, (Tn, Yn)
Initial values for the hyperparameted
Precision parameter

Output: Optimal hyperparameteés*

SVM optimal solutiona™ using@*
a’ — trainFzSVM(Tr, 69);
(R,\)? « smallestSphereRadius(Tr, 0°);

repeat

ot «— updateHyperparameters(8’, af, R*, \');

a'tl «— trainFgSVM(Tr, 0111);
(R, A"l smallestSphereRadius(7r, 8*11);
t —t+1;

until |LFB(at,Rt) — Lpﬁ(at_l,Rt_lﬂ <€,
return {6% ot}

ThetrainF3SVM function solves OP3, the dual problem of OP2, which has theesa
form as the dual hard-margin problem (Scholkopf & Smold)20

- 1 & -
OP3 Maximize W (ar) = — Y iy (T, xp) + Y
i,j=1 i=1

s.t. ZZL:l ;Y = 0
a; >0 Vi=1l.n

with a transformed kernel:

kK (@i, ;) = k(xi, xj) +6ij'C}32 if y; =41
i, Tj k(xs,@j) + 0.5 if yi=—1

whered;; is the Kronecker delta and(., .) is the original kernel function.

The radius of the smallest sphere enclosing all the exanepleputed by themal-
lestSphereRadius function is obtained by taking the square root of the objecti
function optimal value in the following optimization pravh (Scholkopf & Smola,
2002):
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OP4 Maximize W (A Z)\ K (s @) — > MK (20, 25)

ij=1

n _
s.t. Yzt Ai =1
N >0 Vi=1.n

The optimization problems OP3 and OP4 can be solved in paljeddime inn, e.g.
using an interior point method (Vanderbei, 1994). Furtimenthe solution to OP3,
respectively OP4, at a given iteration can be used as a gadihgtpoint for the next
iteration.

At each iteration, the hyperparameters can be updated byswéa gradient step :
0"t = 0" — 1.0Lr,/06 wheren > 0 is the updating rate. However, second order
methods often provide a faster convergence, which is védusibce two optimization
problems have to be solved at each iteration. For this reasenpdateHyperpara-
meters function relies on the BFGS algorithm (Fletcher & Powell 639, a quasi-
Newton optimization technique. The time complexity of tihelateHyperparameters
function isO(n?) since it is dominated by the inversion of a possibly n matrix (see
section 4.3). The derivatives of tt¢ loss function with respect to the hyperparameters
are detailed in the next section. The algorithm is iteratedl the Fz loss function no
longer changes by more than

4.3 Derivatives of theF}; loss function

The derivatives of the transformed kernel function withpesd to the hyperparameters
are given by:

Fom o -1/(C?3?) if i =jandy; = +1
OF (@, 25) %38 z) _ ] i) if i=jandy =1
0 otherwise
K (x4, xj) |z: — 5
80—2 - k(m"/’ w.’l) 20_4

The derivatives of the squared radius can then be obtainglgiag the lemma 2 of
Chapelle, Vapnik et al. (Chapelé al., 2002):

OR? oK' ( w,,a:, mz,mg)
2 = ZAZ Z i /\
=1 1,j=1

whered € {C,0?}. The derivation of the hyperplane dual parameters proposed
(Chapelleet al., 2002) follows:

O, b) 0H T ([ y'Ky y
90 A= Gglant)t, H={ " 7"
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whereK is the kernel matrix ang is the vector of examples labels. TREmatrix is
derived by using the preceding kernel function derivativikshould be stressed that
only examples corresponding to support vectors have to bsidered in the above
formula. Finally, the derivative of r, (., .) with respect to a hyperparameteis given

by:

8LF[3 (Ot, R) . aRQ 2
20 S 7 AP DR E D DR

{ilyi=+1} {ilyi=—1}

+ 4R (2 Y 6%@4 3 %o;
{ilyi—+1} {ilyi=—1)

5 Experiments

We performed several experiments to assess the perforréitieeF s parametrization
and the model selection algorithm. First, theg parametrization was tested with posi-
tive and negative data iR'° drawn from two largely overlapping normal distributions.
The priors for positive and negative classes were respdygtz3 and 0.7. It is usually
more difficult to obtain a good recall when data are unbaldricehis way. Experi-
ments were carried out using training sets of 600 examplé&ged test set of 1,000
examples and a linear kernel. A comparison betweet thearametrization and the 2-
norm soft-margin SVM witiC' = 1 is displayed in figure 2. For eaghconsidered, the
training data were resampled 10 times in order to produceagee results. In this set-
ting, our parametrization obtained betféy scores than the standard soft-margin SVM,
especially when a high recall was requested. The seconaptre figure 2 presents
the evolution of precision, recall and ti#g score for differents values.

Averaged score
o
b

B Foeta SVM
Ostasvm

Averaged Fbeta score
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°
®
~

beta value beta value

Figure 2: Thel’s parametrization tested with artificially generated daft:Lcompari-
son between the standard 2-norm soft-margin SVM andjhparametrization. Right:
Evolution of precision, recall and of thié; score accoring to differertt values.
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Afterwards, our parametrization was tested using sevdaakriors. The exper-
imental setup was unchanged except for the class priorgwgkiherating the training
and test data. Figure 3 shows the evolution offijescore obtained by our parametriza-
tion and by the 2-norm soft-margin SVM using several clagsrgr For the standard
2-norm soft-margin SVM, one notes that the effect of thengrie particularly impor-
tant when positive examples are few in numbers and that arkiddl is requested. In
this setting, our parametrization outperformed the steth@anorm soft-margin SVM

by more than 0.1.

Fbeta score using the Fbeta SVM

Fbeta score
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Fbeta score using the 2-norm soft-margin SVM

I I
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L L
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Prior of positive class

Figure 3: TheFs parametrization tested using artificially generated dath several
class priors. Top:Fj scores obtained on the test set using Hyeparametrization.
Bottom: Fz scores obtained on the test set using the standard 2-normacgin SVM.
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The model selection algorithm was first tested with data gead as in the previ-
ous paragraph. The hyperparametérandos were initialized to 1 and the precision
parametet was set tal0~%. Our objective was to investigate the relation between the
minimization of theF} loss function and thé; score obtained on unknown test data.
The figure 4 shows the evolution of th¢; loss function during the gradient descent,
usings = 2. The associated precision, recall afiglscores on test data are displayed
in the bottom of the figure 4. Even if the optima of thg loss function and thé;
score do not match exactly, one can observe that ggoscores were obtained when
the Fj3 loss function is low. After 35 iterations, the classifieraibed aFz score close
to 0.9 with the hyperparametefs= 4.33 ando = 1.94.

1100

1000 -

900 -

800 -

700 -

Fbeta loss function value

600 -

500 -

0 5 10 15 20 25 30 35
Iteration

Score
o
o

01} < Precision
Recall
Fbeta

L] 5 10 15 20 25 30 35
Iteration

Figure 4: TheF3 model selection algorithm tested with artificially generhtlata and
with 4 = 2. Top: the evolution of thes loss function during the gradient descent.
Bottom: the related values of precision, recall dngdscore on independent test data.

The model selection algorithm was then compared to the Raldargin (RM) based
algorithm (Chapellet al,, 2002) using th®i abet es dataset (Blake & Merz, 1998).
This dataset contains 500 positive examples and 268 negatamples. It was ran-
domly split into a training and a test set, each one contgiB¥4 examples. In this
setting, it is usually more difficult to obtain a classifierthvia high precision. The
same initial conditions as before were used. The RM basextitig select the model
parameters of the 2-norm soft-margin SVM according to the éimator of the gen-
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eralization error rate. It should be pointed out that wites= 1, both methods are
equivalent since the same function is optimized. The corspatris illustrated in the
first part of the figure 5. As expected, our method providetEbetsults whe moves
far away from value 1. The influence of thgparameter on precision, recall and thig
score can be observed in the second part of the figure 5.
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Figure 5: TheF3 model selection algorithm tested with tBeabet es dataset. Left:
Comparison between thB; model selection algorithm and the radius-margin based
method. Right: Evolution of precision, recall and of thg score accoring to different

0 values.

6 Conclusion

We introduced in this papefs SVMs, a new parametrization of support vector ma-
chines. It allows to formulate user specifications in terfng/g a classical IR measure.
Experiments illustrates the benefits of this approach owtaadard SVM when preci-
sion and recall are of unequal importance. Besides, we dgtetie results of Chapelle,
Vapnik et al. (Chapellet al., 2002) based on the Radius-Margin (RM) bound in order
to automatically select the model hyperparameters aaogii the generalizatioh;
score. We proposed an algorithm which performs a gradiested# of thefs loss
function over the set of hyperparameters. To do so, thegbattirivatives of thels
loss function with respect to these hyperparameters hase foemally defined. Our
experiments on real-life data show the advantages of thieadecompared to the RM
based algorithm when thig; evaluation criterion is considered.

Our future work includes improvements to the model selecsilgorithm in order to
deal with larger training sets. Indeed, it is possible to asequential optimization
method (Keerthet al, 2000) in thesmallestSphereRadius function and chunking
techniques (Joachims, 1998; Scholkopf & Smola, 2002) éntainFgSVM function.
This typically allows to solve problems with more th&dt variables. Moreover, we be-
lieve that the inverse matri —* can be computed incrementally during the chuncking
iterations, using the Schur inversion formula for block ricats (Meyer, 2000).
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Kernel Basis Pursuit
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Résune : Les méthodes a noyaux sont largement utilisées dareneitie de la
régression. Cependant, ce type de probléme aboutibagi@stions récurrentes :
comment optimiser le noyau et comment régler le comprongs{variance ?
L'utilisation de noyaux multiples et le calcul du chemin qalet de régularisation
permettent de faire face simplement et efficacement a aes tdehes. Lintro-
duction de noyaux multiples est également un moyen dernsiodes sources
d’information hétérogenes.

Notre approche est inspirée de I'algorithBasis Pursuit(Chenet al, 1998).
Nous avons suivi la méthode de Vincent et Bengio pour lalimd@rarisation du
Basis PursuitVincent & Bengio, 2002).

Cet article présente une solution simple et parcimoniguse le probleme de
régression par méthode a noyaux multiples. Nous avaliséusa formulation du
LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Opepatdibshirani, 1996),
basée sur une régularisatign, et I'algorithme du LARS $tepwise Least Angle
Regression (Efron et al, 2004) pour la résolution. La régularisatidin est un
gage de parcimonie tandis que le calcul du chemin compleggelarisation,
via le LARS, permet de définir de nouveaux critéres pounvteo le compro-
mis biais-variance optimal. Nous présenterons égalemenheuristique pour le
réglage des parameétres du noyau, afin de rendre la métiooajgletement non
paramétrique.

Mots-clés: Régression, Noyaux Multiples, LASSO, Méthode Non-Reraique

Abstract : Kernel methods have been widely used in the context of ssgye.
But every problem leads to two major tasks: optimizing thenkand setting the
fithess-regularization compromise. Using multiple kesraaid Basis Pursuit is a
way to face easily and efficiently these two tasks. On top af tihenables us to
deal with multiple and heterogeneous sources of informatio

Our approach is inspired by the Basis Pursuit algorithm (Gheal., 1998). We
use Vincent and Bengio’s method (Vincent & Bengio, 2002)anlelize the Basis
Pursuit and introduce the ability of mixing heterogeneansgces of information.

1This work was supported in part by the IST Program of the EemopCommunity, under the PASCAL
Network of Excellence, IST-2002-506778. This publicataniy reflects the authors’ views.
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This article aims at presenting an easy, efficient and sjgatagon to the multiple
Kernel Basis Pursuit problem. We will use the Least Absolsiteinkage and
Selection Operator (LASSO) formulation (Tibshirani, 1996, regularization),
and the Stepwise Least Angle Regression (LARS) algorithfro(Eet al., 2004)
as solver. The LARS provides a fast and sparse solution thAISSO. The fact
that it computes the optimal regularization path enable® gpsopose new auto-
adaptive hyper-parameters for the fitness-regularizatmmpromise. We will
also propose some heuristics to choose the kernel paranEieally, we aim at
proposing a parameter free, sparse and fast regressiondneth

Key words: Regression, Multiple Kernels, LASSO, Parameter Free.

1 Introduction

The context of our work is the following: we wish to estimdte functional dependency
between an input and an outpuy of a system given a set of examplgs:;, v;), x; €
X,y; € Y,i =1...n} which have been drawn i.i.d from an unknown probability law
P(X,Y). Thus, our aim is to recover the functighwhich minimizes the following
risk

R[f] = E{(f(X) - Y)*} 1)

but asP(X,Y’) is unknown, we have to look for the functighwhich minimizes the
empirical risk :

Remplf] = > _(f(:) — v:)? 2
=1
This problem is ill-posed and a classical way to turn it inteell-posed one is to use
regularization theory (Tikhonov & Arsénin, 1977; Girasti al., 1995). In this con-
text, the solution of the problem is the functigne H that minimizes the regularized
empirical risk :

n

Rreglf) = =3 (s — £(2:))? + 20() 3)

n -
=1

whereH is the hypothesis spac8,is a functional which measures the smoothness of
f and \ a regularization parameter (Wahba, 1990). Under generalittons onH+
(Reproducing Kernel Hilbert Space) (Kimeldorf & Wahba, 19#he solution of this
minimization problem is of the form:

fl@) =Y BiK (wi,) (4)
i=1

whereK is the reproducing kernel 6.

The objective of this paper is two-fold: to propose a metlwbluild a sparse kernel-
based solution for this regression problem and to introchewe solutions for the bias-
variance compromise problem. The question of the spar$itiieosolutionf can be
addressed in two different ways. The first approach is to usgalarization term in
equation 3 that imposes sparsity @fwhereas the second one is based on stepwise
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method consisting in adding functions from a dictionary.e Thas-variance problem
involves several parameters, especially the kernel paeamend the hyper-parameter
trading between goodness-of-fit and regularization.

Our solution is based ofy regularization, we us@ = ||3||,, in equation 3. This for-
mulation is called the Least Absolute Shrinkage and Seeciperator (LASSO) (Tib-
shirani, 1996), it will enable us to improve sparsity. Oulveorelies on the Stepwise
Least Angle Regression (LARS) algorithm (Efrehal., 2004), which is an iterative
forward algorithm. Thus, the sparsity of the solution isselly linked to the efficiency
of the method. We use Vincent and Bengio’s strategy (Vin&i@engio, 2002) to
kernelize the resulting method. Finally, we end at the KeBaesis Pursuit algorithm.

Associated with this learning problem, there are two magsks to build a good re-
gression function with kernel: optimizing the kernel an@dabsing a good compromise
between fitness and regularization. The use of multipledisris a way to make the
first task easier. We will use the optimal path regularizaficoperties of the LARS to
propose new heuristics, in order to set dynamically the $gregularization compro-
mise.

In section 2, we will compare two approaches to the questieparsity: the Match-
ing Pursuit and the Basis Pursuit. We will explain the buitgdiand the use of the
multiple kernels, combined with the LARS in section 3. Owuks on synthetic and
real data are presented in section 4. Section 5 gives outusioes and perspectives
on this work.

2 Basis vs Matching Pursuit

Two common strategies are available to face the problem itdibg a sparse regres-
sion functionf. The first one relies on an iterative building pf At each stegk, the
comparison between the targeand the functiory;, leads to add a new source of infor-
mation to buildfy.1. This approach is fast but it is greedy and thus sub-optifiad
second solution consists in solving a learning problem, imimizing the regularized
empirical risk of equation 3.

Mallat and Zhang introduced the Matching Pursuit algori{Mallat & Zhang, 1993):
they proposed to construct a regression funcfias a linear combination of elemen-
tary functionsy picked from a finite redundant dictionafy. This algorithm is iterative
and one new function is introduced at each step, associated with a weight step
k, we get the following approximation g¢f:

k
fe= Z Bigi 5)
=1

Given Ry, the residue generated k., the functiong,;1 and its associated weight
Ok+1 are selected according to:

(gkt1, k1) = @rgmin ., serl|Ri — Byl? (6)

The improvements described by Pati et al. (Orthogonal MagcPRursuit algorithm)
(Patiet al, 1993) keep the same framework, but optimize all the weightat each
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step. A third algorithm called pre-fitting (Vincent & Beng@2002) enables us to choose
(gk+1, Br+1) according taRy 1.

All those methods are iterative and greedy. The differemtatians improve the
weights or the choice of the functignbut the main characteristic remains unchanged.
Matchin Pursuit does not allow to get rid of a previous sowtaformation, which
means that its solution is sub-optimal. The approach of @ah (Cheret al., 1998)
is really different: they consider the whole dictionary ohttions and look for the best
linear solution (equation 5) to estimage namely, the solution which minimizes the
regularized empirical risk. Usin@ = ||3]|,, leads to the LASSO formulation. Such a
formulation requires costly and complex linear prograngr{i@hen, 1995) or modified
EM implementation (Grandvalet, 1998) to be solved. Finélgnables them to find an
exact solution to the regularized learning problem.

The Stepwise Least Angle Regression (LARS) (Efebal., 2004) offers new oppor-
tunities, by combining an iterative and efficient approad whe exact solution of the
LASSO. The fact that the LARS begins with an empty set of \deis, combined with
the sparsity of the solution explains the efficiency of thehmnd. The ability of deleting
dynamically useless variables enables the method to cpaverthe exact solution of
the LASSO problem.

3 Learning with multiple kernels

3.1 Building a multiple kernel regression function

Vincent and Bengio (Vincent & Bengio, 2002) propose to tthatkernel exactly in
the same way as the matriX. Each column ofK is then a source of information that
can be added to the linear regression mgdebiven an input vectar and a parametric
mapping functionb, defined by

By: RY F
v = Dy(x) = Kolx, ) ()

whereF is the spanned feature space, we considg(z, .) as a source of information.
It becomes easy to deal with multiple mapping functi@;s The multiple resulting
kernelsK; are placed side by side in a big mat#ix

K=[K .. K. .Ky] 8)

N is the number of kernels. In this situation, each source foiimation K;(z;, -) is
characterized by a point; of the learning set and a kernel parametérhe number of
information sources is then= nN and K € R™"*%,

The learning problem becomes a variable selection probleerevhes; coefficients
can be seen as the weights of the sources of information. M@igy the notations:

N n s
F=> BiKi(x;,)=>_ BiK(i,)=Kp ©)
=1

i=1 j=1

96



Kernel Basis Pursuit

It is important to note that no assumption is made on the kekipewhich can be
non-positive. K can associate kernels of the same type (e.g. Gaussian) ifféhredt
parameter values as well as different types of kernels @agissian and polynomial).
The resulting matri¥< is neither positive definite or square.

3.2 LARS

The LARS (Efroret al,, 2004) is a stepwise iterative algorithm which providesarce
to minimization of the regularized empirical risk (equati®) with Q = ||3||,,. We use
the following formulation, which is equivalent to the LASSO

ming ||y — KB

With respect to]|5]|e, < ¢ (10)

We denote bys; the regression coefficient associated toitfiesource of information
and byj") = K3U) the regression function at stgp More generally, we will use
exponent to characterize the iteration. LARS is made ofthieviing main steps:

1. Initialization: the active set of information sourgeis empty, all3 coefficients
are set to zero.

2. Computation of the correlation between the sources ofinétion and the residue.
The residuer is defined byR = y — 4.

3. The most correlated source is added to the active set.

A={A arg II;%X(IKeT(wi, JR[)} (11)

4. Definition of the best direction in the active s@ti This is the most expensive
part of the algorithm in time computation since it requires inversion of the
matrix K% K 4.

5. The original part of the algorithm resides in the compate6f the stepy. The
idea is to compute such as two functions are equi-correlated with the residue
(cf Fig. 1) whereas Ordinary Least Square (OLS) algorithfindey such asi4

_

andjU*Y .y become orthogonal.
6. The regression function is updated:

g(j+1) _ g(j) +~NTA (12)

It is necessary to introduce the ability of suppressing @tion from the active set to
fit the LASSO solution, namely to turn the forward algorithmio a stepwise method.
When the sign of &; changes during the update (equation (12), thegtepeduced so
that this3; becomes zero. Then, the corresponding source is removectifi® active
set and an optimization is performed over the new active set.

Solving the LASSO is really fast with this method, due to thetfthat it is both
forward and sparse. The first steps are not expensive, bechtise small size of the

97



CAp 2005

Figure 1: Computation of the step betweenj;® and(®). The plane denotedl
represents the space spanned by the active set.

active set, then it becomes more and more time consumingitgitations. But the
sparsity off; regularization limits the number of required iteration&RS begins with
an empty active set whereas linear programming and othéwaad methods begin
with all functions and require to solve high dimensionakhn system to put irrelevant
coefficients to zero. Given the fact that only one point iseati(br removed) during
an iteration, it is possible to update the inverted matrixstefp four instead of fully
computing it. This leads to a simple-LARS algorithm, simlifato the simple-SVM
formulation (Loosliet al,, 2004), which also increases the speed of the method.

3.3 Optimization of regularization parameter

One of the most interesting property of the LARS is the faat thcomputes the whole
regularization path. The regularization parameterf equation 3 is equivalent to the
boundt of equation 10. At each step, the introduction of a new soafdéeformation
leads to an optimal solution, corresponding to a given vafue In the other classical
algorithms,\ is seta priori and optimized by cross-validation. The LARS enables us
to compute a set of optimal solutions corresponding to diffevalues of, with only
one learning stage. It also enables us to optimize the vdltdynamically, during the
learning stage.

Finding a good setting fot is very important: whert becomes too large, the re-
sulting regression function is the same as the OrdinarytLl®gsare (OLS) regression
function. Hence, it requires the resolution of linear systd sizes x s. Early stopping
should enable us to decrease the time computation (whiéhkisd to the sparsity of
the solution) as well as to improve the generalization ofi¢laening (by regularizing).

3.3.1 Different compromise parameters

The computation of the complete regularization path offeesopportunity to set the
compromise parameter dynamically (Baghal, 2004). The first step is to look for
different expressions of the regularization parametgrequation (10). The aim is to
find the most meaningful one, namely the easiest way to sepdrameter.
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- The original formulation of the LARS relies on the comprgmparameter which
is a bound on the sum of the absolute values ofaleefficients.t is difficult to set
because it is somewhat meaningless.

- It is possible to apply Ljung criterion (Ljung, 1987) on thetocorrelation of the
residue. The parameter is then a threshold which deciden tieeresidue can be
considered as white noise.

- Another solution consists in the study of the evolutionasd functior?(y;, fg(xi))
with regards to the step The criterion is a bound on the variation of this cost.

- v-LARS. It is possible to define a criterion on the number ofarp vectors or on
the rate of support vectors among the learning set. It is itapbto note that the
v threshold is then a hard threshold, whereas int8/M method wheres can be
seen as an upper bound on the rate of support vectors (Sgi@kSmola, 2002).

However, all these methods require the setting of a pararagigori. The value of
this parameter is estimated by cross-validation.

3.3.2 Trap source

We propose another method based on a trap parameter. This itbeatroduce one
or many sources of information that we do not want to use. Wthemost correlated
source with the residue belongs to the trap set, the leaprimgedure is stopped.

The trap sources of information can be built on differentristias:

- according to the original signal noise when there existxnowledge on the data,

- with regards to the distribution of the learning pointsptevent overfitting (cf Fig.
2), in this case, a Gaussian kerid€l= K, . is added to the information sources,
with o, ¢ very small,

O'Of

- by adding random variables among the sources of informétiith Gaussian or uni-
form distribution). This kind of heuristic has already beesed in variable selection
(Bi et al,, 2003).

The use of a trap scale is closely linked to the way that LAREBct® the sources
of information. As seen in section 3.2, the selected soufdeformation at a given
iteration is the most correlated with the residue. Thoseikies are based on the
meaning of the trap scale: the learning stage should be atbwhen the residue is
most correlated respectively with the noise, with only onarse of information or
with an independent random variable generated accorditiietaniform distribution.
This means that no more relevant information is presentérstiurces that are not in
the active set.

99



CAp 2005

%

Figure 2: lllustration of a trap scale based on overfittingrigtic (Gaussian kernel).
WhenK,, (z, -) is the most correlated source of information with the resjdumeans

that the error is caused by only one point, it is a way to deatebeginning of overfit-

ting.

3.4 Optimizing kernel parameters

Instead of searching an optimal parameter (or parametéondor the problem, we
propose to find a key scale to fit the regions where there afgighest point density in
the input space. We aim at finding a reference Gaussian ptaageethat the two near-
est points in the input space have few influence on each dtherreference parameter
represents the smallest bandwidth which can be interefgiraygiven problem. Then,
we propose to build a series of bigger Gaussian parametarstfiis scale to fit the
different densities of points that can append in the whgbelirspace.

A one nearest neighbors is performed on the training datale$oribe high density
regions, we focus on the shortest distances between nefghlite key distanc®;, is
defined as the distance betwegrandz ;, the two nearest points in the input space.The
corresponding key Gaussian parametgis defined so that:

1 D?

That is to say, the bandwidth. is designed so that a learning point has few influences
on its neighbors in high density regions. For more robustrieis recommended to use
an improved definition oD;. GivenS the set of the one-nearest-neighbor distances.
We defineD;, as the mean of the 0.01 quantile®f

Then, a series of bandwidth is build as follow:

g = {Uk’a oD, Uklp27 Ukp37 Ukp47 Ukp5} (14)

We choose to set the cardinal®to six, given the fact that experimental results are not
improved beyond this value. Cross validations over syitluzsta lead to set = 3.5.

Another advantage of multiple kernels is that the LARS wgltimize the scale for
each point dynamically in the training stage. It offers tippartunity to adapt to the
local density of points of the input space.
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4 Experiments

We illustrate the efficiency of the methodology on synthatid real data. Tables 1 and
2 present the results with two different algorithms: the S¥Ml the LARS. We use
four strategies to stop the learning stage of the LARS.

- LARS- ), |3;| is the classical method where a bound is defined on the suneof th
regression coefficient. This bound is estimated by crosdat#bn.

- v-LARS is based on the fraction of support vectots.is also estimated by cross
validation.

- LARS-RYV relies on the introduction of random variables aarses of information.
The learning stage is stopped when one of these sourcesedpip as most corre-
lated with the residue.

- LARS-o, relies also on a trap scale, but this scale is built accoritige distribution
the learning set. Selecting a source in this trap scale caede as overfitting. We
useo,; = o} of equation (13).

To validate this approach, we compare the results with icals&aussiar-SVM re-
gression, ParameteesC ando are optimized by cross validation. In order to distin-
guish the benefit of the LARS from the benefits of the multipenel learning, we also
give the results of LARS algorithm combined with single ledrn

4.1 Synthetic data

The learning ofos(exp(wt)) regression function, with random sampling show the mul-
tiple kernel interest. We try to identify:

f(t) = cos(exp(wt)) + b(t) (15)

whereb(t) is a Gaussian white noise of varianeg = 0.4. ¢ € [0,2] is drawn ac-
cording to a uniform distributiony = 2.4. We also tested the method over classical
synthetic data described by Donoho and Johnstone (Donotah8&sfone, 1994). For
those signals, we tooke [0, 1], drawn according to a uniform distribution.

We use 200 points for the learning set and 1000 points forgbiing set. The noise
is added only on the learning set. Parametersy(, |3;|...) are computed by cross
validation on the learning set. Table 1 presents the results 30 runs for each data
base.

These results point out the sparsity and the efficiency of §ARIutions. Figure 3
illustrates how multiple kernel learning enables the regjen function to fit the local
frequency of the model. It also shows that selected pointsnigehigher and higher
scales with iterations. Indeed, the correlation with theédee can be seen as an ener-
getic criterion: when the amplitude of the signal remaingtant, there is more energy
in the low frequency part of the signal. That is why the firdestad sources of infor-
mation describe those parts of the signal. The results \iffirent Donoho’s synthetic
signals enable us to distinguish the benefits of the LARS atktfom the benefits of
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Nb kernel 1
Algorithm e-SVM LARS->", |5 v-LARS LARS-RV
0.16 £ 0.016 0.16 £ 0.014 0.17 £ 0.015 0.17 £ 0.015
cos(exp(t)) 155.4 130.3 120 141.3
0 0 0 0
0.045 £ 0.0062 | 0.041 4+ 0.0068 | 0.043 £ 0.0060 | 0.039 % 0.0059
Doppler 59.33 37.10 34 32.80
0 0 0 0
1.18 +0.20 1.03 +£0.27 1.194+0.17 1.07 £ 0.22
Blocks 45.30 25.02 21 27.35
0 2 0 0
0.026 + 0.0055 | 0.028 £ 0.0070 | 0.029 + 0.0060 | 0.028 £ 0.0065
Ramp 44.16 25.63 23 33.93
22 4 0 3
0.48 +£0.12 0.48 £0.13 0.49 £0.12 0.51 £0.11
HeaviSine 51.43 37.25 40 42.11
11 11 4 0
Nb kernel 6 (Multiple Kernels)
Algorithm || LARS-S_. [3/] v-LARS LARS-RV LARS-0,
0.13+0.014 0.13 +0.014 0.13 +£0.016 0.14 +£0.016
cos(exp(t)) 122.4 120 1214 127.8
17 3 7 3
0.033 £ 0.0060 | 0.035 £ 0.0062 | 0.033 +0.0059 | 0.035 % 0.0075
Doppler 44.13 46 47.70 49.80
12 0 18 0
0.95+0.34 0.97 £0.25 0.96 £+ 0.25 0.99 £+ 0.33
Blocks 34.02 38 42.35 35.87
13 0 6 9
0.031 £ 0.0080 | 0.032 £ 0.0050 | 0.031 £ 0.0058 | 0.033 % 0.0059
Ramp 15.13 27 22.50 27.33
1 0 0 0
0.50 £0.14 0.51 £0.14 0.49 £0.15 0.50 £ 0.15
HeaviSine 51.30 49 48.22 49.03
0 0 4 0

Table 1: Results of SVM and LARS for thes(exp(t)) and Donoho’s classical func-
tions estimation. Mean and standard deviation of MSE ondbiesiet (30 runs), number

of support vectors used for each solution, number of be$boprances.
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Scales of chosen points
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Figure 3: These illustrating figures explain the learningh®fcos(exp(wt)) function
with low noise level. Selected learning points belong tdedént scales, depending on
the local frequency of the function to learn. Right figurewhdhat selected points
belong higher and higher scales with iterations, namely,sthurces of information
correlated with the residue are more and more local witlafitens.

the multiple kernels. The LARS improves the sparsity of thkitson, whereas the
multiple kernels improve the results on signals that remaimultiple scale approach.

e-SVM achieves the best results for Ramp and HeaviSine sigridiis can be ex-
plained by the fact that the Ramp and HeaviSine signals arestluniform in term of
frequency. The tube algorithm of the SVM regression is especially efficientthis
kind of problem.

Itis important to note that LARS-RV and LAR&:; are parameter free methods when
combined with the heuristic described in section 3.4. Bestlts are achieved with
LARS-)", |5;|, however, LARS-RV results are almost equivalent withowt parame-
ters.

4.2 Real data

Experiments are carried out over regression data bases pyd triazines available in
the UCI repository (Blake & Merz, 1998). We compare our resswilith (Chang & Lin,
2005).

The experimental procedure for real data is the following:dFhirty training/testing
set are produced randomly, table 2 presents mean and siadeléation of MSE (mean
square error) on the test set. 80% of the points are usedafairig and the remaining
paramtersy, >, |5;|...) are computed by cross validation on the learning set.

The results obtained with LARS algorithm are either eq@méto Chang and Lin’s
ones or better.e-SVM solution is not really competitive but it gives an irgsting
information on the number of support vectors required farthesolution. LARS-RV
and LARSws, results are very interesting: they are parameter free ubimdpeuristic
describe in section 3.4, moreover the LARS-RV achieves és¢ iesults for pyrim.
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Nb kerne| 1
Algo SVM LARS
(Chang & Lin, 2005)  -SVM > i 18l RV
0.007 £0.007 | 0.009 +0.016 | 0.010 £0.011 | 0.011 % 0.009
pyrim - 37.11 29.67 31.20
- 0 0 0
0.021 £ 0.005 0.022 +0.006 | 0.022 £0.006 | 0.022 £ 0.005
triazines - 80.80 37.00 42.40
— 0 0 0
Nb kerne| 6 (Multiple Kernels)
Algo LARS
> 184 RV o
0.007 £ 0.008 | 0.007 +£0.006 | 0.008 & 0.009
pyrim 37.03 38.08 39.26
13 17 0
0.019+0.006 | 0.020 £0.005 | 0.022 =+ 0.008
triazines 37.00 52.03 31.86
22 8 0

Table 2: Results of SVM and LARS for the different regressiatabase. Mean and
standard deviation of MSE on the test set (30 runs), numbsumbort vectors used for
each solution, number of best performances.

5 Conclusion

This paper enables us to meet two objectives: proposingrasgarnel-based solution
for the regression problem and introducing new solutiongfe bias-variance compro-
mise problem.

The LARS offers opportunities for both problems. It givesexact solution to the
LASSO problem, which is sparse due#tpregularization. The ability of dealing with
multiple kernels allows rough setting for the kernel parteree Then, LARS algo-
rithm optimizes the parameters at each iteration, selg@inew point in the optimal
scale. The fact that the LARS computes the regularizatitim gffers efficient and non
parametric settings for the compromise parameter.

This methodology gives good results on synthetic and real diathe meantime, the
required time computation is reduced compared with SVM, tdube sparsity of the
obtained solutions.

The perspectives of this work are threefold. We have to t&®$%-methods on more
databases to evaluate all properties. We also want to inegh@ymultiple kernel build-
ing. Indeed, the use of the curresmt often leads to a slight overfitting and to less
sparse solutions. Finally, we will analyze the LARS-RV lesdeeper, to explain the
good results and possibly improve them.
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Résumé :

Choisir les descripteurs d’'une image en vue de son indexat&st pas aisé, du
fait de la variété des choix présentés dans la littératuoeisNiéveloppons a cet
effet une méthodologie permettant de comparer différamsmbles de caracté-
ristiques extraits d'une méme base d'images. Cette mékbgidarepose sur des
algorithmes supervisés et non supervisés de sélectiorraetéastiques. Elle est
appliguée a une base d'images satellitaires dont sonftestides caractéristiques
texturales variéek.

Mots-clés: Sélection de caractéristiques, classification, apssage supervisé
et non supervisé, machine a vecteurs supports, textunésgree.

1 Probleme et méthodologie

Le travail présenté s’inscrit dans un vaste projet d’indiexad’images satellitaires.
Ces images, de plus en plus hombreuses, sont tres mal éegslaiti fait de leur diver-
sité et de leurs grandes tailles. Nous nous intéressons étdantination du meilleur
ensemble de caractéristiques a extraire pour leur indexaous prolongeons nos
travaux précédents (Campedel & Moulines, 2004), en inisatht des algorithmes de
sélection de caractéristiques non supervisés
L'idée fondamentale de nos méthodes non supervisées, quepeétre qualifiées de
filtre, consiste a exploiter une mesure de similarité des carsiiggies par I'intermé-
diaire d’'une clusterisation. Il s’agit, a I'instar des aute de (Mitraet al,, 2002), de
regrouper les attributs similaires puis de choisir desésgmtants pour chacun des
groupes produits. L'exploration méthodique de I'espacesiris-ensembles d’attributs
est remplacée (et donc simplifiée) par I'opération de clisstdon. Nous exploitons
ainsi deux algorithmes de clusterisation, SVC (Ben-klual., 2001) etkMeans, sous
le nom de SVC-FS étMeans-FS (FS pour feature Selection).

1Cette étude est financée par le Centre National d’Etudesa®jsa(CNES)

2En effet 'étiquetage manuel peut ne pas étre envisagé tiddda taille de la base, mais aussi parce
gu'il n"aurait pas de sens envers I'application finale. Entipalier, les images satellitaires sont exploitées
différemment par les spécialistes de la géologie, de Laditire ou de I'urbanisme.
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2 Expérimentations et conclusion

Les sélections produites par les différents algorithmesg somparées a l'aide de
I'entropie de représentatiortl() et de performances de classificatidnp]us-proches-
voisins, classificateur de Fisher et SVM) évaluées par atitid croisée.

La base de données est constituée de 600 vecteurs de datiagetés (les 78 coefficients
d’Haralick (Haralicket al,, 1973) dans le cas présenté), extraits d'imagettes @4
issues de scenes SPOT 5, a raison de 100 imagettes par daestude (nuage, mer,
désert, forét, ville, champs). Les résultats majeurs gmtés dans le tableau 1, sont :

— Le nombre de caractéristiques peut étre réduit d'un fagteans accroissement

de l'erreur de classification ;

— Les méthodes de sélection non supervisées sont aussirpanies que les mé-

thodes supervisées et souvent plus rapides;

— L'entropie de représentation associée aux méthodes\as@es est plus impor-

tante, ce qui est significatif de leur capacité a choisir des-®nsembles moins
redondants d’attributs.

Satellite 600 exemples - 6 classes
D =78, 5 validations croisées
kPPV(k=8)| Fisher SVM H
d=D 13.8+2.2 | 30.8+:4.3 | 7.7£2.0
d=20
Fisher 14.8+1.9 | 30.0+3.0| 9.0+2.7 | 0.51
Relieff 18.0+2.0 | 30.7+3.6 | 14.8+4.0 | 0.19
SVM-RFE | 16.0+2.7 | 33.3:3.7 | 12.3:3.4| 0.48
lo-AROM 15.8+2.3 | 33.2+4.7 | 11.0+1.5| 0.88
MIC 14.8+1.6 | 34.0+2.7 | 8.8+1.5 | 1.09
kMeans-FS| 13.5+2.8 | 30.3:£5.2| 6.7+1.0 | 1.00
SVC-FS 14.8+2.6 | 31.7+4.2 | 11.0+2.3 | 1.13

TAB. 1 — Sélection de 20 attributs parmi 78. Les méthodes detg#laton supervisées
sont MIC,kMeans-FS et SVC-FS.
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Introduction. Indexing, retrieval and classification tools are usefulptocess large
digital document collections. Digital documents can beomuétically gathered into
clusters or concepts. For instance, concepts like keywords are useful for tetdtutse
organization. Concepts do not necessarily form a clugigrie a document can belong
to several concepts. Documents are usually representesvbeVel features, computed
automatically, and learning techniques based on releVia@eckack are used to retrieve
the concepts (Tong & Koller, 2000; Gosselin & Cord, 2004).

According to an incomplete set of partial labels, we propgasesemantic learning
methods to improve the representation of the documentatmie even if the size,
the number and the structure of the concepts are unknowrseTinethods may learn
a lot of concepts with many mixed information. We build thesethods in a general
framework, thus powerful learning or semi-supervisedrgay methods may be used
to retrieve, classify, or browse data.

Challenge.Suppose that we have a set of documents, each of them retae$sn
avectorx; € RV of X = {x,...,xy,}, and a set of label¥” = {y1,...,yn,}.
For instance X can be the set of feature vectors of an image database, ahd gac
contains the labels provided by a user during the retriezsdisnp. We suppose that
labels are sampled from a hidden set of concepts. The dodamegathered in a finite
(but unknown) numbeN, of concepts, and these concepts do not necessarily form a
clustering. Thus, a document represented by a vegtoan belong to several concepts.
For instance on an image database, one can find buildings, hzarses, or landscapes,
but also cars in front of a building or a house, or houses imddeape.

A vectory, € [—1,1]"V= is a partial labeling of the seX, according to one of the
concepts. Every positive valug, means that the document representedkpys in
this concept, as much ag, is close tol. Every negative valug;, means that the
document represented ly is not in this concept, as much g is close to—1. Every
valuey;, close to zero means that there is no informationdpabout this concept. We
also suppose that the number of non-zero valugg,irs small against the size of the
concept. Thus, from only ong,, it is impossible to build the corresponding concept.
The challenge is to use this set of partial labeling in orddearn the concepts.

Vector-based update.The repartition of the centers in space is important in tleeca
of mixed concepts. As we wish to represent any possible caatibn of memberships,
centers should be at the same distance from each other. Thmgwf equidistant cen-
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FiGg. 1 — Toy example with 3 mixed concepts, blue = concept 1, redreept 2, green
= concept 3, magenta = concept 1 and 2, cyan = concept 1 andil®y yeconcept 2
and 3. (a) Initial set. (b) Concept Vector Learning method.

ters has implications on the dimensidfy of vectors. A theorem also shows, fof,
concepts in a space d¥f. — 1 dimensions, that distance between equidistant concept
centers is unique, modulo a scaling. It is easy to see thaghehdimension, this pro-
perty is no longer true. In the computation of possible asntge exploit this property

in order to get equidistant centers.

Kernel-based update (Gosselin & Cord, 2005)The knowledge contained in the
matrix Y can be used to update the similarity matrix. The similarigtnmx is the ma-
trix of all similarities between image pairs. The strategyoased on a kernel matrix
adaptation, and is designed to model mixed concepts. Wenssage the complexity
constraint using efficient eigenvalue matrix decompositithe method has &@(N,,)
complexity and memory need, and so it is applicable to laegelzhses.

Experiments. Tests are carried out on the generalist COREL photo dataBaselts
show that the proposed method, and especialy the vectedloa®, increase significally
the performances of the system in comparison to distanceitepmethods.

Conclusion. We introduced a feature-based and a kernel-based semeatitrig
methods, to improve the performances of an image retrigxgibm. These methods
deal with the constraints of the CBIR framework, and are ablenhance the data-
base representation with a partial and incomplete knoveledigut the structure of the
database. Tests carried out on a generalist database shbthdéhdata representation
may be improved by these learning strategies. Using thegsexplearning protocol,
the vector-based technique gives the best results.
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Abstract : Nos travaux s'intéressent a la détection et I'identifimatie contexte
d’'un étre humain. Ce domaine, aussi appelé « affective ctmpw, requiert
la définition de contextes et d’émotions, d’'états affeatifisémotionnels. Ces
définitions étant particulierement délicates a détermineus pensons qu’une
approche ascendante (regarder ce qu'il est possible ddaérles données et en
déduire des contextes) est plus abordable que I'approdeedeante (définir et
caractériser les états et les rechercher dans les donméms3. présentons donc
une méthode de segmentation de signaux physiologiquesda tie méthodes
d’apprentissage non paramétriques, a savoir les SVM a aisseMots-clés:
OC-SVM, Segmentation, Détection de rupture, Context-Awaiffective Com-
puting

Introduction

Dans un monde ou les machines sont de plus en plus présentesnstate de plus
en plus de situations qui provoquent la frustration degsatiéurs. Avoir des machines
aptes a prendre en compte ces humeurs est un objectif rdtderbeaucoup de travaux.
A cette fin nous proposons une approche basée sur un systacggidition de données
physiologiques, systéme porté par l'utilisateur. La c@#pacd’apprendre » est essen-
tielle pour cette tdche car chaque personne a un fonctioamoui lui est propre et on
ne peut se contenter de connaitre les caractéristiquesadgna priori pour reconnaitre
un état affectif.

Segmentation des signaux par OC-SVM

Le OC-SVM (SVM a une classe) est un algorithme qui vise a détesr le contour
d’'une classe et qui permet de détecter les points qui ne smte la classe con-
cernée. Nous pouvons utiliser cet algorithme pour appeetadclasse courante des

*This work was supported in part by the IST Programme of thepean Community, under the PASCAL
Network of Excellence, IST-2002-506778. This publicataniy reflects the authors’ views.
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signaux et regarder si I'estimation de cette classe perfegpliquer les données fu-
tures. L'adéquation entre I'estimation d’'un OC-SVM sur tesinées passées et d’'un
autre OC-SVM sur les données futures est un test statistippeximant le test GLR
(generalized likelyhood ratio), optimum sous les condiiole Neyman-Pearson. Les
ruptures ainsi détectées permettent de segmenter le signiale suite d’états qui pour-
ront par la suite étre identifiés (soit comme état connu switroe nouvel état).

Résultats expérimentaux

Nos expériences utilisent des capteurs physiologiquesgmn sanguine, rythme res-
piratoire, température périphérique, conductivité deglaLp activité musculaire). Nous
monitorons un utilisateur équipé des capteurs dans dversivités et notons les in-
stants des événements (changement d’activité par exenGidejont ces moments que
nous espérons retrouver dans les signaux. Les taux de idétgont de 68 a 92%
suivant les activités monitorées. Une observation ingznete est qu’avec la détection
automatique nous trouvons des ruptures dans les signane gont pas sont pas notées
par I'observateur et qui correspondent a des changemarttéséessoufflement par ex-
emple). Un dernier pointimportant sur I'implémentationaenéthode est I'utilisation
de OC-SimpleSVM, un algorithme qui permet de faire du tra@at en ligne et de gérer
la mise & jour de la solution optimale & I'arrivée d’un nouvpaint®.

Perspectives

Nous montrons le lien entre les tests statistiques et OC-8uhbus illustrons I'intérét
d’'une méthode non-paramétrique dans la segmentation dawsiglans le cadre de la
détection de contexte. Nos résultats confirment égalenwng hypothése, a savoir
gu'il ne faut pas chercher a dresser la liste caractérisée&ds attendus, mais partir
des données et en tirer les états. La suite d’états autameatient découpée doit étre
maintenant étre traitée pour étre étiqueter. Cette tachumiseétre semi-supervisée.
En effet nous pouvons étiqueter un certain nombre de Situatien méme temps étre
capables de gérer les situation nouvelles.
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Modeles markoviens pour I'organisation
spatiale de descripteurs d'images.
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Résume : Ce papier décrit une nouvelle approche probabiliste p@uecon-
naissance de textures. Une image est décrite a I'aidesteipgiurs locaux, ainsi
gue par des relations spatiales entre ces descripteurse@mlors associer une
image & un graphe : les nceuds sont les points d’intér&nuege correspondant a
des régions caractéristiques et les arétes relientedgsns voisines. Ajouter une
telle information de voisinage permet d’améliorer lesuléats de reconnaissance.
Les approches actuelles consistent a modéliser lesipieses comme des va-
riables indépendantes, puis a rajouter I'informatioatise par le biais de poids,
sans modéliser explicitement ces dépendances. Nousgoog d'introduire un
modele statistique rendant compte directement de cefterdiance entre descrip-
teurs, par I'utilisation de champs de Markov cachés. Irestion des parametres
de tels modeles étant en pratique difficile, nous utilssdas procédures d’esti-
mation récentes basées sur le principe du champ moyen pleytdque statis-
tique. Nous illustrons notre méthode sur la reconnaissdtimages uni et multi-
textures. Les résultats obtenus sont prometteurs.

Mots-clés: Champ de Markov, Algorithme de type EM, Relaxation, Clfisst
tion, Apprentissage statistique, Reconnaissance derésxtu

1 Introduction

Une notion clé en vision par ordinateur est celle de detui, caractérisations lo-
cales d'une image. De maniere générale, un bon desgrigpéedoit d'étre résistant aux
occlusions, ainsi qu’invariant a diverses transformragigéomeétriques de I'image. La
recherche de “bons” descripteurs a déja fait I'objet dmbeuses études, alors que la
prise en compte de leur organisation spatiale reste ungmrabires ouvert. Nous propo-
sons donc de coupler I'utilisation d’outils performantsvilgon et de statistique, dans
le but de modéliser I'organisation spatiale de tels dpseurs.

Une tentative de prise en compte du caractere spatial deseds pour la reconnais-
sance de textures a déja été effectuée dans (Lazebmik 2003a) : dans ce travalil,
lors de la phase de reconnaissance, les probabdlifg@ssteriori d’appartenance aux
differentes classes de textures sont raffinées par Fittgoe de relaxation proposé dans
(Rosenfeldet al,, 1976). Cependant, le voisinage n'y est pris en compte queipa
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terme de poids, sans modele explicite. Nous proposons dieliser les descripteurs
comme des variables statistiques liées, et par conséqudiliser un modele statis-
tique paramétrique rendant compte explicitement de epsmidances. Le modele que
nous avons choisi est celui du champ de Markov caché. hesibn des parametres
d’'un tel modele étant difficile, nous utilisons des prdgies d’estimation récentes (al-
gorithme de type EM), basées sur I'algorithmé&xpectation-Maximisatio(EM) et
sur le principe du champ moyen issu de la physique statsstiGhandler, 1987).

La base d'apprentissage considérée dans notre préeantéest composée que d'i-
mages uni-texturées. Cependant, les algorithmes de typetitisés pour I'apprentis-
sage pourraient tout a fait &tre généralisés a degamanulti-textures pourvu que soit
déclaré I'ensemble des textures qu’elles contiennentp@urra se référer a (Lazeb-
nik et al, 2003a) ou (Niganet al, 2000) pour plus de détails. Pour ce qui est de la
reconnaissance, la méthode ne se restreint pas aux imagesures : chaque vec-
teur caractéristique est classé individuellement,esn lgjue les images test peuvent étre
multi-textures (voir Section 6.2).

Dans la Section 2, nous présentons brievement la proe&@bextraction de caractéri-
stiques, et la fagon dont est construit le graphe de vaisinhe modele probabiliste
utilisé (champs de Markov cachés) pour les textures giioie dans la Section 3. Les
differentes phases d’'apprentissage et de reconnaissantdécrits dans la Section 4.
Nous présentons pour comparaison en Section 5 deux aldgm#lanes de classifica-
tion de textures : la relaxation et I'algorithme NEM. Des esipnces effectuées sur des
images de scenes d’intérieur ainsi qu’une discussiomait ce papier.

2 Extraction de caractéristiques et graphe de voisinage

Pour la phase d’'extraction de caractéristiques, nousssila méthode décrite dans
(Lazebniket al, 2003a) pour ses performances en comparaison a d'augt®des
récentes (Bradshaet al., 2001; Kumar & Hebert, 2003; Malikt al, 2001; Schmid,
2001). Le détecteur utilisé est leaplacien avec adaptation affin®rievement, les
points d’interét détectés correspondent a des maxinogaux dans I'espace échelle
du laplacien normalisé de l'intensité. A ces points s@#ogiés des cercles de rayon
I'échelle correspondante, cercles transformés ensellfar le processusatiaptation
affine(Lindeberg & Garding, 1997). Outre ses performances (notant I'invariance
aux transformations affines), I'intérét d'un tel détaat est de permettre la définition
naturelle d’un graphe de voisinage (Lazebeilal, 2003a). Un point sera dit voisin
dej s'il appartient a I'ellipse centrée sujir grossie d’un certain nombre de pixels (
dans notre présentation) le long de chacun de ses axegp(m&ckviter que les points
associés a de petites régions aient trop peu de voidliosdns qu’un tel voisinage est
non symeétrique. On peut alors voir une image comme un grapbeté, chaque arcs
reliant un point d’'interét détecté a un autre point imi®ans I'optique d'utiliser les
champs de Markov, définis sur un graphe non orienté, nomssasymétrisé ce voisi-
nage, en remplacgant les arcs par des arétes (voir figufe djacune des régions (el-
lipses) détectées, est associé un vecteur caramj@astdescripteur). Les descripteurs
utilisés sont des vecteurs de dimensitnobtenus a partir depin imagegLazebnik
etal, 2003b), obtenues de la maniére suivante : chaque ellgisetée est transformée
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FIG. 1 —Graphe de voisinage symétrique : les poings;j sont voisins

en cercle unité, sur lequel on calcule un histogramme ar2sions : une tranche de

la spin image correspondant a la distadaest I'histogramme de l'intensité des pixels
situés a la distancé du centre du cercle. Pour notre expérimentation, noussapas

des spin images de tailfex 16. D’autres descripteurs sont envisageables et la méthode
que nous proposons s'applique de méme. A chaque poinédgindétecté est donc as-
sOcié un vecteur caractéristique de dimension

3 Modelisation des textures

L'hypothése sur laquelle se fonde nos travaux est que Issriggeurs sont des va-
riables aléatoires dépendantes, de loi de probabiiéeifique pour chaque texture.
Dans (Lazebnilet al, 2003a), la distribution des descripteurs issus d'una@textonnée
est modélisée par un mélange de gaussiennes, ce quissugpe les descripteurs sont
desvariables indépendantes. Il existe pourtant de ma@iédente une forte dépendance
spatiale entre les vecteurs caractéristiques d’'une ni@mge. Afin de prendre en com-
pte cette dépendance, nous proposons de modéliser &tribgtiion par un champ de
Markov caché, de parametres inconnus.

Soitx = (x1,...,2,) lesn descripteurs (vecteurs de dimension 80) extraits d’'une
image (ou partie d'image) de la texture(1 < m < M). On suppose que chaque tex-
ture est composée d€ sous-classes,,; ... c,x. Nous prendrong’ = 10 dans nos
expérimentations, indépendemment de la texture, maig#khode resterait tout & fait
identique pour ur (m) dépendantdex. Pouri = 1, ..., n, on modélise la probabilité
d’observer le descripteur; pour une image de la texture par :

K
P(zi|®,,) = > P(Zi = ekl Am) f(@iOmi), (1)
k=1

ou f(z;|®,,) dénote la distribution gaussienne multivariée de patees®,,,;. (la
moyennewu,,., et la matrice de covariancg,,;). La variable aléatoireZ; représente
la sous-classe a laquelle appartient le descripteyrelle peut prendre les valeurs
{¢m1,--.,cmK}, €t saloi est paramétrée pAr,. ¥,, = (A, (Onk)1<k<i ) dénote
I'ensemble des paramétres du modele pour la texture

Dans (Lazebnilet al,, 2003a), le modele utilisé pout(z;|¥,,) est le mélange gaus-

115



CAp 2005

sien, ce qui revient a supposer que EBssont des variablemdépendantegt que
P(Z; = cmi|Am) = pmi indépendemment du site A,,, est alors 'ensemble des
proportionsp,,.x)1<k<x du mélange pour la texture. Cela implique que les decrip-
teurs sont également des variables indépendantes.

C’est cette limitation que nous nous proposons de surmanesupposant que les des-
cripteurs sont des variabldépendantesPlus précisément, les dépendances entre des-
cripteurs voisins sont modélisées en considérant qogjtzEinte des variableg, .. ., Z,

est un champ de Markov discret sur le graphe défini a la@e2tiSoitz = (21, ..., 2,)

des réalisations des;. On définit :

P(z|A,) = W(A,,)™! exp(—H(z, An)) (2)

oUW (A,,) est une constante de normalisatioftfetine fonction énergie supposée étre
de la forme (nous nous limitons aux interactions entre paire

H(Za Am) = Z ‘/z(z'uam) + Z Vtij(ZthvBm)

i~]

(la notationi ~ j signifie que les siteset j sont voisins ; la somme de droite ne porte
donc que sur des sites voisins).

Les fonctions/; etV;; se rapportent respectivement aux potentiels sur les simgle
et sur les paires, de parametres respeatjfset B,,,. ll s'en suitA,, = (@, Bn).
Nous supposons que les potentiels sur les singletons remdépt que de la valeuy
(et non de), c’est a dire :

Vilzi,am) = —am(k) Sizi=cmk

Les potentiels sur les singletons sont donc caractquasés poidsa,, = (o (k))i1<k<k
associés aukX’ sous-classes de la texture Dans le cas particulier o 185; sont nuls
(ce quirevient a supposer qu’il n'y a pas d’interactionsefes points)A,,, se réesume
aa,, etdapres (2),

eom (k)
P(Z; = cmklom) = W

si bien quen,,, pondére I'importance relative des difféerentes soussga de la texture
m.

De méme, les potentiels sur les paiigs sont supposés ne dépendre quedet z;,
soit

Vtij (Zi; 24, B'rn) = _B'm(ka l) Si Zi = Cmk, Zj = Cml

lls sont donc caractérisés par la matricg, B= (B, (k,1))1<k,i<x. Notons que si
B,. = G x Id, le parametre spatial B se réduit a un scalairg,, et nous retom-
bons sur le modéle de Potts traditionnel utilisé en segatien d’images.

La texturem est donc représentée par un champ de Markov caché paéegrae¥ ,,, =
(@B, (Omk)1<k<k)-
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4 Apprentissage et classification

Dans la modélisation précédente, les paraméabrgs= (A, (@k)1<k<x) SONt
inconnus et doivent étre estimés pour chaque texture

4.1 Apprentissage des paramtres inconnus

Pour apprendre le modéle associé a chacune des texdnrmagppose que I'on dispose
d'une base d’'apprentissage constituée d’'images ideesiffomme appartenant a l'une
des textures. Chaque texture va alors étre apprise sue@ent sur les images corres-
pondantes. Pour la texture, doivent &tre estimés les paramet(es,, Sk )1<k<x
des lois gaussiennes ainsi que les parametres du chanigl,sigde vecteura,,, =
(am (k))1<k<ix de K poids et la matrice d'interaction spatialg,Ble dimensiork x
K. Lalgorithme EM (Dempsteet al., 1977) est couramment utilisé pour I'estimation
de parameétres dans le cas de données cachées, et enligarntiour I'estimation de
mélanges indépendants. Pour de tels modeles, I'hggetd’indépendance méne a une
implémentation facile de I'algorithme. Pour les champ#/dekov cachés, du fait de la
dépendance des données, I'algorithme n’est pas ul#isabpratique, et des approxi-
mations sont donc nécessaires. Dans ce papier, nousigili;me des approximations
de (Celeuxet al, 2003), basée sur le principe du champ moyen. Les proe&duuri
en découlent ont la particularité de prendre en comptérlectsire markovienne tout
en préservant les bonnes qualités de EM. L'algorithme Eationnel de (Zhang,
1992) en est un cas particulier. Nous utiliserons cepenglatit les algorithmes de
type champ moyetet en particulier I'algorithme enhamp simwd) pour leurs perfor-
mances dans le cadre de la segmentation (Cadeak, 2003). Notons cependant qu'il
est nécessaire de généraliser ces algorithmes pouefteertiestimation de la matrice
B, (et non seulement d'un scalaifig, comme dans le modele de Potts originel).
Dans le cas du champ de Markov caché de paramigtredeux difficultés apparaissent
lors de la mise en ceuvre de I'algorithme :

— la constante de normalisatid¥i(A,,) de (2)

— les probabilités conditionnelleB(z;|x, ¥,,) et P(z;, 2,5 € V(i)|x, ¥,,), ol

V(i) désigne I'ensemble des voisinsie
ne peuvent étre calculées de maniére exacte. Le pridcighamp moyen consiste a se
ramener a un systeme de particules indépendantes (giel lBalgorithme EM pourra
etre appliqué) en négligeant, pour un gitdes fluctuations de ses voisins autour de
leur moyenneig en fixantVj € V(i), z; = E(Z;)). Plus généralement, on parle
d’approximation de type champ moyen lorsque, pour unisges voisins sont fixés a
des constantes. Ce champ de constaiites . , Z,, n'est pas arbitraire, il doit satisfaire
certaines conditions (Celewet al., 2003). La distribution markovienne (2) peut alors
etre approximée par :

n

P(z|An) ~ [ [ Plailz. i € Vi), )

i=1

De méme, la loi jointeP(x, z|¥,,,) et la loi markovienneP(z|x, ¥,,,) se trouvent ap-
proximées par des distributions factorisées. L'utfimade telles approximations mene
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a des algorithmes itératifs a deux étafmset (b) : a I'itération(q),
(a) Créer, apartirdes observationst de I'estimation courante des paramétbé,%),
une configuratiori%q), ... 249 i.e.des valeurs pour leg;.
De part les approximations précédentes, les deux pradgd@encontrés lors de la mise
en ceuvre de EM disparaissent, et par suite,
(b) Appliquer I'algorithme EM sur ce modele factorisé, afirokitenir, a partir du
paramétre courank ¢~ une nouvelle estimatiod?.
En particulier, I'algorithme echamp moyeronsiste, a partir de la distribution condi-
tionnelle P(z|x, ¥(¢~1), a fixer lesz'?) a I'estimation de leur moyenne, I'algorithme

m
en champ modah l'estimation de leur mode et 'algorithme ehamp sim# a les
simuler. En pratique, pour I'étafgb), une seule itération de I'algorithme EM est suffi-
sante. Dans ce cas, I'algorithme en champ moyen est I'élgoneEM variationnelde
(zhang, 1992).
L'utilisation d’un de ces algorithmes nous permet, pourgletexturen, d’obtenir des
estimateurs ji,x, ilmk)lgkgK des lois gaussiennes, ainsi que des estimafpiret
&, des parametres du champ caché. Cet ensemble de parsaﬁne;[rm ensuite étre
utilisé pour classer les régions d’'une image test dangsleagextures apprises.

4.2 Classification d’'une image test

L'objectif est de classer individuellement chacune degores dans une de¥l tex-
tures. Notons encore = (z1, ..., z,) lesn descripteurs extraits d’'une image (ou par-
tie d’image) de texture inconnue (image test). Chaque gdear est susceptible d’étre
issu d’'une des\/ textures possibles, et donc d'une dgd< sous-classes possibles. Il
est alors naturel de modéliser le champ caché par un chamadkov discret, pouvant
prendre les valeur§c,,,, m € [1, M],k € [1,K]}. Pouri = 1,...,n, on modélise
donc la probabilité d’observer le descriptaympar :

M K
P(zi|®) = > > P(Zi = il A) f(2:|Omi), (3)

m=1k=1

Comme dans la section 3, la fonction d’énergie du champapatest supposée se
décomposer en fonctions potentielles sur les singletbsigrdes paires. Son parameétre
noté A s'écrit alors sous la form& = (a,B), ou « est un vecteur de dimension
M K pondérant I'importance relative des différentes sdasses, et B est une matrice
M K x M K modélisant les interactions entre sous-classes agsoides sites voisins.
Il est alors naturel de fixex &€gal aux potentieléa,, )1<m < appris pendant la phase
d'apprentissage. Notons que cela revient a supposer gudifferentes textures sont
a priori équiprobables. De méme, les termes de la matrice B quurekant aux po-
tentiels d’interaction entre sous-classgs. et c,,; d’'une méme texturen sont fixés
aux B,, (k, 1) appris. Les autres termes, au contraire, concernent lesaiitons entre
sous-classes associées a des textures differentepddaibilité pour les estimer serait
d’'effectuer I'apprentissage sur des images multi-tex¢ungais comme souligné dans
(Lazebniket al, 2003a), I'estimation de ces termes serait mauvaise dutaftible
nombre d'arcs entre sous-classes de textures differeBtepratique ils sont fixés a
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une valeur constante qui peut varier selon le degré dactem que I'on souhaite{10

pour nos expérimentations). La matrBeest donc construite de la maniére suivante :
sur la diagonale, les matricé%1 et en dehors, la constante choisie. Enfin, il est logique

de fixer les®,,x aux@mk obtenus par I'apprentissage. Au final, on obtient donc une

valeur du parametré = (&,B @) de la loi d’'une image quelconque.

Une texturen étant composée dés sous-classes,, 1, ..., cnk, il est naturel de clas-

ser un descripteur; dans la texturen maximisantZkK:1 P(Z; = ¢imk|zi, ¥) et donc

maximisanty ;, P(Z; = ¢,k A) f(i|©,n1). Cependant, la loi markovienne de

fait intervenir la classification inconnug des sitesj voisins de:, et n’est donc pas

calculable directement. On peut cependant réappliquyeireipe du champ moyen sur

les paramétred laissés fixes. Pour toute sous classaotonst(q_l) une approxima-
tion & I'tération(q — 1) det; . = P(Z; = c|z;, ®). A l'itération (¢) pour le sitei, un
nouveau champ de vmsméq) (q) est créé a I’ étapéa) a partir des parametres

¥ et dest;qf) Le principe du champ moyen conduit a réestimer a l'éap Iest(‘”
par:

t1) o P(Zi = cl(57) jevieys A) f(:]00)
c'estadire par:

HY ocexp(a+ Y Ble,27) f(zi]©.).
JEV(i)
Pour rendre la comparaison avec d’autres algorithmes 8axtion 5) plus claire, on

utilisera également la notatlo?rjq, qui vaut 1 siz; appartient & la sous-classe et0
sinon. La formule précédente s’écrit alors :

t,g?c o exp(ée) f(2i]©.) exp( Z ZB ¢, ) (q) 4)
jev() <

5 Autres algorithmes de classification de textures

Pour comparaison, nous considérons également d’adtgresthmes pour I'appren-
tissage de textures : la relaxation (Rosenétldl., 1976), et I'algorithme Neighborhood
EM (Ambroiseet al,, 1997).

5.1 Relaxation

Il s’agit d’'une méthode courante en vision, notammenis&# dans (Lazebni al.,
2003a), pour ajouter simplement du spatial, par un termeitkspLe principe consiste
a raffiner les probabilités . = P(Z; = c|z;, ¥) utilisées dans la régle de classifica-
tion. A l'itération (¢), les nouvelles probabilité:(??g sont réestimées a partir dﬁ,%’l)
par:

0 oY1+ Y ZB e, ) i) (5)

JEV(i) ¢
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ou le termeB(c, ¢’) exprime a quel point les sous-class&t ¢’ sont compatibles. Dans
(Lazebniket al, 2003a), ce terme est calculé comme une co-occurence poxIs@us-
classes: et ¢’ associées a une méme texture, et fixé a une constagétiveesinon.
Notons que la matric&(c, ¢') ainsi définie joue un réle comparable a la matrice B du
champ de Markov : elle traduit la force d’interaction enterg dlifférentes sous-classes.
Dans (Lazebnilet al,, 2003a), la méthode de classification de textures estVarsid :
I'algorithme est initialisé par

%) = P(Z; = cla;, ¥™)

ol ¥ désigne une estimateur de obtenu par application de I'algorithme EM pour
chacune des textures (ce qui suppose que les descriptantrindépendants). No-
tons que dans ce ca®, correpond aux proportion®.} = {pmr,m € [1,M],k €

[1, K]} du mélange, ainsi qu'aux paramet{@.} = {®,,x,m € [1, M),k € [1, K]}
des gaussiennes. L'algorithme de relaxation ne convetgess) un certain nombre
d'itérations sont effectuées (N=200 en pratique). Urcdpteurz; est enfin classé en
fonction deg!"’, selon la méme regle que dans la Section 4.2.

i,c !
Notons qu’une classification de base obtenue a I’aidetﬂiéa:onsiste a classer un
descripteur:; dans la texture de plus grande vraisemblance relativeaxenpour un
modele de mélange indépendant (c’est la méthode queaymqellerons “Maximum de
vraisemblance” dans la Section 6).

5.2 Algorithme Neighborhood EM

L'algorithmeNeighborhood EMou NEM (Ambroiseet al,, 1997) est une pénalisation
de l'algorithme EM, permettant d'ajouter de l'informatigpatiale pour des données
modélisées par un mélange indépendant. S'inspirata &ction 4, une méthode de
classification de textures basées sur cet algorithme ssidante : les paramétrési=}
(les proportions du mélange) g™} (les parameétres des gaussiennes) des differentes
textures sont appris en appliguant NEM. Dans la phase dedmstime souligné en
Section 4.2, la classification pourrait consiter & classedescripteur dans la texture
m maximisanty ~, P(Z; = cpr|xi, \il), mais en pratique les résultats sont grandement
améliorés en réappliquant NEM au mélange avec paraséixés®. Dans ce cas, les
probabilitég; . sont réestimées a l'itératidg) par :

#0 oc p (2@ exp( Y. Y Ble,d) £V 6)

Jev(i)

ou le termeB(c, ¢’) a la méme fonction et est estimé de la méme maniére quelgpou
relaxation.

Remarquons que dans I'algorithme NEM, a chaque itératiomodele de mélange est
sous-jacent, ce qui se note dans la formule (6) par la pcesinterme™ f(x;|@%™).
Dans la relaxation au contraire, la formule (5) nous montraucun modele sous-
jacent n'est supposé. Dans la formule (4) des algorithra¢gae champ moyen, comme
souligné en Section 3, le termep(a.) peut étre comparé aux proportiopis" du
mélange. En fait, dans le cas particulier ou les parasétont fixés, I'algorithme en
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champ moyen est équivalent a I'algorithme NEM. Pour lggpathmes en champs
modal et simulé, le terme dans I'exponentielle différﬁg?c",l) est un réel estimant

P(Z; = |, \il), alors quezj(.?c), prend la valeuf ou 1 selon queZ; ait été affecté

alaclasse’ ou simulé dans’ par la 10i P(.|z;, (Z)) jev (i), ¥)-

6 Reésultats ex@rimentaux

Les expériences sont effectuées sur des images de 7dsxdifféerentes dont un
échantillon se trouve dans la Figure 2.

T1 T2 T3
Brique Moquette Fauteuil

T5 T6 T7
Bois

— -
=

57

FIG. 2 —Echantillon des 7 textures utilisees pour les expérigence

La base d'apprentissage est composée de 10 images umietgpdur chacune des
7 textures (soit un total de 70 images). Pour simplifier, raysposons qu& = 10
pour chacune des textures (en fait, la selectiodgar I'application du Critere d'In-
formation Bayésien (BIC) de Schwartz (Celeeixal, 2003) ne semble pas apporter
d’amélioration significative). De méme, nous nous somrasgeints a des matrices de
covariances diagonales. Parmi ces modeles, pour chaxjueete, BIC sélectionne
celles de la formé&,,,, = o2, I pour toutk = 1... K (encore une fois, un modele de
la formeX,.x = o2, I n"améliore que trés peu les résultats, tout en augmetrézs
significativement les temps de calcul).

6.1 Reconnaissance d’'images uni-texture

Nous testons notre méthode sur une base de test compréhanades de chaque
texture non utilisées dans la phase d’apprentissage. bieda 1 donne les taux de
bonne classification de I'ensemble des régions, c’estey gour chaque texture, le
pourcentage de descripteurs de la textureffectivement classés dans la textute
Les differentes lignes se réferent aux algorithmes vasgdemment (les résultats cor-
respondant aux champs moyen et modal ne sont pas repa@it@s mieux équivalents
a ceux du champ simulé).

Les résultats de la Table 1 confirment l'intérét de prereln compte I'organisation
spatiale des descripteurs : la classification par maximunraisemblance donne des
taux de classification significativement inférieure p@srtextures 1 a 5 (de -20 & -34%).
Pour les textures 6 et 7, 'amélioration est moins notaD&maniere générale, toutes
les méthodes semblent avoir du mal a apprendre les te@uee?7. Ceci s'explique par

121



CAp 2005

Texture T1| T2 | T3 | T4 | T5|T6 | T7

Max. vraisemblancg| 48 | 77 | 52 | 56 | 51 | 17 | 30
Relaxation 78 | 96 | 72 | 86 | 80 | 19 | 42
NEM 82|98 | 78| 88| 80 | 20 | 43
Champ simulé 81|97 | 77| 80| 86 | 26 | 46

TAB. 1 —% de bonne classification des régions sur des images uni¢sx

le fait que ces deux textures contiennent des images aveeglertisques changements
de luminosité, rendant I'apprentissage d'autant plufcdi.

NEM et I'algorithme en champ simulé améliorent les tauxctissification pour cha-
cune des textures par rapport a la relaxation. En effet dalgorithme de relaxation,
aucun modele n’est suppose et les itérations sont emégntes du modele utilisé pour
les données. Au contraire, NEM est originellement faitqppaoumodéle de mélange, si
bien que ce modele de mélange est pris en compte a ch&gatoh. La méthode uti-
lisant les champs de Markov est quant a elle la seule olelesriphteurs sont modélisés
comme des variables statistiques dépendantes.

Le taux de bonne classification de NEM est plus élevé que dalchamp simulé pour
les textures 1 a 4, mais plus faible pour les textures 5 &n"mByenne, c’est I'algo-
rithme en champ simulé qui apparait le plus performant43% de reconnaissance
pour I'algorithme en champ simulé contre 69.86% pour NEM).

Ces premiéres expériences montrent qu’il y a un apponifgigtif a ajouter de I'in-
formation spatiale entre les descripteurs. Il apparait @neoqu’il est plus judicieux
d'utiliser un modele paramétrique, comme le modele ééamgje (NEM) ou son exten-
sion aux champs de Markov (algorithme de type champ moyenl, fapprentissage
comme pour le test.

Notons toutefois les bonnes performances de I'algoritheneethxation malgré I'ab-
sence des données dans l'itération (5). Ces dernieremmieprises en compte que
dans l'initialisation, ce qui correspond a un principe daximum a priori et non a
posteriori comme le recommande la théorie statistique ékplication de ces bonnes
performances est sans doute la robustesse d’'un tel algerifs & vis de la mauvaise
adéquation du modele de mélange aux données. Il néegis & ce jour de test statis-
tique pour tester I'hypothése de mélange mais une voippdiche est envisageable,
basée sur un prétraitement des données visant a legerphds proches du modele
choisi.

6.2 Sur des images multi-textures

Les differents algorithmes sont également testés sum@ges multi-textures, dont
5 artificiellement créées. Des exemples de classificatdmenues sont présentés dans
les Figures 3 a 8.

La Figure 3 est un exemple de segmentation obtenue par legofithines étudiés
précédemment : le maximum de vraisemblance, la relaxatiBM et le champ simulé.

Il en ressort clairement que la prise en compte de l'infoiomaspatiale (par la re-
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Brique

Moquette Fauteuil

FIG. 3 —De haut en bas : classification obtenue par le maximum desvndikance, la relaxation,
NEM et I'algorithme en champ simulé, sur une image compak&fauteuil et de bois

laxation, NEM, ou le champ simulé), améliore la classifaa De plus on observe
que, parmi ces algorithmes spatiaux, c’est celui utilissr@ modélisation explicite des
dépendances (champ de Markov caché estimé par I'digoeiten champ simulé) qui
donne les meilleurs résultats. En outre, on observe quetpiette est tres bien recon-
nue, alors que quelques erreurs subsistent avec le boiséS8dtats vont dans le sens
de ceux obtenus sur des images uni-textures, le bois atganta appris.

Un autre exemple illustrant I'intérét de la prise en coengé I'organisation spatiale

des descripteurs est donné Figure 4 : I'algorithme en chsimplé permet une bien
meilleure segmentation que le maximum de vraisemblance.

Brique Moquette Fauteuil Sol 1 Sol 2 Marbre Bois

FIG. 4 —Classification obtenue par le maximum de vraisemblance 4at) let I'algorithme en
champ simulé (en bas), sur une image composée de moqtidédeis

Les Figures 5 a 8 sont des exemples de classifications adsqraw I'algorithme en
champ simulé. On notera (Figure 5) les performances ddgatifime spatial sur une
image artificielle, constituée de 4 bouts d’'images.

En Figure 6, on observe clairement le comportement de Itdlgoe en champ si-
mulé : le marbre est mal reconnu (ce qui était un résutttipible au vu du Tableau 1),
mais c’est surtout avec la brique et le bois qu'il est conforieh effet, cet algorithme
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Brique

Moquette Fauteuil Sol1 Sol 2 Marbre

FIG. 5 — Classification obtenue par I'algorithme en champ simulig,une image artificielle
composée de sol 1, de fauteuil, de moquette et de sol 2.

spatial tend a regrouper les sites voisins dans un mémsss;lat va donc, de proche
en proche, classer une partie des sites correspondant duentams I'une des deux
textures présentes aux alentours, la brique et le bois.

Brique Moquette Fauteuil Sol1 Sol 2 Marbre Bois

SN

FIG. 6 —Classification obtenue par I'algorithme en champ simule use image composée de
briques, de marbre et de bois.

Enfin, les Figures 7 et 8 mettent en relief les problemes assification lorsque la
qualité de I'image diminue. En effet, en Figure 7, l'aréglan (le bois) est flou, et
les résultats obtenus sont médiocres (noter que surdémeette de la Figure 3, ils
sont bien meilleurs). En Figure 8, une partie de I'image {@ccurence les briques) est
mal éclairée, si bien que les sites correspondants stativeament mal classés, alors
que la texture brique a été bien apprise (81% de bonneiftctag®n sur les images
uni-textures). Plus qu’une limitation de nos algorithnésst plutdt la qualité du des-
cripteur que doit &tre mis en défaut. La possibilité di'sgr d’autres descripteurs plus
invariants au problémes de luminosité est a envisager.

De maniere générale, notons que la plupart de erreurieonprés des bords, ou aux
frontieres entre textures differentes. Ceci suggeelguraphe de voisinage pourrait
etre repensé pour limiter ce phénomeéne.

Brique Moquette

Fauteuil Sol 1 Sol 2 Marbre

FIG. 7 — Classification obtenue par I'algorithme en champ simuli, e image de qualité
moindre composée de fauteuil et de bois (partie bois floue).
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Brique

Moquette Fauteuil Sol 1 Sol 2 Marbre Bois

FIG. 8 —Classification obtenue par I'algorithme en champ simulée une image avec mauvais
éclairage composée de fauteuil et de briques.

7 Conclusion et perspectives

Notre travail s'est basé sur des techniques récentesgigipigon d’image a I'aide
de descripteurs calculés en un certain nombre de poingstéaistiques de I'image.
Notre objectif était de montrer que des modeles statisigparamétriques pouvaient
étre introduits pour rendre compte de I'organisationigp@et géomeétrique de ces des-
cripteurs. Les champs de Markov cachés étaient des casdidturels, que nous avons
expérimentés dans le cadre de la reconnaissance deg®xtiutilisation de modeles
markoviens pour la ségmentation d'images caracté&igae une grille réguliere de
pixels est standard, mais leur introduction en reconnaégsaour modéliser des vec-
teurs caractéristiques irrégulierement espacésastalle. Dans ce contexte, les pa-
rametres de ces modeles ont une interprétation nagurekrtains (lesy,,;) peuvent
étre assimilés a des proportions sur les textures, gloegd’autres (la matrice B) a des
intéractions spatiales. Dans notre méthode, ces parasmsont estimés, ou bien fixés
pour incorporer de la connaissarepriori sur les textures.

Des résultats obtenus sur des images uni ou multi textorgpsometteurs. lls mettent
notamment a jour I'intérét de prendre en compte I'orgafion spatiale des descripteurs.
De plus, I'utilisation d’'un modele rendant explicitemempte de ces dépendances
(champ markovien) améliore les taux de reconnaissandenNgjue les résultats pour-
raient sans doute encore &tre améliorés en effectualetsstionnées des transformations
préliminaires visant & les rendre plus proche du modtlis@i(un mélange gaussien).
Plus précisément, on pourra envisager de coupler desforamations de type Box-Cox
avec des tests de gaussianité en grande dimension.

Par ailleurs, le formalisme général présenté dans p&ppaourrait étre envisagé dans
d’autres contextes, en reconnaissance d'objets par eeeMpls avant cela, une étude
plus spécifiqgue du choix de la structure de voisinage se&giessaire, en particulier
concernant la définition d’'un graphe de voisinage présdrau maximum l'invariance
affine. Enfin, la méthodologie pourrait &tre testée efhisatit d'autres techniques de
description d'images.
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Résune : Les probemes de chemin le plus court stochastique (SSP : Stochastic
Shortest Path problem), un sous-ensemble deséqmuds de écision markoviens
(MDPs), peuvenétre efficacement tfges en utilisant I'algorithm®&eal-Time Dy-
namic ProgrammingRTDP). Toutefois, les mades des MDPs sont souvent in-
certains (obtenua I'aide de statistiques ou par intuition). Une approche usuelle
est alors la planification robuste : chercher la meilleure politique sous le pire
mockle. Cet article montre comment RTDP pétite rendu robuste dans le cas
commun @ I'on sait que les probabiBis de transition se trouvent dans un inter-
valle donré. Cela permet d’effectuer une planification en tenant compte de I'in-
certitude d’un modle appris alors que les approches classiques font I'hggeth
d’'un mockle “moyen”.

1 Introduction

Pour la planification dans le cadre de l&dhie de la dcision, les proldmes de
décision markoviens (Bertsekas & Tsitsiklis, 1996) sont d’'u@rttmajeur quand un
mockle probabilitiste du domaine est disponible. Divers algorithmes permettent de trou-
ver un plan (une politique) optimisant I'esfance de I'utilié & long terme. Toutefois,
les iesultats de convergence vers la politique optim&pethdent tous de 'hypatlse
gue le moéle probabiliste du domaine esggis.

Malheureusement, un grand nombre de Bled de MDPs sont bas sur des proba-
bilités (et Ecompenses) incertaines. Nombre d’entre eligzeddent de mades statis-
tiques de sysimes physiques ou naturels, tels que pour le d@ntf'usines ou I'analyse
de comportements d’animaux. Ces rates statistiques sont parfois basur des simu-
lations (elles-r@mesttant des mogles matbmatiques), des observations d’un gyse
réel ou une expertise humaine.

Travailler avec des mades incertains requiert d’abord depondrea deux questions
étroitement lees : 1- comment médiser 'incertitude, et 2— comment utiliser le nmad
résultant. Les travaux existants montrent que l'incertitude est parfoiesepea tra-
vers un ensemble de mélés possibles chacurétant assige une probabilé (Munos,
2001). L'exemple le plus simple est celui d’'un ensemble deatesdpossibles que I'on
consicere dégales probabilés (Bagnellet al, 2001; Nilim & Ghaoui, 2004). Mais
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plutdt que de construire un ensemligentuellement infini de medes, nous choi-
sissons de repsenter l'incertitude sur le meéte en @finissant chaque probabdit
I'int érieur du moéle comme se trouvant dans un intervalle do@ivanet al., 2000;
Hosakeet al., 2001).

Les probabilies incertaines oréte étudiées dans des prabhes d'allocation de res-
sources pour trouver le mékk le plus adagt(Munos, 2001) :

— ressource temporelle : comment explorer efficacement (Strehl & Littman, 2004),

et

— ressource spatiale : comment agggr destats (Givaret al, 2000) ;
et dans le but de trouver des politiques robustes (Bagnell, 2001; Hosakaet al.,
2001; Nilim & Ghaoui, 2004). Nous nous concentrons sur ces derniers, éoastdin
jeua deux joueursl'adversaire choisi parmi les mekks possibles celui quéedrade
le plus I'utilité & long-terme.

Notre principal objectif est deé&belopper un planificateur efficace pour un sous-
ensemble commun de MDPs pour lesquels toutes les politiques optimales ont la ga-
rantie de s'ater dans urétat terminal : les proBmes de chemin le plus court sto-
chastique (SSP : Stochastic Shortest Path). L'algorithme gldRézt-Time Dynamic
Programming(RTDP) (Bartoet al,, 1995) est particulirement adaptaux SSPs, trou-
vant de bonnes politiques rapidement et aeassitant pas une exploration coatplde
I'espace détats.

Cet article montre que RTDP peétre rendu robuste, permettant ainsi une planifi-
cation plus adagea un moele incertain parce qu’appris par &pnentations, voire
par intuition. En section 2, nousgsentons les SSPs, RTDP et la robustesse. Puis la
section 3 explique comment RTDP péite transforra en un algorithme robuste. Fi-
nalement, des eximentations sont psenges pour analyser le comportement de I'al-
gorithme obtenu, avant une discussion et conclusion.

2 Contexte

2.1 Chemin le plus court stochastique

Un probEme de chemin le plus court stochastique (Bertsekas & Tsitsiklis, 1996)
est cfini ici par un uplet(S, so, G, A, T, c). Il décrit un probéme de confile ai S
est I'ensemble fini degtats du syseme,sy, € S est unétat de épart, etG C S
est un ensemble @tats butsA est 'ensemble fini deactions possibles. Les actions
contidlent les transitions d’'ultats a un autres’ selon la dynamique probabiliste du
syseme, @&crite par lafonction de transition 7' définie parT'(s,a,s’) = Pr(si11 =
s'|sy = s,a; = a). L'objectif est d’optimiser une mesure de performancetkasur la
fonctiondecditc: S x A x § — Rt 2

Les SSP regeirent I'hypottese qu'il existe une politique propre, c'ésire pour
laguelle unétat but est accessible depuis tétdat dansS, de sorte qu'il n’est pas pos-
sible de rester blogudans un sous-ensemblétdits. On fait de plus I'hypo#ise qu'une

1Ce travail est grseng plus en étails dans (Buffet & Aberdeen, 2004).
2| e mockle nétant pas certain, nous ne faisons pas I'hypsthusuelle(s, a) = E,/[c(s, a, s')].
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politique impropre conduid un cdit a long terme infini pour au moins wetat. Un al-
gorithme de ésolution d’un SSP doit trouver upelitique associand chaqueetat une
distribution de probabilé sur les actions : S — II(A) qui optimise lecodt a long
terme J défini comme 'esprance de la somme degltspour atteindre utat but.
Dans cet article, nous congitbns des SSRsdes fins de planification, avec connais-

sance comgglte de I'uplet éfinissant le prol@me :(S, s¢, G, A, T, ¢). Dans ce cadre,
des algorithmes de programmation dynamique stochastique biens connus w&tugue
Iteration (VI) permettent de trouver une politiquétgrministe optimale. Value Iteration
fonctionne en calculant la fonctiof (s) qui donne I'esprance de diit & long terme (fi-
nie avec I'hypotiese faite d’existence d’une politique propre) des politiques optimales.
C’est le point fixe solution (unique) deslquation de Bellman :

J(s) = min Y T(s,a,s)[c(s,a,s)+ J(s)]. (1)

cA
“ s'es

Mettre a jour J par cette formule entfae la convergence asymptotique vei's Pour
des raisons pratiques, nous introduisons ausgialeur :

Q(s,a) = Z T(s,a,s)|c(s,a,s) + J(s)].
s'eS
Les SSPs peuvent facilemeite vus comme des prashes de chemin le plus court
dans lesquels choisir un chemin neme que de maere probabiliste vers la destination
esferée. lls peuvent repsenter un sous-ensemblestutile des MDPs, puisqu'il s’agit
essentiellement de MDRshorizon finis.

2.2 RTDP

L'algorithme Trial based Real-Time Dynamic Programmi@TDP), introduit dans
(Barto et al,, 1995), utilise le fait que les €bs du SSP sont positifs et 'hypatbe
suppementaire que chaque essai (parcours depktistide épart) atteindra uétat but
avec une probabikt 1. Ainsi, avec une initialisation nulle de la fonction déita long
terme J, J comme les@-valeurs croissent de mame monotone durant leur calcul
itératif.

L'id ée derrere RTDP (algorithme 1) est de suivre des chemins depiie ke épart
sp en choisissant toujours de mare gloutonne des actions as$&s au cbt a long
terme le plus bas, et en mettanfour Q(s,a) au fur et mesure que lestatss sont
rencontés. En d'autres termes, I'action choisie est celle dont ogrespu’elle nénera
aux caits futurs les plus bas, jus@ute que les calculsatatifs montrent qu’une autre
action semble pouvoir faire mieux.

RTDP a I'avantage de viteviter les plans qui conduiraieatdes catsélewes. Ainsi,
I'exploration regarde principalement un sous-ensemble prometteur de I'esjgéats d’
Toutefois, parce que I'algorithme suit les chemins en suivant la dynamique @ursyst
les transitions rares ne sont prises en compte que rarement. L'utilisation de la simulation
permet d’obtenir de bonnes politiqués,tmais au prix d’une convergence finale lente,
du fait de la mauvaise équence de mis& jour des transitions rares.

30n consi@rera toujours la versiamial basedde RTDP.

129



CAp 2005

Algorithme 1 Algorithme RTDP pour SSPs
RTDP(s : état)// s = sq
repéter
ESSAIRTDR(s)
jusqu’a/l pas de condition d’ar&t

ESSAIRTDP(s : état)
tant que —-BUT(s) faire
a =ACTIONGLOUTONNE(s)
J(s)= Q(Sv Cl)
$ =CHOISIRETAT SUIVANT (s, a)
fin tant que

2.3 Robust Value lteration
Pessimisme et optimisme

Nous passons maintenant au peshe de tenir compte de l'incertitude du nibel
lors de la recherche d’'une “meilleure” politique. L'ensemble (potentiellement infini)
des moeéles possibles est 1.

Une approche simpliste est de calculer le glednoyen suiM, ou le moele le plus
probable, puis d'utiliser des @hodes d’optimisation standard pour SSPs. De telles
approches ne garantissent rien sur létéolong terme de la politique si le vrai mele
differe de celui choisi pour I'optimisation.

Nous suivons 'approcheétrite dans (Bagne#t al, 2001), laquelle consisgetrou-
ver une politique se comportant bien face au pire e®dossible. Cela revierit
consicerer un jeua deux joueurs ed somme nulle, i.e.wole gain d'un joueur est la
perte de l'autre. Le joueur choisit une politique sur les actions (dans I'espace de poli-
tiques stochastiqud$ 4) alors que son adversaire “perturbateur” choisit simé@ment
une politique sur les mades (dans I'espacd »(). Comme c’est un jeu simulténles
politiques optimales peuvelétre stochastiques. Celaemea un algorithme de type
max-min 4

max min Jr,, x.(S0)-
€l maclly A

Dans ce jeu SSP, Value lIteration converge vers une solution fixe (Patek & Bertsekas,
1999).

Il est aussi possible d@tre optimiste, cons&tant que les deux joueurs collaborent
(du fait gu’ils endurent les Bmes cts), ce qui transforme max en unmin dans la
formule pecedente. Ce second cas éslivalenta un SSP classiqualaine dcision
consiste en le choix d'une acti@tid’'un mockle local.

“4Le jeuétant simultag, I'ordre entremax etmin est sans importance.
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Localite

Un tel algorithme max-min serait particatement céteuxa impementer. Mme
en restreignant la rechercleune politique @terministe sur les mades, il faudrait
calculer la fonction de dtt a long terme optimale pour chaque nételavant de choisir
le pire moale et la politique optimale asséei. Toutefois, un processus plus simple
peutétre utili€ pour calculet/ en cherchant en @me temps le pire mede. Il faut
pour cela faire I'hypothse que les distributionE(s, a,-) sont incependantes d'une
paireétat-action(s, a) a I'autre. Cette hypo#se n’est pas toujours valide, mais rend les
choses plus faciles pour I'adversaire puisqu'il peut ainsi chaisiavers un ensemble
de moelesélargi. On ne risque alors que d'avoir des politiques “trop robustes” (parce
gue trop pessimistes).

Parce que nous faisons I'hypéte d'une infpendance au niveaétat-action” (pas
seulement au niveatetat”), c’estéquivalenta une situation @ le second joueur prend
une cecision épendant de &tat courant et de I'action du premier joueur. Cette situation
revienta un jeuséquentieloll le mouvement du joueur @dent est connu du joueur
suivant : les deux joueurs peuvent agir de reamicbterministe sans perte d’efficait

Le resultat de cette hypotise est que le pire mekk peugtre choisi localement quand
@ est misa jour pour une pairétat-action donee. Comme on peut le voir sur I'algo-
rithme 2, le pire modle localm? peut changer pendant que I@svaleursévoluent. De
préccdentes misea jour des cats a long terme détats atteignables peuvent changer
leur ordre relatif, de sorte que leasultats consiglés comme les plus mauvais ne sont
pas les rdBmes.

Algorithme 2 Robust Value Iteration (pour un SSP)
Initialiser J to 0.
repéter
pour tout s : étatfaire
pour tout « : actionfaire
Qumax(s, @) — maxmecpme Yo geg Tma(s,a,8") [J(5') + cme(s,a, )]
fin pour
J(l> — minaEA Qmax(& a)
fin pour
jusqu’a J converge

L'apport principale de cet article est de montrer que RTDP péeat renduobuste
permettant la planification dans des domaines girands et incertains, en assurant le
comportement dans le pire cas.

3 Robust RTDP

Nous consiérons @sormais des SSPs incertaiases sur des intervallesou 7'(s, a, s')
se trouve dans un intervall@r™®(s'|s, a), Pr™#*(s'|s,a)]. La figure 1 montre un
exemple d'un tel SSP. Nous discutons I'approche pessimiste, I'optimiste aniedest
résultats similaires.
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FiG. 1 — Deux vues d'un ame SSP, selon que l'incertitude sur le rakedest prise en
compte (cdits entre paren#fses). Dans le SSP incertain, I'actiofn sera peférée du
fait qu’elle atteint rapidement le but.

Pour une pairétat-action donge (s, a), il existe une listeR = (s},--- ,s},) d’états
atteignablesR est choisi pour “reachable”). Pour chadgtat atteignablel’(s, a, s;) €
I; = [pin, pmax]. Ainsi, les mo@les possibles sont ceux qui respectent les contraintes

repésenées par ces intervalles tout en assubantl'(s, a, s;) = 1. La figure 2 illustre
ceci avec troi®tats atteignables.

7 \\. /I
7 ‘.\ a Ay
; . ; R
min s . / . A
Py N ¥ N
st N
BN
\

I / , - \ ,
53 52 e T 52

FIG. 2 — Un triangle est un simplexe réggentant toutes les distributions de probabilit
possibles pour troisasultats diferents Pr(s;) = 1 au sommet’). Sur le triangle de
gauche, le tragze montre l'intervalle-contrainte posf. Le triangle de droite montre
les moatles possiblea I'intersection des trois intervalles-contraintes.

Pires moeles locaux —

L’ étape de maximisation pour calcul@s, a) dans I'algorithme 2 est effecbe en
donnant la plus grande probalglitu pire esultat. Ceci requiert d’abord d’ordonner
les états atteignables de mané decroissante selon les valeurs(s, a, s}) + J(s}) >
c(s,a,s5) + J(sh) > ---c(s,a,s)) + J(s),). Apres, la pire distribution est celle asso-
ciant la plus grand probabilitau premieétats’, puisa s, et ainsi de suite jusqa’s),.
Comme indiqé dans (Givaret al, 2000), il estquivalent de trouver I'index € [1..k]
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tel que
r—1 k
Zp’linax + Zp;nln S 1
i=1 i=r

Les transitions de probabgis Esultantes sont alors :

N prexif i <r
PT(Si) - { p/ILvnin ifi>r (2)
k
Pr(s,) = 1— Y Pr(s). (3)
i=1,ir

En utilisant la borne [@-calcuée B,,;, = Zlep;“i“, I'algorithme 3 donne une im-
plementation comgtte. L'algorithme déri par insertior? est choisi pour profiter de ce
gue la liste sera souvené@ ordoniee.

Algorithme 3 Pire moele pour la pairétat-action(s, a)

PIREMODELE(s : état,a : action)

R = (s}, ,s}.) = ETATSATTEIGNABLES(s,a)

TRI(R)

i =1, borne = Bnin

tant que (borne — pi" 4 pnax < 1) faire
borne «+ borne — pin + pmax

7
max

Pr(s}) « p}

1—1+1
fin tant que
r=1

Pr(sl) « 1 — (borne — p™in)

pour tout i € {r +1,...,k} faire
Pr(s}) — p™”

fin pour

return(R, Pr(-))

En résung, Robust VI sur un SSP basur des intervalles consisieappliquer Value
Iteration tout en mettarit jour les probabilés de transitiom travers I'algorithme 3.

Nous n’avons besoin que d’'un seul pire ratdpour calculer les pirgg-valeurs. Tou-
tefois, parce que plusieugtats atteignableg peuvent avoir la ldme valeur(s, a, s;)+
J(s;) ques,. (on note cet ensemble &tatsS,), il peut y avoir une infiné de pire
mockles locawéquivalents. Tout maee ne diferant que par la distribution de la masse
de probabilie parmi lesttatsegalement mauvais d¥. est aussi un pire mede local.

Pires moales globaux —

Contrairement VI, RTDP ne visite pasétessairement tout I'espaceetiits. C'est
pourquoi (Bartcet al,, 1995) introduit la notion dtatpertinent(“relevant state”), que

Shttp ://en.wikipedia.org/wiki/lnsertion _sort
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nousétendons au cas incertain : &tats est ditétrepertinentpour M s'il existe unétat
de tepartsg, un moaklem € M et une politique optimale sous ce moéle tels ques
peutétre atteint de Btats, quand le confileur utilise cette politique sous ce md.

Cette notion est importante parce que deux éhesl locauxeégalement mauvais sur
une paireétat-action peuvent interdire I'agsa différentsétats, de sorte que pour deux
mocklesm; etms,, unétat peuttre pertinent (dans le sens de (Batal., 1995)) dans
m, mais pas dansi,. Mais RTDP ne devrait pas trouver une politique optimale juste
pour lesétats pertinents d'un seul pire nigd global. Et la politique ne doit pas s’appli-
guera tous lestats possibles. Elle devrait s’appliqietous leftatsatteignablesous
toutmockle (pour des politiques optimales), izetous lestats pertinents. Mais couvrir
les états pertinents du pire mek utilise pour e-evaluer lesQ-valeurs ne couvre pas
nécessairement tous lésats pertinents pouk1 : cela cepend du moéle utilise pour
choisir I'état suivant, c’es&-dire pour simuler la dynamique du siste.

Pouréviter de manquer desats pertinents, chaque nade local utili€ pour la si-
mulation doit assurer que toétat atteignable (d’aps.M) peutétre visie. Comme on
peut le voir sur la figure 2, I'ensemble des mteb locaux possibles pour une paire
état-action est un polytope conveaie: dimensions. Tout mase a l'intérieur de ce
polytope, excluant la frorgre, est ainsi approfripuisque, pour tout;, il garantie que
P(st|s,a) > 0.

Ainsi il existe un moéle globalm, qui peutétre emplog pour simuler la dynamique
du syséme sans manquer queldgeiat potentiellement atteignable qu'il soit.

3.1 Robust (Trial-Based) RTDP

RobustRTDP differe du RTDP original en ce que :

— A chaque fois que 'algorithme mafour I'évaluation d'urétat, I'adversaire cherche
le pire moele local, utili€ pour calculer leg)-valeurs.

— Pour I'exploration, I'algorithme suit une dynamique possible duesgstqui tient
compte de toutes les transitions possibles (utilisant legteod ;).

— Lesétats “pertinents” sont maintenant Esits atteignables en suivant une politique
optimale sous n'importe quel meké possible.

De la, nous pouvons adapi@&notre contexte le #oeme de convergence 2 de (Barto
et al, 1995), ainsi que la preuve correspondante, en discutant principalement les modi-
fications gqu’elle requiert.

Théoreme 1

Dans des prokimes de chemin le plus court stochastigueertain et avec aénuation,
robust Trial-Based RTDP, avecétat initial de chaque essai restreintin ensemble
d’états de dpart, converge (avec probal#litin) versJ* sur 'ensemble deétats per-
tinents, et la politique optimale du coaleur converge vers une politique optimale
(éventuellement non-stationnaire) sur I'ensembleé&tats pertinents, sous lemes
conditions que le thoeme 3 dans (Bartet al, 1995).
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Preuve :

La preuve dans (Bartet al, 1995) montre que lestats indfiniment mis jour par
RTDP sont legtats pertinents, de sorte qu'une preuve de convergence classique sur les
SSP peuétre invogqi@e.

Une premére remarque est qu'introduirgax,,c o4 dans la formule de mis& jour
ne change pas le fait qué est croissante et non-surestimante.

Dans notre cas, I'utilisation du made m, assure de masie similaire que legtats
indéfiniment misx jour par robust RTDP sont tous Ié&tats pertinents (du SSP incer-
tain).

Nous avonetabli que nous sommes dans un jéguentiel de type chemin le plus
court (“Stochastic Shortest Path Games"=SSPG). (Bertsekas & Tsitsiklis, 1996) montre
gu'il s’agit de cas particuliers de SSPGreral (simultarg). La convergence pour les
SSPGs gréraux est prouge dans la proposition 4.6 de (Patek & Bertsekas, 1999),
laguelleétablie que les diatsa long terme convergent avec une probasilitsur I'en-
semble deétats pertinents. |

Quel que soit le maogle €el, I'algorithme apprend toutes lesaisions optimales pour
toutétat pertinent sous I'hypoéise la plus pessimiste. @tat pertinent peut d'ailleurs
ne pastre atteignabla travers un pire made global, mais I'environnementel peut
y mener. Ainsi la politique doit couvrir tous lé&tats pertinents mais fait I’hypatke
gue le pire modle s’applique depuis cé&dats.

4 Expérimentations

LabelledRTDP (Bonet & Geffner, 2003) est une version mdzhifde RTDP qui peut
étre rendue robuste de mare similaire. Les exgriences effectes illustrent le com-
portement deobust LRTDP Dans ce but, il est compaauRobust Value Iterationle
Bagnell, ainsi qua LRTDP. Dans tous les cas, le aie de convergence est 1073 :

— pour LRTDP, urétats a conver@ si ses enfants aussi et si s@sidu|.J;(s) —

Ji(s)| est plus petit que, et

— pour VI, nous nous agtons quand le plus grand changement dans ¢ a&dong

terme d’unétat au court d’'uneé@ration est plus petit que

4.1 Coceur

Dans cette premre exggrimentation, nous comparons une politique non-robuste op-
timale avec une robuste sur le petit exemple de la figure 1-b. Le tableau 1 montre les
coltsa long terme egpés tteoriques de chaque politique sur le re@normal (plus
probable), ainsi que sur les melds pessimistes et optimistes. La politique robuste est
largement meilleure dans le cas pessimiste. On a ici un exemple caricatural du fait
gu’une politique robuste fait usage de transitions moins incertaines qu’une politique
qui est optimale pour le meéde le plus probable, dloune moins grande variabditde
son efficacié quand elle estvallee sur divers maeles.
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TAB. 1 — Evaluation tkorique de politiques robustes et non-robustes sur divers

mockles, concordant exactemenk évaluation empirique.
\ Normal Pessimiste Optimiste
Non-robuste| 2.90 8.90 1.70
Robuste 3.33 3.33 3.33

4.2 Lavoiture sur la montagne

Nous employons ici le probme de la voiture sur la montagne tel quifici dans
(Sutton & Barto, 1998) : partant du fond d'une &l une voiture doit ac@uir assez
d’élan pour atteindre le haut d’'une montagne (voir figure 3). La dynamiquecetist
la méme que dcrite dans le logiciel “mountain caf’L’objectif est de minimiser le

nombre de pas de temps pour atteindre le but.

Réaction de la route
Accélératio

Gravité

-12 Position

=1/

6

FiG. 3 — Le probéme de la voiture sur la montagne.

L'espace détat continu est disétis (grille 32 x 32) et le moale de transitions incer-
taines correspondant est obtenu pahantillonage deé000 transitions depuis chaque
paireétat-action(s, a). Pour chaque transition, on calcule les intervalles dans lesquels
se trouve le vrai mogle avec une confiance 88%. Ce calcul écrit en annexe B dans
(Buffet & Aberdeen, 2004) utilise la variance empirique et assure que leimde
plus probable satisfait les contraintes obtenues (on a donc toujours au moinsé&ie mod

possible).

Bhttp ://www.cs.ualberta.ca/sutton/MountainCar/MountainCar.html
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Résultats

Remarque mliminaire : simuler un chemin montr&geralement une voiture oscil-
lant plusieurs fois avant de quitter la @l Ceci a deux explications principales : 1- la
vitesse acquise est juste suffisante pour atteindre le sommet, et 2- ddendistetise
n'est pas assez @cis : appliquer la politique obtenue sur le vrai ratdmati@matique
(au lieu du discztise) devrait donner de bien meilleussultats.

La figure 4 montre la fonction de @ba long terme obtenue en utilisardlue itera-
tion, LRTDP et leur contreparties robustes sur le peafé de la voiture sur la montagne.
Les axest ety donnent la position et la vitesse de la voiture. Laxest I'esggrance du
colt jusqu’au but. Sur la surface est repené un exemple de chemin depuiétht de
déepart jusqua I'état but : il suit la politique gloutonne face au nédelle plus probable.

La forme gerérale de la surface obtenue est toujourséama, avec des parties de I'es-
pace détats inexploges par LRTDP et Robust LRTDP (comme attendu). éeelles
verticales sont bien plus grandes dans les cas robustes. Ceta lefait qu’atteindre le
but consomme bien plus de temps sous uné&mwgessimiste. Parce guepeut iciétre
interpiett comme le temps moyen avant d’atteindre le but, ces graphes montrent com-
ment I'accumulation de petites incertitudes peut amenges politiques plus longues.

Ici les temps sont multipdis par plus de.5.

Lors de I'exécution des quatre défents algorithmes, urvaluation de la politique
gloutonne courantetait effectiee tous led0+nStates = 10 240 misesa jour d’'uneQ-
valeur. Les ésultats apparaissent sur les figures 5 a) et b), I'axe des d@rdsmionnant
I'espérance de dit & long terme depuisétat de épart. Sur les deux sous-figures, les
algorithmes bass sur LRTDP obtiennent de bonnes politiques rapidement, mais ont
de longs temps de convergence de : X6 x 10° misesa jour, LRTDP=.00 x 108,
rV1=8.09 x 10%, rLRTDP=11.5 x 10°.

Une dernére mesure iressant@ observer est la “Value-at-Risk” (VaR),ame si
I'on cherche ici un comportement optimal face au pire Bledt non un comportement
minimisant le risque. La VaR donne, pour un seuil de “risque’[0, 1], le cdita long
termeJ’ tel quePr(J > J') < r. La figure 6 a) montre les courbes de Value-at-Risk
pour trois moéles possibles (moyen, bon et mauvais) et pour une politique optimale
normale et une politique optimale robuste @'on total de 6 courbes). Dans ce cas
précis, les courbes de l'une et l'autre politiques se superposent, leurs comportements
étant identiques sur chacun des trois &led. Il semble donc que la politique optimale
normale soit éja robuste, et qu’aucun effet particulier sur le risque n’est observable.

4.3 Navigation maritime

Le probEme de navigation utilesici partage des similaés avec la voiture sur la
montagne. Sa description corgf® peutétre trouee dans (Vanderbei, 1996), et une
autre utilisation se trouve dans (Peret & Garcia, 2004). Ici, 'espace esétiisoen
une grille del0 x 10, x8 angles de vent et8 directions possibles. Lincertitude de ce
syseéme est du@ I'évolution stochastique de la direction du vent. Le #ledncertain
est aussi appris en tirah®00 échantillons au hasard pour chaque péta-action, en
utilisant la néme confiance de5%.
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Planification robuste avec (L)RTDP
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2 x nStates) misesa jour deQ)-valeurs.
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Résultats

Les meémes tests oréte effectes que sur le probme de la voiture sur la montagne.
Les fonctions de dit a long terme obtenues montrent de€pbinenes similaires tels
que I'augmentation du temps pour atteindre le but. Seules les figures 5 ¢) et d) sont d’'un
intérét particulier, puisqu’elles montrent combien les algorithmes de la famille LRTDP
convergent vite. Dans ce prashe au plus grand nombre de dimensions, trouver des
solutions prend plus de temps aghbdit, mais LRTDP s’are tes efficace pougliminer
les chemins inefficaces. En fait, la plupart ddats pertinents se trouvent le long de
la diagonale principale du lac (la plupart detats lagraux peuvengtreévites par les
politiques optimales). Pour les diffents algorithmes, le temps de convergence est :
VI=3.67 x 105, LRTDP=0.49 x 106, rVI=5.22 x 10°, rLRTDP=0.60 x 10°.

Pour finir, la figure 6 b) donne les courbes de Value-at-Risk pour troishesgos-
sibles (moyen, bon et mauvais) et pour une politique optimale normale et une politique
optimale robuste. Contrairement au peabke de la voiture sur la montagne, on ob-
serve un comportement déffent selon que la politique est robuste ou non. En fait, dans
le cas de la politique robuste, les 3 courbes correspondants auwéBdiff modles
employés sont presque confondues (avec la courbe du milieu : “politique optimale nor-
male / mo@le moyen”). On en &duit que la recherche d’'une politique robustetam
a des prises deétisions diferentes “uniformisant” la prise de risque : la probailit
de cepasser un certain @ba long terme est la 8me quel que soit le métk €el du
syseme.

value-at-risk value-at-risk

002
0SZ

[ P
o a
S =3

0002
000t
0009
0008
0000T

20
20

144
0

Ssu
isu

uonebinen (q

90
90

aubrejuow e| Ins ainyiop (e

80
80

-~ [9pow 1s8q / Aoljod fewndo
--- |opow 1s10m / Aatjod rewndo

-

FIG. 6 — Courbes de Value-at-Risk pour les deux peofds consigrés et 3 modles de
réference.

Une autre ex@rimentation (Buffet & Aberdeen, 2004) confirme césultats sur un
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exemple illustrant cette approche sur un peohé de planification temporelle. Dans ce
cas, l'incertitude vient de ce que les probabgitdechec des diffrentesaches n'est
connue que par consultation d’experts du domaine (Aberdeal 2004).

5 Discussion et conclusion

Une extension directe de ce travail, sadgg par (Hosakat al., 2001), est de trouver
les meilleures dcisions face aux pires melds (comme nous le faisons dans cet article),
puis de choisir parmi celles-ci legdisions optimales pour unockle optimisteCette
idée aéte developgee dans I'annexe C de (Buffet & Aberdeen, 2004). Si les calculs
suppementaires requis sont raisonnables, ils ne sont utiles que si diverses politiques
robustestquivalentes existent, avec une variabilite leurs &ésultats sur des metks
optimistes.

L'approche de la robustesse adegptians ce papier consi@ que I'on connait un en-
semble de magles possibles. Une question ouverte est de savoir s'il est possible d'uti-
liser plus d'information issue du meétk incertain en prenant en compte la distribution
de probabilié sur les modles possibles.

De manere similaire, I'incertitude sur le méte aét# consi@ree pour apprendre
un mockle pendant la planification (Strehl & Littman, 2004). L'algorithme pré@pest
optimiste, mais ne semble pas s'adagietre cadre dans la mesunelbevolution du
mockle brise I'hypotse de “non-surestimation’s € S, ¢t > 0, Ji(s) < J*(s). Il
reste toutefois important de noter quobustRTDP ne souffrirait pas @tre utili€ en
ligne, puisque la dynamiquéelle peuétre emploge pour choisir Btat suivant (le pire
mockle n'appari que dans la formule de migsgjour du cdit a long terme).

Enfin, une hypotase cruciale de RTDP est qu’état but doitre atteignable depuis
tout état. Nous pesentons un algorithmépondant ce probdme dans (Buffet, 2004).

Conclusion

Des travaux &cents montrent que l'incertitude du nédel est un prol@me important
pour la planification dans le cadre de I&dhie de la @cision. Il peutttre ineressant
aussi bien d'analyser le mekk pour savoir 0 il pourraitétre raffire, que prendre des
décisions en tenant compte de I'incertitude connue. Nous avons gramesmodifi-
cation de l'algorithme RTDP lui permettant de calculer des politiques robustes effica-
cement dans des domaines de grande taille et incertains. Lincertitude sur ééemod
est repesengea travers des intervals de confiance sur les probasitie transition. La
preuve de convergence de l'algorithmésultant est esquigs (cktails dans (Buffet &
Aberdeen, 2004)). Nous faisons lardonstration de robust LRTDP sur un domaige o
les intervalles sont estigs de mandre statistique.
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Une limite essentielle des HMM, et plus généralement destesdie Markov, concerne
le passage a I'échelle, I'impossibilité de la prise en cangificace de I'influence de
phénoménes indépendants et la difficulté de généralisation

Pour répondre a ces problémes, plusieurs extensions rexige particulier, nous
nous intéresserons dans ce qui suit hiéarchisation(Shai Fine, 1998; Theocharous
et al, 2004) et a ldactorisation(Ghahramani & Jordan, 1997).

La hiérarchisation permet de réduire le nombre de lieneaitats nécessaires dans
un HMM et par la méme de réduire la complexité algorithmiqed'dpprentissage
ainsi que I'imprécision. Quant a la factorisation, le pipecest d’expliquer les observa-
tions par plusieurs causes plutdt qu’une seule. C’estéegli'on remplace (Y| X)
des HMM parP(Y | X!, X2 ..., X™). Les X sont des variables cachées pouvant étre
gérées indépendamment. LB§X/ | X/) sont alors différents pour chaque

En pratique, on ne peut pas adapter directement les algm#lad’inférence existants
dans le cas des HMM factorisés, ou hiérarchiques. De plugspect important du
probléme est que notre systéme apprend a partir de donngeseggar nous faisons
I'hypothése que nous ne disposons que d’un petit nombresdiples pour apprendre.
Ceci se justifie par notre domaine d’application (la robhatigituée), ou le processus
d’échantillonnage des données est contrdlé par un commpentadépendant entre autres
de I'environnement et des capacités du robot qui ne pernsetjwbtenir beaucoup
d’exemples. Par conséquent, nous souhaitons exprimermpromis entre précision
et vitesse de I'apprentissage.

L'approche que nous proposons consiste a changer de femstie représentation
en transformant un graphe orienté et avec circuits (i.e. HN&tarchique factorisé
dans lequel on fait abstraction du typage des dépendantes) €seau Bayésien. Le
formalisme des réseaux Bayésiens s'inscrit en effet damsdre théorique développé
et bien connu qui laisse espérer une résolution plus fatiletefois, nous identifions
les deux problémes suivants :

— Lexistence de dépendances multiples dans les FHHMM ¥t priori une ex-
plosion combinatoire du nombre de paramétres a apprenglirguicest d’autant
plus problématique lorsque peu d’exemples sont & notr@siitmn ;

— La présence de circuits dans les dépendances conditieseeltre les variables
d'un FHHMM empéchent la modélisation directe par un réseayeBien. Il est a
noter que ces dépendances ne concernent les variablesgu@me pas de temps
(synchrones).

1Acknowledgements : This work was supported in part by the®AISNetwork of Excellence.
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Fic. 1 — Exemple de changement de représentation {RBRBA). Le graphe de
gauche donne la structure des dépendances conditioneeliesles variables, et le
graphe de droite montre I'expression dans le formalismeréiesaux Bayésien aprés
transformation et ajout de variables additionnelles beroiés. Ces variables addition-
nelles permettent de forcer la dépendance entre deux iegidibréseau Bayésien (elles
sont systématiquement observées-ai). Les probabilités conditionnelles de ces va-
riables sont calculées de telle sorte que les probabilitéses entre deux variables
d’origine soient cohérentes avec les données.

En conséquence, nous avons mis au point un algorithme degeimamt de repre-
sentation permettant de construire ce que nous appelomésksux Bayésiens aplatis
(RBA). Cette modélisation est basée sur un compromis enda@sgon et vitesse d’ap-
prentissage et repose sur la prise en compte des dépendaunltipkes en les exprimant
deux a deux seulement (cf. Fig. 1).

Les résultats obtenus sont prometteurs puisqu’ils mondremles réseaux Bayésiens
aplatis ont les propriétés suivantes :

— prise en compte et modélisation des circuits, ceux-ct ét@guents dans les HMM

considérés;

— apprentissage plus rapide avec peu d’exemples, au pest ilrai, d’une perte de
précision & long terme. En robotique, ce compromis est agauoix puisque I'on
dispose souvent d’exemples peu nombreux.

Cependant, le formalisme final étant toujours celui des RBdales variables addi-
tionnelles et un calcul des paramétres satisfaisant demasi), nous pouvons trés bien
envisager des représentations "hybrides" dans lesqueitsines dépendances (pour
lesquelles peu de données sont disponibles) sont expridaéesle cadre des RBA,
tandis que d’autres sont exprimées de facon classiquei, Aigite méthode permet-
trait de tirer parti du compromis expressivité/appreatigsavec peu d’exemples des
RBA tout en gardant une expressivité pouvant atteindre dels RB lorsque le nombre
d’exemples disponibles croit suffisamment.
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Résune : Les théoremes d’'essentielle indécidabiliteé de frarietigue ont
souvent été cites comme limites a la démonstratiororaatique ou aux
systemes experts. Toutefois, ces résultats considBirapossibilité d'établir la
démonstration d’énoncésu pire cassur le choix de I'eénoncé, ce qui est trop
pessimiste pour la vie réelle. C’est pourquoi nous propssm cadre probabi-
liste. Précisement, nous examinons le taux d'énono@sdécidables & mesure
gue le systeme d’axiomes s’enrichit, en particulier sgjoe I'on empile simple-
ment les exemples comme autant d’axiomes ou selon que Fectaeé une réelle
induction de systéme d’axionies

Inspired by the “Learning to Reason” framework and the deladtout Quine’s un-
derdetermination thesis, this paper investigates theitiond for a hybrid inductive-
deductive system (IDS). This system is provided with a sedbxddms or statements
(e.g. examples), and its goal is to determine the truth vaf@ay further statemert

From a mathematical logic perspective, the question is lndre) the available set
of statements is complete, and ii) the logical setting is plete (decidable logic). The
truth value ofe is determined using mathematical deduction; the algoiitiumallenge
is to provide an efficient search engine for constructingepof e or —e.

When the set of statements is not complete, inductive réagads needed to find
additional axioms, consistent with the available ones affficgent for determining the
truth value ofe. The challenge here is to determine the statistically eslelevel of
generalization.

From a hybrid inductive-deductive perspective, the lolggedting considered must
thus be examined with respect to both its completeness ¢tiedeoriented perfor-
mances), and its VC-dimension or PAC learnability (indoretoriented performances).

Typically, statement€'(1), C(3), C(5), -C(4), -C(6), ~C(2), do not allow for any
further deduction. In the meanwhile, inductive logic pra@ming might hypothesize
Vn; C(2n + 1) A =C(2n), which could in turn allow for many other deductiéns

Ivoir http://www.lri.fr/ teytaud/decid. pdf pour la bibliographie et les démonstrations
complétes.

2]t must be emphasized that this combination of induction deliction corresponds to the standard rea-
soning in mathematics : modifying, adding and removing@e€dn order to avoid inconsistencies and provide
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This paper examines the convergence properties of an indeseductive system
(e.g. the probability that the + 1-th example can be proved from the axioms learned
from the previous: examples). The originality of the work is to propose a pralisthc
analysis of logic decidability and completeness, coningswith the worst-case ana-
lysis and undecidability results used in the literatureleled, a worst-case perspective
does not account for the fact that many statements can yaibegin an essentially
undecidable setting.

Overview

The alternative to a worst-case analysis framework prapisthis paper is based on
a logically consistent probability distribution over thet f statements. In each step
the system outputs a theory, from the firstn statements, and one examines whether
this theory allows for proving further statements.

If these further statements are selected in a worst-caseenah), does not allow for
deciding their truth value even with unbounded computatisesources. However, a
worst-case perspective often leads to overly pessimisticlasions. In everyday life,
many statements are (provably) true or false despite tr@mpteteness and undecida-
bility of the underlying axiom set.

The probabilistic setting proposed is inspired from thex@dtad Probably Approxi-
mately Correct (PAC) framework, and the study borrows thedard statistical lear-
ning tools (VC-dimension) in order to bound the completesnespectation.,, =
M({es.t. A, i/ eNAy I/ —e}) whereM is the measure of probability of the examples.

The complete paper presents results about the inductiotenfat theory with boun-
ded description length, comparing thaive learning (naive adding of examples as
axioms),prunedlearning setting (reduction of axioms) afide learning setting (in-
duction of axioms by minimum description length). It is shotlvat (corollaries 1-4) : i)
in all cases, non-asymptotic performance depends on therlyimdy distributionA/ and
it might be arbitrarily bad (as in the worst-case setting)fimelearning, and more ge-
nerally restrictions on the description length entailsdasonvergence rates thanive
learning ; iii) for any algorithm with a faster completenessivergence rate tharaive
learning, there exists a distribution such that the errofatsity is not almost surely
zero @M, e s.t. Vn, P(A, F —e) > 0 andM (e) > 0); iv) prunedlearning can behave
arbitrarily badly in the sense of an infinite asymptotic dggon length.

Further works consider considers the case of a target thveitinyinfinite description
length, and presents negative results (corollaries 5arhitrarily slow convergence
rates can occur; ii) a fast increase of the axiom set can oelawever, the complete-
ness rate goes to 1 as the number of examples goes to infinity.

While results outlined above are based on an oracle (axiomptimization or theo-
rem proving with unbounded computational power), we caarsicis well the case of
Turing-computable approximations of such an oracle. Regitnilar to those of the
oracle case are presented (with, unfortunately, a huge etatipnal complexity).

a better model for reality, with no guarantee that the cirasiom set is correct (see e.g. contradictions in
early axiomatisations of the set theory).
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Résumé : Le probleme du calibrage de relations a partir d’exemples est un

probléme classique d’apprentissage. Cette question a en particulier été traitée

trés difféeremment par la théorie du processus empirique (fournissant des ré-
sultats asymptotiques), par la théorie de I'apprentissage ((A.-N. Kolmogorov,

1961),(V. Vapnik, 1971)), et diverses méthodes plus ou moins empiriques. L'ap-

plication de la théorie de I'apprentissage aux réseaux bayésiens est encore incom-

pléte et nous proposons une contribution, notamment par I'utilisation de nombres
de couverture et son application a des minimisations de risque structurel. Nous
considérons en particulier les probléemes suivants :

— Consistance de I'apprentissage dans les réseaux Bayésiens : quels paradigmes
conduisent a la consistance/consistance universelle ? En particulier, nous pro-
posons un algorithme pour lequel la consistance est démontrée. Les méthodes
usuelles de calibrations locales sont en fait non consistentes.

— Le choix de la structure d'un réseau Bayésien : Comment garantir que la struc-
ture ne va pas converger asymptotiguement vers une structure trop complexe ?
En particulier, comment générer des états non observables qui simplifient le ré-
seau résultant ? Nous montrons de plus l'influence d’'une entropie structurelle
sur les nombres de couvertures, qui n'est pas prise en compte par les scores
usuels.

— La complexité de I'échantillon dans les réseaux Bayésiens : combien
d'exemples faut-il pour atteindre une précision donnée dans I'estimation de
la densité ?

— La convergence vers la structure réelle : comment éviter quedare B soit
choisi comme paramétre du réseau alors qu'il est inutile ?

1 Introduction

Bayesian networks are a well known and powerful tool for representing and reasoning
on uncertainty. One can refer to (Pearl, 2000),(P. Naim, 2004) for a general introduction
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to Bayesian networks. Learning the structure and the parameters of Bayesian networks
can be done through either expert information or data. Here, we only address the pro-
blem of learning from data, i.e. learning a law of probability given a set of examples
following this law. Although a lot of algorithms allowing learning Bayesian networks
from data exist, several problems remain. Furthermore, the use of learning theory for
Bayesian network is still far from complete.

The purpose of this paper is to provide some theoretical insights into the problems of
learning Bayesian networks, especially on the problem of structure learning. Statistical
Learning Theory is a mature area of Machine Learning that provides efficient theoretical
tools to analyse aspects of learning accuracy and algorithm complexity. The use of this
tool gives us first of all bounds on the risk given a maximal error and a number of
examples, or the number of examples needed to approximate the distribution for a given
risk. We also provide, among other things, an algorithm which is guaranteed to converge
to an optimal structure.

Furthermore, we make comparisons between the form of our bound to the form of the
different scores classically used on Bayesian network structure learning.

The paper is organised as follows : in section 2 we present an overview of our most
concrete results. In section 3 we briefly survey some classical ways to learn Bayesian
networks from data and discuss the contribution of this paper in regard of existing re-
sults. In section 4 we introduce formally the problem and the notations. Section 5 first
recalls some classical results of learning theory and presents our result about evaluation
of VC-dimensions and covering numbers. We then generalise our results to more ge-
neral Bayesian networks, with hidden variables, in section 6. Finally, section 7 shows
usefull corollaries applied to structure learning, parameters learning, universal consis-
tency, and others.

Due to length constraint, detailed proofs, additional references and further develop-
ments can be found in (S. Gelly, 2005).

2 Overview of results

First of all, the usual learning methods for parameters (section 3.1) lead asymptoti-
cally to the best parameters if the structure of the Bayesian network is exact. However,
we show that the classical method is under optimal if the structure does not match the
decomposition of the joint law. On the other hand, we prove universal consistency of
global fitting during the minimisation of the empirical error (section 7.2).

We obtain risk bounds. Therefore, given a number of example, and after learning, we
can say that the probability to have an error larger thasrbounded by. Equivalently,
we can deduce the number of examples needed to have 4 fisk have a error larger
thane.

We first notice that we address also the case with hidden variables (section 6). We
apply these bounds either in the case of a finite number of variables (section 7.3) and
infinite number of variables (section 7.4).

Section 7.5 and theorem 8 gives an algorithm that guarantees universal consistency
and overall convergence toward the "good" structure asymptotically. The "good" struc-
ture is given in the sense of the user-defined complexity of the structure. Hence, we
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prove that the algorithm gives us a not too complex structure.

Let’'s now compare the form of our bound to the form of existing scores. This com-
parison gives interesting insights on what is important to measure the complexity of a
structure.

The first lemmas helps calculating the covering number of the set of Bayesian net-
works for a given structure. These covering numbers are directly related to the com-
plexity of the structure. Theorem 7 states that the dominating term of the bound is
RH(r) where R is the number of parameters of the structure and whéfe) =
— > %_1(r(k)/R)In(r(k)/R) with (k) the number of parameters for the nokle
Hence,H (r) is the entropy of the number of parameters calculated over the nodes.

We show then that the number of parameters of the Bayesian network is not the only
(and even not the most important) measure of the complexity. Hence, the AIC, BIC or
MDL measure are quite different because they don't take into account/this

We also show (difference between theorem 6 and theorem 7) that we have a tighter
bound if we consider the number of parameters node by node, without trying to gather
the nodes in a more smart way. This means, that more complex patterns on the structure
of the Bayesian network do not play a role, for our bound. Only the distribution of the
number of parameters between the different nodes is important.

3 Bayesian network learning

The problem of learning a Bayesian network can be divided in two parts :
— Learning the structure of the network, which is related to a graph, and not to the
values of the probabilities.
— Given a structure, learning the parameters of the Bayesian network, that is to say
the conditional probabilities among variables.
Learning the structure, is a much more challenging problem than estimating the pa-
rameters. Hence, the larger part of the works have addressed this issue.

3.1 Learning parameters

The classical approach of this problem is to calculate the maximum of likehood. This
leads, with the classical decomposition of the joint probability in a product, to estimate
separately each term of the product with the data. This method asymptotically converge
toward the true probability, if the proposed structure is exact.

The Bayesian method rather try to calculate the most probable parameters given the
data, and this is equivalent, with the Bayes theorem, to weight the parameters with an
priori law. The most used priori is the Dirichlet distribution (see for example (Robert,
1994)).

3.2 Structure learning

Structure learning can be divided in two different methods :
— Determine causal relations (and independencies and conditional dependencies) bet-
ween the random variables, and deduce the structure of the graph.
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— Map every structure of Bayesian network to a score and search into the space of
all structures for a "good" Bayesian network, that is to say, a structure with a good
score.

The space of all structures is super exponential, so heuristics must be provided to
search using the second method (limiting to the tree structures, sorting the nodes, greedy
search...).

The search could also be done on the space of Markov equivalent structures (the
structures which code the same probability law), which has better properties.

Our work, among other results, provide a score to the structures of Bayesian networks,
and so is closer to the second category.

3.2.1 Learning causality

The principle of this method is to calculate the independencies (conditionally or not)
between the variables. We can cite the algorithms IC, IC*, PC, and more recently BN-
PC.

The classical statistical tests used to test the independencies between variables is the
x? test. For the hidden variables, the method is more complex, and we must distinguish
several types of causality. We will not go further on this point here.

3.2.2 Algorithms based on a score

The notion of score of a structure is generally based on the Occam’s razor principle.
The score measures the "complexity" of the structure (the meaning depends upon the
algorithm). Therefore, the algorithm choose a compromise between the empirical error
made by the structure and the score of this structure. A used notatibinigbn),
"dimension” of the Bayesian network, which counts the number of parameters.

Here follows some well known scores for Bayesian networks.

— AIC criteria (Akaike, 1970) or BIC (Schwartz, 1978) use essentiallydine(bn)

to penalise the complexity of the Bayesian network.

— The Minimum Description Length (MDL) principle (Rissanen, 1978) uses the

number of arcs and the number of bits used to code the parameters.

— The Bayesian approach putsapriori probability on the structure. For example,

The Bayesian Dirichlet score (G. Cooper, 1992) chooses to put a Direcpleori

on the parameters. Some variants exist, like BDe (D. Heckerman, 1994) , or BD-
gamma (C. Borglet, 2002) which uses an hyperparameter, or methodaysing
probabilities on each relations child/parent (given for example by an expert).

4 Problem definition and notations
One can refer to (Pearl, 2000),(P. Naim, 2004) for a general introduction to Bayesian
networks. LetA, ... A, bea binary random variables. We not¢ = {A4,,...,4,}.

The choose of binary variables is to make the results clearer, but all the results presented
below can be measly extended to the general case of discrete random variables.
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4.1 Notations

We note,A;, whereb is a subset ofl, a], the random variable product &f; where
i € b. If b = 0, then A, is the event always true. Bayesian networkis considered
as a setKy,....K, of subsets of1,a] wherei ¢ K; (We can suppose that< K,
that is to say that is smaller than every element i;, without loss of generality).

A instanced Bayesian networkibn, associated with a Bayesian netwark is a law
on (A, ..., 4;) such thatibn(As, ..., A.) = [[; P(A;|Ak,). With bn a Bayesian
network, andibn an instance obn, we will say by abuse thathn € btn. We will
map ibn with a vector of size2® corresponding to all the probabilities of all events
(A; = vq,..., A, = v,). A Bayesian networkbn is saidwell definedif there exists an
instanceibn and if there does not two instances with different probabiliitéd ;| Ax, ).
We callparameter of a Bayesian network (BN), one of the real numB¥d ;| Ax).
We callnumber of parametersof a BN, and we note(bn) the sum of2# %, where
#b is the cardinal ob.

We considet” an empirical law (i.e. a sample of Dirac masses located at examples).
Let P be a target law of probability. The sample leadingts supposed independent
and identically distributed (i.i.d.). We nofe and £ the expected value operators asso-
ciated toP and P respectively. We note

x = (0,0,0,0,...,0,1,0,...,0,0,0) € {0,1}*

(all zeros except onk on thesth position with probability the probability of th&” set
of possible values ofl; ... A,).

For @ a vector of size“, of suml, identified as a probability distribution on the ran-
dom vector(4,, ..., A,) (more precisely) (i) is the probability of 41 = a4, ..., A, =
ag), with (aq, ...a,) theith tuple of size a, among th* tuples possible), we define

LQ) =E( > Q) —x(®))
1€[1,29]
whereY" is the sum operator on vector, afdQ) = E(Zie[ma] Q) — x(3)?). If

bn is a well defined BN, we noté&(bn) = inf;p,epn L(ibn) where inf is on thebn
instanced Bayesian networks associatelghto

4.2 Preliminary lemmas and propositions

To spot the interest ok (.) andL(.), we can remark that :
LemmaoO:

With N(Q) = Zie[l,za](P(i) - Q(Z))z andN(Q) = Zie[Lza](P(i) - Q(l))Q- we

claim :
L@ =N@+1- > P
i€[1,29]
LQ)=NQ+1- > P
i€[1,29]

Moreover, we can remark that
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Proposition A (see (S. Gelly, 2005) for the proof) :
With probability 1 — ¢, with z* € argminL(.) = argminN(.), for all €
argminL = argminN, with sup; X thel — ¢ quantile of X :

L(#) < L(z*) + 2sup |L — L|
é

And finally :

Proposition B :

With probability 1 — ¢, with 2* € argminL(.) = argminN(.), For all & €
argminL = argminN, with sups X thel — ¢ quantile of X :

N(i) < N(z*) +2sup |L — L]
é
Proof : Consequence of lemma 0 and proposition A.

All these elements confirm the interestiofwhich has both the interest of being an
empirical average and the advantage of being closely related to natural cost functions.

5 Learning theory results

The VC dimension ((V. Vapnik, 1971)) is the more classical tool of learning theory. It
allows to bound, depending on the "complexity" of the function family, the difference
between the empirical mean and the expected value of the loss function. In particular,
it allows to quantify the inaccuracy of calibration of a function. This type of calculus
has already been done in (P. Wocjan, 2002). We show similarly results in section 5.1.
The use of covering numbers, already known on the time of (A.-N. Kolmogorov, 1961),
allows more precise bounds, as shown in section 5.2.

We will note F(H, §) the smallest real\ such thatP(sup, |L(h) — L(h)| >
A/y/n) < §, with n the number of example$?(H, §) depends upom, but in many
cases the dependency upoercan be removed (i.e. the supremum oms not a bad
approximation) and so we often referkg H, ¢).

5.1 Bounds based on VC dimension

Let bn a Bayesian network defined iy, = § andK; = [1,j — 1] for j > 1 (totally
connected Bayesian network). Then with a probability more thar :

sup |L(ibn) — L(ibn)| < F([0,1]*",68)//n

ibnebn
For a Bayesian network:, with a probability more that — ¢ :
sup |L(ibn) — L(ibn)| < F({ibn},8)/vn

ibnebn

The application which maps an instance of a Bayesian network and a value of
Apa) = Ay x Ay x Az x -+ x A, to thelog (extended byog(0) = —o0) of the pro-
bability of this value is linear in the log of the parameters of the Bayesian network. The
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VC dimension is so upper bounded by the number of parameters. Taking exponential is
preserving the VC dimension, and so the VC dimensiofibf }, seen as application
mappingA[; o) to a probability is upper bounded by the number of parameters.

We then deduce the result :

Theorem C :

The VC dimension of the set of Bayesian netwérk € bn is upper bounded by the
number of parametens of bn. So thanks to classical results of learning theory

P(Jibn € bn|L(ibn) — L(ibn)| > €) < 8(32¢/¢) log(128¢/¢))" exp(—ne? /32)

if n > V, and the covering number ofon for the metric d(ibnq,ibny) =
E(|ibny (Ap a)) — ibna(Ap.q)|) is upper bounded by(R + 1)(4e/e) .

Proof : These results are classical in learning theory. See e.g. (M. Antony, 1999,
Th18.4 and 17.4) for the upper bound on the probability and (M. Antony, 1999, Th18.4,
p251) for the covering number. We note that our results, even if they are for a sharper
normN1(.), defined on the following, are better.

5.2 Bound based on the covering number

The covering numbers are a classical tool of learning theory. Inequalities of large
deviations obtained with this tool are usually tighter than those obtained using VC-
dimension.

5.2.1 Introduction

If one can coverF with N'1(F, €) e balls for the distancé(z,y) = 3 |z; — i), if L
andL are betweef and2, then :

1. the risk, for a given function, to have a deviatjdn- L| more thar2e, is bounded
by 2 exp(—2ne?);

2. The risk to have at least one of the centers of the balls having a deviation more
than2e is upper bounded bYN1(F, €) exp(—2ne?) ;

3. Ifd(f,g) < e = |L(f) — L(9)| < eandd(f,g) < e = |L(f) — L(9)| < e,
(which is the case here, see lemma 2), then the risk to have at least a function in
F having a deviation more that is upper bounded byN 1(F, €) exp(—2ne?).
Indeed, if for allg of e-skeletonC, we havel L(g) — L(g)| < 2¢, So we can map
every f to oneg € C such thatl(f,g) < e and so

IL(H) =L < [L(f) = L(g)|+|L(g) = L(g)|+|L(9) —L(f)| < e+2e+e < 4e

The risk to have, among, a deviation more than is then upper bounded hy =
2N1(F,e/4) exp(—2n(e/4)?).

Then we can write :

Proposition (maximal deviation for a covering number given) :

VRE(F,68) < inf{e|log(2N1(F,e/4)) —ne?/8 < logd}
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A lot of variations of this type of result exists in the literature. One can for example
see (Vidyasagar, 1997) and (M. Antony, 1999).

The covering numbeN (F,¢) of F = [0,1]>" is upper bounded by1/2¢]>* for
the distancel(z, y) = sup, |z; — yil-

The covering numbeN1(F,¢) of F = {ibn € bn} is upper bounded as explained
in the following subsection for the distanéér,y) = > |z; — vil-

5.2.2 Cover number of F

We assume, without loss of generality that the nodes of the Bayesian network are
topologically sortedi < K; for i node of the BN)

Let E a partition of the node set such as :

- k<K thenV(z’,j) EFby X Ep,i<j

— There is no edge between two nodes of a saine

We call depth the numbér corresponding to the partitiof;, andi; the number of
the last element (node) d@f;,. By convention,Ey = () andly = 0.

Lemmal:

N1(Fy, 27" ¢ 4 €) < N(Fj_1,€)Ning (T, €')

where

— F}, indicates the set of the functions calculated by the Bayesian network until the
level k (that is to say using only the nodengf:1 E)).

— Niyr indicates the covering number for the sup norm.

— T}, indicates the set of the vectors of the probabilities involved in the transition
from the levelk — 1 to the levelk (it is [0, 1]2*).

— nbe(k) indicates the number of the nodes of the Bayesian network in thekevel
SO#L} ;

— I = Yoy nbe(i);

— N1(.,.) indicates the covering numbers for the norm- > |z|.

Lemma 2 (proof in (S. Gelly, 2005)) :

(@) - @) < Y 1Qi - @l

Lemma 3:
h 1 h
< [=
Noo([0, 1", ) < 5]
Lemma 4 : (proof in (S. Gelly, 2005))
Nao(Tir€) < [22®) g0

2€

whereT}, indicates the set of the vectors of the conditional probabilities involved in
the transition from the levet — 1 to the levelk and where-(k) indicates the number
of parameters of the network involved in the transition between fevell andk.
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Precisely, for a fixed;, T}, is the set ofP(Ey| Uf;f E)), theE;,i = 1,..., k taking
the2!» possible values:(k) indicates the number of the(A;|K;) with A; € E, that
is to say the number of parameters for this level.

Lemma 5 (proof in (S. Gelly, 2005)) :

Let K be the number of levels ; then

K nbeli nbe(i)—1
IN1(E) < Y ot E )

Whereei >0, =1.K,¢ < eg,i =1.K —1,¢g = 0, A(Z) = € — €1 and
IN1(i) = log(N1(F;,¢;)) and with the notatiodN1(0) = 0.
Theorem 6 (proof in (S. Gelly, 2005)) :

K

K
IN1(e Zr ) In(nbe(k)2m0eF) =1 4 ¢) Zr )In(er(k)/R)
k=1 =1

with R = Zfilr(i), € = ex etIN1(e) = IN1(Fk,e¢), in particular for K the
number of the last level.

Theorem 7 (the proof can be found in (S. Gelly, 2005)) :

The best partitiod £} } (for this bound) is the one where all ti#&, contain only one
node. We have then :

a

IN1(e Z )In(1 +€) = > r(k)In(er(k)/R)

k=1
< Rln((l+¢€)/e)+ RH(r)
whereH (r) = — >~} _,(r(k)/R) In(r(k)/R).

Remark 1 : We get a better bound on the covering number than the one we get from
the VC-dimension which i&(2%/¢)F (becausek < 29).

Remark 2 : For a fixedR (total number of parameters), our inequality has a term
in log((1/€)%) and a term which is the entropy of the vecto(1),...,r(a)), which
shows that the less the parameters are equally distributed, the more the covering number
is well controlled.

Proof of lemma 1 :

Let £ > 1 fixed. Let Pa(F)) be the set of parent nodes 6&f. Let X be the set
of the vectors of sizeXi~1 #E: = 2lx—1 representing the probabilities (hence of sum
1) of all Bayesian networks of a given structure @b € bn) until the levelk — 1.

More preciselyX = {z = P(A,..., A;,_,)}, thel,_;-tuple of A; taking all the2ix-1
possible values. Let Y be the set of vectors of si3e-1 #Ei = 2l representing the
probabilities ofibn € bn until the levelk. More preciselyY = {y = P(A4, ..., 4;,)},
thel,-tuples ofA; taking all the2'* possible values.

Let's cluster the vectors of the sat by classesX; such as for alk: € X, the va-
lues of the parent$’a(E},) are identical. Let N be the number of such classes. Let
tl,i € [1,N],j € [1,2"**)] the probability of thejth value of the new variables
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(of level k) knowing a value of the clas&; (each value of the variables iK; is ap-
propriate because, by definition &%(.), the new variables depend only étu(E})
amongEs, ..., Ey).

Let y,o' € Y. We can then clamy = (y1,¥2,...,yn) With

~ ~ neb(k) & .

Yy = (t}Xi,t%Xi,b.(.I;;tf X;) and v = (V'1,¥'9,- ¥ n) wWith ¢/, =
(XX X)), o

Lete’ = sup; ;|t] — ¢']| ande = sup;|| X; — X/||1. Then:

N oneb(k)
ly =o' =" 7 I — )X+ t4(X: — XDk
i=1 j=1
N onbe(k)
ly =yl <3 > Xl + 11X — X
i=1 j=1

N
= 32X + 1K = Xl < 270 + e
=1
Therefore,
N1(Fy, 2" ¢ 4 €) < N(Fj_1,€)Ning(Tk, €')

5.2.3 Summary of the results

We have calculated an upper bound on the covering number of the family of instanced
Bayesian networksbn € bn for a given structurén. This structure determines the
number of parametersk) for k € [1, K| (andR = >} _, r(k)).

Then, theorem 7 states that for alt- 0 :

IN1(e Z )In(1+€) =Y r(k)In(er(k)/R)
k=1

The lemma 2 states that the conditiofsf,g) < € = |L(f) — L(g)|] < € and
d(f,g) < e=|L(f) — L(g)| < e are true.

So we can here apply the results stated in the subsection 5.2.1, and then the
risk to have, amongF, a deviation more tham is then upper bounded by =
2N1(F,€/4) exp(—2n(e/4)?).

Therefore,F'(F,8) < \/ninf{e|log(2N1(F,e/4)) — ne?/8 < logd}.

6 Results with hidden variables
We here consider the case where some variables are hidden, so only a part of all

the variables are involved in the calculusofor L. It is important to remark that it
is not equivalent to reduce the Bayesian network to a smaller Bayesian network. For
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example, a network with a hidden varialiieand observed variables; for i € [1,d],

with dependencie®(A;|B), has only2d + 1 parameters and is difficult to modelise
(i.e. would need much more parameters) with a Bayesian network which has only the
A; as variables.

By mapping a Bayesian network to a vector (of sum 1) of the probabilities it cal-
culates, a Bayesian network in which some variables are hidden can be mapped to a
reduced vector (the vector of marginalized probabilities). If all the variables are binary
(which is the case in this paper), the number of probabilities to code is divided by 2 by
each variable become hidden. A instance of a Bayesian netalorkwhich hasv va-
riables, among therhhidden variables, can be mapped to an eIeme[ﬂ,di]QU*l sum-
ming to 1, whereas the Bayesian netwaik corresponding which does not have hid-
den variables, give” probabilities (hence a vector jf, 112", summing tol). ibn then
equalssumming(ibn), wheresumming(.) is an application summing some quanti-
ties.

As summing(.) is 1-lipschitz for the distancé(x,y) = > |x; — y;| (i.e.d(Z,g) <
d(z,y)), we deduce :

Proposition maximal deviation in a Bayesian network with hidden variables :

The risk to have a deviation at leastfor a ibn € bn is upper bounded by
2N1(bn, €/4) exp(—ne?/8), with bn = {ibn/ibn € bn}, andF(bn, §) < F(bn,d).

Remarks : We can notice that we don’t improve the bound in spite of simpler net-
work. We can of course boun# (bn,d) by F([0,1]*~!,4) if the number of hidden
variables is so large that this rough bound becomes the best.

7 Algorithms

Many applications of the calculus above can be defined, in the same spirit of use of
covering numbers, to give :

— confidence intervals non-parametric non-asymptotic ;

— algorithms universally consistents.

Furthermore, results of type boostrap on Donsker classes, show how to build asymp-
totic confidence intervals of inaccuracy of Bayesian networks. One can refer to (Van
Der Vaart A., 1996).

We state in the sections below some of the numerous corollaries one can deduce from
the calculus of covering numbers above. Theses corollaries are also true with hidden
variables.

7.1 Choose between several structures of Bayesian network

Let's assume that someone have to choose between several stragtures, bny,.
Consider the algorithm that choodes,, such asnfiy,epn,, ﬁ(ibn) + F(bng,,0)/v/n
is minimal and choosetn € bn;, such asibn = argminineon,, L(ibn). So, the
algorithm chooses thstructure minimising the empirical error penalised by a term
depending upon the complexity of the structure. Then, it chooséBapesian network
of this structure minimising the empirical error.
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Corollary C1 (proof in (S. Gelly, 2005)) : Then,L(ibn) < L(ibn’)+¢ for all ibn’ €
Ubn,;, with e = 3sup F(bn;, d)/+/n, with a risk upper bounded byé. (the constans
in e is not optimal)

This gives a natural criteria to choose between several structures, in the spirit of the
method of'minimisation of structural risk'which is classical in learning theory.

7.2 Comparison between local and global fitting : consistency of the
minimisation of L

Corollary C2 (proof in (S. Gelly, 2005)) : Considerbn a Bayesian network. Then
for any distributionP,

L(argmingpnepnl) — ill)nfL
whereas for some distributior?,
L(ibn /VP(A;|Ag,) € bn, ibn(A;, Ak,)Jibn(Ag,) = P(A; Ak,)/P(Ak,)) # info L

(i.e., calibrating each coefficient bf, on P leads asymptotically to a non-optimih),
with ibn(B) for B a set of variable, is the probability given by the Bayesian network
ibn for the variables3.

7.3 Universal consistency and bound with a finite number of va-
riables

We assume that a heuristic system is given in order to rank dependencies between
variables, for the building of the structure. This method, whenever asked, provides a
dependencyd; — A; to be added to increase a dependeR¢yl;| Ak, ) to a depen-
dencyP(A;|Ak,uq;y)- This method is designed to increase step by step the complexity
of the structure.

Consider the following algorithm, far(n) a sequence converging @asn — oo :
Considem the number of examples anidhe risk threshold chosen by the user.
Heuristically sort the list of dependencies (possibly using a separate database).
As long as the next dependency addebttdoes not lead té’(bn, §)/\/n > €(n),
add the dependency the most suitable according to the heuristic;

Choosebn € bn minimising L.
Claim L(ibn) < L(ibn) + F(bn,8)//n.

Corollary C3:

— with confidence at leadt— 4, the bound provided ofi(ibn) is true;

— in the limit of a large number of exampleS(iEn) converges tan f;,, L(ibn) (inf

among anyibn, independently of the structure, and not oflyf;p,cpn L(ibn)), at

least if the heuristic, within a finite number of increases of the structure, leads to
such thatn fpnecpn L(ibn) = infi, L(ibn) (this is a small and natural hypothesis

as the heuristic can simply lead to the complete graph between observable variables
if the number of dependencies is sufficiently large).

The proof is a consequence of the convergence(of, 5)/\f(n) to 0 (asitis upper
bounded by(n)) asn — oo.

158



7.4 Universal consistency and confidence intervals with infinitely
many variables

We consider here an infinite number of states, but a finite number of examples. Va-
riable j of example: is noteda; ;. The sequence of vectotga; 1, ..., @ 743, ... ) for
i € Nis assumed independently identically distributed. The algorithm is as follows :

1. the user provides, ¢ andd ; an oracle provides the; ; when they are required
by the program.

2. evaluatén maximal for the inclusiof(chosen by any heuristic among multiple
possible solutions, provided thiat increase as increases), such that(bn, §) is
upper-bounded by; the variables modelled by, are the observable ones among
the union of thed; and A, such thabn is defined by theP(A;|Ak; ) ;

3. choosebn € bn minimising L ;
4. provide to the user a bourdd(ibn) < L(ibn) + F(bn,d)//n;

Corollary C4 :

Let’s notemod(bn) the set of events which are deterministic functions of observable

variables modelled byn.

— for any £ event depending upon a finite numberAf, ibn(E) is evaluated ifr is
large enough and its value converged@F) asn — oo, if at least the heuristic
method guarantees that for a given increasing sequence of integdre number
of dependencies is bounded byas long as thé" observable variable is not added
to the network (this is a natural requirement).

— the bound provided ohf(ibn) holds with probability at least — .

— thanks to the Borell-Cantelli lemma (see e.g. (Vidyasagar, 1997, p26)), one can
write that if " 4,, is finite (for example’,, = 1/n?) and if F (bn.,, 6,)/v/n — 0
asn — oo, with bn,, the structure chosen for a numbeof examples, then there is
almost sure convergencesafp | P(E) — ibn(E)| for E € mod(b,) to 0 ; we must
ensure’,, < 4 to assert, moreover, that the boubtibn) + F(bn,§)/+/n holds.

7.5 Universal consistency and convergence to the right network of
dependencies

We propose in this section an algorithm in order to build Bayesian networks having
two important properties :

— itis universally consistant;;

— the size of the structure converges to the optimal one.

The second point is not trivial, as it is very difficult to guarantee convergence to a
non-redundant structure.

Precisely, we claim the

Theorem 8 : universal consistency and convergence to the right structure

1There are infinitely many vectors but these vectors are countable.

2We say that a Bayesian netwdrk; is included in a Bayesian netwobk. if any dependency ibn; is
a dependency ibmo within a renumbering of latent variables.
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Define

ibn € argmins(ibn)glﬁ(ibn) + R(ibn,n)

whereS is an application which associates a real number to any instantiated Bayesian
network, such that(ibn, ibny) € bn S(ibny) = S(ibng) (i.e., two Bayesian networks
having the same structure have the same image thréyigland whereR(ibn,n) =
R/(ibn) R(n) associates a real number to an instantiated Bayesian nettwoakd to a
sample sizen.

We note in the sequel (by abuse of notatiéi)! (n) = {ibn/S(ibn) < n}.

Then:

1. universal consistency if HO, H1 and H2 hold, therd.(ibn) almost surely goes
toL*;

2. convergence of the size of the structure if HO, H1, H2 and H3 hold, then
R'(ibn) — R’'(ibn*) whereibn* is such ad* = L(ibn*).

HO : for n sufficiently largejbn* € S~1(n);

H1: supipnes—1(n) R/ (ibn)R(n) — 0 asn — oo,

H2: F(S~Y(n),1/n?)/\/n — 0asn — oo;

H3: F(S~1(n),1/n?)/(R(n)y/n) — 0asn — oc;

Proof :

Definebn = S~ (n) ande(bn,n) = supibnesfl(n)@(ibn) — L(ibn)| .
Let’s proof the universal consistency under hypothesis HO, H1, H2.

L(ibn) < L(ibn) + e(bn,n)
< inf L(ibn') + R(ibn’,n) — R(ibn,n) + e(bn, n)

ibn’€bn
< ibyilpefan(ibn’) + e(bn,n) + R(ibn',n) — R(ibn,n) + e(bn,n)
< ibTinefbn L(ibn") + R(ibn',n) + 2¢(bn,n)
Thanks to H1, we only have to prove thdébn, n) — 0 almost surely.

By definition of F'(.,.), P(e(bn,n) > F(bn,1/n?)//n) < 1/n.

In particular, for any, H2 implies that fom sufficiently large F'(bn, 1/n?)//n < e,
and soP(e(bn,n) > €) < 1/n%. Thanks to the Borell-Cantelli lemma, the sum of the
P(e(bn,n) > €) being finite for any > 0, e(bn, n) almost surely converges @

We have achieved the proof of consistency. We now start the proof of the convergence
of the size of the structure.

Thanks to HO, ifn is sufficiently largejbn* € bn. We restrict our attention to such
n.

L(ibn) + R(ibn,n) < L(ibn*) + R(ibn*,n)
R/(ibn)R(n) < R'(ibn*)R(n) + L(ibn*) — L(ibn)
R'(ibn)R(n) < R'(ibn*)R(n) + L* + 2¢(bn,n) — L(ibn)
R/(ibn) < R'(ibn*) 4 2¢(bn,n)/R(n)
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It is then sufficient, using H3, to show thatbn,n)/R(n) — 0 almost surely.
Let's show this by Borell-Cantelli as well. By definition df(.,.), P(e(bn,n) >
F(bn,1/n?)/y/n) < 1/n?.

In  particular, for any ¢, H3 implies that for n sufficiently large,
F(bn,1/n?)/(R(n)\/n) < ¢, and soP(e(bn,n)/R(n) > €) < 1/n% Thanks
to the Borell-Cantelli lemma, the sum of th&(e(bn,n)/R(n) > €) being finite for
anye > 0, e(bn,n)/R(n) almost surely converges o [ |

8 Conclusions

We have evaluated the covering numbers of Bayesian networks. We have applied
these results to algorithms and scores for choosing between structures. We then esta-
blish results on consistency and discovering of the real structure of data. Our results
concern networks with non-observable states as well. In particular, we have :

1. proposed some criterions of quality of an instantiated Bayesian network, showing
the links between these criterions and other criterions (leihanad proposition
B), thus generalising our results to other criterions as well ;

2. evaluated VC-dimensions and covering numbers of Bayesian networks (including
networks with non-observable states) (theorem C and theorem 6) ;

3. proposed an algorithm with guaranteed universal consistency and almost sure
convergence towards a structure with optimal size (including networks with non-
observable states) (theorem 8);;

4. derived some corollaries, among which :

— scores for choosing between structures (corollary C1), showing the influence
of an entropy (theorem 7) ;

— bounds on the precision of probability estimations (corollary C1 and C3);

— a comparison between global optimisation of a Bayesian network and local
parametrisation of a Bayesian network (corollary C2) ;

— established universal consistencies for data mining in large dimension (corol-
lary C4).
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Résune : Le "Code bloat”, 'augmentation inconsidérée de laléailu code, est
un probleme fondamental en programmation génétiqug.(G&papier propose
une analyse théorique du bloat dans le cadre de la réegnesginbolique en GP,
du point de vue de la théorie statistique de I'apprentissBgux sortes de bloat
sont distinguées, selon que le concept soit dans I'espageaherche ou non.
Des résultats importants sont prouvés a partir de té@tsutlassiques de théorie de
I'apprentissage. Précisément, la dimension VC des progres est calculée, et
des résultats classiques de théorie de I'apprentissamesptent alors de déduire
des propriétés de consistance universelle. Nous mahéons que choisir a priori
une taille de programme selon le nombre d’exemples, biercqoduisant a la
consistance universelle, conduit & un phénomene de, ldmas qu’une fitness
adéquatement modifieée permet de I'éviter tout en pv@serda consistance uni-
verselle.

1 Introduction

Code bloat (or code growth) denotes the growth of programdizing the course of
Genetic Programming (GP) runs. It has been identified as aiagtemn in GP from the
very beginning (Koza, 1992), and to any variable lengthesentations based learning
algorithm (Langdon, 1998). It is today a well studied pheraon, and empirical solu-
tions have been proposed to effectively address the isscedaf bloat (see section 2).
However, very few theoretical studies have addressed she isf bloat.

The purpose of this paper is to provide some theoreticajinsiinto the bloat phe-
nomenon, in the context of symbolic regression by GP, froeStatistical Learning
Theory viewpoint (Vapnik, 1995). Indeed, Statistical Lidag Theory is a recent, yet
mature, area of Machine Learning that provides efficienoitbtical tools to analyze
aspects of learning accuracy and algorithm complexity. @&l is both to perform an
in-depth analysis of bloat and to provide, if possible, ajppiate theoretical solutions
to avoid it.

The paper is organized as follows : in section 2 we briefly sysome explanations
for code bloat that have been proposed in the literatureid®e8 sets the scenery, and
provides an informal description of our results from a GPspective before discussing
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their interest for the GP practitioner. Section 4 gives aftoverview of the basic results
of Learning Theory that will be used in Section 5 to formaltpye all the advertised

results. Finally, section 6 discusses the consequenches# theoretical results for GP
practitioners and gives some perspectives about this work.

2 Code Bloatin GP

There exists several theories that intend to explain coalat bl
— theintrons theory states that code bloat acts as a protective mechamiender
to avoid the destructive effects of operators once relesahttions have been is
found (Nordin & Banzhaf, 1995; McPhee & Miller, 1995; Bliek& Thiele, 1994).
Introns are pieces of code that have no influence on the fiteétber sub-programs
that are never executed, or sub-programs which have na gffec
— thefitness causes blo#theory relies on the assumption that there is a greater pro-
bability to find a bigger program with the same behavior @&mantically equi-
valent) than to find a shorter one. Thus, once a good solutiéouind, programs
naturally tends to grow because of fithess pressure (Langdeali, 1997). This
theory states that code bloat is operator-independent aychagppen for any va-
riable length representation-based algorithm. As a caresaze, code bloat is not
to be limited to population-based stochastic algorithnelisas GP), but may be ex-
tended to many algorithms using variable length repretientd_angdon, 1998);
— theremoval biastheory states that removing longer sub-programs is mokeytac
than removing shorter ones (because of possible destuivsequence), so there
is a natural bias that benefits to the preservation of longegrams (Soule, 2002).
While it is now considered that each of these theories soratedptures part of the
problem (Banzhaf & Langdon, 2002), there has not been anwitiedi global expla-
nation of the bloat phenomenon. At the same time, no definfinactical solution has
been proposed that would avoid the drawbacks of bloat (@sing evaluation time of
large trees) while maintaining the good performances of G#ifficult problems. Some
common solutions rely either on specific operators (e.@-fr crossover (Langdon,
2000), or different Fair Mutation (Langdat al., 1999)), on some parsimony-based pe-
nalization of the fithess (Soule & Foster, 1998) or on abrimpitation of the program
size such as the one originally used by Koza (Koza, 1992) eSattver more particular
solutions have been proposed but are not widely used yee(Ra&ebag., 2001; Silva
& Almeida, 2003; Luke & Panait, 2002).

3 Context and main results

In this paper, we intend to use Statistical Learning Theorgtudy code bloat, and
to try to help designing algorithm that do not suffer from essive code bloat, if at all
possible.

However, the main goal of Statistical Learning Theory isttalg the convergence of
learning algorithms for Machine Learning problems withpext to the number of avai-
lable examples and the complexity of the hypothesis spacthd framework of this
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work — symbolic regression using GP — such results amouniuttyshe algorithms
with respect to the number of fitness cases and the allowedsihe GP trees.

3.1 Universal Consistency

In this paper, we intend to prove, under some sufficient dend, that the solution
given by GP actually converges, when the number of examples tp infinity, toward
the actual function used to generate the examples. Thiepsois known in Statistical
Learning adJniversal Consistency Note that this notion is a slightly different from
that of Universal Approximation, that people usually referwhen doing symbolic
regression in GP : because polynomial for instance are kiowa able to approximate
any continuous function, GP search using operafers«} is also assumed to be able
to approximate any continuous function. However, Univie€smsistency is concerned
with the behavior of the algorithm when the number of examgtees to infinity : being
able to find a polynomial that approximates a given functioarg arbitrary precision
does not imply that any interpolation polynomial built fran arbitrary set of sample
points will converge to that given function when the numbigraints goes to infinity.

But going back to bloat, and sticking to the polynomial exémib is also clear that
the degree of the interpolation polynomial of a set of exasjricreases linearly with
the number of examples. This leads us to start our bloat sisdby defining two kinds
of bloat.

3.2 Structural vs. functional bloat

On the one hand, we define tetructural bloat as the code bloat that unavoidably
takes place when at least one optimal solution (a functiahakactly matches all pos-
sible examples) does not lie in the search space. In suchadisit, optimal solutions of
increasing accuracy will also exhibit an increasing comipjeas larger and larger code
will be generated in order to better approximate the tangettion. The extreme case
of structural bloat has also been demonstrated in (Gusta&fsal., 2004). The authors
use some polynomial functions of increasing difficulty, @®inonstrate that a precise
fit can only be obtained through an increased bloat (see Blalg, 2001) for related
issues about problem complexity in GP).

On the other hand, we define thenctional bloat as the bloat that takes place when
programs length keeps on growing even though an optimatisolgof known com-
plexity) does lie in the search space. In order to clarifg thoint, let us use a simple
symbolic regression problem defined as follow : given a%sef examplesthe goal is
to find a functionf (here, a GP-tree) that minimized the Least Square Error §&f)L
If we intend to approximate a polynomial (ex14 * z2), we may observe code bloat
since it is possible to find arbitrarily long polynoms thateg the exact solution (ex. :
14 * 22 + 0 x 22 + ...). Most of the works cited in section 2 are in fact concerneith wi
functional bloat which is the most simple, yet already peotwtic, kind of bloat.
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3.3 Overview of results

In section 5, we shall investigate the Universal Consisterfiéenetic Programming
algorithm, and study in detail structural and functionaldtlthat might take place when
searching program spaces using GP.

A formal and detailed definition of the program space that gl assumed for GP is
given in Lemma 1, section 5, and two types of results will therderived :

— Universal Consistencresults, i.e. does the probability of misclassificationhd t
solution given by GP converges to the optimal probabilityniéclassification
when the number of examples goes to infinity ?

— Bloat-related results, first regarding structural bldladt will be proved to be in-
compatible with accuracy, and second with respect to fonetibloat, for which
the consequences of introducing various types of fithesaletion and/or bound
on the complexity of the programs on the behavior of the cexipf of the solution
will be thoroughly studied.

Let us now state precisely, yet informally, our main results

— First, as already mentioned, we will precisely define th®fkprograms under exa-
mination, and prove that such a search space fulfills theitond of the standard
theorems of Statistical Learning Theory listed in Section 4

— Applying those theorems will immediately lead to a first Wrsal Consistency
result for GP, provided that some penalization for compyesiadded to the fitness
(Theorem 3)

— The first bloat-related result, Proposition 4, unsurpghi proves that if the opti-
mal function does not belong to the search space, then agingeio the optimal
error implies that the complexity of the empirical optimaligion goes to infinity
(unavoidable structural bloat).

— Theorem 5 is also a negative result about bloat, as it prihagseven if the op-
timal function belongs to the search space, minimizing tB& lalone might lead
to (structural) bloat (i.e. the complexity of the empirisalutions goes to infinity
with the sample size).

— But the last two theorems (5’ and 6) are the best positivaltsesne could expect
considering the previous findings : it is possible to catgfatljust the parsimony
pressure so as to obtain both Universal Consistency anddsmmthe complexity
of the empirical solution (i.e. no bloat).

Note that, though all proofs in Section 5 will be stated analvpd in the context of

classification (i.e. find a function fro? into {0, 1}), their generalization to regression
(i.e. find a function fronR? into R) is straightforward.

3.4 Discussion

First of all, it is important to note that all those resultdaet study the solution given
by perfectly successful GP runs on the search space at haveh: @ set of examples
and a fitness function based on the the Least Square Errop¢asibly including some
parsimony penalization), it will be assumed that GP doesfireprogram in that search
space that globally minimizes this fithess — and it is the kinaf this ideal solution
when the number of examples goes to infinity that is thecalyistudied.
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Or course, we all know that GP is not such an ideal search guweeand hence such
results might look rather far away from GP practice, wheeeubker desperately tries
to find a program that gives a reasonably low empirical appration error. Neverthe-
less, Universal Consistency is vital for the practitiora t indeed, it would be totally
pointless to fight to approximate an empirically optimaldtion without any guarantee
that this empirical optimum is anywhere close to the idedino@l solution we are in
fact looking for.

Furthermore, the bloat-related results give some usefii$ lsibout the type of parsi-
mony that has a chance to efficiently fight the unwanted biglhaie maintaining the
Universal Consistency property — though some actual exyeris will have to be run
to confirm the usefulness of those theoretical hints.

4 Elements of Learning theory

In the frameworks of regression and classification, StasisL.earning Theory (Vap-
nik, 1995) is concerned with giving some bounds on the gdizat®n error (i.e. the
error on yet unseen data points) in terms of the actual ecapierror (the LSE error
above) and some fixed quantity depending only on the seaadesMore precisely,
we will use here the notion ofapnik-Chervonenkis dimensigim short, VCdim) of a
function space, that somehow gives bounds on the varianopessible better solutions
of the regression problem than the one obtained from thédahrget of examples.

Consider a set of examples(z;, yi)icq1,...,s}. These examples are drawn from a
distribution P on the couple(X,Y). They are independent identically distributed,
Y = {0, 1} (classification problem), and typically = R? for some dimensiond.

For any functionf, define theoss L(f) to be the expectation dff (X) — Y'|. Simi-
larly, define theempirical Iossﬁ(f) as the loss observed on the exampleis(f) =

5 2 1f (i) — il

Finally, defineL*, theBayes error as the smallest possible generalization error for any
mapping fromX to {0, 1}.

The following 4 theorems are well-known in the Statisticabkning community :

Theorem A (Devroyeet al., 1997, Th. 12.8, p206) :

ConsiderF a family of functions from a domaiX to {0, 1} andV its VC-dimension.
Then, for any > 0

P(sup |L(P) — L(P)| > €) < 4exp(4e + 4¢?)s?" exp(—2s€?)
PeF

and for anys €]0, 1]

P(sup |L(P) - L(P)| > €(s,V,6)) <6

wheree(s, V, §) = |/ 4=1oalo/s21)).
Other forms of this theorem have teg(n) factor; they are known as Alexander’s
bound, but the constant is so large that this result is ndeb#tan the result above

unlesss is huge ((Devroyet al, 1997, p207)) : ifs > 64/¢2,
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P(;}é;} |L(P) — L(P)| > €) < 16(v/5€)*9%" exp(—2s¢?)

We classically derive the following result from theorem A :
Theorem A’ :

Consider F, for s > 0 a family of functions from
a doman X to {0,1} and V, its VC-dimension. Then,
supper, |L(P) — L(P)| — 0ass — oo

almost surely whenevér; = o(s/ log(s)).
Proof :
We use the classical Borell-Cantelli lemtngor anye € [0,1]
> P(L(P)—L(P)|>€) <16 > (v/5)" 97" exp(—2s¢®)

s>64/€2 5>64/€2

<16 Z exp(4096V; (log(+/s) + log(e)) — 2s¢?)
5>64/€2

which is finite as soon a8, = o(s/ log(s)).

Theorem B in (Devroyeet al., 1997, Th. 18.2, p290) :
Let 74, ..., Fi ... with finite VC-dimensiond/, ..., V4, ... LetF = U, F,. Then,
being givens examples, conside? € F, minimizing the empirical risk. amongF,.
Then, ifV, = o(s/log(s)) andV; — oo,

P(L

(P) < L(P)+€(s,V5,08)) 2 1=
P) < § >1—
PL(P) < jof, L(P)+2e(s,V2,8)) 214
andL(P) — ;nffL(P) a.s
S
Note that for a well chosen family of functions (typicallypgrams)inf pc = L(P) =
L* for any distribution ; so, theorem B leads to universal cstesicy (asymptotic mini-
mization of the error rate for any distribution), for a wellosen family of functions.
Theorem C (8.14 and 8.4 in (Antony & Bartlett, 1999)) :

Let H = {z — h(a,z);a € R*} whereh can be computed with at maStoperations
among

o a— exp(a);

+, =%, /5
e jumps conditioned o, >, =, <, =
e outputO;
e Outputl.
Then: VOdim(H) < t2d'(d' + 191ogy(9d"))

Furthermore, ifxp(.) is used at most’ times, and if there are at motétoperatlons
executed among arithmetic operators, conditional jumgseentials,

m(H,m) < 2@ H2/2(9q' (¢ 4 1)24)°4 @D (em(2¥ — 2)/d)
wherern(H,m) is them!” shattering coefficient off, and hence
VCdim(H) < (d'(¢' +1))? +11d' (¢’ + 1)(t' +log,(9d' (¢’ + 1)))

Hf 32, P(Xn > €) is finite for anye > 0 and X, > 0, thenX,, — 0 almost surely.
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Finally, if ¢ = 0 thenV Cdim(H) < 4d'(t' + 2).

Theorem D : structural risk minimization, (Devroye et al., 1997) p. 294
Let 71, ..., Fi ... with finite VC-dimensiond/, ..., V4, ... LetF = U, F,. Assume
that all distribution lead td.- = L* whereL* is the optimal possible error. Then, given
s examples, considef € F minimizing L(f) + \/¥V(f) log(e x s), whereV (f) is
Vi with & minimal such thaff € 7. Then:

o if additionally one optimal function belongs 18y,
then for anys ande such that/j, log(e x s) < se?/512,
generalization error is lower tharwith probability at most
A exp(—s€2/128) + 85V x exp(—se?/512)
whereA = 3772 | exp(—V;) is assumed finite.

e the generalization error, with probability converges td.*.

5 Results

This section presents in details results that have beead3lreurveyed in Section 3.
They make an intensive use of the results of StatisticalriegrTheory presented in
the previous section.

More precisely, Lemma 1 and Lemma 1’ define precisely theespprogram consi-
dered here, and carefully show that it satisfies the hypethe$ Theorems A-C of
section 3. This allows us to evaluate the VC-dimension of eéprograms, stated in
Theorem 2. Then, announced results are derived.

Finally, next we propose a new approach combining an a plimit on VC-
dimension (i.esize limi) and a complexity penalization (i.parsimony pressujeand
state in theorem 6 that this leads to both universal comgigtand convergence to an
optimal complexity of the program (i.eo-bloa).

We first recall some classical results of learning theory.

Lemmal:

Let F' be the set of functions which can be computed with at mogperations
among :

e operationsy — exp(«) (at mostg times) ;
e operationst, —, x, /;

e jumps conditioned on, >, =, <, =;
and

e outputO;

e Outputl;

e labels for jumps;

e at mostsn constants;

e at mostz variables

by a program with at most lines.

We notelog, () the integer part (ceil) dbg(x)/log(2). ThenF is included inH as
defined in theorem C, for a givel with ¢ = ¢ + ¢t maxz(3 + logy(n) + logy(2), 7 +
3logy(2)) + n(11 + max(9loga(2),0) + max(3logz(z) — 3,0)),¢ = ¢, d =1+ m.
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Proof :
We define a program as in theorem above that can emulate alngs& programs, with
atmost’ = t+¢ max(3+logy(n)+logy(2), T+31ogy(2))+n(11+maz(9logz(z), 0)+
max(3loga(z) — 3,0)),¢ = ¢, d =1+m.
The program is as follows :

e label "inputs”

e initialize variable(1) at valuez(1)

e initialize variable(2) at valuez(2)

o ...

e initialize variable(dim(x)) at valuex(dim(zx))

e label "constants”

e initialize variable(dim(x) + 1) at valuea;

e initialize variable(dim(x) + 2) at valueas

o ...

e initialize variable(dim(x) + m) at valuea,,

e label "Decode the program into c”

e operation decode ¢

e label "Line 1”

e operationc(1, 1) with variables:(1, 2) ande(1, 3) andc¢(1,4)
e label "Line 27

e operationc(2, 1) with variablesc(2, 2) andc(2, 3) andc(2, 4)
e ...

e label "Line n”

e operationc(n, 1) with variables:(n, 2)andc(n, 3) ande(n, 4)
e label "output 0"

e output O

e label "output 1”

e OUtput 1

"operation decode c” can be developed as follow. Indeed, ®ezlm real numbers,
for parameters, andln integerse(., .), that we will encode as only one real number in
[0, 1] as follows :

1. lety € [0, 1]
2.foreachi € [1,...n]:
ec(i,1)=10
ey =1yx2
oif(y > 1)then{c(i,1)=1;y=y—1}
oy =1yx2
oif (y > 1) then{c(i,1)=¢c(i,1)+2;y=y—1}
oy =1yx2
oif (y > 1)then{ c(i,1) = c(i, 1) +4;y=y—1}
3.foreachj € [2,4] andi € [1,...n]:
ec(i,j)=0
oy =1yx2
eif(y>1)then{c(i,j)=1;y=y—1}
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ey =1yx2
o if (y > 1)then{ c(i,j) = c(i,j) +2;y=y -1}
oy =1yx2

o if (y > 1)then{ c(i,j) = c(i,j) +4;y=y -1}

e ...

oy =1yx2

oif (y > 1) then{ c(i, j) = c(i, j) + 2"~y =y —1}

The cost of this isn x (3 + maz(3 x log2(z),0)) "if then”, and n x (3 +
max(3 x loga(z),0)) operatorsx, andn(2 + max(3(log2(z) — 1),0)) operatorst,
andn x (3 + max(3 x loga(z),0)) operators—. The overall sum is bounded by
n(11 + maxz(9logy(z),0) + max(3loga(z) — 3,0)).

Lemma 1’ : "operationc(i, 1) with variables c(i,2) and c(i,3)” can be developed as
follows :

e if ¢(i,1) == 0 then goto "outputl”

e if ¢(i,1) == 1 then goto "output 0"

o if ¢(i,2) == 1thenc = variable(1)

o if ¢(i,2) == 2 thenc = variable(2)

...

e if ¢(i,2) == z thenc = variable(z)

e if ¢(i,1) == 7 then goto "Linec” (must be encoded by dichotomy with
loga(n) lines)

o if ¢(i,1) == 6 then goto "exponential(i)”
o if ¢(i,3) == 1thenb = variable(1)

e if ¢(i,3) == 2 thenb = variable(2)

o ...

e if ¢(i,3) == z thenb = variable(z)

oif c(i,1)==2thena=c+b

oif ¢(i,1) ==3thena=c—b

oif c(i,1)==4thena=cxb

e if ¢(i,1) == 5thena = ¢/b

o if ¢(i,4) == 1 thenvariable(l) = a

o if ¢(i,4) == 2 thenvariable(2) = a

e ..
o if ¢(i,4) == z thenvariable(z) = a
¢ label "endOfinstruction(i)”

For each such instruction, at the end of the program, we aeé tmes of the follo-
wing form :

e label "exponential(i)”
e a = exp(c)
e goto "endOfinstruction(i)”
Each sequence of the form "if x=... thery {imes) can be encoded by dichotomy
with loga(p) tests "if ... then goto”.
Theorem 2 :
Let F' be the set of programs as in lemma 1, whgre ¢, ¢’ > t+t max(3+logy(n)+
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logy(2), T+3logy(2))+n(114+max(9loga(z), 0)+max(3loga(2)—3,0)),d > 14+m.

VCdim(H) < t2d' (d +191ogy(9d"))
VCdim(H) < (d'(¢' + 1))* + 11d' (¢’ + 1)(t' + logy(9d'(¢' + 1)))

If ¢ = 0 (no exponential) theW Cdim(H) < 4d'(t' + 2).
Proof : Just plug Lemmas 1 and 1’ in Theorem C |
Theorem 3:
Considergy, ty, my, ny andzy integer sequences, non-decreasing functiorys dfe-
fineVy = VCdim(Hy), whereH is the set of programs with at mdstlines executed,
with z; variablesy ¢ lines,qy exponentials, angh y constants.
Thenwithg' ; = g5, t's =ty +tf max(34logy(ny) +1ogy(25), 7+ 3logy(2y)) +
n¢(11 + max(9loga(z5),0) + max(3loga(zs) — 3,0)),d' r =1 + my,

Vi=(d'#(¢'s +1))* +11d' s (¢’ + 1)(t'y +l0gy (9 4 (' + 1))

or,if Vf g = 0 then defind/; = 4d'¢(t'5 + 2).
Then, being givens examples, considerf € F minimizing L(f) +
\/%V(f) log(e x s), whereV (f) is themin of all k such thatf € F.

Then, ifA = 377°, exp(—V;) is finite,

— the generalization error, with probability converges td.*.

— if one optimal rule belongs t&;, then for anys and e such thatV}, log(e x
s) < se?/512, the generalization error is lower tharwith probability at most
Aexp(—s€2/128) + 85% x exp(—se?/512) whereA = Z;; exp(—V;) is as-
sumed finite.

Proof : Just plug theorem D in theorem 2. |

We now prove the non-surprising fact that if it is possiblapproximate the optimal

function (the Bayesian classifier) without reaching it ékathen the "complexity” of
the program runs to infinity as soon as there is convergenteafeneralization error
to the optimal one.
Proposition 4 :
ConsiderP; a sequence of functions such tiigte 7y (), with /3, C 7o, C F3 C ...,
whereFy is a set of functions fronX to {0, 1} with VC-dimension bounded by .
DefineLy = infper, L(P) andV(P) = inf{V/P € Fy}
and suppose thatV Ly > L*.

Then

(L(Ps) =5 L) = (V(Ps) = 0)

Proof :
Definee(V) = Ly — L*. Assume that'V ¢(V') > 0. e is necessarily non-increasing.
ConsiderV; a positive integer; let us prove thatifis large enough, theW (P;) >
Vo.
There existg, such that(1h) > g > 0.
For s large enoughlL(Ps) < L* + €,
henceLy, < L* + ¢,
henceL* + (V) < L* + ¢,
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hencees(V;) < ¢,
henceV, > Vj. [ |
We now show that the usual procedure defined below, congistidefining a maxi-
mum VC-dimension depending upon the sample size (as usdatlg in practice and
as recommended by theorem B) and then using a moderate faifilgctions, leads to
bloat. With the same hypotheses as in theorem B, we can state
Theorem 5 (bloat theorem for empirical risk minimization with relevant VC-
dimension) :
Let 7, ..., Fr ... non-empty sets of functions with finite VC-dimensidns . . ., Vi,
...LetF = U, F,. Then, givers examples, considd? € F, minimizing the empirical
risk L in F.
From Theorem B we already know that
if Vs =o(s/log(s))andVs; — oo,
thenP(L(P) < L(P) + ¢(s,Vs,8)) > 1 -4,
andL(P) — infpcr L(P) a.s..
We will now state that i, — oo,
and notingV (f) = min{Vx/f € Fi}, then
YVo, Py > 0
3P, distribution of probability onX andY’, such that
Jdg € F; such thatL(g) = L*
and fors sufficiently largeP(V (P) < V;) < P.
Remarks :
The result in particular implies that for afy, there is a distribution of examples such
that for someg with V(g) = V4 and L(g) = L*, with probability 1, V(f) > V;
infinitely often ass increases.
Proof (of the part which is not theorem B) :
ConsiderVy > 0 and P, > 0. Considera such that(ea/2%)"0 < P, /2. Considers
such thatl, > oVj. Letd = aVj.
Considerzy, ..., x4 d points shattered by, ; such a family ofd points exist, by
definition of .
Define the probability measurE by the fact thatX andY and independent and
P(Y =1)=1andP(X = ;) = 1.
Then, the following holds, witl) the empirical distribution (the average of Dirac
masses on the;’s) :

1. noemptyz;’s :
P(E1)—0

whereF) is the fact thalli/Q(X = x;) =0, ass — oc.

2. no equality :
P(Ey) — 0

whereE; is the fact that; occurs 0i/Q(Y = 1|X = z;) = 1.

3. the best function is not iffy;, :

P(Ej3|E; does not hold < S(d, d/a)/2¢
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whereE; is the fact thaBlg € F/a—v,/L(g) = infr,L, with S(d,d/a) the
relevant shattering coefficient, i.e. the cardinaFgj, restricted to{x1, ..., x4}

We now only have to use classical results. It is well known iG-Weory that
S(a,b) < (ea/b)® (see for example (Devroyet al, 1997, chap.13)), hence

S(d,dja) < (ed/(d/a))¥/* and
P(FEs3|E; does not holil < (ea)¥/* /2% < Py/2

and ifn is sufficiently large to ensure th&(E>) < P,/2 (we have proved above that
P(E;) — 0 ass — oo) then

P(E3) < P(Es|~Ez) x P(~Ez) + P(Ej)

< P(Es|=E3)+ P(E2) < Py/2+ Py/2< P n

We now show that, on the other hand, it is possible to optimizempromise between
optimality and complexity in an explicit manner (e.qg., @phg 1 % precision with0
lines of programs ot0 minutes of CPU) :

Theorem 5’ (bloat-control theorem for regularized empirical risk minimization
with relevant VC-dimension) :

Let 71, ..., Fi ... be non-empty sets of functions with finite VC-dimensidas. . .,
Vi, ... LetF = U, F,. ConsideiV a user-defined complexity penalization term. Then,
being givens examples, consideP € F,; minimizing the regularized empirical risk
L(P) = L(P) + W(P) amongF. If V; = o(s/log(s)) andV, — oo, thenL(P) —
inf pcx L(P) a.s. wherel(P) = L(P) + W (P).
Proof : - B
suppez, |L(P) = L(P)|
< suppcy, |[L(P) — L(P)|
< €(s,Vy) — 0 almost surely, by theorem A
Hence the expected result. |

Theorem 5’ shows that, using a relevant a priori bound on tmapdexity of the
program and adding a user-defined complexity penalizatidhd fithess, can lead to
convergence toward a user-defined compromise betweeifickatssn rate and program
complexity (i.e. we ensure almost sure convergence to a mamipe of the form A,
CPU time + )2 misclassification rate #3 number of lines”, where thg,; are user-
defined.

Remark : the drawback of this approach is that we have lost univeimadistency
and consistency (in the general case, the misclassificagienin generalization will
not converge to the Bayes error, and whenever an optimatanmogxists, we will not
necessarily converge to its efficiency).

We now turn our attention to a more complicated case where we 0 ensure
universal consistency, but we want to avoid a non-necesdaay; e.g., we require that
if an optimal program exists in our family of functions, thee want to converge to its
error rate, without increasing the complexity of the pragra

We are now going to consider a merge between regularizatidrbaunding of the
VC-dimension ; we penalize the complexity (e.g., length)rigrams by a penalty term
R(s, P) = R(s)R'(P) depending upon the sample size and upon the progfam;)
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is user-defined and the algorithm will look for a classifiethwa small value of bott®’
andL.

We study both the universal consistency of this algorithm. L. — L*) and the
no-bloat theorem (i.eR’ — R’'(P*) whenP* exists).

Theorem 6 :
Let 71, ..., Fi ... with finite VC-dimensiond/, ..., V4, ... LetF = U, F,,. Define
V(P) = Vi with k = inf{t|P € F;}. DefineLy = infpcr, L(P). ConsiderV; =
o(log(s)) andV, — oco. Consider? minimizing L(P) = L(P) + R(s, P) in F, and
assume thaR(s,.) > 0.

Then (consistency), wheneveippc 7, R(s, P) = o(1), L(P) — infper L(P)
almost surely (note that for well chosen family of functiphd pc = L(P) = L*)

Assume thaBP* € Fy« L(P*) = L*. Then withR(s, P) = R(s)R'(P) and with
R'(s) = swppep, R(P):

1. non-asymptotic no-bloat theorem :R'(P) < R'(P*) + (1/R(s))2¢(s, Vs, 6)
with probability at leastl — § (this result is in particular interesting for
(s, Vs, 0)/R(s) — 0, what is possible for usual regularization terms as in theo-
remD,

2. almost-sure no-bloat theorem :if R(s)s'=*)/2 = O(1), then almost surely
R'(P) — R'(P*) and if R'(P) has discrete values (such as the number of ins-
tructions inP or many complexity measures for programs) thensfsufficiently
large,R'(P) = R'(P*).

3. convergence rate with probability at least — 9,

L(P) <infper, LIP)+  R(s)R'(s)  +2€(s,Va,0)
’ N—_——
=o(1) by hypothesis

where ¢(s,V,0) = \/%ﬁfw)) is an upper bound or(s,V) =

SUpfer, |E(f) — L(f)| (given by theorem A), true with probability at ledst 6.

Remarks : The usualR(s, P) as used in theorem D or theorem 3 provides consis-
tency and non-asymptotic no-bloat. A stronger regulaidpdeads to the same results,
plus almost sure no-bloat. The asymptotic convergencedegiends upon the regula-
rization. The result is not limited to genetic programmimgl &ould be used in other
areas.

As shown in proposition 4, the no-bloat results require thet that3V*3P* €
Fy« L(P*) = L*.

Interestingly, the convergence rate is reduced when th@laggation is increased in
order to get the almost sure no-bloat theorem.

Proof : R
Definec(s, V) = supcx, [L(f) — L(f)|-

Let us prove the consistency : For aRy

L(P) 4+ R(s, P) < L(P) + R(s, P)
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On the other hand,

So:
L(P) < (infpery, (L(P) + R(s, P))) — R(s, P) + €(s, V&)

< (infrezy, (L(P) + (s, Vi) + R(s, P))) — R(s, P) + €(s, V;)
< (infrery, (L(P) + R(s, P))) + 2¢(s, Vs)
ase(s, V) — 0 almost surely and (infpec 7, (L(P) + R(s, P))) — infpcr L(P),
we conclude that.(P) — inf pc 7 L(P) a.s.

We now focus on the proof of the "no bloat” result :
By definition of the algorithm, fog sufficiently large to ensur* ¢ Fy,,

L(P) + R(s, P) < L(P*) + R(s, P¥)
hence with probability at leagt— §,

R'(P) < R'(P*) + (1/R(s))(L" + €(5, Vs, 8) — L(P) + €(s, Vs, 8))

hence
R'(P) < R'(V*) + (1/R(s))(L* — L(P) + 2¢€(s, Vs, 6))

As L* < L(P), this leads to the non-asymptotic version of the no-bloabtm.
The almost sure no-bloat theorem is derived as follows.

R'(P) < R'(P*) + 1/R(s)(L* + (s, Vi) = L(P) + €(s, V&)

hence
R'(P) < R'(P*) + 1/R(s)(L* — L(P) + 2¢(s, V&)

R'(P) < R'(P*) + 1/R(s)2¢(s, Vs)

All we need is the fact that(s, V;)/R(s) — 0 a.s.
For anye > 0, we consider the probability af s, V;)/R(s) > ¢, and we sum over
s > 0. By the Borel-Cantelli lemma, the finiteness of this sum ifficient for the
almost sure convergence(@o
The probability ofe(s, V;)/R(s) > e is the probability ofe(s, Vs) > eR(s). By
theorem A, this is bounded above BYexp(2V; log(s) — 2se? R(s)?)). This has finite
sum forR(s) = Q(s~(1=)/2),
Let us now consider the convergence rate. Considsufficiently large to ensure
Ly, = L*. As shown above during the proof of the consistency,
L(P) < (infpery, (L(P) + R(s, P))) + 2¢(s, Vi)
< (infpery, (L(P) + R(s)R'(P))) + 2¢(s, Va)
<infpery, L(P) + R(s)R'(s) + 2¢(s, V)
so with probability at least — ¢,
< infper,, L(P) + R(s)R'(s) + 2¢(s, Vs, ) m

2See theorem A
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6 conclusion

In this paper, we have proposed a theoretical study of an firapbissue in Gene-
tic Programming known as code bloat. We have shown that GB treed in symbolic
regression (involving the four arithmetic operations,ékponential function, and ephe-
meral constants, as well as test and jump instructionsYldoeeilapplied some classical
results from Statistical Learning Theory. This has leadwo kinds of original out-
comes : some results about Universal Consistency of GBome guarantee that if GP
convergesto some (empirical) function, this function Wwélclose from the optimal one
if sufficiently enough examples are used; and results atbeubloat, both the unavoi-
dable structural bloat in case the target ideal functiomtsncluded in the search space,
and the functional bloat, for which we proved that it can -otie¢ically — be avoided
by simultaneously bounding the length of the programs withead hocbound) and
using some parsimony pressure in the fithess function. Segative results have been
obtained, too, such as the fact though structural bloat wawko be unavoidable, func-
tional bloat might indeed happen even when the target fonabes lie in the search
space, but no parsimony pressure is used.

Interestingly enough, all those results (both positive meghtive) about bloat are also
valid in different contexts, such as for instance that of trdéNetworks (the number of
neurons replaces the complexity of GP programs). Moreoseguts presented here are
not limited to the scope of regression problems, but may Ipfiexpto variable length
representation algorithms in different contexts such arobor identification tasks.

Further research will first be concerned with experimendtithations of those theo-
retical results, emphasizing their usefulness for priactirs (see the discussion Sec-
tion 3.4). However, we are aware that the balance betwedngassimony factors (the
bound on the complexity of the search space, and the petiatiZactor in the fitness)
might be tricky to tune, and the solution might prove to behhigproblem-dependent.

Another extension of those results concerns noisy and digniitmess-es since most
of them could probably be easily generalized-monvergence instead of actual conver-
gence.

Finally, going back to the debate about the causes of blogtantice, it is clear
that our results can only partly explain the actual causeladithin a real GP run —
and tends to give arguments to the “fithess causes bloataeapbn (Langdon & Poli,
1997). It might be possible to study the impact of size-pngag mechanisms (e.g.
specific variation operators, like size-fair crossovem@@on, 2000) or fair mutations
(Langdoret al, 1999)) as somehow contributing to the regularization terour final
result ensuring both Universal Consistency and no-bloat.
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Le présent travail concerne I'extraction de I'informat@épartir des flux de données
(EIFD) 'Mining Data Streams’. En effet,'EIFD est un nouwsdomaine principalement
lié aux besoins réels d’applications qui analysent prestgrat de maniére continue
ces flux de données (fd(s)). Les sources de ces données pétrecpar exemple des
capteurs industriels qui générent périodiquement degeditsans (données sismiques,
données atmosphériques, ... etc.). Les travaux actustgressent a : La description
continue d'un certain ensemble de flux de sortie (fs) en fonat’'un certain ensemble
de flux d’entrée (fe), identifier les données expirées, ¢ .(Adfanget al., 2003; Fan
et al., 2004; Aggarwakt al., 2004). Les principales difficultés dans ce domaine sont
I'aspect infini des données, la multiplicité des flux et lgsety des données des flux.
Nous contribuons dans ce domaine en introduisant des nsedarsimilarités adap-
tées au cas multi flux de données pour la description contiautonnées symboliques.
Ces mesures ne supposent pas un domaine de définitioneimigat connu ni un pré-
codage de ces données, possedent un pouvoir d’extractidfordiations comparatif
aux mesures existantes et sont réduites en complexitéddsdle paragraphe suivant
présente un scénario possible.

Un nouveau paquet de données arrive au systéme, ce paquatmksed est considéré
comme le contexte informatif courant et constitué de I'emsie des observations des
flux d’entrée et de sortie. Un deuxieme paquet arrive au systous forme d'une re-
guéte, constitué uniquement des observations liées aug'Baxrée. Les deux paquets
forment la fenétre d'informations. L'objectif principatel'extraction des différentes
similarités pour pouvoir prédire approximativement leservations liées aux flux de
sortie. Les mesures de similarités qui existent actuelteise basent sur la théorie des
statistiques ou la théorie de I'information. L'article (et al., 2004) propose une syn-
thése des différentes mesures, ces mesures présentenande gorrélation entre elles.
A titre comparatif, nous avons choisi les mesures de siitélade base et les plus perti-
nentes. La mesure de Pearson (P) considérée comme la bdasiderg variantes, elle
permet la construction des tables de contingences entdiffésents flux pour décou-
vrir des regles d’'associations (Tetral., 2004). La mesure de Smyth et Goodman (S-G)
(Tanet al., 2004) est une entropie relative qui permet d’évaluer |&érdintes regles
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d’association.

Nous proposons trois mesures de similarités (mesures ddeBaliPearson). Si on
considere un seul flux de sortie alors la similarité sur laacép de décision (DCP) ex-
prime l'information qui lie les sous ensembles de symbolefiuk de sortie par rapport
aux flux d’entrée, sachant I'ordre des données sur la fed@tfermation courante. La
similarité sur l'incertitude de décision (DIS) mesure latguité des symboles du flux
de sortie, cette contiguité est relative a chaque flux déentra similarité sur I'aptitude
de décision (DAP) permet de mesurer le lien de chaque synthofeix d’entrée aux
symboles du méme flux et au flux de sortie. La considératioa derhplexité de calcul
des différentes mesures est d’une importance principalmésure de Smyth-Goodman
et la corrélation de Pearson se basent sur la jonction désatifs flux d’entrée, ensuite
une jonction avec le flux de sortie. Contrairement a nos nessiui se basent sur un cri-
tére additif entre les différents flux d’entrée. Pour corepées différentes mesures, on
a injecté les jeux des données standards (J@gns un module aléatoire. Ce module
permet de choisir aléatoirement des exemples pour formpagoet de données pour
une taille donnée. Nous avons essayé I'expérience surepisstailles (10-100). Les
jeux de données utilisés sont les suivants ;"Tic-Tac-T&@8nnect", "Champignons",
"Cancer de seins". Le plan d’expériences utilisé cherchiésepter le pouvoir d’extrac-
tion d'informations des mesures suivant la taille de la fen@&\ous avons choisi pour
les premiéres expériences deux flux d’entrée et un flux déesmuie la complexité
de calcul des deux mesures (S-G),(P)). Ensuite, nous ahans d'autres expériences
pour une comparaison locale a nos mesures. Le tableau subgme le classement
(x » x :meilleur) des différentes mesures . Pour conclure, On pga® de nouvelles
mesures dans le domaine EIFD, qui présentent un avantagelécable au niveau de
la complexité de calcul et le pouvoir d’extraction. Notrequeective est le traitement
des flux bruités.

TicTacToe Connect | Champignon| Cancer
1-2 ] 34[56] 78] 12 ] 34 ] tous | tous
S-G *k *x * % * *% *k *k —— ——
P * * % * * * * * —— ——
DCP || x%% | kxx | *kkK* | *kkk || xx% | *k * % % * % *
DIS *hk | kxk | kk | kxKk *k | Kk ok >k * % %
DAP || x%x* | **x% *k *% *k *% * % * * % *
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Résure : On propose une méthode générique d’extraction nonrsigge de
motifs temporels dans des séries multidimensionnellbgterogenes, appliquée
a I'apprentissage des comportements récurrents d'ursemee a domicile.
Mots-clés: Fouille de séries temporelles, multidimensionnelleb&trogenes,
Motifs temporels, Apprentissage non supervisé, Télasllance médicale.

Pour la détection des évolutions critiques a long terragpdrsonnes a domicile,
on propose un systeme d'apprentissage d'un profil commpenéal dans la vie quo-
tidienne. Un écart de comportement par rapport a ce prefit gtre inquiétant car
significatif d’'une dégradation de I'état de santé. llgstad’extraire desmotifs “haut
niveau” de séquences “bas niveau” collectées de captestalés au domicile. Umo-
tif est le représentant d’'une classe de sous-séquenceserées, et correspond a un
comportement type de la personne. Ce probleme d’appsagésa les caractéristiques
suivantes :

1. Séquences analyses —Les séquences analysées sont multidimensionnelles, hé

térogenes, ehixtes elles contiennent a la fois des sous-séquences repatises
demotifset des hon motifs.

2. Méthode utiliste —Lextraction de motifs eshon supervigepour s’adapter aux
spécificités individuelles et au manque de connaissampesri.

3. Sequences temporelles +es séquences analysées sont multidimensionnelles,

hétérogenes, @hixtes—i.e. contenant a la fois desotifset des on motifs.

4. Motifs extraits — On recherche dewsiotifs multidimensionnekfin d’éviter une
sur-simplification du systeme observé, et la non d&ade certaines évolutions
critiques. Les instances d’un motif ont les caracténstgsuivantes :

— Variabilit & dans les valeursdue a celle des comportements humains.

— Présence d'interruptionsdans la réalisation d’une activité (toilettes, etc.).

— Déformations et translation dans le tempscar une méme activité se répete
a des instants et sur des durées variables.
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. Fouille de données
Abstraction temporelles

s brutes  Donnees prétraitées Donnees abstraites  Ten

Fic. 1 — Méthode d'identification non supervisée de motifs jemls. Les signaux
représentés illustrent sur une dimension le type des&mndisponibles aprés chaque étape.

Une originalité de ce travail est la considération deuseges multidimensionnelles
et hétérogenes, dans I'objectif d’extraction de matifgdtidimensionnels. Il est en par-
ticulier nécessaire de définir une mesure de similari&ptée a la comparaison de
séquences de ce type. La mesure proposée est basée kg llangue sous-séquence
commune -Longest Common Subsequence (LGB8¢héneet al, 2004).

La premiere étape de la méthode proposée (voir figur@igiste en Bbstraction
des données brutes issues des capteurs, pour leur donsemaiau regard de I'objectif
de l'analyse. Il s’agit de mettre en évidence les tendaaqesas ou moins long terme,
en résumant les situations “stationnaires” observére.déquence est ainsi représentée
par une succession de symboles estampillesoudle de donneescomprend d’abord
une étape déouille de caracteres basée sur la méthode des projections aléatoires
(Buhler & Tompa, 2002; Chiet al, 2003), pour I'identification des sous-séquences
récurrentes. Les sous-séquences significatives stettisenées selon deux criteres
maximum de distance et minimum de collisions. Une méthadsyhthese basée sur
une classification divisive des sous-séquences rédes@ermet ensuite de générer un
ensemble de sous-séquences disjointestetaatives de motifd eurclassificationas-
cendante hiérarchique emotifsest enfin réalisée sur la base d’une mesure de distance.

L'approche proposée est expérimentée dans le cadret8itarveillance médicale
a domicile, a partir des déplacements, postures, nidé&ativité, frequence cardiaque
moyenne d’une personne. De maniére générale, on cerdgabonnes performances
des étapes d’extraction et de classification des mdtifsartir de séquences simulées
pour une personne dans des conditions habituelles de vigrdie qu'il est possible
d’extraire des sous-séquences représentatives de ctam@mts qu’on sait interpréter
a posteriorien terme de la réalisation de certaines activités de lgwididienne.
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Abstract :  Loptimisation stochastique est la recherche deoptimisant
l'espéranceEC(x, A), ou A est une variable aléatoire. Typiquemétr, a) est
le colit associé a une stratégiqui fait face a une réalisatiandu processus aléa-
toire. De nombreux problemes d’optimisation stochastimaigent de plusieurs
pas de temps, et conduisent a des temps de calcul importdesssplutions ef-
ficaces existent, par exemple via le principe de décompasite Bellman, mais
seulement si le processus stochastique est représenténifereniaien structuré,
typiqguement par un modéle de Markov ou un arbre de scéndmqgsrobléme est
gue dans le cas général,est loin d’étre markovien ou bien structuré. Aussi, on
cherched’, "ressemblant a", mais appartenant a une famille donnéequi ne
contient pasA. Le probléme est alors la quantification du fait glleressemble
a A, i.e. la définition d’'une mesure de similarité pertinenteed et A’.

Une solution classique est I'utilisation de la distance datidrovitch-Rubinstein
(Growe-Kuska et al, 2003), justifiée par des bornes surférdiicd FC (z, A) —
EC(z, A")| via la distance de Kantorovitch-Rubinstein et des coniitide Lip-
schitz. Nous proposons d'autres (pseudo-)distancesebamé des inégalités
affinées, garantissant un bon choix d& De plus, comme dans beaucoup de
cas on préfére en fait I'optimisation avec gestion du risguee I'optimisation
de E C(z, bruit(A)) ol bruit(.) est un bruit aléatoire modélisant notre igno-
rance sur la variable aléatoire réelle, nous proposons istende telle qued’
optimisant la distance entr4’ et A conduise a de bons codts, en moyenne, pour
bruit(A). Des tests sont menés sur des données artificielles awidoncte
co(t réalistes pour montrer la pertinence de la méthode.

L'article complet est disponible ahttp://ww. I ri.fr/~teytaud/
al ea_engl i sh. pdf.

The stochastic optimization considered below typicallygists in : i) choosed’
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compatible with your optimizer close td for your preferred distance; ii) optimize
C(s, A”) ;iii) verify that C(s, A) is not too large.

Instead of the Kantorovitch-Rubinstein distance betweemdom variabled and a
random variabler(A), we define

distance2 = EA(|V 4C(s0, A)(m(A) — A)| + %(ﬁ(A) — A) HAC (50, A)(1(A) — A))

which is dependent upaf, that we assume to be a strategy not too far from the optimal.
We show under mild hypotheses that choosinminimizing this distance is better

than minimizing the Kantorovitch-Rubinstein distance.phrticular, figure 1 shows a

much smaller resulting cost for the 50 random procegSeghich are the closest td

for our distance (among 200 random processes), than forGharflom processe$’

which are the closest td for the Kantorovitch-Rubinstein distance. This shows that

E C(argmin E C(., A"), A) is better withA’ = argmin distance2(A’, A) than with

A’ = argmin dk(A’, A) wheredk is the Kantorovitch-Rubinstein distance.

7.35 T T T

T
distance2’ --------
distance2
| kantorovitch -------

Cost

Distance (order)
Figure 1: Results indimension 2 We see that the Kantorovitch-Rubinstein distance is noetated to
the cost, whereas thistance(?) leads to good results. Hence, choosing a random protetsose” to A

in the Kantorovitch-Rubinstein distance leads to have g bad estimation of the best cost, and leads to get
an apparently-optimal solution (when looking at the cost46) very far from the real optimum.

An adaptation to the case with risk has also been performed.
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Résurre : Nous présentons une technique d’apprentissage d’'ut wbgeparti-
culier qui est un solveur de contrainté&ant donné un sous-ensemble de solu-
tions et un autre sous-ensemble de non-solutions pour urieagde, nous cher-
chons une représentation de la contrainte entiére sdosne d’'un solveur. Un
solveur permet de distinguer les solutions des non-saisitiet ainsi il effectue la
tache de classification. Mais il permet également rédaidemaine des variables
lors du processus de résolution. Les résultats de testeoutrent la qualité de
classification obtenue par I'apprentissage de solveurs, augsi I'efficacité de la
réduction de domaines.

Mots-clés: Contraintes ouvertes ; Apprentissage de solveurs; Alyoes de
classification.

1 Introduction

La programmation par contraintes est un outil trés putssenmodélisation et
de résolution de problémes. Dans ce paradigme, un prebEst représenté par un
certain nombre de variables, avec leurs domaines (les rgafmssibles) et un en-
semble de contraintes sur ces variables. Un exemple aleskign connu de probléme
avec contraintes (Constraint Satisfaction Problem, CSPue systeme d'équations
mathématiques, par exemp&® + cos(Y + Z) = Z2 A X +Y + Z = 0. Une so-
lution du probleme est une affectation de toutes les viasaQui satisfait toutes les
contraintes. Dans le domaine de la Programmation par Gotesail existe deux prin-
cipales difficultés. La premiére concerne la modélsapar contraintes du probléme a
résoudre. L'utilisateur doit composer le CSP en utilisare bibliothéque de contraintes
disponibles (par exemple, des contraintes arithmétjq@sste tache peut s’avérer as-
sez complexe, car la bibliotheque des contraintes digpempeut etre insuffisante pour
un probléme particulier. La deuxiéme difficulté consigtrésoudre efficacement le CSP
formé, c’est-a-dire a trouver une (les) affectatiomi@)/ariables satisfaisant a toutes les
contraintesEvidemment, la résolution d’un probléme avec contraipteut en théorie
etre faite par un algorithme général de recherche, guicuarait I'arbre des affecta-
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tions possibles. Mais en pratique cette méthode estigakie vu la taille de I'espace
de recherche. Ainsi, plusieurs techniques plus ou moingmgées ont été développées
afin de rendre la recherche de solutions la plus rapide gessib

Notre travail étend les possibilités de modélisation gantraintes tout en permet-
tant une résolution efficace. L'idée de départ était dgppser une méthode qui per-
met a I'utilisateur de définir ses propres contraintes enndnt des exemples de so-
lutions et de non-solutions. En effet, dans plusieurs @rmolels réels interviennent les
contraintes spécifiques dont I'expression formelle mestconnue. Ces contraintes ex-
priment des préférences ("étre une bonne configuratjde’s concepts ("étre un arbre”)
ou encore les habitudes. On dispose généralement d'tairceombre d’observations
etiquetées ("solution” ou "non-solution”) et on doit plgire une représentation de toute
la contrainte (qui sépare I'espatmal des n-uplets en deux parties). On appeihe
contrainte ouvertdensemble des exemples connus. On "devine” la contrargertir
des exemples. On appelle ce processus l'acquisition outaetere de contrainte ou-
verte. Mais il ne suffit pas d’avoir une représentation goetjue de la contrainte, méme
si elle est juste (au sens qu’elle représente bien le conddpe fois la contrainte obte-
nue, elle sera mise dans un CSP arésoudre, avec un cemtabirend’autres contraintes.
Selon la technique de résolution utilisée, la repré&sent des contraintes joue plus ou
moins sur la rapidité du processus de résolution. Ainstlogrche une représentation
qui:

— corresponde bien a la contrainte, c’est-a-dire permdistinguer avec le minimum

d’erreurs les solutions des non-solutions,

— facilite le processus de résolution, dans le cadre dehmtque de résolution choi-

sie a l'avance.

En clair, il ne suffit pas de classer bien les n-uplets, il faugsi participer de facon
la plus efficace possible a la résolution. Cette dernderedition fait de I'acquisition
d’'une contrainte a partir des exemples un probleme plusptexe que I'apprentis-
sage de classificateurs. Un arbre de décision peut classectement les n-uplets (en
solutions ou en non-solutions), mais comment intégrecaf®ment cet arbre dans la
résolution de CSP, par exemple, par la réduction de das&i®R notre connaissance,
il n'y a pas de réponse a cette question. Au lieu d’essalaagter un classifica-
teur connu a la résolution efficace, nous proposons lersehinverse : partir d’'une
représentation particulierement intéressante porgdalution et arriver a proposer une
technique d’apprentissage pour cette représentatiosulta de I'article se compose
comme suit. Dans la section 2, on donne un certain nombrefii@tidins importantes
(contrainte, consistance, résolution par réductionateanes, opérateurs de réduction,
etc). On donne également une représentation génératégs contraintes sous la forme
d’'un ensemble d’opérateurs de réduction de domainegdgent un rdle actif pendant
la résolution). Dans la section 3, on présente la méthdalgprentissage des opérateurs
de réduction a partir des exemples. Cette méthode peraeuérir la contrainte a par-
tir des exemples sous la forme d’un ensemble de classifisapauticuliers. On com-
pare la qualité de classification de notre systeme avégolfighme C5.0 et C5.0 avec
boosting sur quelques jeux de données réels. Dans lasdctious montrons comment
la représentation de la section précédente est trané®en un ensemble d’'opérateurs
de réduction pour la contrainte apprise. Nous préserdgossi les performances des

186



Apprentissage de solveurs

opérateurs de réduction obtenus pour quelques cas E#in, |'article se termine par
une discussion et une conclusion.

2 Préliminaires ; Contraintes et Resolution

Dans cette partie on donne les définitions relatives aukaimtes et a la résolution
des CSP utiles a la compréhension du cadre généralVSait ensemble de variables
etD = (Dx)xev leurs domaines finis. On notéle produit cartésien des ensembles.
Pour un sous-ensembl& C V, on noteD" I'ensemble de n-uplets s, c’est-a-
dire 'ensembldIxw Dx. La projection d’'un n-uplet ou d’un ensemble de n-uplets
sur une variable ou un ensemble de variables est nog@@inture de deux ensembles
de n-uplets est notéer. Si A est un ensemble, aloB(A) désigne I'ensemble des
parties ded et|A| son cardinal.

Définition 1 (Contrainte)

Unecontraintec est un coupl¢W,T) ou :
— W C V estlarité! de la contrainte ;
— T C DW est 'ensemble dsolutionsdec.

Lajointure de deux contraintes est définie comme une extension nlatdesla jointure
des n-uplets : st = (W, T) et = (W', T"), alorsc < ¢’ = (WU W', T = T’). La
tableT > T’ contient tous les n-upletse DWYW’ tels quety € T' (la projection sur
les variables dé/” est un n-uplet d&") ett;» € T’ (la projection sur les variables de
W' est un n-uplet dg”).

Un CSP est un ensemble fini de contraintes. La jointure esteliment étendue
aux CSPs et les solutions d'un C8P= {cy,..,c,} Sontey X ... I ¢,. Le calcul
direct de cette jointure est trop complexe pour étre fdgsah pratique. D’ou l'intérét
particulier des cadres d’approximation. Le cadre qui a les ple succes est celui de
réduction de domaines. Ainsi pour un ensenifleC V' un état de recherche est un
ensemble des valeurs encore possibles pour chaque varigble= (sx)xew tel que
sx C Dx. L'espace de recherche &5ty = IIxcwP(Dx). LensembleSy, ordonné
par l'inclusion point & point est un treillis complet. Deemé, l'inclusion et I'inter-
section des états de recherche sont définies aussi ppoiha L'espace de recherche
entierSy est noté simplemerfi. Des états de recherche particuliers, appgiégleto-
niguesjouent un rble important dans notre cadre. Un état de rebkeesingletonique
ne contient qu'une seule valeur pour chaque variable, st @présente un n-uplet. Un
n-uplet est transformé en un état singletonique paretagur | : pourt € D, on
aft] = ({tx})xew € Sw. Inversement, un état de recherche singletonique es-tran
formé en un ensemble de n-uplets en prenant le produgsiartfI : pours € Sy,
IIs = Hxewsx € DY. On noteSingy I'ensemble[ D] des états de recherche
singletoniques. Par définitiohD"'] C Sy .

1Dans notre formalisme ensembliste, arité a un sens pkrispgue le simple nombre de variables et
contient I'information de typage.
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La résolution du CSP est faite par un enchainement dstaje propagation et
d’étapes de recherche (figure 1). Une étape de propagatitsiste a faire une itération
chaotique des opérateurs de réduction de domaines pusiqupoint fixe (Apt, 1999).
Un opérateur de réduction est une fonctionfdeSy, — Sy croissante (pour I'inclu-
sion) et contractant&’é € Sy, f(s) C s). Malheureusement, la réduction de domaines
ne permet pas toujours de trouver directement une affentdé variables (les domaines
ne deviennent pas toujours singletoniques). Pour remadie probleme, cette étape de
propagation (qui n'a pas abouti a une affectation) estisyar une étape de recherche
(appelée labeling) qui, pour une variable du CSP, chdisiffecte une valeur parmiles
valeurs encore possibles pour cette variable. Ensuitecommmence la réduction de do-
maines par propagation et ainsi de suite jusqu’a trouversatution ou jusqu’a arriver
a un domaine vide (absence de solutions). Si un choix pena@étape de recherche
conduit & I'échec (absence de solutions), une autre valeur la méme variable sera
essayeée.

(0,4,2,1) solution

% : élagué par réduction de domaines A : encore non exploré

FiG. 1 — Résolution d’'un CSP

Ainsi, la résolution d’'un CSP est le parcours de I'arbre dffsctations possibles,
mais 'arbre est dynamiquement élagué par la réductemdamaines. Notons que ce
schéma de résolution n’est pas le seul dans le domaine@dedition des CSP (Tsang,
1993). Néanmoins, la résolution par itération des afg&ns de réduction de domaines
et labeling a déja fait ses preuves et elle est tres laggeén@pandue.

Les opérateurs de réduction sont généralement &ssaaix contraintes elle-mémes.
Chaque contrainte de la bibliotheque possede son prggateur de réduction. Cet
opérateur est une représentation "active” de la cortral@n appelle un tel opérateur
uneconsistance

Définition 2 (Consistance)
Un opérateurf : Sy — Sw est uneonsistanc@our une contrainte= (W, T) si :
— f estcroissantets, s’ € Sw,s C s’ = f(s) C f(s).
— f estcontractantev's € Sy, f(s) C s.
— festcorrecteVs € Sy, lIsNT CIf(s)NT.
— f estassocié@ la contrainte : Fixz(f)NSingw = [T] ouFix(f) est'ensemble
des points fixes dg.
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La correction veut dire qu’une consistance ne réduit jaries domaines de telle sorte
gu’une solution de la contrainte serait rejetée. La dagmpropriété de la définition est
trés importante : une consistance est une représentatictionnelle de la contrainte,
car les seuls n-uplets acceptés par I'opérateur sonttemaat les solutions de la
contrainte.La représentation de la contrainte par son @pateur de consistance est
une repésentation iéale dans le cadre deésolution de CSPs par laéduction de
domaines et la recherche@n appellesolveur 'opérateur de consistance pour une
contrainte, car la combinaison de I'opérateur avec unriélgue de parcours d’arbre
donne un solveur pour la contrainteate¢-consistancest la consistance probablement
la plus connue et I'une des plus utilisées. Bien qu’ellé définie comme une pro-
priété, il est possible de la calculer avec un opératearc-consistance est définie
parVs € Sw, ac.(s) = s avecVX € W, s’y = (IIs N T)x. En clair, on sup-
prime des domaines les valeurs avec lesquelles on ne petdrpzexr de solutions de
c. Pour cela, on réduit chaque domaine avec les projectieta dontrainte sur la va-
riable en question. L'arc consistance est la consistangduk contractante qui peut
exister pour une contrainteindépendamment du contexte, c’est-a-dire sans comsidé
plusieurs contraintes a la fois (d'apres la définitiormde Supposons maintenant que
chaque domain®x est équipé d'un ordre total. On appelle 'intervallda..b] I'en-
semblef{e € Dxla < e < b}. On appellelntx le treillis d'intervalles construit sur
Dx. On note aussinty = [[y.y Intx. Pour toutA C Dx on note[A] l'inter-
valle [min(A)..max(A)]. Alors on définit laconsistance de borngsar :Vs € Sy,
be.(s) = s" avecVX € W, s’y = sx N[(Ils N T)x]. La consistance de bornes
supprime les valeurs en faisant bouger les bornes desafiEsvEn général, c’est une
consistance plus faible que I'arc-consistance (moinsragtente) mais au méme temps
plus rapide a calculer. La rapidité de calcul et la posigilile traitement de tres grands
domaines (pour approximer le continu) rend la consistardsodnes largement utilisée
elle-aussi. On peut ordonner les consistances selon lewmopale réduction f; C f
& Vs € Sw, f1(s) C fa(s). Alors on aac C be.

Soit¢ = (W, T) une contrainte. Soit un opérateur de consistaiceour c. Soit
s € Sy un état de calcul (les valeurs encore possibles pour légbles déV’). L'appli-
cation de I'opérateuwp a s a pour 'effet la suppression (éventuelle) de certainéswa
danss. Il est possible de modéliser I'action dg surs par le test de la présence des va-
leurs dans les domaines des variables. Soit une varkdell” et une valeun € Dx.
On appellg~onction de Féductiorélémentaire(FRE) lafonctionfx—, :Sw_(x} — B
qui renvoietrue si la valeura doit rester dans le domairiey, etfalsesi elle doit &tre
supprimée. L'action de I'opérateap sur un état de calcul € Sy, est obtenu par la sup-
pression dans tous les domaines couragtges valeurg pour lesquelles leur fonction
respectivefx—, répondfalse L'avantage de représenter un opérateur de consistance
avec les FREs réside dans la simplicité des objets erepces Un opérateurp est
une fonction qui prend en parametre un produit cartésiensembles pour retourner
un autre objet de méme type. Une Fonction de Redudfiémentaire est une fonc-
tion qui, certes, prend en parametre toujours un produiésin d’ensembles, mais re-
tourne un booléen. Nous avons dong, ., | Dx | fonctions et chacune est plus simple
qu’un opérateur de réduction. Le type d’'une FRE rend satcoction automatique plus
simple que la construction automatique d’un opérateuédaation.

189



CAp 2005

Dans la section suivante, on introduit le concept de camiaiuverte, ainsi qu’une
méthode d’acquisition inspirée par la forme et le sens fdestions de réduction
elémentaires.

3 Contraintes ouvertes : acquisition

La modélisation par contraintes des problemes réels gteei considérablement en-
richie par la possibilité donnée a I'utilisateur de défises propres contraintes. Nous
nous intéressons au cas ou l'utilisateur fournit un cem@mbre d’exemples de solu-
tions et de non-solutions pour la contrainte, et la taal#’la contrainte est obtenue par
apprentissage. On appelledantrainte ouvertda partie connue de la contrainte :

Définition 3 (Contrainte Ouverte)

Unecontrainte ouvertest un triplef W, T+, T~) ol
- Tt C DV etT- C DV
—TT#0etT~ #0
-TTNT- =10

Une contrainte ouverte est difficilement utilisable dansG8P classique, car on est
incapable de faire le test de satisfiabilité (décider sndeplet est une solution ou
pas) pour les n-uplets non étiquetés. Nous devons d’dlemnsher” la contrainte ou-
verte, c’est-a-dire pouvoir étiqueter 'ensemble deptets deD" et ainsi définir une
contrainte "classique”. Nous appelons cette phase de §rma” la phase d’acquisition
de la contrainte. Quels sont les cas pratiques ou on a bdsaiquérir une contrainte
a partir d'une contrainte ouverte ? Nous pouvons aujowidshiggérer deux grandes
familles :

— Les contraintes "étre un bon plan” ou "étsedtats consécutifs d'un systeme dy-
namigue”, ou chaque variablg; représente I'action a effectuer au pas numéro
Les applications de ce type de contraintes sont la roboficgiuetet al., 2004),
programmation de processus industriels, les traitemeatiaaux, les plans d'in-
vestissement, un agenda coopératif qui essaie de medidgsemplois de temps
des autres personnes.

— Les contraintes de type "étre un bon objet”, "étre unefigomation préférée” ou
"gétre un exemple du concept”, ou chaque variable repitésen degré de liberté de
configuration et les valeurs des variables représentsictieix possibles (ex : va-
riable "processeur” et les types de processeurs possibteme valeurs; variable
"couleur de sieges” et les couleurs disponibles commeuvs)je

Voici un exemple d’utilisation de contrainte ouverte :

Exemple 4 (Salades)

On suppose qu’une société possede une cantine qui sentamad nombre de repas
par jour. Dans chaque plateau servi, il y a une salade. Lelgnmbque le chef doit
traiter, c’est quelle recette choisir et combien de pogijoréparer de chaque recette. Les
contraintes sont : le nombre de repas a servir, la quatégéngrédients disponibles, le
colitdes salades a minimiser etc. Les variables correlgpwaux différents ingrédients,
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et les valeurs - les quantités a utiliser. Le chef dispdseealbase de recettes qui, dans
cette modélisation, correspond a la contrainte "éteehonne salade”. Nous proposons,
en ajoutant un certain nombre de "mauvaises recettes” idines 'ensemble de n-
uplets obtenus comme une contrainte ouverte. La fermetucette contrainte ouverte
permettra d’étendre la base de recettes, mais il est gabfague la performance de
résolution ne soit pas compromise. \oici la descriptietadlée de cette contrainte
ouverte "salades” (que nous avons constituée avec unteapda matiére) : il y a 22
ingrédients, comme les tomates, la mayonnaise, le thoroeseeve, 'huile d’olive
ou encore la laitue. Le domaine de chaque variable est erttted2valeurs. Il y a 64
valeurs en toutzfi1 |D;|). L'ensemble des solutions connues comporte 53 recettes;
I'ensemble des non-solutions connues (qui sont des reqedtebonnes ou qui ne sont
pas du tout des recettes) comporte 281 exemples.

Nous proposons une méthode d’acquisition qui est baséesspuissantes techniques
d’apprentissage connues pour obtenir un bon résultat.&natemps, la représentation
obtenue est facilement et automatiquement transformableneopérateur de consis-
tance pour la contrainte fermée (c’est-a-dire celle wléepar apprentissage a partir de
la contrainte ouverte).

Soit (W, T*, T~) une contrainte ouverte. Nous allons apprerdye_,, |Dx| clas-
sificateurs a deux classes spécifiques, c'est-a-diranawgu’il y a de FREs pour
représenter I'opérateur de consistance pour une catgrsiir les variables dé’. Soit
X € Weta € Dx. Le classificateunx—, : [ [y (x; Dx — B prend en parametres
les variablesnstancéesde 1V, autres queX et retourndrue si la valeura est possible
pour la variableX, etfalsesi la valeura est impossible. En fait, un classificateus—,,
est la version singletonique (qui fonctionne seulementesuvariables instanciées) de
la fonction de réduction élémentaifg —,. C’est la particularité de notre méthode, que
d'utiliser les classificateurs inspirés par les fonctidesréduction élémentaires pour
apprendre un concept. Dans la section suivante on verradtemisformation du clas-
sificateurnx—, en FREfx_, est formelle et ne fait pas d’appel aux techniques d’ap-
prentissage. L'ensemble d’exemples et de contre-exemplade classificateut x —,
est obtenu par la sélection des n-upletsls quetx = a suivie de la projection sur
W — {X}. Les n-uplets d&"" (les exemples de solutions) dont la projection Xuest
a nous donnent les exemples pou—, :

Exj(:a = {ﬁ|W,{X}|t € T+, lx = a}.

De méme, les n-uplets & dont la projection suk esta donnentles contre-exemples
pourny—, :
E(L’;(:a = {t|W_{X}|t el , t|X = a}.

Nous avons réalisé le systerBelar qui effectue I'apprentissage de classificateurs
nx—q POUr une contrainte ouverte donnée par I'utilisateurrPeprésenter les classifi-
cateurs nous avons choisi les perceptrons avec une coudheooir (Mitchell, 1997)
pour plus de références). Le choix a été suggéré,apart, par la puissance de cette
technique, et par la facilité de transformation en FRE ¢darceptron multi-couches,
d’'autre part. L'architecture du réseau utilisé est @it classique (figure 2). La fonc-
tion d’activation est la fonction sigmoide. Chaque neerde la couche cachée est
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FiG. 2 — Architecture du réseau de neurones utilisé

connecté a chacun des neurones d’entrée. De méme rieneeade sortie est connecté a
tous les neurones de la couche cachée. La sortie des ne@sirdans l'intervall®, 1[.

En supposant les domaines de variables totalement ordponéait correspondre a
chaque valeur un entier naturel : par exemple, a chague Dx on associe. On
effectue ensuite une conversion vers l'intervdlliel]. Le neurone d’entrée correspon-
dant &X recoit la quantité /| D x| quand la variableX recoita;. Aprés le neurone de
sortie, il y a une unité de décision : si la valeur de soréi€d neurone est supérieure ou
égal a 0.5, la réponse du classificateurtest, etfalsesinon. Le nombre de neurones
dans la couche cachée est le méme pour tous les classif&gteur une contrainte ou-
verte donnée. Ceci n’'est pas obligatoire et d'ailleurs@mlore est un parameétre de la
méthode. Nous I'avons fixé pour nos exemples entre 3 etdpprentissage des poids
est fait par I'algorithme de rétropropagation du gradiérdgpprentissage de chaque
classificateur est arrété quand I'ensemble des exemptdsien classé, ou apres un
délai raisonnable.

Une fois les classificateurs appris, on les combine pounathia classificateur global
de n-uplets qui effectue le test de satisfiabilité (déteensi un n-uplet est une solution
ou non). Soit un n-uplet € DV Soit X € W. Nous supposons quey = a. Nous
allons exécuter le classificateur—, surt;_;x}. Si la valeur retournée eédlse,
cela veut dire que selon le classificateur—, la valeurt|x = a estimpossible vu les
affectations des autres variables. Nous allons exéauieiés classificateursy—, tels
queX € W ett x = a. Le classificateur associé a une valeur du n-upidirifie la
légitimité de la présence de cette valeur dans le n-uipied en tou| | classificateurs
qui sont sollicités pour tester un n-uplet. L&8| réponses sont combinées pour donner
un avis sur le n-uplet selon deux méthodes :

— la méthode "vote majoritaire” : si le nombre de valeugstitnes dépasse la moitié
des votants, le n-uplet est déclaré comme une solutimmnsc’'est une non-
solution;

— la méthode "vote avec veto” : un n-uplet est considéraroe une solution seule-
ment si toutes les valeurs sont légitimes, et comme unesphuiion si au moins
une valeur n'est pas légitime.

La deuxiéme méthode est issue du monde des contraintes, etat de calcu € Sy
est rejeté si au moins un domaine de variables est vide. @GdaBtiassificateursy —,
sont les versions singletoniques des fonctions de régtuétementaires, la méthode de
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vote avec veto est seulement la traduction du comportenenERES sur un état de
calcul singletonique, quand il y a une seule valeur danswdhdgmaine).

Nous avons testé la qualité de notre méthode d’acquis@éomme une méthode de
classification a 2 classes. Nous avons pris 4 jeux de dandiéférents : la base "re-
cettes de salades” de I'exemple 4 et trois bases trouvéesd {2l Machine Learning
Repository. Pour avoir une idée de la performance relative de notrfenigoe nous
avons testé sur les mémes bases I'algorithme d’appsegisd’arbres de décision C5.0
(qui est une version améliorée du trés populaire C4.5r(@n, 1993)) et C5.0 avec
boosting (RuleQuest Research, 2004) g¥&¢ votants pour contrebalancer le nombre
de nos classificateurs. Notons au passage que notre mé&taadastruction de classi-
ficateurs est differente de celle du boosting (Freund & 88ah999) par la fagon de
construire les ensembles d’exemples pour les classificatdous avons utilisé la vali-
dation croisée classique avec 10 blocs. Le jeu de donisédivesé de maniére aléatoire
en 10 blocs de méme taille. Un bloc est utilisé pour la waiah, et les autres pour I'ap-
prentissage. Apres avoir fait 10 tests, a chaque fois amdxtoc de validation différent,
on calcule la moyenne. Cing sessions differentes de vadiaroisée ont été effectuées
pour augmenter la fiabilité de résultats (il y a donc 50stest total). Les résultats des
tests ainsi que la description des bases sont regroupédeléableau 1. Dans ce ta-
bleau, "Solar veto” et "Solar maj” signifient les performasale notre systeme avec les
differentes modes de vote. Le nombre optimal de neurones léa couches cachées
a été a chaque fois déterminé empiriquement. Le ternggpcentissage est le temps
nécessaire pour apprendre tous les classificateurs. Lgstdfapprentissage pour le
systeme C5.0 avec ou sans boosting est moins d’'une seddiaiele temps d'ap-
prentissage n’a absolument aucune importance dans Kapipih aux contraintes, car
le gain apporté par I'utilisation des propagateurs obdezampense trés largement les
minutes nécessaires pour apprendre les classificatéang&gtaires. Ainsi, la comparai-
son de notre technique avec les algorithmes connus, consnaeldees de décision, sert
seulement a signaler la qualité d’acquisition de cors;eqains se mettre en compétition
avec les autres technique d’apprentissage, car les tegsdjapprentissage connues
ne fournissent pas de solveur pour le concept appris.

Comme on le constate, la qualité de classification défle dels algorithmes réputés
comme tres efficaces. On constate que la méthode de vatevat@ est visiblement
moins performante que la méthode avec vote majoritairés M&aut comprendre que
lors de la classification par le vote avec veto, I'erreur estgipalement faite (en pro-
portion écrasante) sur la classe "solution”. En fait,eatéthode accepte seulement les
n-uplets qui sont des solutions "irréprochables”. Ainsite méthode tend a "purifier”
la classe de solutions, ce qui peut méme étre recherch@iegsateur (dans les cas ou
il vaut mieux avoir une solution slire quitte a en avoir nsan total). Par exemple, dans
le cas de la base "salades”, on passe par apprentissage deehies a 7.4E4 recettes
(le nombre de n-uplets acceptés unanimement). Probabtelaesraie classe "bonne
salade” est encore plus grande, mais 7.4E4 recettes sarladgement suffisantes. En
plus, les 7.4E4 recettes sont des recettes "slires” captéeeunanimement (un ex-
pert confirme qu'il y a moins de 3% de mauvaises recettes dagshantillon de 100
recettes prélevées aux hasard dans les 7.4E4 solutions).

2http :/iwww.ics.uci.edu/"mlearn

193



CAp 2005

Database salades| mushroom | br-cancer | votes-84

Arité 22 22 9 16

Taille de domaines 2-4 2-12 10 3
#Classificateurs 64 116 90 48
#examples 334 8124 699 435
#neurones dans C( 3 3 5 5
Temps d’app, 55" 2/30” 8'30” 4'30”
Erreur Solar veto| 11.9% 6.9% 4.6% 25.9%
Erreur Solar maj 3.6% 0.7% 3.5% 3.8%
Erreur C5.0 9.9% 0.8% 5.5% 3.7%
Erreur C5.0 boost| 4.8% 0.2% 3.7% 4.4%

TAB. 1 — Tests de classification.

Nous pensons que notre technique d'acquisition de cotdsagst intéressante, vue
les résultats de tests, méme dans son application inate&alia classification, sans par-
ler de la possibilité d’obtenir un solveur pour la conttaiapprise par la transformation
des classificateurs. Nous allons voir dans la partie suaviantméthode de transforma-
tion et les propriétés du solveur obtenu.

4 Contraintes ouvertes : obtenir les oprateurs

La méthode que nous avons proposé pour l'acquisition déra@iotes, telle qu'elle
a été exposée, est une méthode de classification deetsugrl deux classes. Méme si
les classificateura x—, sont inspirés par les fonctions de réduction élemeadails
ne peuvent pas étre directement utilisés pour la rédnicte domaines au cours de la
résolution. Les classificateuts,—, représentent la contrainte au sens gu'ils distinguent
les solutions de non-solutions a partir des variablesaimgées. SoifX € W une va-
riable eta € Dx une valeur. Le classificateurx—. : ([[y_(x; Dx) — B prend
en parametres les variablesdé— { X } instanciées pour renvoyer la décision. Com-
ment & partir de ce classificateur définir une fonctioneattuction élémentair¢x_,
qui prendrait en parametre des domaines, c'est-a-dsevaéables non completement
instanciées ? Supposons que la contrainte est apprisdastarsne d’'un ensemble de
classificateurs x—,, pour toutX € W ettouta € Dx. Soits € Sy, un état de calcul.
La valeura peut étre supprimée du domaihk si et seulement sit € sy _gx} on
anx—.(t) = false. Dit autrement, la valeus est supprimée dux si et seulement si
pour tout n-uplet de I'état de calcul couranttel quet|x = a le classificateun x—,
trouve la valeutX = a impossible (on pourrait dire illégitime ou encore incatante).
Voici la définition de la fonction de réduction éléemeingaf 5, _, a partir du classificateur
nx—q, qui est une FRE possible construite a partimdgL, :

Définition 5 (FRE via classificateur (1))
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Un classificateunx—, ][y, _ (X} Dx — B est transformé en fonction de réduction
élémentairg'y _, :Sw_(x} — B par:

Vs € SW*{X}? f;(:a(s) = \/ nX:a(t)'
tells

Cette facon de définir les FREs n’a rien d'un hasard : ltapgur modélisé par ces
FREs est I'opérateur de consistance pour la contrainfiaidéar les classificateurs
votant avec veto.

Proposition 6 (Consistance via classificateurs (1))

Soit une contrainte ouvert@V, T+, T~). On suppose que la contrainte a été fermée
par l'acquisition sous la forme dg_ x .y |Dx| classificateurs. On suppose que les
classificateurs votent avec le droit de veto pour définfrdamble de solutions (seuls les
n-uplets acceptés unanimement sont considérés conioimas). On note = (W, T)

la contrainte obtenue. Alors 'opérateur représentégralFRES de la définition 5 est un
opérateur de consistance pour la contrainte(W,T).

Preuve On rappelle I'utilisation des FREs pour représenter ugrafgur de réduction :
etant donné un état de calcule Sy, toutes les FRES concernées (c'est-a-dire les
fXx—, telles quen € sx) sont exécutées, et dans les casfQu, (sjw—{x}) = false

la valeura est supprimée du domaine couragt Les nouveaux domaines ainsi formés
donnent le nouvel état de caletll On appellep! :Sy — Sy 'opérateur ainsi défini.
On suppose que la contrainte ouveft®, 7+, 7~) a été fermée (généralisée) pour
donner la contrainte= (W, T') par I'apprentissage des classificateugs-,, pour tout

X € W ettouta € Dx. On suppose que les classificateurs votent avec le droittde ve
pour définir 'ensemble de solutiois Montrons d’abord quep! est une consistance
pour la contrainte = (W, T).

e Croissance : D’aprés la définition 5, les fonctions FRES sont croissan
Lopérateurop! est donc lui aussi croissant.

e Contractance: L'opérateurop! est contractant car les FREs ne font que supprimer
les valeurs (sans jamais en rajouter).

e Correction : Soits € Sy . On suppose quésNT # (). Soitt € IIsNT. On adonc
t € T. Cela veut dire que tous les classificateurs sont d’accardesn-uplet (tous
retournentrue). Alors par la définition 5 toutes les FREs retourntené sur[¢] :
I'état singletonique est stable par toutes les FREs. Codergus I'opérateusp!
est croissant, pour toute Sy, tel que[t] C sona[t] C op'(s). Par conséquent,
Vs € Sw,lsNT C Iop'(s) N T : les solutions ne sont jamais rejetées q@ar.

e Association & la contrainte : Soit s € Fiz(op) N Singw un état de calcul
singletonique (une seule valeur dans chaque domaineggtabll'opérateupp’
(op'(s) = s). D’apres la définition de I'opérateunp?, 'état s est stable parce
que toutes les FREs I'acceptent. Mais d’apres la défmBiain état singletonique
sera stable seulement si tous les classificateurs accéptenpletils. Or, c'est la
définition d’un n-uplet solution. Donds € T'. Soitt € T un n-uplet. Par correc-
tion, 'état [¢] est stable pasp', et donc[t] C Fiz(op') N Singw . Il en résulte
queft] C Fiz(op')= [T] : 'opérateurop' représente exactement la contrainte
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Lopérateurop! est donc une consistance pour la contrainté cause du fait que
I'opérateur de I'arc-consistanee: est une consistance podgret qu'en plus il est le
plus contractant, on Rix(ac) C Fix(op') : ac C opt. O

La définition 5 de la fonction de réduction élémentairegmse une méthode de cal-
cul de cette fonction, a partir du classificateur correslamih. Malheureusement, cette
méthode n’est pas utilisable en pratique car elle demamdéhération et le parcours
de tous les n-uplets dés, pour uns € Sy, _x; donné. Par exemple, 10 domaines de
10 valeurs chacun représent&ft® n-uplets. Quand on sait que I'opérateur est exécuté
plusieurs fois (méme plusieurs milliers de fois) pendaméksolution, on comprend que
cette facon de calculer est inacceptable en pratique.

Nous proposons d’utiliser les techniques issues de I'Agelgles Intervalles
(Moore, 1966) pour résoudre ce probleme. Et plus peleesit, nous allons utiliser
I' Arithmétique des Intervallepour construire les extensions naturelles aux intervalles
des classificateurs. Rappelons brievement le principéadéhmétique des intervalles
de réels. Au lieu de travailler avec les variables réelbesfait du calcul avec les va-
riables intervalles. Les objets manipulés sont les irilas fermés de réels. On note
In = {[a,b]]a,b € R, a < b} I'ensemble des intervalles fermés de réels. Quelques
opérations élémentaires sur les intervalte$], [c, d] € Iz dont définies dans la table
2. Ce sont les extensions canoniques aux intervalles destiqris sur les nombres
réels. Soit une fonctiorf ;R — R dont I'expression syntaxique est un arbre composé
exclusivement des opérations —, * etc. Alors I'extension naturelle aux intervalles de
f est la fonctionF' :Ix — Ig qui est obtenue a partir de I'expression de la foncifon
en remplacant chaque variable réelle par une varialgevalie et chaque opérateur par
son extension aux intervalles (exemple 7).

[a,b] +[c,d] = Ja+c,b+d]

[a,b] — [e,d] = [a—¢,b—d]

[a,b] x [e,d] = [min(P)), max(P)]
avecP = {ac, ad, be, bd}

exp(lot) = [exp(a), exp(d)

TAB. 2 — Opérations sur les intervalles.

Exemple 7

Soitf : R — R, f(z) = x * (exp(x) + 1) a pour extension naturelle aux intervalles
la fonction :F' : Iy — Ig, définie parF’'(X) = X * (exp(X) + [1,1]) ot X est une
variable intervalle.

L'extension naturelle aux intervalles est une fonctiorissante 4 C B = F(A) C
F(B)). D’apres le "Théoreme Fondamental de I'Analyse de®rkdlles” (Moore,
1966) on a la propriété suivante :

Proposition 8 (Correction de I'extension naturelle)
Soit une fonctionf : R — R etF : I — Ig son extension naturelle aux intervalles.
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Alorsonavl € Ix,Vx € I, f(x) € F(I).

Cette propriété traduit la correction au sens des conerai: six était dans l'intervalle
1, alors I'image der par f se retrouve dans I'image de l'intervallepar F'. Le méme
principe d’extension et la proposition sont valables pearfbnctions du typR™ — R.
Soit un classificateun x—,. Comme nous I'avons présenté, c’'est un perceptron a 3
couches avec une unité de décision a seuil a la sortige@zeptron est une fonction
de typeR!"I=1 — R dont I'expression est formée a partir des opérationsateb,
x, —, / etexp. Pour toutX € W ettouta € Dx on définit la fonctionNx_—,, :
RIWI=1 _, R comme étant I'extension naturelle aux intervalles du @ettonn x—,.
La fonctionNx—, prend en parameétres les domaines des variabl&s dd X } sous la
forme d'intervalles, et elle retourne I'intervalle imagestiomaines par le classificateur
nx—q. Comme I'unité de décision a la sortie du perceptign., a un seuil de 0.5, nous
utilisons le méme seuil pour I'extensidviy —,, : si la borne de l'intervalle de sortie est
supérieure ou égal a 0.5, la valeur est gardé dans leidersnon elle est supprimée.
La fonction Nx—, munie de l'unité de décision a la sortie (avec le seui) @& une
FRE :

Définition 9 (FRE via classificateur (11))

Un classificateur perceptrork —q [y, _ (X} D~ — B est transformé en fonction de

réduction élémentairf?_, :Sw—_(x) — B en composant I'extensiaN x -, avec une
unité de décision :

true, max(Nx—,([s])) > 0.5
Vs € Sw—{xy, ff(:a(s) - { false, sinon. ’

avecys € Sw, [s] = ([sx])xew -

L'opérateur représenté par les FREs du type , est un opérateur de consistance pour
la contrainte apprise :

Proposition 10 (Consistance via classificateurs (I1))

Soit une contrainte ouvert@V, T+, T~). On suppose que la contrainte a été fermée
par I'acquisition sous la forme dg ., |Dx| classificateurs. On suppose que les
classificateurs votent avec le droit de veto pour définirdemble de solutions (seuls les
n-uplets acceptés unanimement sont considérés comuat®ae). On note = (W, T)

la contrainte obtenue. Alors I'opérateur représentdgmaFRESs de la définition 9 est un
opérateur de consistance pour la contrainte(W,T). On appellep? cet opérateur.

Preuve La méme preuve que pour la proposition 6. La monotonie atfgection des
[%_, résulte des propriétés de I'extension naturelle awerirties. ]

Le calcul de cet opérateur est par contre trés rapide,edrdution de chaque fonc-
tion de réduction élémentaifé _, est du méme ordre que I'évaluation d’un perceptron
simplen x—,. C'est un grand avantage pour la résolution des CSP paorggcalcul
lourd des fonctiong'y _,,. Mais cette facilité de calcul est payante : la fonctjtn_,
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réduit moins que la fonctiofx_, Vs € Sw_(x}, fx—.(s) < f%_,(s). La fonc-
tion obtenue par I'extension naturelle aux intervallesldssificateur x —,, répond par
falsemoins souvent que la fonction définie directement. Cetriméaient provient des
propriétés de I'extension naturelle aux intervalleq, g1 donne pas toujours I'image
exacte de l'intervalle argument, mais plutdt un inteadlus grand incluant la vraie
image. L' Analyse des Intervalles etTééoreme des simples occurren¢dtoore, 1966)
nous apprend que si dans I'expression de la fonction @l&tdautes les variables n'ont
gu’une seule occurrence, alors I'extension calcule livda#le image exact.

Néanmoins, malgré une puissance de réduction moindeel’grc-consistance (la
consistance la plus forte pour une contrainte prise toutksenos tests montrent que
I'opérateur de consistance obtenu est assez efficacdiddtion d’'une consistance plus
faible que I'arc-consistance est pleinement justifieesdartas des grandes contraintes
du monde réel (comme les cas traités ici), car dans (Bessi al., 2004b) on montre
que le calcukexactdu support (c’est-a-dire le calcul d'une FRE la plus foes) NP-
complet.

Nous avons effectué une série de tests pour estimer I@gnds de réduction de
I'opérateurop®. Pour cela nous considérons les bases de données "saladash-
room”, "breast-cancer-wisconsin” et "Thouse-votes-84hroe des contraintes ouvertes.
Une des classes est considérée comme la classe solutisystemeolar construit
I'ensemble des classificateurs représentant la contrdiominée, ensuite les transforme
automatiguement en fonctions de réduction élémergtaingyrenant I'extension aux in-
tervalles. L'opérateur obtenu est ajouté dans notrerngraeplveur de contraintes. Le
CSP arésoudre est simple : c’est la contrainte toute s@ul@lemande au solveur de
générer toutes les solutions de la contrainte donnétatleau 3 regroupe les résultats
des tests. Ony trouve : le nombre de solutions trouvéest(el@ctement le nombre de
solution de la contrainte apprise car le solveur trouvee®lgs solutions) ; le nombre
d’échecs pendant la recherche de toutes les solutions (faiéchec, c’'est d’arriver a un
état ou au moins un des domaines est vide) ; le nombre mdgeheats par solutions;
le temps de génération de toutes les solutions. Notond aueconsistance ne ferait
aucun échec pour une contrainte isolée (mais elle estpodible pour une contrainte
ouverte!).

Database salades| mushroom | br-cancer | votes-84
#Solutions| 7.4E5 > 4.1E6 1.27E5| 1.27E5
#Echecs| 1.34E5 > 3.1E6 1.28E5| 3.47E5
Echecs/Solutior 1.8 0.75 0.99 2.86
Temps| 5'15" >2h 3'00” 730"

TAB. 3 — Tests des solveurs obtenus.

Les tests démontrent la difference essentielle entréassificateur de n-uplets simple
et un opérateur de consistance. Pour générer les swduaigec un classificateur, le seul
moyen est de parcourir I'espace des n-uplets et de les t@stear un avec le classi-
ficateur. Mais, par exemple, pour la contrainte "mushroomisiavons pu récupérer
avec I'opérateur de consistange® plus de 4.1E6 solutions en 2h, alors que en parcou-
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rant 'espace des n-uplets et en faisant le test de clag&ficaous n’avons que 7.7E4
solutions en 3h. Dans le cas de résolution d’'un vaste CSRjiteapporté par I'utilisa-
tion de I'opérateur de consistance permet de conserveeldsrmances de résolution,
tout en élargissant les possibilites de modélisatioprddlemes grace aux contraintes
ouvertes.

5 Discussion et conclusion

Les contraintes ouvertes ont été introduites dans (& Macho-Gonzalez, 2002)
dans le contexte du raisonnement distribué, ou le butaestihimisation du nombre
de requétes nécessaires pour compléter la définitida dentrainte. Les contraintes
ouvertes sont utilisées également dans le cadiatéeactive Constraint Solvin¢Al-
berti et al, to appear) travail qui ne concerne pas l'apprentissaggpprentissage
des préférencemolles apparait dans (Rossi & Sperduti, 2004), mais la construc-
tion du solveur n’est pas non plus proposée. Dans l'ar{iBlessiereet al, 2004a)
les auteurs présentent un algorithme pour I'apprentessigy contraintes basé sur
I'espace de versions. Cet algorithme construit un CSP \{gain sous-ensemble de
contraintes prédéfinies) pour représenter la contaiiiiie. L'opérateur correspondant
a la contrainte cible est la composition par itérationatltpie des opérateurs associés
aux contraintes du CSP obtenu. Dans cette approche legagtquposent que la bi-
bliothéque des contraintes de base utilisée pour la lizadien est bien adaptée, ce gu'il
est difficile d’assurer pour les contraintes ouvertes dudgeagel, souvent mal connues.
D’autre part la technique proposée est trés sensiblewdt) iequent dans les jeux de
données rencontrés en pratique. L'apprentissage dewgslpour les contraintes clas-
siques (fermées) a été introduit par (Apt & Monfroy, 199%ur algorithme construit
un solveur a base de regles, mais le traitement de gramhiaintes est impossible
pour les raisons de complexité. Ce travail a été éteratu/fbdennadher & Rigotti,
2004) et (Lallouett al., 2003) toujours dans le contexte des contraintes ferndaes.
cune de ces approches ne combine la possibilité de divadian avec les performances
du solveur obtenu. A notre connaissance il n'y a pas d'at@@miques alternatives de
construction de solveurs pour une contrainte ouverte pinviedu monde réel.

Les contraintes ouvertes permettent d’élargir considlement les possibilités de
modélisation par contraintes de problemes réels. @lusiproblemes de décision ou/et
d’optimisation font intervenir les contraintes connues panrtie, comme ensemble
d’exemples et de contre-exemples. Dans ce travail, noympoms une nouvelle tech-
nigue d’apprentissage de solveur pour une contrainte teiv€ette technique basée
sur I'apprentissage d’'un ensemble de classificateurscpéetis est directement ins-
pirée par le formalisme des contraintes et la nature desatglirs de propagation. La
technique permet non seulement la construction d’'un dlestur a deux classes aux
performances intéressantes, mais aussi la construcimnsdlveur puissant pour la
contrainte apprise. La technique est applicable aux coméside grande arité et les
domaines finis de taille assez importante, ce qui la rendcpéi&rement intéressante.
Les développements envisagés de ce travail sont :

— l'utilisation d’autres méthodes de classification guerieseaux de neurones avec

ensuite I'extension aux intervalles ou aux ensembles
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— l'application du principe général aux contraintes amns et mixtes.
Ces travaux sont en ce moment en cours.
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Abstract : We consider the approach of solving approximately a detestic
optimal control problem by searching a good controller ifvaig class of param-
eterized policies.

When the dynamics of the system is known from the decisioremal explicit

representation of the sensitivity of the performance measiith respect to the
control parameters is easily derived using pathwise diésivawhich enables to
use gradient methods for solving the parametric optinorgproblem.

This paper is concerned with the case ofuamknown state dynamigsuch as in
reinforcement learning). It introduces a method for cormguthe policy gradient
only from the observable. The underlying idea consists ipragmating the
continuous deterministic process by a stochastic disoregend using stochastic
policies to estimate the unknown coefficients by quantiti@s depend solely on
the state and the policy. Almost sure convergence to theypgtadient is proved.
The method is illustrated on a (6 dimensional) target proble

Résumé: Nous considérons la résolution approchée d'un probléneodedle
optimal par un probleme d’optimisation dans un espace diéqas paramétrées.

Lorsque la dynamique d’état du systéeme est connue de I'agsiionnel, une
représentation explicite de la sensibilité (le gradieptlednesure de performance
par rapport aux parametres de contréle se déduit facilepagrdérivation trajec-
torielle, ce qui permet d’utiliser une méthode de gradientrgésoudre le prob-
Ieme d’optimisation paramétrique.

Dans cet article, nous considérons le cas ddymamique d’état inconnugadre
de I'apprentissage par renforcement). Nous décrivons @tkade pour calculer
le gradient uniquement a partir des observables. L'idés-famente consiste a ap-
procher le processus déterministe continu par un processoBastique discret
et d’utiliser une politique stochastique pour remplacerdeefficients inconnus
par des grandeurs qui ne dépendent que de I'état et de lapelitLa conver-
gence presque-sure vers le gradient est montrée. L'appesthllustrée sur un
probléeme de cible (en dimension 6).
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1 Introduction and statement of the problem

We consider an optimal control problem with continuousestat < Rd)tzo whose
dynamics is defined by the differential equation:

dx

o = e w), (1)
where the controlu:):>¢ iS a Lebesgue measurable function with values in a control
spacel, assumed to be finite (extension to a continuous controlesgastraightfor-
ward). The functionall to be maximized has finite-time horizdh For simplicity, in

the following, we illustrate the case of a terminal rewartiyon

J(; (ut)e>0) = r(2T), 2

wherer : IR? — IR is the reward function. Extension to the general case of etitomal
of the form

T
J(; (ue)iz0) = / F(t,2)dt + R(zr), 3)

with » and R being current and terminal reward functions, easily fodmom linearity,
as indicated in remark 1.

The optimal control problem of finding a contrgl,);>o that maximizes the func-
tional is replaced by a parametric optimization problem hricli we search for a good
feed-back control law in a given class of parameterizectps{ 7, } ., wherea € R™
represents the parameter. The control (or action) may béewi, = =, (¢, z:), and
the dynamics of the resulting feed-back system is

dl‘t

% :fa(l‘t)a (4)

wheref,(z;) = f(z,7.(t,z)). We assume that, is C2 with bounded derivatives. Let
us write the performance measure

V(a) = J (w570 (t, ¢)e>0)

to emphasize the dependency with respect to (w.r.t.) thenpetera. One may also
consider an average performance measure defined by somileutiish 1, for the initial
state:V(a) = E[J (z; 7o (t, 21 )i>0) |z ~ pl.

In orderto find alocal maximum df («), one may perform a gradient ascent method:

a—a+nV,V(a), (5)

with n being an adequate step (see for example (Polyak, 1987; Kughyiin, 1997)).
Of course, many much powerful variants of gradient-basethous exists (Bonnans
et al, 2003).

The computation of the gradieR, V («) is the object of this paper.
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Pathwise estimation of the gradient.
Define the gradient of the state with respect to the paramster V,x;, which solves

dZt

It :Vafa(xt)+vxfa($t)zta (6)

with initial conditionzy = 0. Here,z; is and x m-matrix whose(i, j)-component
is the derivative of théth component oft; w.r.t. «;. Similarly V, f, andV, f, are,
respectively, the derivatives gfw.r.t. the parameter (matrix of sizex m) and the
state (matrix of size x d).

When the reward function is smooth, one may apply a pathwise differentiation to
derive a gradient formula:

Proposition 1
(Yang & Kushner, 1991). If is continuously differentiable then

VoV (Q) = Ver(zr)zr. (7)

Remark 1
In the more general setting of a functional (3), the gradignt

T
VoV(a) = / Vaur(t, x)zidt + Vi R(zr) 2.
Jo

What is known from the agent?

The decision maker (call it the agent) that intends to deaigiwod controller for the
dynamical system may or may not know a model of the state digsafn In case the
dynamics is known, the state gradiept= V,x; may be computed from (6) along the
trajectory and the gradient of the performance measure the parametet: may be
deduced at tim& from (7), which allows to perform the gradient ascent step (5

In this paper we investigate the case of an a priori unknowradhics: the agent only
observes the response of the system to its control. Thisfepramework is often
referred to asnodel-free reinforcement learnir{§utton & Barto, 1998).

The available information to the agent at timare its own control policyr,, and the
trajectory(xs)o<s<: Up to timet. Attime T, it observes the rewandzr) and, in this
paper, we also assume that the grad¥eénfzr) is known.

From this point of view, it seems impossible to derive theéestaadient:; from (6),
sinceV, f andV, f are unknown. The ter¥, f(z;) may be approximated by least
squares methods from the observation of past statgs<;, as this will be explained
later on in subsection 3.2. However the te¥in f () cannot be computed analogously.

In this paper, we introduce the idea of using stochasticci@sito approximate the
stater; and the state gradient by discrete-time stochastic processés and Z2
(with A being some time-discretization step). We show hég may be computed
without the knowledge oV, f, but instead with likelihood ratios (such &5, log 7,
andV, log ) of the policy.

We prove the convergence (with probability one) of the geatiestimata/ (X 2) Z2
derived from the stochastic processe§toV (o)) whenA — 0.
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Remark 2

It is worth mentioning that this strong convergence resuftrasts with usual likelihood
ratio methods in discrete time (Williams, 1992; Baxter & 8ztt, 2001; Suttoret al,
2000; Marbach & Tsitsiklis, 2003) for which the policy gradt estimate would be
subject to variance explosion when the number of discrgiaateps (thus the number
of decisions before getting the reward) goes to infinity. (Ae— 0).

The paper is organized as follows. In Section 2, we state argéresult for dis-
cretization of continuous deterministic dynamics by ststlt discrete processes and
apply it to prove the convergence of the approximate statestate gradient. In Section
3, we state the convergence of the policy gradient estinratelascribe the model-free
reinforcement learning algorithm. In the last Section, iesirate the method on a (6
dimensional) target problem. Appendices A and B providemibfs.

2 Discretized stochastic processes

We first state a general result for approximating a detestimcontinuous process
by a stochastic discrete one. Then, we apply this resultéactimvergence analysis
of processes (the stafé” and the state gradiedf?) related to the introduction of
stochastic policies.

2.1 A general convergence result

Let (z1)o<i<7 be a deterministic continuous process defined by some dgsami

dxt

%Zf(ft)

with initial conditionzy = . We assume thatis of classC? with bounded derivatives.
Let A = T'/N be a time-discretization step (witN being the number of time-steps)
and denot€t, = nA}o<,<n the discrete times.

Let (Xﬁ)oSMN be a discrete stochastic process, such Pﬁét = z, and which

n

satisfies the consistency property:
E[X{ia - XPIXE =a] = f(2)A +0(A) (8)
and the following bound on the jumps:
Xiia = X =0(). ©)
The following theorem establishes the convergendgigt) to (z;) whenA — 0.

Theorem 1
We have

lim X2 = xp, with probability1.
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Appendix A gives a proof of this result. Note that a weakenesgence result (i.e.
convergence in probability) may be obtained from genemallte in approximation of
diffusion processes by Markov chains (Kloeden & Platen,5)9%ere, almost sure
convergence is obtained using tbencentration of measure phenomer{@alagrand,
1996; Ledoux, 2001), detailed in Appendix A.

Remark 3

If we assume a slightly better consistency erroO¢\?) instead ofb(A) in (8), then
we may prove (straightforwardly from the Appendix) thdfX 2] = zr + O(A) and
E[||XF — zr|’] = O(A).

2.2 Discretization of the state

Let us go back to our initial control problem (1). We definstachastic policyr, as
a random choice of an action (or control) according to sonobailities: 7., (ult, )
denotes the probability of choosing actiore U at timet in statex. We write:

Ut ~ ﬂ—a('|t7xt)

a choice of an action, at timet and stater;, according to such a stochastic policy.
Now, we define the stochastic discrete proc(e)gﬁ)ogngv (using the same nota-
tions for the time-step&.,) as in the previous subsection) according to:

e Initialize X§* = .

o Attimet € {(tn)o<n<n}, We choose an actiom, ~ o (-[t, X?). Then, X7 A
is the state of the system at timet+ A resulting from keeping the actiomn;
constant for a period of tima. We write:

up o~ ﬂ(y(-|t,XtA)
10
{XﬁA = y(t, XPu A) (10)

wherey(t, z; u, s) represents the state resulting from the state dynamicsifi) w
initial conditionz; = x and using a constant contreffor a period of times.

WhenA is small, this process is close to a deterministic pro¢ess<:<r defined by
the dynamics (4) with
falz) = Z Ta(ult, ) f(z,u).

uelU

and initial conditionzy = z. Indeed, the discrete stochastic process*) converges
to (z;:) whenA — 0 as an immediate consequence of Theorem 1. To see that, we use
Taylor formula,

XiﬁA - XtA + f(XtA7ut)A + O(A2)7

to derive the property on the average jumps:

E[XtA—&-A - ‘XtAp(tA - l] = Z wa(u|t,x)f(:r,u)A + O(A2) = fa(x)A + O(AZ)a
uelU

and the consistency conditions (8) holds, as well as thedboarthe jumps (9).
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2.3 Discretization of the state gradient

Now, we discretize the state gradient = V,x;. We build the discrete stochastic
procesgZ; )o<n<n according to:

e Initialize Z& = 0.

o Attimet € {(tn)o<n<n}, let(u;) and(X/) be defined according to (10). Then

ZAA = ZE A FXE ) [la(t, X2 u) + Lo(t, X2 u) Z2] A
VL (X2 u) ZRA, (12)
where
lo(t, o, u) == Vama(ult, 2) andl, (¢, z,u) == Vot (ult, z)

7o (ult, ) o (ult, )

are the likelihood ratios of, w.r.t. « andx (defined as vectors of size andd
respectively), anddenotes the transpose operator.

Here again, as a consequence of Theorem 1, the proggssconverges almost surely
to (z;) whenA — 0. Indeed, from the property

E[Z,ﬁ_A —ZR\XP =x,2P =2] = Z ﬂa(u|t,x)(f(x,u)[la(t,x, u) + L (t, 2, u) 2]
uelU
—l—fo(x,u)z)A

= [Vafal®) + Vafa(x)z] A,

we deduce that the coupled procédg”, Z2) is consistent with{z;, z;) in the sense
of (8):

. K%ﬁ )_()Z(fi ) | @fﬁ ) :@ﬂ N (vafa(zﬁ(@xfa (x)z) A+o(a) (12)

andX/ , — X = 0(A) andZf , — ZP = O(A).

3 Model-free reinforcement learning algorithm

We show how to use the approximation results of the previectsan to design a model-
free reinforcement learning algorithm for estimating tigy gradientV, V («) using
one trajectory. First, we state the convergence of the pgliadient estimate computed
from the discrete process, then show how to approximatertkeawn coefficienV . f
using least-squares regression from the observed trajeand finally describe the
reinforcement learning algorithm.
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3.1 Convergence of the policy gradient estimate

One may use formula (7) to define a gradient estimate of tifeiqmeance measure w.r.t.
the parameten based on the discrete procgss”™, Z2):

g(A) == Vur(XP)Z4. (13)

Proposition 2
Assume that is continuously differentiable. Then

iimo g(A) =V, V() with probability1.

Proof. This is a direct consequence of the almost sure convergdricer, Z5) to
(xr, zr) and the continuity oV ,r. O

Now, let us illustrate howZ” may be approximated with quantities available to the
agent. The definition (11) of requires the ternv, f (X2, u). We now explain how

to built a consistent approximati(ﬁ:f(XtA,u) of this term based on the past of the
trajectory( X 2)o<s<t-

3.2 Least-squares approximation oV, f (X2, u)

For clarity, we omit references td, for example writingX, instead ofX2. Let us
write AX; = X a — X; the jumps of the state. Defing(t) := {s < t, us =
ug, X — Xy = O(A)} the set of past times < ¢ when actioru; have been chosen,
and such that the distance between the st&teand X, is bounded by a constant times
A. From Taylor formula, we have for alle S(t),

2

AXs = Xopn — Xg = f(Xs,u) A+ fo(Xs,ut)f(Xs,ut)% +0(A?). (14)

Now, since
F( X ue) = f(Xe,w) + Vo f (X, w)(Xs — Xi) + O(A?),

we deduce (using the fact th&t, f (X, u¢) = Vi f(Xy, us) + O(A)) that

2
AX, = DXt [Val (Xou) f(Xe ) = Vel (Xeru) /(X2 )] 5

FVo f (Xpyu) (X5 — Xi)A + O(A®)
= AX;+ Vo f( X, ue)[Xs — Xy + %(AXS — AX})]A +O(A3) (15)

1
= b+ A+ 5AX)A +0(AY)

with b := AXt - v_»L-f(Xt,U/t)<Xt + %AXIL)A andA := vlf(Xf,Uf) Based on
the observation of several Jumga X }.c5(+), one may derive an approximation of
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V. f(Xe,ut) by solving the least-squares problem:

o1
min — E
Ab Ny

s€S(t)

2

AX, —b— A(X, + %AXS)A , (16)

wheren, is the cardinality of5(t). Write X := X, + 1AX, = (X, + X,4a) and
use the simplified notationsy, X X', AX, andAX X', to denote the average values,
whens € S(t), of X, X (X)), AX,, andAX (X)), respectively. For example,

— 1
X = — X+,
D DR
seS(t)

The optimality condition of (16) holds when the matélx := X X'— X X is invert-
ible, and in that case, the least squares solution provigegiproximatiol,, f (X, u)

of Vo f(X¢, uy):

J—— 1

Vo F (X u) = %(AXXuAXX (XX -XX) (17)
This optimality condition does not hold when the set of pei{dX;"),c ;) liesin a
vector space of dimensioa d (then@), is degenerate). In order to circumvent this
problem, we assume that the eigenvalues of the m@tiare bounded away frofy in

the sense given in the following proposition (whose prodfiiren in Appendix B).

Proposition 3 .
The matrixQ; = X X’ — X X is symmetric non-negative. Le{A) > 0 be the
smallest eigenvalue @}, forall0 <t < T. Then, ifv(A) > 0 andv(A) satisfies

1
v(A)

= o(A%), (18)

then, for all0 < t < T, the least squares estima@c\f (Xt,ut) defined by (17) is
consistent with the gradieRt, f (X, u;), that is:

Aigov/aﬁ(Xt,ut) = Vo f (X, up).

The condition (18) is not easy to check, since it depends@attite dynamics and the
policy. However, it seems (at least in our experiments)ithdolds in general, specially
since we used stochastic policies. Future work should foauts well-foundedness.

3.3 The reinforcement learning algorithm

Here, we derive an policy gradient estimate from (13) in Wldtt information required
to build the state gradietH, is the past trajectoryX; )o<s<-

Choose a time step\. For a given stochastic policy,,, the algorithm proceeds as
follows:
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e Attimet = 0, initialise Xy = z andZ, = 0.

o Attimet € {(t,)o<n<n}, choose a random actian according to the stochastic
policy 7, and keep this action for a period of tide which moves the system
from X; to Xy, A (summarized by the dynamics (10)). Updateaccording to

Ziyn = Zi+ AXq[lo(t, Xp,ue) 4 Lo(t, Xo,up) Ze | A
VL Lt Xoyue) ZeA (19)

Wherev/ﬁ(t, X¢,ut) is processed from (17).

e Attime T, return the policy gradient estima¥é,»(X1)Zr.

This algorithm returns a consistent approximation of thicp@radientV,V(«), as
stated in the next Proposition.

Proposition 4

Assume that the property (18) of Proposition 3 holds, andiittia continuously dif-
ferentiable. Then the estima¥e,r(Xr)Zr returned by the algorithm converges to
V..V («) with probabilityl, whenA — 0.

Proof. From Proposition B,V/m\f is a consistent approximation &f, f, thus the
procesg Z;) built from (19) also satisfies the consistency condition) (2Rd the proof
follows like in Proposition 200

Notice that a simple on-line way for approximatiRg, f is to use an exponentially
decreasing trace with coefficieate (0,1). For that purpose, we may define a table
with valuesY (u) (whereY meansX, X X', AX, andAX X') forall uw € U. The
values are initialized (at the first timteeach action: is chosen) by, whereY; means
X5, XH(XD), AX, andA X, (X,"), respectively. Then, the values are updated at
timet, according to

Y(u) = XY (u)+(1-NY; for wu=uy,
Y (u) stays unchanged for u # .

Thus, the quantitieX, X X/, AX, andAX X’ are easily updated and the tekm f
may be advantageously computed from (17) by an iterativeixnatersion, such as
with Sherman-Morrison formula (see for example (Golub & hp8996)).

Remark 4

Notice that for the initial discrete timesthe matrixX X'—X X may not be invertible,
simply because there are not enough pdiats) s to define a subspace of dimension
d. Then, we may simply s&t ., f to0, which has no impact on the general convergence
result.
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Target

//F\
Hand

7

Mass

(a) The physical system (b) A trajectory (the mass and the hand)
starting from the origin

Figure 1: (a) the physical system. (b) A trajectory obtaiakdr 1000 gradient steps.

4 Numerical experiment

We illustrate the algorithm described in the previous sectin a6 dimensional system
(%0, Yo, Z, Y, va, vy) that represents a hangk(, yo) position) holding a spring to which
is attached a mass (defined by its positiony) and velocity(v,, v,)) subject to gravi-
tation. The control is the movement of the hand, in appssible directions (up, down,
left, right). The goal is to reach a tardeis, y) with the mass at a specific tinffe(see
Figure 1a), while keeping the hand close to the origin. Fat gurpose, the terminal
reward function is defined by

r= a5 —y5 — (x - 26)* — (y —ya)*.
The dynamics of the system is:

Ty = Ug, T = Vg, ,Ux**_(x*x()%

Yo=1uy, Y=vy, Uy=—:-(y—yo)—9,

with k being the spring constant; the massy the gravitational constant, aifd,, u,) =
uweU:={(1,0),(0,1),(-1,0),(0,—1)} the control. We consider a stochastic policy
of the form
eXp Qa (tﬂ I’, u)
> wew oxp Qalt, z,u')

with a linear parameterization of th@, values: Q. (¢, z,u) = af + a¥t + afzo +
afyo+ajr+aly+agv,+aiv,, foreacht possible actions € U. Thus the parameter
a € IR*2. We initializeda with uniform random values in the range0.01, 0.01]. In

Ta(ult,z) =

210



-2

Performance measure

-8

Number of gradient iterations

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Figure 2: Performance of successive parameterized ctersdperformance for the
first iterations are below-14).

our experiments we choge=1,m =1,g =1,2¢ = yg = 2, A = 0.9, A = 0.01,
T =10.

At each iteration, we run one (stochastic) trajectaky)o<;<r using the stochastic
policy, and calculate the policy gradient estimate aceaydd the algorithm described
in Section 3.3. We then perform a gradient ascent step (8h @fixedn = 0.01).
Figure 2 shows the performance of the parameterized ctertiad a function of the
number of gradient iterations.

For that problem, we chose initial states uniformly samfiech the domain—0.1,0.1]°.
We found that the randomness introduced in the choice ofiitialistate helped in not
getting stuck in local minima. Here, convergence of the grtdnethod to an optimal
controller (for whichr = 0) occurs. We illustrate in Figure 1b the trajectory (where
only the hand and the mass positions are showed) obtainedi 860 gradient steps,
starting from the initial statéx, yo, =, ¥, vz, vy)t=0 = 0.

5 Conclusion

We described a method for approximating the gradient of #réfopmance measure of
a continuous-time deterministic problem, with respechi® ¢ontrol parameters. This
was obtained by discretizing the continuous dynamics bynaistent stochastic process
built from using a stochastic policy. We showed how a coasisestimation of the
gradient may be computed only from the observable.

In future work, it would be useful to extend this idea to stastic dynamics, and to
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non-smooth reward, or when its gradient is unknown (mayb®lietegration-by-part
formula for the gradient estimate, such as in likelihood ratio methof (Yang &
Kushner, 1991) or theartingale approaclof (Gobet & Munos, 2005)).

A Appendix: proof of Theorem 1

For convenience, we write, for x;,_, X,, for Xﬁ, andu,, forus, ,0 <n < N. Letus
define the average approximation error$ = E[||X,, — z,,||] and the squared errors
v = E[||Xn — 2nl[’]

n n n .

A.1 Convergence of the squared erroiE[|| X2 — z7||?]:
We use the decomposition:
varr = ElllXn1 — XalP] + E[|Xn — 2nl?] + Ell[en — 2nta]?]

+2E[(Xp, — 2) (Xnt1 — Xn 4 Tn — Tpi1))] (20)
+2E[<Xn+1 - Xn)/(l‘n - xn—i—l)]-

From the bounded jumps property (®)]||X,+1 — X»|[?] = O(A?). From Taylor
formula,
Tn+l — Tn = f(xn)A + O(A2)> (21)

thusE[||z,, — zn41]|?] = O(A?) (sincef is Lipschitz, andr; and f(z;) are uniformly
bounded o1j0, T']) and from Cauchy-Schwarz inequalifi[( X,,+1—X5) (xn—2n+1)]| =
O(A?). From (8) and (21),

E[Xn-‘rl - Xn + Tn — x7L+1|X7L] = [f(Xn) - f(l‘n)]A + O(A) (22)

Now, from (9) we deduced thatX,, — z|| = O(1) thus X, is bounded (for alk and
N), as well asz,,. Let B a constant such thdtX,,|| < B and||z,|| < Bforalln < N,

N > 0. Sincef is C2, from Taylor formula, there exists a constanisuch that, for all
n<N,

I[f(Xn) = f(@n) = Vo f(2,)(Xn — z0)|| < K[| X — $n||2- (23)
We deduce that

[E[(X7 — xn)/(Xn+1 — Xpn+Tn — Tpt1)]]

= !E[(Xn —x,) (f(X0n) — f(xn))] | A +o(A)

< ‘E[(Xn = 20) Vo f (20)(Xn — )] } A + 2kBv, A + o(A)
< Mv, A+ o(A)

with M = sup, < ||V f(2)[| + 2kB. Thus, (20) leads to the recurrent bound

vi < (1+ MAWS +o(A).
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This actually means that there exists a functi¢h) — 0 whenA — 0, such that
oA < (1+ MA)S + e(A)A. Thus,

vh < (L+ MA)Y -~ 1 (A)A < (eNMA 1)%6(@

1+ MA)—1° =

thusvd = o(1), that iE[|| X2 — 272 2= 0.

A.2 Convergence of the meai®|[|| X2 — zr||]:
From (22), we have
E[Xnt1 — Zn1|Xn] = Xp — 20 + [f(Xn) — f(zn)]A + 0(A).
Thus from (23),

(1 + | Vo f () |[A)E[| Xy — zn|[] + kva A + o(A)
(14 M Aymg + o(A),

m$+1 = E[[|Xn+1 — Zn1[]

IA A

sincevs = o(1) (with M’ = sup|z)<s |V f(2)[]). Using the same deduction as

above, we obtain that5 = o(1), that isE[|| X2 — ar||] 2720,

A.3 Almost sure convergence

Here, we use theoncentration-of-measure phenomer({@alagrand, 1996; Ledoux,
2001), which states that under mild conditions, a functsay(Lipschitz or with bounded
differences) of many independent random variables coraistaround its mean, in the
sense that the tail probability decreases exponentiadly fa

One may write the stat& y as a functior, of some independent random variables
(Un)o<n<n:

N-1
Xy =hUo,...,Uy-1) =Y Xni1— Xn. (24)
n=0

Observe that — E[h] = S d,, with

n=0
dn = E[Uo,....Un-1)|Uos-...Un] —Eh(Ug, ..., Un—0)|Uos ..., Un_1]
= Xn+1 - Xn - E[Xn+1 - Xn]

being a martingale difference sequence (th&|i,|Uy, ..., U,—1] = 0). Now, from
(Ledoux, 2001, lemma 4.1), one has:

P(lg — Elg]| > &) < 2¢~< /P (25)

for any D2 > "~ ||d,||2.. Thus, from (9), and sinc&,, is bounded, as well as
f(X,) (foralln < N and allN > 0), there exists a consta6t that does not depend

on N such thatl,, < C/N . Thus we may také&? = C?/N.
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Now, from the previous paragrapli[Xy] — x| < e(N), with e(N) — 0 when
N — oo. This means thgt — E[h]| + e(N) > | Xy — zn], thus

P(|h — E[R]] > e+ e(N)) > P(| XNy — zn| > €),
and we deduce from (25) that
IP)(|AXN - IN| > g) < Qe—N(E-i-e(N))Q/(gc?).

Thus, for alle > 0, the seriesy” ., P(| X~y — 2n| > €) converges. Now, from
Borel-Cantelli lemma, we deduce that for alt> 0, there existsV. such that for all
N > N, |Xn — zn| < &, which proves the convergendgy — xy asN — oo, with
probability1.

B Proof of proposition 3

First, note that); = X X’ — XX isa symmetric, non-negative matrix, since it may
be rewritten as

— Z (XS -X)"
SES (t)
In solving the least squares problem (16), we dedueeAX + AXA, thus
1
- AX, —b—AXA-AX,)A|?
mln stgj)l ( +2 YA

= min — AX, — AX — AXT - X)A|)?
mgnntwe% (Xr =X

< L S AX - BX- VL (K u) (X7 - DA (26)

n
tses(t)

Now, sinceX, = X + O(A) one may obtain like in (14) and (15) (by replaciig
by X) that:
AX, —AX — V. f(X,u) (X —X)A = O(A?). (27)

We deduce from (26) and (27) that
— Z H [V (X, up) — Vo f (X, ug)] (X — AH 0(A).
s€S(t)

By developping each component,

Q: [v/a:f(Xt»Uf) V. f(X, Uf)] = 0(A"Y).

M&

Xt; Ut wa(y7 Utﬂ

row 1 row i

i=1
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Now, from the definition of/(A), for all vectoru € IR¢, v/ Q,u > v(A)||ul|?, thus
d — —
V(D)) IV f (X us) = Vaf (X, ue)||* = O(AY).
=1

Condition (18) yieldsV . (X, u;) = V. f(X,u;) + o(1), and sinceV, f (X, u;) =
Vo f(X,u) + O(A), we deduce

iiglov/\xf(Xt,Ut) = Vo f (X, ue).
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A Multi-Objective Multi-Modal Optimization Approach
for Mining Stable Spatio-Temporal Patterns.

Nicolas Tarrissoh Michéle Sebaly Olivier Teytaud, Julien Lefevré
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Résune : Cet article, motivé par des applications en imagerie tionoelle
cérébrale, traite de la découverte de motifs spatiqatesls stables. Ce probleme
est formalis€ comme une optimisation multi-modale maiftjectif : d’'une part,
les motifs cibles doivent montrer une bonne stabilite dane grande région
spatio-temporelle (objectifs antagonistes); d'autret,pas experts souhaitent
trouver tous les motifs de ce type, méme des optima locaux.

L'algorithme proposé, appelD-Miner, est empiriquement validé sur des jeux
de données réels et artificiels; il montre de bonnes padoces et une bonne
capacité a passer a I'echelle, détectant des moti#scspemporels en quelques
minutes dans fichiers de plus de 400 Mo.

1 Introduction

Spatio-temporal data mining is concerned with finding depatterns in databases
describing temporally situated spatial objects. Many apphes have been developed
in signal processing and computer science to address suwdl, agnging from Fourier
Transforms to Independent Component Analysis icitelCAstares of models icitePa-
draic or string kernel machines iciteJST-strings, to nafiesvaThese approaches aim at
particular pattern properties (e.g. independence, gévigypand/or focus on particular
data characteristics (e.g. periodicity). However, in samglication domains, the above
properties are not relevant to extract the patterns ofester

The approach presented in this paper is motivated by suclpglication domain,
functional brain imaging. Non invasive techniques, speaify magnetoencephalogra-
phy (MEG) iciteHamalainen, provide measures of the humanhbactivity with an
unprecedented temporal resolution (time step 1 millisdiofhis resolution enables
researchers to investigate the timing of basic neural gse=eat the level of cell assem-
blies iciteBaillet. A key task is to find out which brain ares® active and when, i.e.
to detect spatio-temporal regions with highly correlatetivities. It is emphasized that
such regions, referred to as stable spatio-temporal pat{&TPs), are neither perio-
dic nor necessarily independent. Currently, STPs are ntigrdetected, which (besides
being a tedious task) severely hampers the reproducibiiitlye results.
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This paper addresses the automatic detection of stabl®4patporal patterns, i.e.
maximal spatio-temporal regions with maximal correlatid@inis detection problem
cannot be formalized as a multi-objective optimization (®(roblem iciteDeb :book,
because experts are interested in several active brais aa#aSTP might be relevant
though it corresponds to a smaller spatio-temporal regitth,a lesser correlated acti-
vity than another STP.

The proposed approach thus extends MOO along the lines difmadal optimiza-
tion iciteMulti-modal, defining anulti-objective multi-modal optimizatidinamework
(MoMOO). MoMOQO is tackled by an evolutionary algorithm texd4D-Miner, using a
diversity criterion to relax the multi-objective searcls @posed to diversity enforcing
heuristics in MOO, e.g. iciteCorne,Laumans; more on thieiction 2.3).

To the best of our best knowledge, both the extension of &eolary algorithms
to MoMOO, and the use of multi-objective optimization wittspatio-temporal data
mining are new, although MOO attracts increasing atteritidhe domain of machine
learning and knowledge discovery (see, e.g., iciteGhdsANy.

Experimental validation on artificial and real-world dassdemonstrates the good
scalability and performances éb-Miner; sought STPs are found within minutes from
medium sized datasets (450 Mo), on PC-Pentium 2.4 GHz.

The paper is organized as follows. Section 2 formalizes ¢hedtion of stable spatio-
temporal patterns as a multi-modal multi-objective optiation problem, and motivates
the use of evolutionary algorithms iciteBaeck-book,Geldj:02 for their detection.
Section 3 gives an overview @fD-Miner. Section 4 describes the experiment goals
and setting. Section 5 reports on the extensive validatigtbeMiner on artificial and
real-world data. Section 6 discusses the approach witleotsprelevant work, and the
paper ends with perspectives for further research.

2 Position of the problem

This section introduces the notations and criteria forlstapatio-temporal pattern
detection.

2.1 Notations and definitions

Let NV be the number of measure points. To tfth measure point is attached a spatial
positiort M; = (x;, s, z;) and a temporal activitg; (¢),t € [1,T].

Let I = [t1,t2] C [1,T] be a time interval, and lef! denote the average activity
of thei-th measure point during. The I-alignmento; (4, j) of measure pointsand;
over! is defined as :

IC/ -Gl

IC]] ’

2, Cilt).C5(t)
VI, Ci)? x 2, Ci(1)?

where

or(i,j) = <i,j>[><<1—

<i7j>I:

IMEG measure points actually belong to a 2D shape (the sudhtiee skull). However, the approach
equally handles 2D or 3D spatio-temporal data.
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FiG. 1 — Magneto-Encephalography Data (N = 151, T = 875)

As the sought patterns do not need to be spheric, ellipsdigances are considered.
Only axis-parallel ellipsoids will be considered throughthe paper. For each weight
vectorw = (a, b, c) (w € R™), distancel,, is defined on the measure points as :

duis ) = Jal(wi = 25)2 4+ b(ys — )2 + ez — 2)?

2.2 Multi-objective formalization

A patternX = {i, I, w,r} is characterized by a center point; € [1, N], a time
interval I, an ellipsoidal distancd,,, and a radiug: > 0. The spatial neighborhood
B(i,w,r) is defined as the set of measure pojnssich thatl,, (i, 7) is less tham-.

The spatial amplitude ofX, noted a(X), is the number of measure points in
B(i,w,r). The temporal amplitude oX, noted/(X), is the number of time steps in
interval I. The spatio-temporal alignment &f, noteds (X ) is defined as the average,
over all measure points (i, w, r), of their [-alignment with respect to the center

1
o(X) = o1(i, )
a(X) jeB%,:w,r)

Interesting spatio-temporal patterns, according to the expert’s fipgicHications,
show maximal spatial and temporal amplitudes together &itmaximal spatio-
temporal alignment. Specifically, a solution pattern ishstiat i) increasing its spa-
tial or temporal amplitude would cause the spatio-tempalighment to decrease; ii)
the only way of increasing its spatio-temporal alignmeriyigiecreasing its spatial or
temporal amplitude. It thus comes naturally to formalize 8TP detection in terms
of multi-objective optimization problem (see iciteDeb dioand references therein;
icitelGLE,BHAT for related other forms of data-mining).

The threen, ¢ ando criteria induce a partial order on the set of patterns, reteto
as Pareto domination..

219



CAp 2005

Definition 1. (Pareto domination)

Letcy,...cx be K real-valued criteria defined on domaf, and letX andY belong
to Q.

X Pareto-dominate¥’, noted X >~ Y, iff ¢, (X) is greater or equaky(Y") for all
k = 1..K, and the inequality is strict for at least orig.

Vk =1..K, (Ck(X) > Ck(Y)) and

(X =Y) <= { Tko s.t. (Chy (X) > e (V)

The set of non-dominated solutions after a set of criterigldssically referred to as
Pareto fronticiteDeb :book.

2.3 Multi-modal multi-objective formalization

However, the above criteria only partially account for thxpert's expectations : a
STP might have a lesser spatio-temporal alignment and audplithan another one,
and still be worthy, provided that it corresponds to ano#totive brain area. Therefore,
not all sought STPs belong to the Pareto front.

Multi-modal optimization occurs when we are interestedatusons that are non-
dominated locally. What we need here is both multi-objecéiad multi-modal. A new
optimization framework is thus defined, extending multjeative optimization in the
spirit of multi-modal optimization iciteMulti-modalmulti-modal multi-objective opti-
mization(MoMOO). Formally, let us first define a relaxed inclusiorat&nship, noted
p-inclusion.

Definition 2. (p-inclusion)
Let A and B be two subsets of s@t and letp be a positive real numbep(e [0, 1]). A
is p-included inB, notedA C, B,iff |A(B| > p x |A4|.

Defining adequately theupportof a candidate solutioX (see below) multi-modal
Pareto domination can be defined as follows :
Definition 3. (multi-modal Pareto domination)
With same notations as in Def. X, mo-Pareto dominatées, notedX »>,,, Y, iff the
support ofY” is p-included in that ofX, and X Pareto-dominate¥’.

X =mo Y <= [(Supp(Y') Cp Supp(X)) and(X > Y)]

In the case of STPs, the support &f = (i,I,w,r) is naturally defined as
Supp(X) = B(i,dy,r) x I, with Supp(X) C [1, N] x [1,T].

In contrast with iciteCorne,Laumans who use diversityeoaseuristics for a better
sampling of the Pareto front, diversity is thus used in MoM@Q@edefine and extend
the set of solutions.

2.4 Discussion

Functional brain imaging sets two specific requirementspatia-temporal data mi-
ning. First, the expert's requirements are subject to ceaMych background know-
ledge is involved in the manual extraction of stable spainporal patterns, e.g. about
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the expected localization of the active brain areas. A flexapproach, accommodating
further criteria and allowing the user to customize the gedin particular, tuning the
thresholds on the minimal spatial or temporal amplitudespatio-temporal alignment)
is thus highly desirable.

Second, the approach must be scalable with respect to tasidat(number of mea-
sure points and temporal resolution). Although the rea die is currently limited, the
computational cost must be controllable in order to effitjeadjust the user-supplied
parameters; in other words, the mining algorithm must bargrtime algorithmicite-
Zilberstein.

The approach proposed is therefore based on evolutiongoyitims (EAS) ; these
are widely known as stochastic, population-based optitmizalgorithms iciteBaeck-
book,Goldberg :02 that are highly flexible. In particulaA€address multi-modal opti-
mization iciteMulti-modal and they can be harnessed to $atme whole Pareto front
associated to a set of optimization criteria, with a modemterhead cost compared
to the standard approach (i.e., optimizing a weighted suthetriteria gives a single
point of the Pareto front) iciteDeb :book. Last, the compatel resources needed by
EAs can be controlled in a straightforward way through lingjitthe number of genera-
tions and/or the population size.

3 Overview of4D-Miner

This section describes thED-Miner algorithm designed for the detection of stable
spatio-temporal patterns.

3.1 Initialization

Following iciteDaida :GECCQ99, special care is devotechtinitialization of this
evolutionary algorithm. The extremities of the Pareto fravhere STPs display a high
correlation (respectively, a low correlation) on a smabitaptemporal region (resp. a
wide region), do not fulfill the expert’s expectations. Amtiagly, some user-supplied
thresholds are set on the minimal spatio-temporal amgiaurd] alignment.

In order to focus the search on relevant STPs, the initialfajon is generated using
the initialization operator, sampling patteris= (i, w, I,r) as follows :

— Centeri is uniformly drawn in[1, N];

— Weight vectorw is set to(1, 1,1) (initial neighborhoods are based on Euclidean
distance);;

Interval I = [t1,t2] is such thatt; is drawn with uniform distribution in

[1,T7]; the lengtht, — t; of I; is drawn according to a Gaussian distribution

N (ming, ming/10), wheremin, is a time length threshotd

— Radiusr is deterministically computed from a user-supplied thoddtnin,, cor-
responding to the minimdlalignment desired.

r = ming{d, (i, k) s.t. ai{k > ming)}

2In casety is greater tharT’, another interval is sampled.
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All patterns X whose spatial amplitude(X) is less than a user-supplied threshold
min, are non-admissible; they will not be selected to generate aféspring. The
user-supplied thresholds thus govern the proportion dflesadividuals in the initial
population.

The computational complexity is i@ (P x N x ming), whereP is the population
size,N is the number of measure points andn, is the average length of the intervals.

3.2 \Variation operators

From parentX = (i,w,I,r), mutation generates an offspring by one among the
following operators :
replacing centerwith another measure point (i, w, r) ;
mutatingw andr using self-adaptive Gaussian mutation iciteBaeck-book;
incrementing or decrementing the bounds of intefval
generating a brand new individual (using the initialiaatoperator).
The crossover operator, starting from parént first selects the mate pattein =
(¢/,w', I', ") by tournament selectiofy; minimizing the sum of the euclidean distance
between; andi’, and the distance between the center @nd I’ amongK patterns
uniformly selected in the population, wheke is set toP/10 in all the experiments.
The offspring is generated by :

— replacing with the centei’ of the mate patterr ;

— replacingw (resp.r) using an arithmetic crossoverefandw’ (respectively- and

r');

— replacingl by the smallest interval containingand’.
An offspring is said admissible iff it satisfies the user4sligd thresholds mentioned in
the initialization step.

3.3 Selection scheme

A Pareto archive is constructed with siz€set to 10x P in the experiments).

A steady-state scheme is used ; at each step, an admisgibte jds selected among
K uniformly drawn individuals in the population, by retaigithe one which is domi-
nated by the fewest individuals in the archive (Pareto taorent iciteDeb :book). A
single offspringY” is generated fronX by applying a variation operator among the
ones mentioned above.

Offspring Y is evaluated by computing criterigY"), (Y),o(Y). Y is rejected if
it is mo-Pareto dominated in the population; otherwiseefilaces a non-admissible
individual in the population if any ; if none it replaces awlividual selected after anti-
Pareto tournament (the individual out &f randomly selected ones in the population,
that is dominated by the most individuals in the archive).

The archive is updated eveRy generations, replacing the mo-Pareto dominated in-
dividuals in the archive with individuals selected from tiapulation after Pareto tour-
nament.
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4 Experimental setting and goal

This section presents the goal of the experiments, desctiteeartificial and real-
world datasets used, and finally gives the parameters ofl¢gfogittam and the perfor-
mance measures used to evaluate the algorithm.

4.1 Goals of experiments and datasets

The initial goal is to provide the expert with a usable STRedgbn algorithm. The
real datasets have been collected from people observingvangnball. Each dataset
involves 151 measure points and the number of time step$isA&/can be noted from
Fig. 1, which shows a representative dataset, the ampldtihe activities widely vary
along the time dimension.

The other goal is to assess the scalability and the perfaresanf4D-Miner, which
is done using artificial datasets.

The artificial datasets are generated as folloWsneasure points are located in uni-
formly selected locations in the 3D domdin 1]3. Activities are initialized from ran-
dom cumulative uniform noise, with;(t + 1) = C;(t) + ¢, ande is drawn according
toU(0, 7).

Every target STR = (¢, w, I,r,0) is defined from a center a weight vectomw, a
time intervall, a radiusr, and a fading facto#, used to bias the activities as detailed
below. The activityC's of the STPS is the average activity in the spatio-temporal region
B(i,w,r) x I.

Thereafter, activities are biased according to the targiesS for each measure point
Jj, for each STRS such thatj is influenced byS (d., (¢, j) < r), the activityC;(¢) is
smoothed as

(1)

=(1- e_(xi(jvt))cj (t) + e~ g
where «;(j,t) =

dw(ivj) +6 X d(tal)

andd(t, I) is the distance of to intervall (O if ¢ belongs tal, otherwise the minimum
distance of to the bounds of).

The scalability of4D-Mineris assessed from its empirical complexity depending on
the numbelV of measure points and the numigeof time steps.

The performances &fD-Miner are measured using the standard criteria in informa-
tion retrieval, recall and precision. The recall is the fiat of target STPs that are
identified by4D-Miner, i.e. p-included in an individual in the archive; the prémis
is the fraction of relevant individuals in the archive (mlided in a target STP). For
each experimental setting (see below), the recall and gioecare averaged over 21
independent runs.

The number of target STPs is set to 10 in all experiments. E3dh influences a
number of measure points varying in [10,20], during inté&uaniformly selected in
[1, T with length varying in [15, 25], and uniformly selected if0, .05]. Each problem
instance thusincludes STPs with various levels of difficLiihe detection is hindered as
the spatio-temporal support@ndl) is comparatively low and th&parameter increases
(the regularity is not visible outside intervBlas in Fig 2).
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FIG. 2 — An artificial STP (T = 2000, N = 2000)

4.2 Experimental setting

The experiments reported in the next section considers algiign sizeP = 200,
evolved alon®000 generations (8,000 fitness evaluations per run). A few piekry
runs were used to adjust the operator rates ; the mutatioorasgover rates are respec-
tively setto .7 and .3.

The numbetV of measure points ranges {600, 1000, 2000, 4000}. The numbef”
of time steps ranges ifiL000, 2000, 4000, 8000} .

The thresholds used in the initialization amin, = 5 (minimum number of curves
supporting a patternynin, = 5 (minimum temporal amplitude of a patternyin, =
.1 (minimum spatio-temporal alignment of two curves in a pafte

For computational efficiency, theinclusion is computed asX is p-included inY’
if the centeri of X belongs to the spatial supportBf and there is an overlap between
their time intervals.

The maximal size of the datasefs & 8000, N = 4000) is 456 Mo. Computational
runtimes are given on PC-Pentium 1V, 2.4 GHR-Mineris written in CF.

5 Experimental validation

This section reports on the experiments done udbgViner.

5.1 Experiments on real datasets

Typical STPs found in the real datasets are shown in Figsd3ashowing all curves
belonging to the STP plus the time-window of the pattern. fith@ime is less than 1
minute (PC Pentium 1.4 GHz). As discussed in section 2.3 ymelevant STPs are
Pareto-dominated : typically the STP shown in Fig 3 is doneddy the one in Fig 4.
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—————— Stable spatio-temporal patternf———————
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FIG. 3 — A stable spatio-temporal pattern, involving 8 measwuiatp within interval
[289,297], alignment .2930

These patterns are considered satisfactory by the exdeexgeriments confirm the
importance of the user-defined thresholds, controllingoinelity of the initial popula-
tion. Due to the variability of the data, these thresholdpaaters are adjusted for each
new experiment.

The coarse tuning of the parameters can be achieved basbkd dagired proportion
of admissible individuals in the initial population. Howesythe fine-tuning of the pa-
rameters could not be automatized up to now, and it stillireguunningdD-Miner a
few times. For this reason, the control of the computationat through the population
size and number of generations is one of the key featureealgorithm.

—————— Stable spatio-temporal patternf~————1—
[]

100

Activity

FiG. 4 — Another stable spatio-temporal pattern involving 9 saea points within in-
terval [644,664], alignment .3963
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5.2 Multi-objective multi-modal optimization

The good scalability oiD-Miner is illustrated in Fig. 5. The empirical complexity
of the approach is insensitive to the number of time sfepsad linear in the numbe&y
of measure points. This computational robustness confin@sialysis (section 3.1),
the evaluation of each pattern has linear complexity¥irOn-going work is concerned
with exploiting additional data structures inspired frasitéYu in order to decrease the
complexity inN.

— Computational Cost}—
r —— T = 1000

....... T = 2000 s
200~ ____ v =%000 -
—-—- T =8000 -7 P

100

runtime (sec.)

" " " " 1 " " " " 1 " " " " 1 " " " "
(0] 1000 2000 3000 400¢C

FIG. 5 — Computational costs V, for T" = 1000, 2000, 4000, 8000. (in seconds, on PC
2.4 GHz)

Table 1 reports the recall achieved #p-Miner over the range of experiments, ave-
raged over 21 independent runs, together with the standsiettbn.

N T

1,000 2,000 4,000 8,000
500 | 98+5 93+9 92+7 79+16
1000| 96+6 96+6 82+14 67+12
2000 96+5 87+12 72+14 49+15
4000| 89+ 10 81+13 56+14 32+16

TaB. 1 — Recall achieved b¥D-Minervs N andT (average percentage and standard
deviation over 21 runs)

On-line performances are illustrated on Fig 6. These resabfirm the robustness
of the proposed approach : a graceful degradation of thdl iecdserved a§” and N
increase. It must be noted that STPs occupy a negligiblédraof the spatio-temporal
domain (circal0~* for T' = 8000, N = 4000).

The average precision is low, ranging from 12 to 20% (resuititted due to space
limitations). However, post-pruning can be used to sorttheat from the chaff in the
final archive, and increase the precision up to 50% withouatetesing the recall ; the
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1 —w—v—v—v—|—v—v—v—v-| 4D-Miner Recall, T = 4000|—v—v—v—v—|—v—v—v—v—
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FIiG. 6 — Recall achieved b¥iD-Miner vs the number of fithess evaluation$. &
4000, N = 500, 1000, 2000, 4000, average over 21 runs).

post-pruning straightforwardly removes the STPs with $sptial or temporal ampli-
tudes.

Quite different effects are obtained when the archive impdalong the search (e.g. by
increasing the thresholds on the minimal spatial and teal@onplitudes), which de-
creases the overall performances by an order of magnitaterestingly, similar effects
are observed in constrained evolutionary optimizationmitie fraction of admissible
solutions is very low.

A final remark is that the performances heavily depend upemutier-supplied thre-
sholds (section 3.1), controlling the diversity and effecsize of the population. In-
deed, a parametric model of the dataset would enable autadjustment of these
parameters. It might also be viewed as a advantag®dfilinerthat it does not require
any prior model of the data, and that inexpensive prelinyinans can be used to adjust
the needed parameters.

6 Relevant work

This brief review does not claim exhaustiveness; the istecereader is referred to
iciteSpatial, TEMPORAL for comprehensive surveys. Spétimporal data mining ap-
plications (e.g., remote sensing, environmental studieslical imaging) are known to
be computationally heavy ; as most standard statisticahoust do not scale up pro-
perly, new techniques have been developed, including raimul variants of statistical
algorithms.

Many developments are targeted at efficient access prasitand/or complex data
structures (see, e.g., iciteYu) ; another line of researtiased on visual and interactive
data mining (see, e.g., iciteKeim), exploiting the unraditapacities of human eyes for
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spotting regularities in 2D-data.

Spatio-temporal data-mining mostly focuses on clusterimglier detection, de-
noising, and trend analysis. For instance, icitePadragel BM algorithms for non-
parametric characterization of functional data (e.g. @yeltrajectories), with special
care regarding the invariance of the models with respectrtgoral translations. The
main limitation of such non-parametric models, includingrikbv Random Fields, is
their computational complexity, sidestepped by using camded search for model es-
timates.

7 Discussion and Perspectives

This paper has proposed a stochastic approach for minibgstpatio-temporal pat-
terns. Indeed, a very simple alternative would be to dissreéhe spatio-temporal do-
main and compute the correlation of the signals in each ¢¢lendiscretization grid.
However, it is believed that the proposed approach presemtral advantages compa-
red to the brute force, discretization-based, alternative

First of all, 4D-Mineris a fast and frugal algorithm ; its good performances and sca
lability have been successfully demonstrated on mediuadsaztificial datasets.

Second, data mining applications specifically involve tvey kteps, exemplified in
this paper : i) understanding the expert's goals and remérgs ; ii) tuning the para-
meters involved in the specifications. With regard to bo#ipst the ability of working
under bounded resources is a very significant advantagetjramyalgorithms allow the
user to check whether the process can deliver useful reatibidow cost.

Further research is concerned with extendiBgMinerin a supervised learning pers-
pective (finding the STPs that are completactive in several persons undergoing the
same experiment and correct- not active in the control experiment). The challenge
is to directly handle the additional constraints of comgbetss and correction in the
multi-objective multi-modal optimization framework perged here.
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Résure : Les biopuces permettent de mesurer le niveau d’expres&anil-
liers de génes au cours du temps. Ces séries d’expressigengs constituent un
matériel unique pour la compréhension des mécanismesgdéation cellulaire.
Récemment, des algorithmes de classification de genesgren compte les
dépendances entre les temps ont été proposées. Daadicet nous étudions
comment étendre ce genre d’approche en intégrant desissances priori
approximatives de certains profils temporels afin d’amétida détection des
classes de génes les plus intéressantes.

Nous proposons une approche bayésienne de ce problenmeodirie de mélange
est utilisé pour décrire et classer les données. Leshpdras de ce modele
sont contraints par une distributi@npriori définie grace a un nouveau type de
modeles —proche des modeles de Markov cachés— qui eegemconnais-
sances priori des profils les plus intéressants. Lorsque ces connaissansasont
pas disponibles, la méthode permet simplement de traitedépendances tem-
porelles d’'une maniere trés naturelle. Un algorithme Elinge les parametres
du modele de mélange en maximisant sa probakilifosteriori On observe
expérimentalement que cette approche est d'utilisatis®eaet que I'incorpora-
tion de connaissancesriori permet de mettre en évidence les principales classes
intéressantes, méme lorsque celles-ci sont trésteéianl regard de tous les autres
genes.

Informations supplémentaires :
http://www.lirmm.fr/"brehelin/CAp05.pdf

1 Introduction

Technological advances such as microarrays allow us tolsineously measure the
level of expression of thousands of genes in a given tissaegaten moment. These
measurements can be repeated on different tissues, difficogical organisms, or at
different times during the life of the same organism to cibuigt a collection of gene
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expression measurements. These collections are a unigeeiahéor understanding
various cellular regulation mechanisms. These collest@ane either ordered or non-
ordered. A non-ordered collection may, for example, be @kgteasurements on dif-
ferent patients with a given form of cancer (Alenal., 1999), or on plants growing on
different substrates. Ordered collections generally isbo$ series of gene expressions
measured over a time course —for example along the cell ¢(Bplelimaret al., 1998).
The order is generally defined by time, but it may also be ieduzy other numerical
features. In (Hertzbergt al, 2001) for example, the expression levels are measured
at different depths of the stem of poplar trees. In otherisgjdneasurements are ob-
tained on cells exposed to increasing concentrations ofendactor (light, chemical
product, etc). In the following, such a series of gene exgioesneasurements is called
anexpression serieand we speak about the differgime pointsof the series, even if
the order is not temporal.

One common problem of gene expression data analysis is émifidation of co-
regulated genes. This problem naturally turns into a gensteling problem. Until
recently, expression series have been analyzed with methatido not take the time
dependences into account. Such methods include hieraftchistering with Euclidean
distance (Eisert al, 1998), k-means approaches (Lloyd, 1982; Heretigl, 1999)
and the Self Organizing Maps (Kohonen, 1997; Tamayal, 1999). Since these
methods are unable to explicitly deal with the data ordemmnping two or more time
points in all series does not change the clustering result.

A few methods specially adapted to expression series haeatlg been proposed.
These methods involve probabilistic modeling of the data.example, (Ramorgt al.,
2002) use autoregressive models of ondgBar-Joseplet al, 2003) use cubic splines
with a probabilistic component to model the classes, wiSkh(iepet al,, 2003) model
each class of gene with Hidden Markov Models (HMMs) (Rahih8B9).

Our aim here is to investigate how to explicitly useighprior knowledge about the
general shape of interesting classes.géyeral shapeve mean elementary and poten-
tially incomplete information about the evolution of the aneexpression level of the
classes over time. This can, for example, be knowledge li€asses with increas-
ing expression level”, “Classes with bell curve shapes” |&68ses with high expression
level in the beginning of the seriesétc. Of course we do not know the profile af
the gene classes, but sometimes we are more concerned withr omore classes. For
example, in the study of (Spellmaat al, 1998) on the Yeast cell cycle, the authors
are interested in finding the cycle-regulated genes, ansllthok for sinusoidal shape
classes. In a similar way, we sometimes search for genesiudnid to be quickly over-
(or under-) expressed at the beginning of the series —irorespto a given treatment,
for example. Our idea is that incorporating such (even rplgbwledge can improve
the clustering result, especially when the classes oféstere very sparse with regard
to all the other genes.

The approach we propose here tackles this problem. Whermatomn about one or
several class shapes are available, these are directiydmeel into the model, thus fa-
voring classes with the desired profiles, and putting theraglenes in separate classes.
On the other hand, when no a priori information is availathie,method allows a clas-
sical clustering of the series. This is done by explicitlglileg with the temporal nature
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of the data, in a very intuitive way and without any assumptbout a predetermined
analytical form which can be difficult to estimate when thentuer of time points is
low.

We use a Bayesian approach for this purpose. The approaslvésvtwo types of
models. The first one is a probabilistic mixture model useddscribe and classify
the expression series. Parameters of this model are unkao@have to be estimated
for the clustering. A second model, close to the HMMs andecdiPM —for Hidden
Phase Model-, is used to express our a priori knowledge (or simply thepiaral
feature of the data). We define two types of HPMs which can leel @agcording to
the situation: probabilistic and non-probabilistic HPM$iese models are completely
specified by the user, and their parameters do not have tdibeésd. They are used to
define a prior probability distribution over the parametarthe mixture model. These
parameters are estimated by maximizing the posterior pititysof the model through
an EM algorithm (Dempsteat al,, 1977).

The next section presents our method, the mixture modetwthéypes of HPMs and
the learning algorithm. In Section 3 we evaluate and expaminour method on two
datasets. We conclude and propose future work directioBgsdtion 4.

2 Method
2.1 Principle

Let X be a set ofV expression series of lengih We assume that the data arise from
a mixture model (McLachlan & Krishnan, 2000) withcomponents. We denote as
the prior probability of componenrt and we hav{jle m. = 1. We assume that con-
ditionally to component, expression values at each time [1, T'] are independent and
follow a Gaussian distribution of mean; and variancer?,. The shape of component
c is defined by the sequence of means. . . u.r. We then have a probabilistic model
of parameter® = (m1,...,7c,01,...,0c) With 0. = (tc1, ..., per, 02,5 - -, 027).
The probability of an expression seri&s= x; ...z in this model is

c T
P(X10) = > me [[ Platlper, 02),
c=1 t=1

with P(z¢|pet, 0%) = N(x4; pet, 0%). Under the assumption that series dfare
independent, the likelihood @ is given by

L(®lx) = P(xj®) = [ P(X|0). (1)
Xex

In a clustering task, the standard approach to classify afsekpression serieg’
involves estimating paramete® that maximize Formula (1) (Maximum Likelihood
Principle), and then assigning the most probable compongt (MAP stands for
maximum a posterioyito each serieX € X

emap = argmax P(c| X, 0) = argmax7.P(X|c, ©) (2)

c=1...C c=1...C
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Note that finding paramete€s that maximize (1) is a difficult task. However, approxi-
mate solutions can be inferred with EM algorithms (Dempstex., 1977).

The above mixture model does not explicitly take into act¢dbie potential depen-
dences between times, nor any prior knowledge about thdgodthe most interesting
classes. Our aim is to constraint one or some componentdlidavfa given profile,
while leaving the other components free of constraints abttiey can “collect” the ex-
pression series that do not have the desired profile. For gheaiwe are looking for
classes with bell curves, we would build a 10 component medtd 5 bell-constrained
and 5 unconstrained components. We thus propose to use ai8agpproach, which
introduces knowledge by way of a prior distribution ©—see for example (Duda
etal, 2001) for a general introduction to Bayesian theory. Singpleaking, our idea is
to define a prior distributiod®(©) which is merely the product of the prior probability
of the sequences of means . . . u.r associated with each component. Moreover, we
want the prior probability of a given mean sequence for comepbe as follows: (i)
the more the sequence agrees with the constraints assbwidtie:, the higher its prior
probability; (ii) sequences that disagree with the conmstsénave probability zero.

With a prior, we can write the posterior probability ©fas

P(X[©)P(©)
PX) =

In this Bayesian framework, parameté&sare estimated by maximizing the posterior
probability —Equation (3)— instead of the likelihood —Exgsion (1). However,
maximizing the posterior probability is generally morefidifilt than maximizing the
likelihood. For example, the classical re-estimation folae of the EM algorithm do
not directly apply and, depending on the form of the choséor listribution, it may
be hard to perform the task in reasonable time.

In our case, we first discretize the space of the mgapsn order to be able to
introduce various bits of knowledge and constraints aboetprofiles, as well as to
efficiently estimate the parameters of the model. Since wavkihe maximal and
minimal expression values taken by the seriestif{say xmax and xmin), we already
know an upper and lower bound of the space of the means. Nowisgestize this
space inM equidistant steps, so that the lower and higher steps aa &xumi, and
Tmaxs respectively. Of coursd/ is chosen to be sufficiently large (e.f = 30)
to allow accurate representation of the data. Steps are chéayeheir number, so
M is the highest step. In this discretized mean space, outapilidtic model is re-
defined a® = (m1,...,7c,01,...,0c) With 0, = (le1,...,ler, 0%, ..., 02), With
lee € {1,...,M}. We denoten. : {1,..., M} — [zmin,Zmay &S the map function
that associates stépwith its expression level. The probability of an expressenes
X € X isrewritten as

P(O)X) = P(X|©)P(O). 3)

C T
Xl@ ZTF(,HP .rf|l(j, ct
c=1 t=1

with P(z¢|let, 02,) = N(z;m(let), 02,) that follows a Gaussian distribution of mean
equal to the level of expression associated with étepand variancer?,. In the fol-
lowing, the step sequendg ...Il.r associated with class—and which defines its
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shape— is denoted ds.. Note finally that the discretization only involves the mgan
of the model, and not the space of the expression levels afdtee These, as well as
the model variances?,, remain in a continuous space.

In the next section, we show how to define the prior distriuf parameter®.
Section 2.3 details the EM algorithm used to estimate thasgnpeters in maximizing
Expression (3).

2.2 Defining the prior distribution

Fist we define a new type of model callelidden Phase Model®r HPMs), close to
models like HMMs and finite automata. These HPMs are usedcess the desired
profiles of the components, and each componénthen associated with a given HPM
H.. We define two types of HPMs: probabilistic and non-prohistidl HPMs. We next
show how to derive the prior distribution &f from the HPMs.

2.2.1 Hidden Phase Models

The general assumption behind HPMs is that the genes of a gmponent pass
throughphaser biological statever the time. This means that, for a given compo-
nent, we assume that some ranges of consecutive timeslgctiaespond to the same
biological state. These phases are hidden, but they affectnean expression level
evolution of the component. For example, some phases irmlugerease in the mean
level expression level while others tend to decrease oiligalthe level. In the same
manner, the increase (or decrease) can be high for somespdradéow for others, etc.
A (non-probabilistic) HPM is defined by a quadruplét d, €, 7), where

e Sis aset of states representing the different phasesntains two special states,
start andend, which are used to initiate and conclude a sequence, résggct

e §:8 xS+ {0,1}is a function describing the authorized transitions betwee
states. We denot@ut(s) as the set of states that can be reached fsoiNote
that if s € Out(s) then there is a loop on state

e cisafunction that associates each stateS with an interval of integers defining
the minimal and maximal differences of steps that can berobddetween times
t andt — 1 when genes are in stateat timet. For example, ik(s) = [1, 3], this
means that if the genes of the component are in phagdimet then the step
difference(l; — l;—1) is between 1 and 3 (so phasencreases the expression
level).

e 7 is a function that associates each state S with the interval of time the state
can be reached. For examplerifs) = [3,5] then the genes can be in state
between times 3 and 5 included.

An HPM example is depicted in Figure 1.
Now we can see how to express our prior knowledge with an HPétLualy an HPM
defines a set afompatiblestep sequences. We say that a step sequereé, ...Ir is
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O e
art—{ it (B - Cend)

Figure 1: An HPM for clustering 9-time expression series.e&th state, upper and
lower intervals represent the step-difference and timervials associated with the state,
respectively. This HPM induces bell curve shapes.

compatible with an HPMH if there is a state sequensg. . . sp1 —Wwith sg = start
andsr41 = end—in H, which is compatible withl.. And we say that a state sequence
so - .. S7+1 IS compatible withL iff for each timel < ¢ < T we have:

1. tincluded in the time intervat(s;);

2.Vt > 2, (I — l;—1) included ine(s;); for t = 1, as we do not knowv, the genes
can be in any phase s can be any state.

Considering the step sequence on the top of Figure 2, a cdstgpphase sequence in
the HPM of Figure 1 is, for exampletart —-A— A—A—A—-S—-D—-D—-D—-D—
end. For the step sequence on the right, there is no compatilaleepdequence in this
HPM. In brief, building an HPM involves designing an HPM suhbht the compatible
sequences have the desired profile. For example, the HPMjofd-1 is well suited for
the discovery of bell curve classes.

2.2.2 Probabilistic HPMs

Non probabilistic HPMs can be used to express strong canttrdrhey are generally
sufficientto express knowledge about simple or well defimeéllps. For more complex
knowledge, or when we do not have any information about @®find just want to
express the fact that we are dealing with series data, theselsican be unsuitable.
Then probabilistic HPMs can be more suitable.

A probabilistic HPM is defined by a quintuplés, o, e, 7, w), whereS, 4, ¢, and
7 are the same as for non-probabilistic HPMs, and S x S — R is a function
associating a weight with each authorized transition. €wesghts are used to compute
the transition probabilities from state to state. Due totthee constraints associated
with the states by way of the function, transition probabilities are time dependent, so
we cannot simply label transitions with a probability asasd for classical HMMs. In
contrast, the probability, denoted B$s|s’, t), to reach state from states’ at timet is
computed as follows:

0if t ¢ 7(s);
U}(S)/ (Zs”eOut(s/) | teT(s”) w(511)> else

One example of probabilistic HPM is depicted in Figure 2.
Probabilistic HPMs also define compatible step sequenceged¥er, all compatible
sequences do not have the same probability. ALdie a probabilistic HPM and =

P(s|s',t) = { 4)
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Ly T

Figure 2: Left, a probabilistic HPM for clustering expressiseries without prior
knowledge about the form of the profiles. Right, two examplestep sequences.

80,81 - .. 81, ST+1 & State sequence in this HPM. The probability of this seqaigiven
H is defined by

T+1

P(S|H) = [] P(stlsi-1.1). (5)

t=1

This model enables us to introduce more knowledge aboutdbiead! classes. For ex-
ample, when we do not have any information about interegtiogjles, the only thing
we know is that we have to classify expression series. Thanmi¢hat we are seek-
ing relatively “regular” profiles, in contrast to chaotidlepprofiles as that depicted on
the bottom of Figure 2. This knowledge can be easily expdegsih the probabilistic
three-states HPM of Figure 2: one stafgifduces increasing steps, orn)(induces a
decrease, and the lagf)(induces stability. Moreover, it is assumed that, at eaole {i
the probability of staying in the same state is higher thaptobability of departure
from it (weights on loops are higher than on other transgjorT his HPM is compat-
ible with any step sequence of length 9. However all sequedoeot have the same
probability, and spiky sequences involving many state gbarare not favored.

Note that given a step sequentgthere are potentially many state sequences com-
patible with L. In reference to the HMM literature, the sequence of phagegatible
with L which has the highest probability is called tfigerbi sequencef L (Rabiner,
1989), and is denoted 48" = v{ ... v%, |. For example, the Viterbi sequences of the
two step sequences of Figure 2 in the HPM of Figure 2sadet — I — I — 1 — I —
S—D—-D-D—-D-—endandstart —I—I—-D—-I1—-—D—-S—1—D—1—end,
respectively.

2.2.3 Defining prior with HPMs

First we assume that prior probabilities of parameterd.. ands?, are independent, as
well as theC' sets of parametets, and (o2, ..., 02.), i.e., the probability distribution
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can be written as:

C C
P(©) = P(my,...,nc) [[ P(Le) [[ P(c.- . o%p).
c=1 c=1
Next we assume that distributiod¥1, ..., 7c) andP(c?,. .., 02) are uninforma-

tive and that probabilitie®(L..) are the only ones that express our knowledge.

Let ¢ be a component anél. a hon probabilistic HPM associated with this class.
A prior distribution of parameteré,. can be defined with{. by assuming that the
step sequences incompatible wif have probability zero while compatible sequences
have all the same probability, i.e.,

0if L is incompatible withH ;
P(L|Hc>—{ Koe TP (6)

with K. suchthab ;. P(L) =1, with L7 being the set of lengti sequences.
For probabilistic HPM, we want the prior probability of a gteequencd. to be
proportional to the Viterbi sequence bfin H.. Then, we set

_ | 0if Lisincompatible withH ;
P(L|HC) - { Ki . P(VL|HC) else (7)

with K7 suchthad ;. P(L) = 1. For example, for the HPM of Figure 2, the prior
probabilities of the two step sequences are proportiongl3e.7-.7-.7-.1-.1-.7-.7-
7-1~39-10%and1/3-.7-.1-.1-.1-.1-.1-.1-.1-.1 ~ 2.3-10719, respectively.
The spiky sequence is then less likely than the other oneshwdigrees with our prior
intuition.

A prior distribution of the step sequences of len@tircan then be defined with a
probabilistic or a non-probabilistic HPM. In practice, omemore components can be
associated with a given HPM (e.g. that of Figure 1), and tierobnes with a less
informative HPM like that of Figure 2. We then have

C
P(©) o [ [ P(Le|He). (8)

c=1

2.3 Learning

Here we briefly describe the learning algorithm used to estnparameter® of the
mixture model. A more detailed version can be found in thepRmentary informa-
tion materiat. It is an EM algorithm that searches for parameters that mizei Ex-
pression (3). We only give the algorithm used for probatidislPMs, since that for
non-probabilistic ones can be easily adapted.
Let us first define theomplete-datdikelihood. Likelihood of Expression (1) is actu-

ally the incomplete-data likelihood, since the real comgras of series{ € X are un-
known. Under the assumption that this set of compor@rts{cx € {1,...,C}, VX €

Ihttp:/iwww.lirmm.fr/"brehelin/CAp05.pdf
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X'} is known, the complete-data likelihood can be written as

T
L(©|X,0) = P(X,C|0) = [] mex [[ P(weilextr 02,).
Xex t=1

The EM algorithm is an iterative algorithm that starts fromiaitial set of parame-
ters©(®), and iteratively reestimates the parameters at each sté#eqfrocess. Let
Q(0,0) denote the expectation, on the space of the hidden variébtefsthe loga-
rithm of the complete-data likelihood, given the observathd’ and parameter®(?)
at stepi:

Q(O,0%) = Y log P(X,ClO)P(C|X,0W),

cecC

with C being the space of valugscan take. From (Dempstet al., 1977), one can
maximize Expression (3) by searching at each step of theitlgofor parameters?,
L* ando?,” that maximize the quantity

Q(0,0") +1og P(O). (9)

SinceP(O) is not related to the parameters after some calculus, an expression can
be derived forr that maximizes Expression (9):

1 _
o )
T |X|§ P(c|X,00). (10)
XeXx

Now, due to our independence assumptions, one can estinegte ands?, that maxi-
mize Expression (9) for each componeimidependently. As for parameters, o2, are
not involved in the expression @f(©). Moreover, since the?, associated with time

is independent of all the other times, the expressiarfof that maximizes (9) depends
solely on the stef, in L}:

02t* _ erx(fﬂt - m(lé‘t))QP(C_IXv@(”)
¢ Yoxex Pc]X,00)

(11)

For L. the situation is quite different since it is involved in thepeession ofP(0).
The L. that maximizes Expression (9) depends both on the data arit$ &fiterbi
path in H. and hence the different stefs of L cannot be estimated independently.
However, the step space is of finite size, so the space of ¢fpessiquences of length
T is also finite. One way to compute the ndy would be to enumerate all possible
step sequences and then select the one that maximizes Eirpré3). However, as the
total number of length” sequences is equal id ™', enumerating them all is clearly not
suitable. Instead, we use a dynamic programming approathittnatively computes
the best sequence without enumerating all the solutiongflrfor each steg and
each timet, we compute iteratively, from = 1 to T, the best sequence —with regard
to Expression(9)— that ends on stept timet. At each iteration and for each stép
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this best sequence is computed using the results of thegueiteration, and at the end
of the process the best sequetigehas thus been computed in polynomial time.

The learning algorithm is depicted in Algorithm 1. When natéesolution is avail-
able, the initial parameter values can be set randomly. Rhemthe EM properties,
the posterior probability?’(©]X) —and hence?(X'|©) P(©)— increases at each loop
of the algorithm, until a local optimum is reach. Then it dooes to increase but to a
much lesser extent. A practical way to detect the converyento check the increase
at each loop and to stop the algorithm when this value goesrundiven boundary.

Algorithm 1: Learning algorithm

Set parameters to initial values
repeat
for c=1toC do
computer; with Formula (10)
Find the optimal step sequentg¢ = I}, ... %, with the dynamic program-
ming algorithm
foreachtimet do
| computes?,” from I}, with Formula (11)

ComputeP (X |©)P(0)
until convergence

The total time complexity of the learning algorithm@ BCT M? R2N) —see sup-
plementary information for details—, witB, C, T', M, R and N the maximal number
of loops of the EM algorithm, the number of components of thigtume model, the
number of time points of the data, the size of the step spaeentiximal number of
states of the HPMs, and the number of expression series dsifglarespectively. In
practice,N is potentially high (some thousand§),and R are relatively low (ten or
less), M is around thirty, and less than one hundred loops are génestdficient to
ensure convergence. For the experiments in the next sdoti@xample, computing
times on a 2 GHz Pentium 4, range from 20 seconds to 3 minutesding to the
dataset, the type of HPMs and the number of components.

3 Evaluation and experiments

When applied to a given dataset, our method provides a neixtodel, i.e. a set of
profiles (the step sequences) with the variangesassociated with each time and the
prior probabilitiest.. Moreover, it provides the probability membership of eaehey
for each class, and groups the genes according to their mushlple components into
clusters. Features of the mixture model are useful to adhegsertinence of the clus-
ters. Indeed, sometimes one constrained compenealy fail to collect “good” genes.
This occurs when no gene agrees with, or when the desired genes are collected by
another component with similar constraints. Then, twoedéht situations can arise.
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First, the component does not collect any gene and its piidgats. = 0. Second, the
component collects some series, but these do not have tedlpsofile: the measures
x4 are far fromm(I.;) at one or several time points (there is a gap between thessaree
L.) and the variance is high at these points. This situationbeamerely detected by
visual inspection, or by checking if the values;, is not higher than a given threshold.

3.1 Recovering a known class of genes

In order to quantify the advantages of using prior knowlettyeescover a particular
class of genes, we first conducted some experiments on atlatade up of the orig-
inal Fibroblast dataset (see Section 3.3 for more detailejyg with some additional
synthetic series that form a new artificial class. Briefly, wge a probabilistic model
involving two Gaussian distributions to generate the esgion levels of the artificial
expression series: one Gaussian distribution is used &penttiently generate the gene
expression levels of the first three times, while the otheisid for the last nine times
of the series. The mean of the first one is higher than the sesorthe shape of the ar-
tificial class looks like a descending step. Figure 3 showexample of synthetic series
generated with this model. We conducted several experBrientcover the synthetic
class among all other series, with the proportion of syithdzta ranging from 2% to
16% of the total data.

We use two quantities to measure the ability to recover tticéal class in the final
clustering: Recallis the highest proportion of this class that can be found imgle
cluster —so a recall of 100% is achieved when all the artifedaies are in the same
cluster—, angrecisionrepresents the proportion of artificial series in this @ust-so
a precision of 100% indicates that all the series in the efustntaining most artificial
series are actually artificial. For each proportion of sgtithdata, we run a clustering of
11 components with two different methods. The first one do¢sise any prior knowl-
edge about the class of interest, i.e., its components anpletely unconstrained —this
method can be viewed as a kind of k-means clustering. Thendanethod makes use
of the HPM of Figure 3 to constrain the first class, leavingtfi®thers unconstrained.
The experiments were repeated 100 times for each propatisynthetic data and the
results are reported in Figure 4.

Both methods achieve quite good recall, even when the ptiopasf the class of in-
terest is low. Using prior knowledge gives only slightly teetresults. Concerning the
precision, however, there is a clear difference betweetwbenethods, and we can see
that the lower the proportion of interesting class, the dighe benefit of our method.
When the proportion is 2%, for example, the precision aadewith no prior knowl-
edge is only about 21% —vs. 65% when using prior knowledges-ths interesting
series are lost among many other series, leading to a clssdbs not show the desired
profile.

3.2 Number of components
Next we investigated the sensitivity of the method to the benof components. De-

termining the number of clusters is a difficult task for alisfiering methods. However,
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Figure 3: Left, examples of synthetic expression seriegddd the fibroblast dataset.
Right, the HPM designed to find the synthetic class amongreed™biological classes
in the fibroblast dataset.

1 constrained + 8 unconstrained ——
60 1 constrained + 10 unconstrained ——
1 constrained + 12 unconstrained —=—
1 constrained + 15 unconstrained —s—
2 constrained + 10 unconstrained —=—

50
2 4 6 8 10 12 14 16

Figure 4: Recall (left) and precision (middle) achievedm(iolid lines) and without
(dashed lines) prior knowledge about the class of intelidst.x-axes denote the propor-
tion (in percent) of this class among all the expressioreseRight, precision achieved
using different number of components.

when the aim is to recover a particular class of genes rdtla@rto infer a global clus-
tering of the data, the problem is less acute. To illustratg tve computed, in 100
runs, the precision and recall achieved with various nusibeconstrained and uncon-
strained components, with the proportion of synthetic dataing from 2% to 16% of
the total data. We tried 1 constrained with 8, 10, 12 and 1%usictained components,
and 2 constrained with 10 unconstrained components. Allstigave recall of up to
80% for all proportions of synthetic data (data not showmy guite good precision
—see right of Figure 4. Actually the best results are actdevith the highest numbers
of components, so giving a sufficiently high number of congotia seems to be a good
strategy to efficiently recover the clusters of interest.

3.3 Fibroblast dataset

Next, some experiments to find "real” classes in the Fibrstitlataset have been carried
out. This is the dataset of (lyet al, 1999). Authors study the response of human
fibroblasts to serum. The expression level of 8613 genes lbe®r measured at 12
times, ranging from 15 min to 24 hours after serum stimutatidhe authors selected
a subset of 517 genes whose expression changed subsyaintisdsponse to serum.
The same subset, centered and reduced on genes is usedifstreefelusterized the
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Figure 5: An HPM to uncover quick over-expression classes.

Figure 6: Fibroblast dataset. Two profiles obtained withhibkp of the HPM of Fig-
ure 5.

original data in 10 classes, using only knowledge about teeiporal feature, i.e., by
constraining all the components with an HPM like that of Fey@. This clustering
leads to 10 profiles relatively similar to those that (leéral, 1999) defined by hand
after a hierarchical clustering. While most of these class® well-defined, within
them it is hard to identify genes that show a quick respondbdgcserum. Only one
jumbled class seems to present this feature. We designedP®hdpecially adapted
to such class (see Figure 5). The statef this HPM models a potential and short
—until time 2, at maximum— delay phase before over-expogssNext, 3 states are
used to model the increasing phase: this can be quite medetdeast 5 steps) during
2 times at least (state&l and 72), or heavy (at least 10 steps) during 1 time (state
13). In both cases, the aim is to observe marked over-expressifore time 5. The
last state models the remainder of the class and is not eamestt —all increases and
decreases are allowed. We use a 10 components mixture mgtie3 components
constrained with this special HPM, and 7 components cansilavith an HPM like
that of Figure 2.

Classes with the desired profile have been uncovered by #tisad. Figure 6 shows
the mean profile of two classes. The third class has a veryvaigance at time 2, and
a visual inspection shows that the collected series agtdalerge from the profile at
this point, so the class is not interesting. The two clasé&suire 6 differ by the time
when genes reach their maximal over-expression —timesr8i4dimes 4-5. Note that
these classes show a second increase step which is notepétifhe HPM we used.
This illustrates the ability of the method to uncover theiggbsclasses even when their
profiles are not completely specified.
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Figure 7: An HPM to find out sinusoidal profiles.

3.4 Yeast dataset

This is the dataset published in (Spellneml., 1998). Authors measure the expression
level of 6178 genes 18 times during slightly more than twodell cycles. We use the
same normalization method as in (Spellnetal., 1998): the logarithms of the data are
centered and reduced on the genes, and genes that do notrshtime points higher
than 2 or lower than -2 are removed. This leads to a datas€t4zf éxpression series.
The main aim of the study was to find out cycle-regulated geBesve look for classes
showing a two-time repeat of the same pattern (since sqrastsvo cell cycles), i.e.,
classes with sinusoidal shape. The HPM of Figure 7 is dediforethis purpose. It
detects profiles that show whether (upper part of the HPM) ritaee patterns —a
concave pattern being an increase followed by a decreakimgep— eventually with a
third increasing phase, or (lower part of the HPM) 2 convetgpas eventually followed
by a third decreasing phase. Each increase or decrease ta@lotved by a short (one
time) stability phase, and the time constraints of thfenctions require the convex or
concave patterns to be equally distributed between firgt and last nine times.

A 20 component mixture model has been used for the clustefing 10 first compo-
nents have been constrained with HPM of Figure 7, while theth€r components were
not constrained to sinusoidal profiles but by the probahilidPM of Figure 2. Many
classes that seem to be regulated by the cell cycle have mmewvared in this way.
Figure 8 shows four of theses classes. These four differédyitthes genes are over- or
under-expressed. When superimposing the mean profilegesé ttlasses on the same
graph (see Figure 9), shifts between the different mininthraaxima achieved can be
seen.

4 Conclusions

We proposed a Bayesian approach for the clustering of gemression series. This
approach allows the user to easily integrate prior knowdesitgout the general profile
of the classes of interest. This knowledge can be expressa of a probabilistic

or non-probabilistic new type of model close to HMMs that vedl @ Hidden Phase
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Figure 8: Yeast dataset. Four classes uncovered with tipeoihe HPM of Figure 7.

Figure 9: Yeast dataset. Superimposition of the four meafiles of the classes of
Figure 8.

Model. An HPM describes the profile of a particular class ofege A mixture model is
used to model the series, and each component of the mixtassigiated with a given
HPM. This defines the prior probability distribution of therpmeters of the class. Then
an EM algorithm is used to estimate the parameters of theungxt maximizing its
posterior probability. When no prior knowledge is avaitgldur approach can naturally
deal with the temporal nature of the series by using a spexificsimple HPM.

Applied to two different datasets —(Spellmanal.,, 1998) et (lyeret al., 1999)—,
our method shows good performance and ability to efficiamtigover classes of genes
with the desired profiles. In practice, appropriate HPMs bardesigned easily and
naturally. We experimentally observed on a mixture of reltand synthetic data that
the benefit of the method increases when the number of expnessries composing
the classes of interest decreases with regard to the tat@beuof series, and that it can
be really interesting when this number is very low.

Many improvements seem possible on this basis. Indeedr kitftevledge can be
integrated in the HPMs. For example, knowledge about theatbmean expression
level —and not about thevolutionof the expression has it is done— could be easily
added. Another improvement would be to introduce long-eatigpendences, i.e., to
constrain differences of expression not only between aartise times but also between
separate times. For example, this would allow us to stipuladt the profiles should
achieve their maximum at a specific tirhe
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Résumé : Cet article décrit et analyse expérimentalement une rdétlumigi-
nale de réduction de dimension pour les données biopucsditpuces qui per-
mettent de mesurer simultanément le niveau d’expressiamilliers de genes
dans une condition donnée (tissu, cellule ou temps) predtides données qui
posent des problemes spécifiques d’apprentissage autmaltia disproportion
entre le nombre dattributs (de I'ordre de la dizaine de ienid) et celui des
exemples (de I'ordre de la centaine) requiert une réductgdimension. Si I'in-
formation mutuelle géne/classe est souvent utilisée ptiterfies génes nous
proposons une approche qui prend en compte celle de coumlérdss/classe.
Plusieurs heuristiques de sélection de génes basées stincipg sont propo-
sées ainsi qu'une procédure de construction automaticatériduts forcant les
algorithmes d’apprentissage a tirer partie de ces couglegdes. Les premiers
résultats de réduction de dimension, puis de constructattributs et d’appren-
tissage sur plusieurs bases de données biopuces publigurent expérimen-
talement I'intérét des approches.

1 Introduction

La transcriptomique est la description et I'analyse desndes liées a I'étude des
profils et de I'expression des génes. Ce domaine a fait degogges ces dernieres
années grace en particulier aux puces a ADN (ou biopucesin 8ombre croissant
de projets bioscientifiques incluent désormais des étudesds sur cette technologie
c’est quelle permet de mesurer simultanément I'express@plusieurs dizaines de
milliers de génes. Parmi les applications prometteusegsd@aces, il y a d'une part
'amélioration des diagnostics de certaines maladies cefentancer mais aussi une
meilleure compréhension de leur étiologie(Clement, 200@ns ces applications, le
réle de la classification est souvent crucial. Différentsseurs ont été utilisés pour
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le diagnostic de cancers a partir de telles données : desmuwé8ayésiens, des arbres
neuronaux, réseaux de neurones a base de fonctions réldiséexget al, 2002) ou
des machines a vecteurs de support.

La tache des bioinformaticiens du transcriptome est dongestt de construire des
classeurs & partir de matrice d’expressions ou chaquetaumdiu patient est décrit
par des valeurs réelles correspondant aux niveaux d’'esipredes genes représentés
sur la puce. Ces modeles doivent prédire aussi précisérmemagsible un parameétre
clinique (comme le type de tumeur) représentant la clagse.des problémes clefs lié
a l'utilisation de biopuces est leur colt d'une part et I& geande variabilité inhérente
a cette technologie d’autre part. Les jeux de données ledaniges disponibles dans la
littérature comportent peu de patients (de 50 a quelqudaioes) et un nombre impor-
tant de génes (de quelques centaines a quarante mille). Eatans les applications
de fouille de textes ou les textes sont représentés par datesaots, ce déséquilibre
entre le nombre d’exemples et le nombre d’attributs nuivgmeent a la précision des
algorithmes de prédictions. De fait, il a été démontré quiambre trop important de
dimensions favorisait le sur-apprentissage. Les modédlesnas généralisent souvent
mal le concept que I'on essaie d’'apprendre, ce problémewsouns le nom de "la
malédiction de la dimension"(Bellman, 1961) . Pour palleprobléme on utilise clas-
siguement en apprentissage des méthodes de réduction desiims. Le but de cette
étape est d’identifier un sous-ensemble réduit d’attriquisnaximise les performances
de prédiction. Ces méthodes sont largement utilisées @apsobléme spécifique de
I'analyse de données issues de puces a ADN.

La majorité des méthodes de réduction de données biopuntsassent peu ou pas
du tout aux interactions entre les génes. La détection dataractions étant implici-
tement laissée a la charge des algorithmes d’apprentissegeal de ces méthodes de
sélection. Dans cet article nous postulons l'intérét arpde la prise en compte des
interactions entre génes dans la phase méme de la réduetidiménsion. Le tableau
1 ci-dessous qui représente le rang des 10 couples de gessidpat la meilleure
information mutuelle avec la classe illustre I'intérét éutelle prise en compte. Les
couples de génes en gras sont ceux qu'une procédure dei@eletenant les 100
meilleurs genes, basés sur leur information mutuelle grapec la classe, permettrait
de reformer. Les autres couples sont ceux qui ne pourraienteformés. Ainsi le pre-
mier couple de génes ne pourrait étre reformé aprés uneréallection car le géne
Hsa.22167 ne posséde qu’une information mutuelle le raléigen 592iéme position
et il ne serait pas conservé parmi les cent genes les plusrafifs. Ce couple est un
exemple d’interaction positive entre deux génes. Or, ettdaun point clef de notre
approche, certains des couples a tres forte interactiancemstitués de genes qu’une
sélection classique n’aurait pas retenue car trop peurirdtf pris individuellement.
Dans I'exemple donné, seul 4 des 10 meilleurs couples aniréié reformés si seul
les 100 meilleurs génes avaient été sélectionnés. Nousgwop dans cet article des
heuristiques afin d’évaluer et d’identifier ces interactippur réduire le nombre de di-
mensions des données biopuces tout en garantissant qu@dpsgde génes ayant une
trés forte information mutuelle soient préservés par la@dare de réduction de dimen-
sion. Nous présentons ensuite un algorithme permettamtypestruction d’attributs de
forcer les algorithmes d’apprentissage a prendre en coogstgéenes peu informatifs
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mais a fortes interactions.

TAB. 1 — Ce tableau présente les couple de génes présentantlieumieformation
mutuelle avec la classe. Les couples en gras sont ceux gpiocédure de sélection
retenant les 100 meilleurs génes basés sur I'informaticiuefie permettrait de refor-
mer, en non gras les couples qui ne pourraient étre reformés.

genel rang(Genel) gene2 rang(gene2) Reformé
pairl Hsa.37937 1 Hsa.22167 592 Non
pair2 Hsa.8147 2 Hsa.3933 355 Non
pair3 Hsa.934 146 Hsa.1131 4 Non
pair4 Hsa.25322 5 Hsa.36696 33 Oui
pair5 Hsa.22762 40 Hsa.7 9 Oui
pair6 Hsa.579 23 Hsa.5392 135 Non
pair 7 Hsa.878 11 Hsa.442 95 Oui
pair8 Hsa.6376 750 Hsa.1832 3 Oui
pair9 Hsa.6814 63 Hsa.2939 61 Non
pair 10 Hsa.1517 1583 Hsa.127 109 Non

La partie deux présente un état de I'art des méthodes detréade dimensions dans
le domaine des données biopuces. Dans la troisiéeme pastis,proposons plusieurs
heuristiques de calcul de couples de génes a forte infasmatutuelle afin de baser la
réduction sur ce calcul. Puis, dans la partie quatre, nasysons un moyen d’exploiter
cette information dans les algorithmes d’apprentissagenaatique. Nous présentons
dans la partie cinq les résultats expérimentaux des diffé@gorithmes sur plusieurs
jeux de données internationaux et montrons l'intérét deenapproche par un gain
significatif de précision.

2 Etatde l'art

2.1 Vue d’ensemble des méthodes de réduction

La littérature sur les méthodes de sélection en appregéssatomatique est vaste
(Liu & Motoda, 1998). La plupart de ces méthodes de réducticté explorées sur
des données biopuces et publiées dans la littérature ifigeat On peut les classer
en trois familles : les méthodes de sélection de génes, |#soaes de sélection de
sous-ensemble génes, les méthodes de reformulation.

Les méthodes de sélection de génes utilisent un score diequexe pour chaque géne,
et fournissent une liste ordonnée de géenes. Ben-Dor comppagieurs de ces méthodes
et décrit une procédure pour estimer leurs p-value asso(@n-Doret al,, 2000). La
méthode mise en oeuvre dans le logiciel SAM (Significant psialof Microarray) (Tu-
sheret al,, 2001), aujourd’hui trés populaire parmi les biologistsst, un représentant
de cette famille. Cette procédure identifie des génes dift@llement exprimés. Un
autre représentant de cette famille est I'approche baséealgworithmeRELIEF propo-
sée par Mary et al. (Margt al, 2003). La complexité algorithmique de ces méthodes
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est faible et permet des mises en oeuvre efficaces (SAM ésbdécomme un plug-in
excel). Un autre avantage de ces méthodes est aussi |géfdaititerprétation des résul-
tats qu’elles fournissent aux biologistes. Seuls les gagast un score supérieur a un
seuil sont conservés. En revanche ces méthodes conduiseming & des représenta-
tions pour lesquelles les performances des algorithmepEatissage sont inférieures
a celle des deux autres familles.

Les méthodes de sélection de sous-ensemble ne considasetgspgenes un a un
par groupe de génes. Une mesure de pertinence est défini@psous-ensemble de
genes. La sélection ou non d'un gene dépend donc des autresejde probléme d’op-
timisation qui consiste & trouver le meilleur sous-ensendel géne est NP-complet. Il
n'est donc par surprenant que cette famille compte de nambsetechniques issues
de l'apprentissage artificiel, comme les algorithmes dgués (Liet al, 2001), les
méthodes Wrapper (Inzt al, 2002), la méthode SVM-RFE (Reverse Feature Elimi-
nation) (Guyoret al,, 2002), etc. Si ces derniéres méthodes s’appliquent dacessle
général, d'autres méthodes, plus originales ont été dgpéks dans le cadre spécifique
de I'analyse des biopuces. La méthode proposée par Xingoguibime "uncondition-
nal mixture modeling", information mutuelle et "markov blet filtering" donne des
résultats remarquables(Ximg al., 2001). A 'opposé de la famille précédente, ces mé-
thodes ont généralement de meilleures performances maisamplexité plus grande.
Linterprétation biologique est la aussi naturelle cargiaméthode renvoie un sous
ensemble de génes.

Les méthodes de réduction par reformulation projettentitemées dans un nouvel
espace plus petit. Ce nouvel espace est défini par des ttgbusont une combinai-
son des génes. L'analyse par composantes principalespdaslaonnue des méthodes
entrant dans cette derniere famille. Il existe d’autreshod¢s de changement de re-
présentation développées spécifiquement pour les doniwgrgcbs. C'est le cas de la
méthode proposée par Qi(Qi, 2002) basée sur 'amplituda &irme statistique des
genes pour construire de nouveaux attributs. L'algorititReGENE(Hanczaret al.,
2003) proposeé par les auteurs est une autre méthode deareille fjui crée des proto-
types de genes pour compresser I'information contenuedksgroupes de genes dont
I'expression est similaire. Cette famille donne généraletaes représentations offrant
de bonnes performances aux algorithmes d’apprentissagevinche, les algorithmes
pour engendrer ces représentations sont de complexitéstanpes. A I'opposée des
deux familles précédentes, l'interprétation biologiqeeces représentations est diffi-
cile, car elles produisent un ensemble d’attributs qui sl@st combinaisons de génes
qui n'ont pas de signification biologique immédiate.

Dans notre problématique, I'objectif est de sélectione@u les sous-ensemble(s) de
génes dont I'information mutuelle, avec la classe a prédsemaximale. Le probleme
d’optimisation de 'information mutuelle exact d'un enddmde génes par rapport a
une classe nécessite de calculer la probabilité jointe ule less génes sélectionnés et
n'est donc de ce fait pas soluble en pratique. Pour limiteofaplexité des algorithmes,
il est généralement fait I'hypothése que les génes sonpiemtants les uns des autres,
dans ce cas il suffit de calculer la somme des informationsefies entre chaque géene
et la classe. Des algorithmes récemment développés prezmeompte indirectement
l'interaction entre les génes en recherchant un ensemblmaximise I'information
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mutuelle entre chaque géne et la classe et qui minimisetinétion mutuelle entre
chaque géene sélectionné (Wit al,, 2003; Xinget al, 2001). L'approche que nous
proposons consiste a utiliser les interactions entre leegén vue de réduire le nombre
dimensions par un critére basé sur l'information mutuellendjroupe de genes et la
classe.

3 Réduire les dimensions en exploitant I'information mu-
tuelle

L'entropie et I'information mutuelle sont ci-dessous baénent redéfinies et explici-
tées dans le contexte des données biopuces.

3.1 Définition de I'information mutuelle

Considérons une variable aléatoire C pouvant prengdrealeurs. Aprés plusieurs
mesures de C, on peut estimer empiriquement les probabil(i@ ), ..., p(c,. )} de
chaque état§c;, ..., ¢, tde la variable C. L'entropie de Shannon (Shannon, 1948) de
la variable est définie par :

H(C) = —Zp(cz')1092(p(0i))

L'information mutuelle mesure la dépendance entre deurablas. Plus cette valeur
est élevée plus les variables sont liées, quand elle est ieglivariables sont indépen-
dantes. Dans le contexte des puces a ADN, on utilise cettarmesur identifier les
genes qui sont liés au paramétre bioclinique que I'on cleeécprédire, que nous ap-
pelons la classe. Soit C ce paramétre, I'information migwsitre C et un gene G se
calcule par la formule suivante :

I(G,C) = H(G) + H(C) — H(G,C)

L'information mutuelle qu'apporte deux génes peut se dgmmmsar en une somme
d’'information mutuelle de chaque gene et d'interactiorremes génes (Jakulin &
Bratko, 2003).

I(Gl,GQ,C) = I(Gl, C) + I(GQ,C) + ITLtGT(Gl,GQ,C)

avec
Inter(Gl, GQ) = —H(Gl, Gg, O)
+H(G1, O) + H(GQ, O) + H(Gl, GQ)
~H(Gy) — H(Gs) — H(C)

Notons que I'information d’une paire de géne n’est pas seetd la somme des infor-
mations de chaque génes, mais qu'une interaction entrétesgntervient également.
Lorsque cette interaction est positive, on parlesgeergieentre les génes, lorsqu’elle
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est négative on dit qu’'il y aedondanceentre les génes. On peut généraliser ce prin-
cipe pour des ensembles de génes plus impoftart {G4, ..., Gp}ten exploitant les
interactions d’ordre supérieur :

I(X,C) = H(C) — H(C|X)

I(X,0) = XP:I(G“C) + iA: Inter(A,C)

=1 ACX

Inter(X) = — zp: (—D)IXI=IA 7 (A)
ACX

avecA un sous ensemble de génesXie
L'information mutuelle est strictement croissante aveadebre de génes, c'est a
dire:
VY, I(Gy,..,Gpn,C) < I(Gy,...,Gp,Y,C)

Notre objectif peut se reformuler ainsi : trouver le plusitpetsemble de génes pos-
sible qui maximise I'information mutuelle avec la classe dO fait de la monotonie de
I'information mutuelle en fonction du nombre N de génes, mdéduit que pour trouver
le sous-groupe de K génes qui maximise I'information mugydisuffit de sélectionner
tous les groupes de K génes disponibles. Cette solutionyrogebléme combinatoire
évident. Comme nous l'avons vu plus haut il est donc indispble de diminuer le
nombre de génes pour pallier ce probléme de "malédictioa dadension".

3.2 Quantifier 'information mutuelle

Du fait qu’il n’est pas possible en pratique de mesurer diniation mutuelle totale
d’'un ensemble important de génes, on recourt a des apprtaimeale cette valeur. La
méthode la plus simple et la plus utilisée est de négligentesactions entre les génes.
On ne calcule alors que la somme des informations mutuellies ehaque géne et la
classe. SoiX = {G4, ..., G, fun ensemble de génes,

IX,0) ~ 3 1(6:.)

i=1

Nous proposons ici d’utiliser une approximation plus finepeenant compte des in-
teractions d’ordre supérieur, c'est-a-dire entre desrabies de deux ou plus de genes
et la classe. En pratique nous nous limiterons dans celesatix interactions entre des
paires de génes. Le calcul de I'information mutuelle dansaseest la somme des in-
formations mutuelles entre chaque paire de génes et leeclBegX = { Py, ..., P, }un
ensemble de paires de génes akee- {G;1,Gi2},

P
I(X,C) ~ ZI(Gﬂ,Gm,C)

i=1
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P P
C)~ > I(G;,C)+ > Inter(Gi,Gia, C)

i=1

Etant donné le faible nombre d’exemples dont nous dispesanss pouvons nous
interroger sur la validité des calculs d’entropie. Il estrbconnu que I'estimation de
I'entropie a partir d’'un ensemble fini d’exemples est biais&oulston (Roulston, 1999)
amontré que v (X) = Hovsevé(X) + Mx—1 avec M le nombre d'états de X et N
le nombre d’exemples disponibles. Cette correction derigre insérée dans le calcul
de l'information mutuelle donnel*™ (G, C) = I°¢™¢(G, C) — Mac=Ma-M-+1 gt
179Gy, Ga, C) = I5T%(Gy | Gy, C) — Mercac ™ M]G\;G? Mc+1 Notre objectif est
d’identifier les genes et paires de génes les plus inforeste n'est donc pas la valeur
de l'information mutuelle qui nous intéresse, mais le dassnt des génes et paires de
genes que I'on peut en extraire. Or, si le nombre d'étatsilpless! est le méme pour
tous les génes alors le classement des genes et paires daggranchangé. On peut
donc négliger, dans le probléme qui nous intéresse, le tel®ntropie du au faible
nombre d’exemples disponibles.

3.3 Une procédure de réduction basée sur l'information mutelle
de paires de génes avec la classe

Notre objectif est de trouver un sous-ensemble de P genes Rax N le nombre
initial de génes) tel que I'information mutuelle des cogpiie génes par rapport a la
classe soit maximale. Dans le cas ou I'on néglige les intiewas entre les génes, le
probléme est simple, il suffit de calculer I'information melie entre chaque géne et la
classe, puis de sélectionner ceux dont les valeurs sontus®fevées. Dans notre cas
ou I'on considére les interactions d’ordre trois (une pdieegénes et la classe), il faut
explorer I'espace des paires de génes de taill&/?). Pour éviter d’explorer tout cet
espace, une heuristique naturelle d’exploration des pawoasistent a calculer d’abord
les informations mutuelles de chaque géne et ensuite deefdesiN-1 premiéres paires
a partir du meilleur géne et d’'un autre gene. Pour découwvgieries différents il faut
dans le pire des cas explorer toutes les paires soit N(N-Ej#ht donné le nombre
important de genes disponibles, nous recourons a une tigueiplus puissante per-
mettant de limiter les paires a celles qui forment une sauttipn de I'ensemble des
N génes. Au dela de diviser I'espace des paires par deux (f<k cet espace est de
taille (1+ (N — 1)) x (N/2)/2 = k?) c’est surtout par son aptitude a générer des paires
formées de genes distincts qu’elle tire son efficacité.

Le géne G1 ayant la plus grande information mutué(l€,, C') avec la classe est
d’'abord sélectionné, puis on recherche le gene G2 maxitigaiormation mutuelle
I(G1,G9,C). La paire (G1, G2) est mise de cOté et le processus est r@isgé’a
ce que P paires soient obtenues. Chaque géne ne peut dengdeie que d’'une seul
paire, cela permet d’obtenir plus de variété dans les pdirette heuristique est décrite
dans I'algorithme 1 qui correspond a I'extraction de pasa@ss remises.
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Algorithme 1 Recherche de paires de génes
1. Paire +— ©

2. Gene < all.gene

3. pouride 1 a nb.paire.max
(a) G1 « argmazx, (I(g,C))
(b) G2 — argmaz, (I1(G1,g,C))
(¢) Paire «— PaireU (G1,G2)
(d) Gene «— Gene-{G1, G2}

4. retourne (Paire)

4 Construction d’attributs pour représenter les paires
les plus informatives

4.1 Le probléme de I'apprentissage

Les algorithmes de classification usuels ne sont pas cormgudnaiter des paires de
genes. Etlorsqu’un algorithme de classification prend értemine liste de genes ce qui
a motiveé leur sélection (synergie de certain des couplésyesré. Si les algorithmes
utilisent en priorité les génes les plus informatifs il y aigke chances que les couples
qui ont présidés a la réduction soient reformés. La phaseldet®mn de paires perd
alors de son intérét. Pour pallier ce probléeme, nous avovelalgpé une approche par
construction d’attribut. Un nouvel attribut est constpour chaque paire, il synthétise
I'information contenu dans chacun des deux génes de la paidans leur synergie
(interaction positive).

4.2 Construction d’attributs pour représenter les paires e géenes

Nous présentons ci-dessous deux méthoelesyINFO et FEATKNN ue nous avons
envisagé pour construire de nouveaux attributs a partihdeune des paires que nous
venons d’identifier.

La méthodercaminFo que nous proposons s'inspire des travaux de Bollacker(K. &
J., 1996). Nous utilisons lmatrice d'informationpour construire les nouveaux attri-
buts, c’'est une matrice carrée contenant autant de lignds eblonnes qu'il y a de
géenes, a chaque case (i,j) correspond l'information mlgwkd la paire de géne cor-
respondantd(G;, G;, C). Le principe de cette méthode repose sur I'analyse en com-
posantes principales (ACP). Dans une ACP on calcule la ceati® covariance pour
construire de nouveaux attributs qui maximisent la vagamous remplagons dans
cette méthode la matrice de covariance pamktrice d'information Nous obtenons
ainsi de nouveaux attributs qui sont des combinaisonsitiegde genes, et qui maxi-
misent l'information mutuelle.

La méthoderEaTknN, que nous avons développée, est limitée ici aux problémes a
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deux classes. Son adaptation aux problémes multiclassgedusoadre de cet article.
Construire un nouvel attribud requiére de définir ses valeurs a partir des deux génes
Gi1 G2 de la paireP; . Notre idée est que les valeurs dedoivent étre déterminées
par la densité des exemples de classes positives et négatojetées dans I'espace a
deux dimensioir; ; x G; 2 . Soit un exemple de tes{dont la classe n’est pas connue),
la valeur de I'attributd; pour cet exemplése calcul de la sorteA; (t) = —1+2”jﬁ;+ ou
n; + estle nombre d'exemples de classe positive contenu dadsdiess proche voisin
det, en utilisant la distance euclidienne dans I'espé@ge x G; . Le nouvel attribut

a des valeurs comprises entre -1 et 1, lorsque un exetrgdeproche d’exemples de
classe positive (resp. negative) I'attribut tend vers €5t -1). Un nouvel attribut est
construit de la sorte pour chaque paire de genes sélecésnné

5 Expérimentation

Nous avons utilisé trois jeux de données biopuces pour évakpérimentalement la
combinaison de la méthode de réduction et celles de refationlque nous venons de
décrire. Au dela de 'amélioration de performance, il s&agit de tester notre hypothése
selon laquelle I'interaction entre le génes permet d’aonétil’apprentissage.

5.1 Données et prétraitement

Le premier des jeux de données porte sur le cancer du coleectend sur la leu-
cémie et le dernier sur un ensemble de tumeurs dit "smalld-duuae-cell tumors”
(SRBCT). Les deux premiers sont couramment utilisés dditsdature pour tester les
performances des algorithmes(Ben-Roal, 2000). Les données du cancer du colon
comportent 62 sujets dont 22 sont atteints d’un cancer doncel les 40 autres sont
sains. On dispose de I'expression de 2000 génes pour chajgtides but est de prédire
si un patient est atteint d’'un cancer ou non. Les donnéeémaigaregroupent I'expres-
sion de 7129 génes de 72 patients atteints de leucémie, 4neficute lymphoblastic
leukemia" (ALL) et 25 ont une "acute myeloid leukemia" (AMLe but est de prédire
le type de leucémie de chaque patient. Les données SRBCiErbies données d’ex-
pression de 2308 génes de 63 patients ayant une tumeur, 8isoh2des tumeurs de
type "sarcome d’Ewing” ("ewing sarcomas"), 20 sont de tygmbdomyosarcomas”,
12 sont de type "neuroblastomas" et 8 de type "burkitt lynmphs'. Le but de cette
tadche d’apprentissage est de prédire le type de tumeur dbatteint le patient.

Pour des raisons d’efficacité, les données d’expressiandsserétisées. Nous utili-
sons une méthode par histogramme pour discrétiser I'esiorede chaque géne. Lam-
plitude du géene est tout d’abord calculée, puis diviséeaa sous-intervalles de taille
égale. Un géne peut donc prendre trois états : sur-exprioménodulé, sous-exprimé.

5.2 Analyse des paires les plus informatives

Afin de mesurer I'importance des interactions entre genmss examinons empiri-
quement I'information mutuelle des meilleurs genes etgsaites données du cancer
du colon. Ces données comportant relativement peu de g2d@8)(pour des données
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TAB. 2 — Les 20 meilleurs paires de genes des données biopucesder acu colon.
Pour chaque paire de génes (G1,G2), on a calculé I'infoomattiutuelle (1) et le rang
(rg) de chacun des deux génes, ainsi que l'interactionrfietd'information mutuelle
totale de la paire.

gl I(Gl) rg(Gl) G2 I(G2) rg(2) inter 1(G1,G2)
Hsa.37937 047 1 Hsa.22167 0.06 592 0.26 0.79
Hsa.8147 0.38 2 Hsa.3933 0.08 355 0.16 0.62
Hsa.934 0.13 146 Hsa.1131 0.3 4 0.19 0.62
Hsa.25322 028 5 Hsa.36696 0.2 33 0.13 0.61
Hsa.22762 0.2 40 Hsa.7 026 9 0.14 0.6
Hsa.579 0.22 23 Hsa.5392 0.13 135 0.22 0.57
Hsa.878 0.25 11 Hsa.442 0.15 95 0.17 0.57
Hsa.6376 0.05 750 Hsa.1832 0.34 3 0.02 041
Hsa.6814 0.17 63 Hsa.2939 0.17 61 0.22 0.56

Hsa.1517 0.01 1583 Hsa.127 0.14 109 0.4 0.55
Hsa.812 0.14 123 Hsa.2451 0.24 13 0.17 0.55

Hsa.3305 0.24 15 Hsa.466 0.2 34 0.1 0.54
Hsa.42949 0.09 315 Hsa.2928 0.18 51 0.27 0.54
Hsa.821 0.23 22 Hsa.43431 0.06 542 0.25 0.54
Hsa.8068 0.18 59 Hsa.1317 0.18 54 0.18 0.54
Hsa.2386 0.07 474 Hsa.692 0.27 8 0.2 0.54
Hsa.36694 0.19 49 Hsa.1276 0.11 218 0.23 0.53
Hsa.1682 0.13 136 Hsa.21868 0.07 434 0.33 0.53
Hsa.692 0.27 8 Hsa.31801 0.13 138 0.12 0.52
Hsa.41280 0.23 18 Hsa.18787 0.02 1248 0.2 0.45
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Fig. 1 — Information mutuelle par rapport & la classe des génesdiat les 1000000
meilleurs paires, chaque point représente un ensembled® paires. Les points noirs
(resp. blanc) correspondent aux genes ayant la plus graesie (etite) information
mutuelle dans la paire.

biopuces, I'information mutuelle et I'interaction de teatles paires de génes a donc pu
étre calculé, soit 1998000 paires. L'information mutueléeechaque géne par rapport
a la classe a également été calculée, ce qui a permis de définiassement avec un
rang pour chaque géne. Ces résultats sont regroupés daideautdans lequel chaque
paire est caractérisée par le nom, I'information mutuetlle eang de chacun des deux
genes qui la constitue ainsi que l'interaction et I'infotioa mutuelle totale de la paire.
Le tableau 2 montre les 20 meilleures paires des donnéesndercdu colon. Dans
cet exemple la meilleure paire est formée par le meilleuegétsa.37937) et par le
592éme meilleur géne (Hsa.22167), les informations migsiglar rapport & la classe
de ces génes sont respectivement de 0.47 et 0.06. L'intamasitre ces deux genes est
de 0.26, I'information mutuelle totale de cette paire edd d&+0.06+0.26=0.79. Le ta-
bleau 2 montre que les valeurs d’interaction sont aussiiitaptes que les informations
mutuelles de chaque géne. Ceci abonde dans le sens de noitaédse selon laquelle
les interactions entre les génes ne sont pas négligeables.

La figure 1 montre I'information mutuelle des génes formast1000000 meilleurs
paires, chaque point représente un ensemble de 10000.daggepoints noirs (resp.
blanc) correspondent aux genes ayant la plus grande (resfe)gdnformation mu-
tuelle dans la paire. Nous pouvons déduire deux choses deapéigue, premiére-
ment les génes ayant une faible information mutuelle pettvés bien faire partis des
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FIG. 2 — Comparaison de I'information mutuelle totale des gésdédsctionnées par les
différentes méthodes. noir :sélection de genes, rougectsah de paires, bleu :pca.info

meilleures paires. Deuxiemement, on constate que tolgesdédleures paires de genes
sont constituées en moyenne d’'un gene tres informatif et dacond moyennement
ou peu informatif. Cette constatation montre l'intérét thoix de notre heuristique de

sélection de paires que I'on forme a partir de genes ayangiienr rang.

5.3 Information mutuelle obtenue par les différentes heurstiques

L'objectif que nous avons défini est la sélection de I'endendle génes le plus pe-
tit possible maximisant I'information mutuelle, nous tas comment les heuristiques
présentéeseATKNN eT PCAMINFO répondent a cet objectif. Chaque heuristique a été uti-
lisée sur les trois jeux de données pour construire un erlsetiebl0 attributs. Nous
avons donc un ensemble comportant les 10 géenes de plus Imgytura comportant
les 5 meilleures paires de genes et 2 ensembles comportairibOts construits par
FEATKNN et PCAMINFO. L'information mutuelle de ces ensembles a été mesuréenet co
parée. Nous nous sommes limités a des ensembles de 10tattndximum, au-dela le
temps de calcul pour obtenir I'information mutuelle devigp important. La figure
2 montre les résultats sur les données du cancer du colometidio de la taille du
sous-ensemble de génes. On constate que seul I'ensemigértesde plus haut rang
ne parvient pas a atteindre I'information mutuelle maximaancourbe croit lentement,
les génes de cet ensemble ont probablement une interagitibe. {Ces résultats expéri-
mentaux indique que, sur les données étudiées, prendrergietes interactions entre
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les génes permet de maximiser l'information mutuelle elisatit moins de génes ou
d’attributs.

5.4 Apprentissage automatique

Il a été montré ci-dessus que les méthodes qui prennent gotedimteraction entre
les génes, permettent d’obtenir des ensembles de génesttribdts plus informatifs et
de plus petite taille que les méthodes qui les négligent. € gponc supposer que ces
méthodes vont améliorer les performances en classificdtions évaluons dans cette
partie I'impact de ces méthodes de réduction sur la claasit.

5.4.1 Algorithmes de classification

Des recherches récentes ont mis en évidence les bonnesnpanfrtes de certains
algorithmes de classification sur les données biopuces étirte présentée par Lee,
compare notamment 21 algorithmes de classification surx’dewdonnées biopuces,
et conclut que les meilleures performances sont obtenuekepanéthodes les plus
sophistiquées, en particulier les machines a vecteurspjosi(Leeet al., In press). A
I'opposé, Dudoit met en évidence les remarquables perfocesade méthodes simples
(Dudoitet al,, 2002). Le choix de la méthode de classification a utilisefesidonnées
biopuces est donc une question qui reste ouverte et qui dégeEnparticularités des
données utilisées. Pour évaluer les techniques de réductims avons réalisés nos
expérimentations avec les trois méthodes considérées edesmmeilleures dans les
deux papiers cités, c’'est a dire : les machines a vecteurglosi{SVM), les k plus
proches voisins (KNN) et I'analyse discriminante diageriadéaire (DLD). Elles sont
toutes trois de fait trés utilisées dans la communauté dalyae de données issues de
puces a ADN.

5.4.2 Evaluation des performances

Une fois les données discrétisées, la méthode de réduatiatindension puis de
construction d’attributs sont appliquées. Les trois atbares de classification men-
tionnés plus haut sont ensuite utilisés et I'erreur en géisé@tion du modéle obtenu est
évaluée. La validation croisée est couramment utilisée palguler I'erreur en géné-
ralisation. Toutefois Braga-Neto a montré que cet estiorat&est pas le plus appro-
prié avec des données comportant peu d’exemples, comntdecess avec les puces
a ADN. La validation croisée a une grande variance et lesnastiurs par bootstrap
sont préférés dans ce cas et en particulier I'estimate@(Bsaga-Neto & Dougherty,
2004). Pour éviter le biais du a la sélection de génes mis igierdse par Ambroise et
McLahan (Ambroise & McLachlan, 2002), I'évaluation de feur en généralisation du
modele s’effectue dans une boucle externe au processuedémséde génes. C'est a
dire qu'a chaque itération de I'estimateur .632, un écliantbootstrap d’exemples est
sélectionné, cet ensemble est utilisé pour la sélectioredesypuis pour la construction
du model. Les exemples non sélectionnés dans I'échantitiotstrap sont utilisés pour
calculer I'erreur du modéle et n’interviennent & aucun monaans le processus de
sélection de génes.
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TAB. 3 — Résultats en classification
| | Réduction [ Leucémie| cancer du colorf SRCBT |

SVM | tousles génes 12.3 175 10.7

genes individuel 4.3 125 2.1

paires de génes 4.8 11.8 1.9

pca.info 4.3 12.1 1.4

feat.knn 2.8 10.7 N/A

KNN | tous les génes 8.4 20 15.9
genes individuel 6.1 13.9 5

paires de génes 6.2 14.4 3.7
pca.info 5.2 13.6 3

feat.knn 5.3 13.5 N/A

DLD | tousles génes 11.5 19.5 6.2

genes individuel 4.8 14.7 1.2
paires de génes 4.8 15.4 1

pca.info 5.2 12.9 1.1

feat.knn 3.8 125 N/A

5.4.3 Résultats en classification

Le tableau 3 récapitule les différents résultats en claasifin, rapelons que la mé-
thodeFEAT.KNN ne traite pas les problemes multiclasses, c’est pourgl@agbas de
résultats sur les données SRCBT. On constate sans surpesesyméthodes de réduc-
tion de dimension améliorent considérablement les pedages en classification. Les
méthodes de sélections des meilleurs génes et des medligaires donnent des résul-
tats similaires. Nous venons de voir plus haut que les pdeeagenes apportaient plus
d’'information, comment expliquer que ces paires n'amélibpas les performances en
classification ? Il est vraisemblable que l'information tmue dans l'interaction entre
les génes d'une paire ne soit pas totalement exploitée pald@rithmes de classi-
fication. Une grande partie de I'information calculée dujanphase de sélection de
paires est alors perdue. Les deux méthodes de constru&itmibaits ont de meilleures
performances, en particuli@eaTknn. Les nouveaux attributs construits par ces mé-
thodes synthétisent I'information contenue dans les génhdésurs interactions. Dans
ce cas la classification exploite I'interaction entre lesegpar l'intermédiaire de ces
attributs, ce qui explique de meilleurs résultats. Il n‘este pas moins que l'interpréta-
tion biologique devient alors différente des approchessidpies. Il n y a plus de génes
maximalement discriminant mais des listes de couples. baples de génes peuvent
éventuellement étre utilisés dans I'étude des réseauxgieatéon.

6 Conclusion

Nous avons présenté dans cet article plusieurs procédeirégidction de dimensions
de données biopuces afin d’améliorer les performances ssif@ation. Ces méthodes
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sont basées sur I'hypothése que l'information apportééiptaraction entre les genes
n’est pas négligeable. Nous hous sommes limités dans tette &ux interactions entre
les paires de genes. Si quantifier 'information des génds®interactions a partir du
calcul d'information mutuelle est naturel, cette simplduétion n'améliore pas né-
cessairement les performances. Nous avons développé dithrdes de construction
d’attributs,rcaminFo et FEATKNN qui permettent de forcer les algorithmes d’apprentis-
sage a prendre en compte des paires présentant une fortaatimn mutuelle. L'intérét
expérimental de ces interactions a été évaluée sur troisewonnées ou les perfor-
mances sont améliorées. Nos travaux actuels s'orienteatlaeprise en compte de
synergies entre des groupes plus larges de génes, ainsieqaialyse théorique des
gains obtenus par ces approches de réduction de dimensions.
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1 Introduction

One way of predicting the function of a protein is to identfgnown domain (subse-
quence of amino-acids within the whole sequence of the ipatethe protein, despite
sequence modifications which may occur during evolutioomémy cases, comparing
a new sequence of proteirwith few sequences of the family under study is enough
for predicting whethep € F'. Such a similarity search may be achieved for example by
using an alignment program such asABT (Altschulet al., 1990). However, when the
domain of a family is not well conserved, there is no satigfyinethod for retrieving
this domain onto a new sequence. This is the case of Membrgexrenig Domains
(MSDs), which plays the role of a pore through which a sulstgaes in and/or out of
the cell : its sequences are not conserved. Fhg dtrategy (Quentiet al., 2002) gives
good results on MSDs, but requires their previous subdikigito 18 subfamilies. We
thus propose here to use the boosting technique in ordeauto fee whole family from
BLAST alignements of protein sequences, without any pre-clngter

2 BoostingBLAST

LetS = {(z1,v1), ..., (zn, yn)} @ set of annotated protein sequences, where a protein
x; € X is labelledy; = +1 if x; carries a MSD, and-1 otherwise. For aligning two
sequences, the heuristic wide-used algorithta8r assigns am-valueto the optimal
alignment it computes : the smaller the e-value, the mosifignt the alignment. Let
A(z, D, T) be a formatted result of B\ST : it is a set that contains all the proteins of
the databas® aligned withx with an e-value less than In order to classify proteins
according to the unconserved domain under study, we prapaese AdaBoost (Freund
& Schapire, 1997), whereB\ST instantiates the method that produces a weak decision

*This work is granted by the national ACI IMPBIO program.
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rule, here represented by a stump (algorithm 1). We expexsitlny to extend the local
predictivity of BLAST to a global predictivity.

Algorithm 1 BlastBoostt,T) whereT is the number of boosting steps, ands the
e-value threshold
Given :(z1,y1), -, (Tn,yn) Wherez; € X andy; € Y = {-1,+1}
Initialize D1 (i) — 1/n
forall t=1,---,7do
Selectz; ; according taD; and Computed, = A(x; ¢+, X, 7) with BLAST
Geth, : X — {—1,+1} suchthatvz € X :

if 2 € A thenhy(z) = y; ; elsehy(x) = argmaxc(_; .13 Z Dy(5)
Jyi=k,x; A

Computec, = 37,1 . 5, (1), Di(i) @ndag = 3 1n (1—_>

Update :Dt+1(i) — D: (i) eXP(—thtyihf,(xi))
end for
Output the final classifierH (z) = Sign(ZtT:l atht(x))

We actually tuned and tested a variant of BlastBoost, whaoh €lecision tree in-
volves three queries selected accordingXq and where two e-value thresholds are
considered, depending on the label of the queryWe used eight genomes to learn the
model, and eight other genomes to test it. Both learning estcsets are made up of all
the examples of considered genomes (proteins that carry@)M@d all the counter-
examples (proteins aligned to one example withaBT while not carrying a MSD).
The obtained results are similar when swapping the learintest genomes.

The test error gets stable after around 400 rounds. Thetiséleof BlastBoost is
almost as good as this of theis method, while its sensitivity is better (up to 0.999,
while 0.946 with RiIS). Yet, IRIS previously subdivides the functional families into
18 subfamilies, so its learning and testing steps are intgp@ from one subfamily
to another, therefore more accurate. Hence the resultsastBbost are good : with
comparable results, it is efficient on the whole functiorsahily even if the proteins
sequences are not conserved.
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Résumé : L’une des activités les plus importantes en biologie est 1’ana-
lyse des données d’expression de genes. Les biologistes esperent ainsi
mieux comprendre les fonctions des genes et leurs interactions. Nous
étudions dans cet article une technique permettant d’aider a ’analyse
de ces données d’expression : I’extraction de concepts sous contraintes.
Pour cela, nous proposons d’extraire des fermés sous contraintes dans
les données “transposées” en utilisant des algorithmes classiques. Ceci
nous amene a étudier la “transposition” des contraintes dans les données
transposées de maniére & pouvoir les utiliser dans ces algorithmes.
Mots-clés : Extraction de connaissances, Data-mining, Concepts For-
mels, Itemsets Fermés, Contraintes.

1 Motivations

Maintenant que le décodage du génome est terminé pour de nombreuses especes
animales et végétales, il reste encore un formidable défi pour la biologie moderne :
comprendre la fonction de tous ces génes et la maniere dont ils interagissent entre-
eux. Pour cela, les biologistes menent des expériences de mesure de ’expression
de genes. Celles-ci ont pour but de leur fournir des données leur permettant de
faire des hypotheses sur ces fonctions et ces interactions.

Les données d’expression de geénes se présentent typiquement sous la forme
d’une matrice binaire. Chaque colonne représente un gene et chaque ligne donne
les résultats d’une expérience de mesure du niveau d’expression des genes. Cha-
cune de ces expériences consiste a déterminer, pour une cellule donnée issue d’une
situation biologique donnée (par exemple un organe spécifique, une culture cel-
lulaire), quels sont les génes qui sont sur-exprimés, c’est-a-dire ceux qui ont une

*Ce travail a été partiellement financé par I’ACI Bingo
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activité biologique importante au moment de la mesure. Dans la matrice, les
genes qui sont sur-exprimés dans une situation biologique sont codés par un 1.
Ceux qui ne le sont pas sont codés par un 0. La table 1 donne un exemple d’une
telle matrice.

| Génel Geéne2 Gene3d Gene4

cellule 1 1 1 1 0
cellule 2 1 1 1 0
cellule 3 0 1 1 1

TAB. 1 — Exemple de matrice d’expression de genes

Dans cet article, nous étudions une technique de fouille de données permettant
d’aider le biologiste a faire des hypotheses sur les fonctions des génes et la maniere
dont ils interagissent. Pour cela, les techniques d’extraction de motifs semblent
particulierement adaptées. Il existe cependant de nombreux types de motifs :
les itemsets, les itemsets fermés ou libres, les regles d’association ou encore les
concepts formels. Nous avons choisi ici d’étudier ’extraction des concepts.

Dans ce cadre, un concept formel est une paire (G, E') o G est un ensemble de
genes (i.e., un ensemble de colonnes de la matrice) appelé intension du concept
et E un ensemble d’expériences (i.e., un ensemble de lignes) appelé extension
du concept. Ces ensembles sont tels que si ¢ € G et e € E, alors le géne g
est sur-exprimé dans l'expérience e (il y a un 1 dans la ligne e colonne g). De
plus, les deux ensembles G et FE sont maximaux, i.e., ils ne peuvent pas grossir
sans perdre la propriété précédente (une définition plus formelle des concepts
est donnée dans la section 2). Autrement dit, un concept est une sous-matrice
maximale ne contenant que des 1. Dans notre matrice exemple, ({Géne 1, Géne
2, Geéne 3}, {cel 1, cel 2 }) est un concept.

Du point de vue du biologiste, les concepts sont tres intéressants. En effet,
un concept (G, E) regroupe des geénes qui sont sur-exprimés dans les mémes
expériences. Si la fonction de certains de ces genes est connue, cela peut per-
mettre de faire des hypotheses sur la fonction de ceux qui sont inconnus. De
plus, si les expériences apparaissant dans I'extension E partagent des proprié-
tés communes (par exemple, elles concernent toutes des cellules du foie ou des
cellules cancéreuses), cela permet encore une fois de faire des hypotheses sur les
genes. Le fait que les concepts associent a la fois des genes et des expériences
est donc un avantage par rapport a d’autres motifs comme les itemsets ou les
régles d’association qui ne portent que sur les génes. De plus, un géne (ou une
expérience) peut apparaitre dans plusieurs concepts (par opposition & ce qui se
passe dans le cas du clustering). Si le biologiste s’intéresse & un géne particulier,
il peut donc étudier quels sont les génes liés a celui-ci (i.e., apparaissant dans les
mémes concepts) suivant les situations biologiques. Cela est trés important car
il s’avere en effet qu'un géne peut intervenir dans plusieurs fonctions biologiques
différentes. Enfin, les concepts sont beaucoup moins nombreux que les itemsets
tout en représentant la méme information : ils sont donc plus simples & exploiter.

Pour simplifier encore ’exploitation de ces concepts par le biologiste, 1'utilisa-
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tion de contraintes semble pertinente : le biologiste peut indiquer une contrainte
qui doit étre satisfaite par tous les concepts extraits. Par exemple, il peut im-
poser qu'un geéne particulier (ou ensemble de géne) apparaisse (ou pas) dans les
concepts extraits. Il peut aussi se restreindre aux concepts impliquant des expé-
riences sur des cellules cancéreuses ou contenant au moins 5 genes. L’utilisation
des contraintes permet finalement au biologiste de mieux cibler sa recherche.

1.1 Notre contribution

Nous proposons dans cet article d’étudier l’extraction de concepts sous
contraintes dans des données d’expression de genes. Cette extraction pose deux
problémes principaux :

1. utilisation des contraintes : nous laissons la possibilité a 1'utilisateur de
spécifier une contrainte portant a la fois sur I'intension et ’extension du
concept. Ces contraintes sont utiles pour I'utilisateur pour préciser sa re-
cherche mais elles sont aussi parfois indispensables pour rendre 'extrac-
tion faisable. En effet, il est généralement impossible d’extraire tous les
concepts. Il faut donc dans ce cas utiliser les contraintes pendant I’extrac-
tion (et non pas seulement dans une phase de filtrage des concepts aprés
Pextraction) pour diminuer la complexité celle-ci.

2. taille des données : la complexité des algorithmes d’extraction est générale-
ment linéaire par rapport au nombre de lignes et exponentielle par rapport
au nombre de colonnes. Or dans le cas des données d’expression de genes,
le nombre de colonnes est souvent tres important : I'utilisation de tech-
niques comme les puces & ADN permet d’obtenir I’expression de milliers
de geénes en une seule expérience. D’un autre coté, le nombre d’expériences
est souvent réduit du fait du temps nécessaire a leur mise en place et de leur
colit. Ceci ameéne & des matrices comportant beaucoup de colonnes (jus-
qu’a plusieurs milliers) et relativement peu de lignes (quelques dizaines ou
centaines) ce qui est plutot atypique dans le domaine du data-mining. Les
algorithmes classiques ne sont donc pas bien adaptés a ce type de données.

L’extraction de motifs sous contrainte est un theme de recherche qui a été tres
étudié ces dernieres années (Srikant et al., 1997; Ng et al., 1998; Garofalakis et al.,
1999; Boulicaut & Jeudy, 2000; Pei & Han, 2000; Zaki, 2000; Boulicaut & Jeudy,
2001; Bucila et al., 2003; Albert-Lorincz & Boulicaut, 2003; Bonchi et al., 2003;
Bonchi & Lucchese, 2004)... De nombreux algorithmes ont été proposés et tentent
d’utiliser efficacement les contraintes pour diminuer les temps d’extraction en
élaguant le plus tot possible I'espace de recherche. L’extraction de concept est
fortement liée a ’extraction d’itemsets libres ou fermés dont 1’étude a également
donné lieu & de nombreux travaux (Pasquier et al., 1999; Boulicaut et al., 2000;
Pei et al., 2000; Zaki & Hsiao, 2002; Boulicaut et al., 2003)...

Cependant, ces travaux ne font pas d’extraction de concepts sous contrainte
et ne sont pas adaptés a des données ayant plus de colonnes que de lignes.
En ce qui concerne 'extraction de concepts sous contraintes, une proposition
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récente a été faite dans (Besson et al., 2004). Cependant, I’algorithme proposé, D-
Miner, ne permet que de traiter un type particulier de contraintes, les contraintes
monotones. Nous verrons dans la section 4 comment 1’étude que nous proposons
ici va nous permettre de traiter aussi les contraintes anti-monotones avec cet
algorithme.

En ce qui concerne le second probléeme, plusieurs propositions ont été faites
récemment pour le résoudre : L’algorithme CARPENTER (Pan et al., 2003) est
congu pour extraire les fermés fréquents dans une base de données avec plus de
colonnes que de lignes. Dans (Rioult et al., 2003; Rioult & Crémilleux, 2004),
les auteurs utilisent des algorithmes classiques mais au lieu de faire I’extraction
dans les données originales, ils travaillent sur la matrice transposée. Dans ce cas,
la matrice transposée comporte beaucoup de lignes et peu de colonnes, ce qui
permet d’utiliser les techniques habituelles efficacement. Cependant, ces travaux
ne traitent que du cas de la contrainte de fréquence ou de contraintes simples sur
les itemsets. Le cas général ou la contrainte est une formule booléenne construite
a partir de contraintes simples, portant a la fois sur I'intension et ’extension,
n’est pas abordé.

Notre proposition est donc d’utiliser des algorithmes classiques (éventuelle-
ment légérement modifiés) dans la matrice transposée, afin de travailler sur des
données au format plus classique (peu de colonnes, beaucoup de lignes). Pour
pouvoir traiter des contraintes complexes portant sur les concepts, nous allons
présenter ici une étude théorique sur les contraintes et sur la maniere de les
“transposer” (en fait, il s’agira plutét d’une projection) de fagon & pouvoir les
utiliser dans la matrice transposée.

Cet article est organisé de la maniere suivante : dans la section 2, nous rap-
pelons quelques définitions & propos de l'extraction d’itemsets et de la cor-
respondance de Galois. Nous présentons ensuite formellement le probleme que
nous cherchons a résoudre. Dans la section 3, nous présentons la projection des
contraintes simples et composées. Ensuite, la section 4 montre comment utili-
ser la projection de contraintes et ’extraction dans la matrice transposée pour
résoudre notre probleme. Finalement, nous concluons dans la section 5.

2 Définitions

Pour éviter les confusions entre les lignes (ou colonnes) de la base de données
originale et les lignes (ou colonnes) de base de données “transposée”, nous définis-
sons une base de données comme une relation entre deux ensembles : un ensemble
d’attributs et un ensemble d’objets. L’ensemble des attributs (ou items) est noté
A et correspond, dans notre application biologique, & ’ensemble des genes. L’en-
semble des objets est noté O et représente les situations biologiques. L’espace
des attributs, 2, est la collection des sous-ensembles de A, appelés itemsets
et 'espace des objets, 29, est la collection des sous-ensembles de O. Lorsqu’on
considere Pordre défini par I’inclusion ensembliste, chacun des espaces 24 et 2€
est naturellement muni d’une structure de treillis.

Une base de données est une relation binaire de A x O et peut étre représentée
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Q
o
Q
N
Q
w

a1 ax a3 a4
o0 1 1 1 0 a | 110

aa |1 1 1
oo | 1 1 1 0 S
o510 1 1 1 ai 0 o0 1

TAB. 2 — Représentation originale et transposée de la base de données présentée
table 1. Les attributs sont A = {a1, a2, as,as} et les objets sont O = {01, 02,03}
Nous utilisons une notation sous forme de chaine pour les ensembles, par exemple
ayasay désigne ’ensemble d’attributs {a1, as, a4} et 0203 désigne 'ensemble d’ob-
jets {02,03}. Cette base de données sera utilisée dans tous les exemples.

par une matrice booléenne dont les colonnes sont les attributs et les lignes sont
les objets. Cette matrice constitue la représentation originale de la base. Au cours
de cet article, nous considérerons que la base de données a plus d’attributs que
d’objets et nous utiliserons également la représentation transposée des données,
ou les attributs de la base sont portés sur les lignes et les objets sur les colonnes
(cf. Table 2).

2.1 Correspondance de Galois

L’idée principale qui fonde notre travail est d’utiliser la correspondance forte
entre les treillis des 24 et 2€, appelée correspondance de Galois. Cette cor-
respondance a été utilisée la premiere fois en fouille de données quand des al-
gorithmes d’extraction des itemsets fermés fréquents ont été proposés (Pasquier
et al., 1999) et elle est aussi utilisée dans de nombreux travaux en apprentissage
conceptuel (Wille, 1992; Nguifo & Njiwoua, 2000).

Etant donnée une base de données bd, les opérateurs f et g de Galois sont définis
par :

— f, appelé intension, est une fonction de 29 vers 24 définie par

f(O)={a€ A|Yoe O, (a,0) € bd},
— g, appelé extension, est une fonction de 24 vers 2 définie par
g(A)={o€ O |VaeA, (a,o0) € bd}.

Pour un ensemble A, g(A) est aussi appelé I’ensemble support de A dans
bd. C’est ’ensemble des objets qui sont en relation avec tous les attributs de A.
La fréquence de A dans bd, notée Freq(A), est définie par Freq(A4) = |g(A)|.

Ces deux fonctions créent un lien entre l'espace des attributs et ’espace des
objets. Pourtant, comme les deux espaces n’ont a priori pas le méme cardinal,
aucune bijection n’est possible entre eux. Cela signifie que plusieurs ensembles
d’attributs ont la méme image par g dans ’espace des objets et vice-versa. On
peut donc définir deux relations d’équivalence 7, et r, sur 2© et 24 :

— si A et B sont deux ensembles d’attributs, Ar, B si g(A) = g(B),
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(@ g (b)

F1G. 1 — Les classes d’équivalence pour r, dans le treillis des attributs (a) et
pour 7, dans celui des objets (b). Les ensembles fermés sont en gras. Les fleches
représentent les opérateurs f et g entre les classes de ajasas et 0102. Les fleches
en pointillés représentent les opérateurs de cléture h et h'.

— si O et P sont deux ensembles d’objets, Or, P si f(O) = f(P).

Dans chaque classe d’équivalence, il y a un élément particulier : le plus grand
élément d’une classe, au sens de 'inclusion, est unique et appelé ensemble d’at-
tributs fermé pour r, ou ensemble d’objets fermé pour r, . Les opérateurs
f et g de Galois fournissent, par composition, deux opérateurs de fermeture
notés h = foget h' = go f. Les ensembles fermés sont les points fixes des
opérateurs de fermeture et la fermeture d’un ensemble est I’ensemble fermé de
sa classe d’équivalence. Dans la suite, nous évoquerons indifféremment h ou A’
avec la notation cl.

Une paire (A4, O) constituée d’un ensemble d’attributs fermé A et de ’ensemble
d’objets fermé correspondant O est appelée un concept formel. L’ensemble des
concepts de la base de données bd est noté :

Concepts(bd) = {(A,0) | f(O) = AN g(A) =O0}.

Exemple 1

Dans la figure 1, les ensembles d’objets fermés sont 0), 03, 0102, et 010203. Les
ensembles d’attributs fermés sont asasz, asaszas, ajasaz et aijasaszays. Comme
g(0102) = aragas et f(ajasas) = 0102, (a1asas, 0102) est un concept. Les autres
concepts sont (azaz, 010203), (azaza4,03), (a1a2a3a4,0).

Propriété 1
A et B sont des ensembles d’attributs, O et P des ensembles d’objets et E un
ensemble d’attributs ou d’objets.
— f sont g sont décroissantes par rapport a l'inclusion : si A C B alors g(B) C
g(A) et siO C P, f(P) C f(O);
— fogof=1/[;

— E est fermé si et seulement si cl(E) = E et sinon E C cl(F);
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— (A, O) est un concept si et seulement si O est fermé et A = f(O)

2.2 Contraintes

Afin de permettre au biologiste de focaliser son étude sur les concepts qui
Iintéressent réellement, nous lui laissons la possibilité de définir une contrainte
qui devra étre satisfaite par tous les concepts extraits.

Si on note B 'ensemble des bases de données booléennes (i.e., des matrices
booléennes), on appelle contrainte sur les concepts une fonction booléenne
C de 24 x 2° x B.

Outre le fait qu'une contrainte permet de mieux cibler les ensembles extraits,
leur utilisation, lorsqu’elles sont efficacement intégrées & l’algorithme d’extrac-
tion, permet également de réduire considérablement le temps de calcul. C’est
ce qui explique l'intérét croissant ces dernieres années pour 1’étude des algo-
rithmes d’extraction sous contraintes. Cependant, les contraintes utilisées dans
ces algorithmes ne portent généralement que sur les itemsets (et pas simultané-
ment sur les itemsets et les ensembles d’objets). Mais, dans la section suivante,
nous verrons comment projeter une contrainte sur les concepts pour obtenir une
contrainte ne portant plus que sur les objets, et ainsi pouvoir utiliser des tech-
niques classiques d’extraction sous contraintes (sauf que nous les utiliserons dans
les données transposées).

Parmi les contraintes portant sur les itemsets, la plus utilisée est sans doute
la contrainte de fréquence minimale C,.feq. Cette contrainte est satisfaite par les
itemsets dont la fréquence est supérieure & un seuil gamma fixé par 'utilisateur :
Cr-freq(X) = (Freq(X) > «). On peut également étre intéressé sa négation : c’est-
a-dire chercher des itemsets suffisamment rares et donc utiliser une contrainte de
fréquence maximale. Il existe également de nombreuses contraintes syntaxiques.
Une contrainte est syntaxique lorsqu’elle ne dépend pas de la matrice des données
bd. Par exemple, la contrainte C(4) = a1 € A est syntaxique, alors que la
contrainte de fréquence ne l'est pas (en effet, la fréquence d’un itemset dépend
des données).

Parmi les contraintes syntaxiques, les contraintes de “sur-ensemble” et de “sous-
ensemble” permettent par combinaison (conjonction, disjonction, négation) de
construire les autres contraintes syntaxiques (cf. table 3). Etant donné un en-
semble constant E, la contrainte de sous-ensemble Cc g est définie par : Ccg(X) =
(X C E). La contrainte de sur-ensemble C5g est définie par : Cop(X) = (X 2
E). Remarquons que comme nous allons ensuite utiliser des contraintes sur les
itemsets et les ensembles d’objets, les ensembles X et E peuvent soit étre tous
les deux des itemsets soit tous les deux des ensembles d’objets.

Lorsqu’une valeur numérique a.v est associée a chaque attribut a (par exemple
un coiit), on peut définir d’autres contraintes syntaxiques du type (Ng et al.,
1998) MAX(X)O«a (ot 0 € {<,>,<,>}) pour différents opérateurs d’agré-
gation tels que MAX, MIN, SOM (la somme), MOY (la moyenne). Parmi ces
contraintes, celles qui utilisent les opérateurs MIN et MAX peuvent étre ré-
crites simplement en utilisant les contraintes Co g et Ccg en utilisant I’ensemble
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sup, = {a € A| a.v > a} comme indiqué dans la table 3.

X ¢ E=-Ccp(X) XNE=0=XCEFE

X 2 E=-C>p(X) XNE#AD=-(XCE)
MIN(X) > a = X C supa MAX(X) > a= X Nsupa #0
MIN(X) < a= X Z supa MAX(X) <a=XNsupa =0

IXnE|>2= \/ eeCX
1<i<j<n

TAB. 3 — Exemples de contraintes obtenues par combinaison des contraintes de
sur-ensemble et de sous-ensemble. E = {ey, e, ..., e, } est un ensemble constant

et X un ensemble variable. Le complémentaire de E dans A ou dans O est noté
E.

Le fait de récrire toutes ces contraintes syntaxiques en utilisant uniquement
les contraintes Cc g et C5g nous permettra de limiter le nombre de contraintes
a étudier dans la section 3 sur la projection des contraintes.

Finalement, toutes ces contraintes peuvent étre combinées pour construire une
contrainte sur les concepts, par exemple C(A4, O) = (a1az € AN (O Nogo5 = 0)).

Pour pouvoir utiliser efficacement les contraintes dans les algorithmes d’extrac-
tion, il est nécessaire d’étudier leurs propriétés. Ainsi, deux types de contraintes
importantes ont été mises en évidence : les contraintes monotones et les contraintes
anti-monotones. Une contrainte C est anti-monotone si VA, B (A C B A
C(B)) = C(A). C est monotone si YA,B (A C BAC(A)) = C(B). Dans
les deux définitions, A et B peuvent étre des ensembles d’attributs ou d’objets.
La contrainte de fréquence est anti-monotone. L’anti-monotonicité est une pro-
priété importante, parce que les algorithmes d’extraction par niveaux 1'utilisent
la plupart du temps pour élaguer ’espace de recherche. En effet, quand un en-
semble ne satisfait pas la contrainte, ses spécialisations non plus et elles peuvent
donc étre élaguées (Agrawal et al., 1996).

Les compositions élémentaires de telles contraintes ont les mémes proprié-
tés : la conjonction ou la disjonction de deux contraintes anti-monotones (resp.
monotones) est anti-monotone (resp. monotone). La négation d’une contrainte
anti-monotone est monotone, et vice-versa.

2.3 Définition du probleme

Nous définissons la tache d’extraction de concepts sous contraintes de la ma-
niere suivante : étant donnés une base de données bd, une contrainte C sur les
concepts, nous voulons extraire I’ensemble des concepts qui satisfont C, c’est-a-
dire la collection :

{(4,0) € Concepts(bd) | C(A,O,bd)}.
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3 Projections de contraintes

Pour extraire les concepts sous contraintes, nous proposons d’utiliser des tech-
niques classiques d’extraction de fermés sous contraintes dans la matrice trans-
posée. Cependant, dans ces algorithmes, les contraintes possibles portent uni-
quement sur les itemsets. Donc, s’ils sont utilisés dans la matrice transposée, les
contraintes porteront sur les ensembles d’objets.

Pour permettre leur utilisation, nous allons donc étudier dans cette section un
mécanisme de “projection” de contrainte : Etant donné une contrainte C portant
sur les concepts (c’est-a-dire & la fois sur I'intension et ’extension), nous voulons
calculer une contrainte p(C) portant uniquement sur les ensembles d’objets et
telle que la collection des ensembles fermés d’objets satisfaisant cette contrainte
soit exactement la collection des extensions des concepts satisfaisant C. De cette
maniere, La collection des concepts satisfaisant C est exactement la collection
des (f(0),0) tels que O est fermé et satisfait la contrainte projetée p(C).

{(A4,0) € Concepts(bd) | C(A,0,bd)} =
{(f(0),0) € Ax O] p(C)(O,bd) A O € Fermés(bd)} .

Ainsi, pour résoudre notre probleme, il suffira d’extraire les ensembles fermés
d’objets O satisfaisant p(C) et de générer tous les concepts de la forme (f(O), O).

3.1 Définitions et propriétés

Cela signifie que nous voulons extraire des ensembles fermés d’objets O tels
que le concept (f(O), O) satisfasse la contrainte C. Par conséquent, une définition
naturelle de la projection de la contrainte C est :

Définition 1 (Contrainte projetée)
Etant donnée une contrainte C sur les concepts, nous définissons la contrainte
projetée de C de la fagon suivante :

p(C)(0,bd) = C(f(0),0,bd),
Le proposition suivante assure que ’on obtient bien le résultat voulu :

Proposition 1
Soit C une contrainte sur les concepts, bd une base de donnée et p(C) la projection
de la contrainte C. Alors :

{(4,0) € Concepts(bd) | C(A4,0,bd)} =
{(f(0),0) e Ax O | p(C)(O,bd) AN O € Fermés(bd)} .
Preuve : (A,0) € Concepts(bd) A C(A,O0,bd) < O € Fermés(bd) N A = f(O) A
).

C(A,0,bd) < O € Fermés(bd) A C(f(0),0,bd) < O € Fermés(bd) A p(C)(O, bd
O
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Par conséquent, pour extraire la collection des concepts qui satisfont C, nous
pouvons utiliser des algorithmes classiques d’extraction de fermés dans la matrice
transposée avec la contrainte p(C). Cependant, il faut vérifier que cette contrainte
p(C) est effectivement utilisable dans ces algorithmes.

Nous allons commencer par étudier les contraintes complexes, c¢’est-a-dire des
contraintes construites a partir de contraintes plus simples en utilisant des opé-
rateurs booléens comme la conjonction, la disjonction ou la négation.

Proposition 2
Si C et C' sont deux contraintes sur les concepts, alors :

p(CAC) =p(C) Ap(C),
p(C VL) =p(C) Vp(C),
p(=C€) = =p(C).

Preuve : Pour la conjonction : p(C AC')(O) = (C AC')(f(0),0) = C(f(0),0) A
C'(f(0),0) = (p(C) A p(C"))(0). La preuve est similaire pour la disjonction et la
négation. d

Cette proposition permet de “pousser” la projection dans les contraintes com-
plexe. L’étape suivante est donc d’étudier ce qui se passe au niveau des contraintes
élémentaires.

Ces contraintes élémentaires peuvent porter sur I'intension du concept (ex
C(A,0) = (a1 € A)) ou sur son extension (ex : C(A4,0) = (JO Nojoz05| > 2). Les
contraintes élémentaires qui ne portent que sur I’extension des concepts ne sont
pas modifiées par la projection, nous allons donc nous focaliser sur les contraintes
portant sur les itemsets.

Les contraintes les plus efficacement prises en compte par les algorithmes d’ex-
traction sous contrainte sont les contraintes monotones et anti-monotones. Il est
donc important d’étudier comment se comporte la projection de contraintes par
rapport a ces propriétés :

Proposition 3

Soit C une contrainte sur les itemsets :
— si C est anti-monotone alors p(C ) est monotone;
— si C est monotone alors p(C) est anti-monotone.

Preuve : Si O est un ensemble d’objet, p(C)(O) = C(f(O)) par définition de la
projection. Or f est décroissante par rapport & Uinclusion (cf. prop. 1) d’ou les
propriétés. g

3.2 Projection de contraintes classiques

Dans la section précédente, nous avons donné la définition de la projection
de contrainte. Cette définition fait intervenir f(O). Cela signifie que pour tes-
ter la contrainte projetée, il est nécessaire, pour chaque ensemble d’objets O,
de calculer son intension f(O). Certains algorithmes, tels que CHARM (Zaki &
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Hsiao, 2002), utilisent une structure de données particuliere —la représentation
verticale des données— et par conséquent calculent pour chaque ensemble O 1'en-
semble f(O). Cependant, beaucoup d’autres algorithmes n’utilisent pas cette
structure et ne peuvent donc directement utiliser les contraintes projetées. C’est
pour cette raison que dans cette section nous étudions les contraintes projetées
de contraintes classiques et nous calculons une expression de ces contraintes ne
faisant plus intervenir f(O).

Nous allons d’abord étudier la contrainte de fréquence minimale (qui est la
contrainte la plus courante) : Cyfreq(A) = (Freq(A) > ). Par définition, sa
contrainte projetée est : p(Cy.freq)(O) = (Freq(f(O)) > ~). Par définition de
la fréquence, Freq(f(O)) = |g(f(0))| = |cl(O)] et si O est un ensemble fermé
d’objets, cl(O) = O et par conséquent p(Cy-freq)(O) = (|O| > 7). Finalement,
la projection de la contrainte de fréquence minimale est une contrainte de taille
minimale. Si on avait considéré la contrainte de fréquence maximale, on aurait
évidement trouvé comme projection une contrainte de taille maximale.

De par la symétrie du probleme, il découle que la projection de la contrainte
de taille maximale (resp. minimale) est la contrainte de fréquence : si C(A4) =
(JA] 8 @) alors p(C)(O) = (| f(O)| 8 ). Or |f(O)| est exactement la fréquence de
O si on se place dans la matrice transposée.

Les deux propositions suivantes donnent I’expression de la projection des contraintes
de sur-ensemble et de sous-ensemble :

Proposition 4
Soit E un itemset, alors :

Preuve : p(Cog)(0) < (E
Réciproquement, (g o f(O)
(E)) = £(0) 3 E.

Proposition 5
Soit E un itemset, alors, si E est fermé :

p(Cce)(0) = g(E) C cl(0),
si E n’est pas fermé, on pose E = A\ E = {f1, ..., fm} et

P(Ccr)(0) = (l0) Z g(f1) Acl(O) £ g(f2) A A(O) Z g(fm)-

Preuve : p(Ccp)(0) < Ccr(f(0)) & (f(O) € E) = (9o f(O) 2 g(E)) <
(cl(O) 2 g(F)). Réciproquement, (si E est fermé) : (g(E) C gof(0O)) = (fog(F) 2
fogo f(O)) = (c(E) D f(0)) = (E 2 f(0)). Si E n’est pas fermé, on récrit la
contrainte : (AC E) = fi € AN... A fm & A et on utilise les propositions 2 et 4.
g

La table 3.2 récapitule les contraintes projetées de contraintes classiques. Les
contraintes de fréquence et de taille ont été traitées plus haut. Les deux propriétés
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Contrainte C(A) Contrainte projetée p(C)(O)
Freq(A) 6 o |0] 0«
[(|A) 0« Freq(O) 0 «
ACE si E est fermé : g(E) C O
sinon: O € g(f1) A .. AOZ g(fim)
ECA O Cg(E)
AZE si E est fermé : g(E) € O
sinon : O C g(f1) V...VO C g(fm)
EgA _OggE)
ANE=1 si E est fermé : g(F) C O
sinon : O Z g(e1) A ... NO & gley)
ANE#0 si E est fermé : g(E) € O
sinon : O C g(e1) V...V O C g(ey)
SOM(A) 0 « Freq,(0) 0 «
MOY(A) 0 o Freq,,(0)/Freq(0) 0 a
MIN(A) > « p(A C sup,,)
MIN(A) < « p(A € supy,)
MAX(A) > « p(AN sup, # 0)
MAX(A) < « p(AN sup, = 0)

0e{<,><,>}

TAB. 4 — Contraintes projetées. A est un ensemble variable d’attributs, £ =

{e1, e, ...,e, } un ensemble fixé d’attributs, £ = A\ E = {f1, fo, ..., fm}
son complémentaire et O un ensemble d’objets fermé.
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précédentes, avec l'aide de la table 3 et de la proposition 2 nous permettent
de calculer la projection des contraintes syntaxiques, exceptées les contraintes
utilisant les opérateurs d’agrégation MOY et SOM.

Dans cette table, on suppose que ’ensemble d’objets O est fermé. Cela n’est pas
une restriction importante dans la mesure ol nous ne nous intéressons qu’a des
algorithmes d’extraction de fermés (ces fermés serviront a générer les concepts).

Examinons maintenant les contraintes utilisant les opérateurs d’agrégation
MOY et SOM. Par définition, les contraintes projetées sont :MOY(f(O)) 0 « et
SOM(f(0)) 0 e 1 faut donc trouver une expression de MOY(f(O)) et SOM(f(O))
ne faisant plus intervenir f. En fait, il suffit d’étudier 'opérateur SOM car
MOY(f(0O)) = SOM(f(0))/ |f(O)| = SOM(f(O))/Freq(O) donc si nous trouvons
une expression de SOM(f(O)) dans la base projetée, nous obtiendrons aussi une
expression pour MOY(f(O)).

L’ensemble f(O) est un ensemble d’attribut, donc dans la matrice transposée,
c’est un ensemble de lignes. Les valeurs a.v sur lesquelles la somme est calculée
sont attachées aux attributs a et donc aux lignes de la matrice transposée. La
valeur SOM(f(O)) est donc la somme de ces valeurs v sur toutes les lignes de
f(O), c’est-a-dire les lignes contenant O. Autrement dit, SOM(f(O)) est une fré-
quence pondérée par les valeurs v (nous notons cette fréquence pondérée Freqp).
Celle-ci peut étre facilement calculée par les algorithmes en plus de la fréquence
“classique” Freq. Il suffit pour cela, lors de la passe sur les données, d’incrémenter
cette fréquence pondérée de a.v pour chaque ligne a contenant O.

Ces expressions de la contrainte projetée sont intéressantes car elles n’im-
pliquent plus le calcul de f(O) pour chaque ensemble devant étre testé. Les
ensembles g(E) or g(e;) qui apparaissent dans ces contraintes peuvent quant &
eux étre calculés une fois pour toute lors de la premiere passe sur les données

(en effet, ’ensemble F est constant).

Exemple 2

Dans cet exemple, nous montrons comment calculer la projection d’une contrainte
complexe dans la base de données de la table 2. La contrainte est : C(A, O, bd) =
(ANayaq # 0). Dans la table 2, l'itemset aias = azag est fermé. Par conséquent,
la contrainte projetée est p(C)(0) = (g(agas) € O). Comme g(azas) = 010203,
p(C)(O) = (010203 Z O). Les ensembles fermés d’objets qui satisfont cette
contrainte sont T = {{}, 0102, 03}. Nous pouvons ensuite calculer les concepts
correspondants qui sont : (ajasasag, ), (a1aza3,0102) et (azazaq, 03).

4 Utilisation de la projection de contraintes

Dans cette section, nous présentons deux stratégies pour extraire les concepts
satisfaisant une contrainte C et ainsi résoudre le probleme posé dans la sec-
tion 2.3.

La premiere stratégie utilise les algorithmes classiques d’extraction de fermés :

1. Calculer la contrainte projetée p(C) de C en utilisant la table 3.2 et la
propriété 2;
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2. Utiliser un algorithme pour lextraction de fermés sous contraintes dans
la matrice transposée (comme par exemple, ceux proposés dans (Bonchi
& Lucchese, 2004) ou (Boulicaut & Jeudy, 2001)) avec la contrainte p(C).
Il est aussi possible d’utiliser des algorithmes d’extraction de fermés fré-
quent tels que CHARM (Zaki & Hsiao, 2002), CARPENTER (Pan et al.,
2003) ou CLOSET (Pei et al., 2000) en leur rajoutant une étape d’élagage
supplémentaire pour traiter la contrainte (& la maniere de ce qui est fait
dans (Pei & Han, 2000).

3. Ces algorithmes extraient des ensembles fermés. Cela signifie qu’ils vont
retourner les ensembles d’objets fermés (car nous travaillons dans la ma-
trice transposée) qui satisfont la contrainte p(C). Il faut alors pour chacun
de ces fermés calculer son intension f(O), d’apres la proposition 1, les
paires (f(0),0) ainsi formées seront exactement les concepts qui satis-
font la contrainte C. Le calcul de f(O) peut étre fait lors d’une derniere
passe sur les données ou alors intégré dans les algorithmes. En fait, ces
algorithmes calculent ces intensions lors du calcul de la fréquence des en-
sembles (la fréquence de O est |f(O)|). Il suffit donc de les modifier pour
qu’ils stockent ces intensions.

La seconde stratégie est basée sur le nouvel algorithme D-Miner (Besson et al.,
2004). Cet algorithme extrait des concepts sous une contrainte C qui est la
conjonction d’une contrainte monotone sur les attributs et d’une contrainte mo-
notone sur les objets. Il ne peut cependant pas traiter le cas ou des contraintes
anti-monotones sont utilisées.

Notre stratégie consiste alors & projeter les contraintes anti-monotones définies
dans 'espace des attributs sur I'espace des objets et a projeter les contraintes
anti-monotones définies dans ’espace des objets sur ’espace des attributs. En
effet, d’apres la proposition 3, la projection transforme une contrainte anti-
monotone en une contrainte monotone. Cela permet donc d’utiliser D-Miner avec
des contraintes monotones et anti-monotones. Nous n’avons présenté que la pro-
jection des contraintes de ’espace des attributs sur ’espace des objets. Cepen-
dant, la projection dans I'autre sens est similaire. En fait, il suffit de remplacer
la fonction f par la fonction g.

5 Conclusion

L’analyse des données d’expression de genes pose un probléme spécifique pour
I’extraction de motifs : les données contiennent beaucoup plus de colonnes que
de lignes ce qui rend les algorithmes d’extraction classiques inopérants. Dans ce
cas, extraire les motifs dans la matrice transposée permet de s’affranchir de ce
probleme.

La transposition a déja été étudié dans le cas de la contrainte de fréquence,
mais ’étude générale de ce qui se passe dans le cas d’une contrainte complexe
restait a faire. Cette étude nous a permis de proposer des stratégies pour extraire
des concepts sous contraintes. Ces stratégies, plutot que de proposer un nouvel
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algorithme, se fondent sur 'utilisation d’algorithmes classiques et éprouvés d’ex-
traction de fermés ou de concepts. Afin de rendre leur utilisation possible, nous
avons défini une opération de projection des contraintes et nous avons étudié ses
propriétés ainsi que les projections de contraintes classiques.
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Abstract : We consider the semi-supervised learning problem, wheteca
sion rule is to be learned from labeled and unlabeled datahisnframework,
we motivate minimum entropy regularization, which enatitegcorporate un-
labeled data in the standard supervised learning. Thisaeger can be applied
to any model of posterior probabilities. Our approach piesia new motiva-
tion for some existing semi-supervised learning algorghwhich are particular
or limiting instances of minimum entropy regularizationsévies of experiments
illustrates that the proposed solution benefits from uébdata. The method
challenges mixture models when the data are sampled frodtigtrébution class
spanned by the generative model. The performances aretdkfim favor of
minimum entropy regularization when generative modelsnaisspecified, and
the weighting of unlabeled data provides robustness toitiation of the “clus-
ter assumption”. Finally, we also illustrate that the metlvan be far superior
to manifold learning in high dimension spaces, and also whemanifolds are
generated by moving examples along the discriminatingties.

Résure : Nous considérons le probleme de I'apprentissage sepefsise, ol
une regle de décision est induite sur la base d'exemfilpsstés et non-étiquetés.
Dans ce cadre, nous motivons I'utilisation de la réegudiim par minimum
d’entropie, qui permet d'utiliser les données non-&tiges dans I'apprentissage
de modeles discriminants. Cette technique peut étreicaa a tout modele
discriminant estimant des probabilitasposteriori Notre approche fournit un
nouveau point de vue sur certains algorithmes d’appregesemi-supervisé
existants, qui peuvent étre interprétés comme cascpéei ou limite de la
régularisation par minimum d’entropie. Une série desipnce illustre que la
solution proposée permet de bénéficier de donnéestiguetées. Les résultats

*This work was supported in part by the IST Programme of thepean Community, under the PASCAL
Network of Excellence 1IST-2002-506778. This publicatiodyareflects the authors’ views.
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concurrencent ceux des modeles génératifs quand ceigideutilisent le modele

correct, correspondant a celui de la distribution des @ean Les performances
sont clairement en faveur de la régularisation par minindiemtropie quand

le modéle devient incorrect, et la pondération des exespbn-étiquetés per-
met d'atteindre des solutions robustes aux violations lgpbthese de départ,
qui postule que les classes sont bien séparées. Findlemaws illustrons

que la méthode peut également étre de loin supérieuréeghiniques récentes
d’'apprentissage de variété, que ce soit dans les espaggante dimension, ou
quand les variétés sont produites par des exemples drams$ sur les directions
discriminantes.

Keywords: semi-supervised learning, minimum entropy, transduag¢self-training,
EM algorithm, spectral methods, logistic regression.

1 Introduction

In the classical supervised learning classification franr&wa decision rule is to be
learned from a learning sét, = {x;,y;}",, where each example is described by a
patternx; € X and by the supervisor’s respongec Q = {w1,...,wk}. Here, we
consider semi-supervised learning, where the supergisesponses are limited to a
subset of,,.

In the terminology used here, semi-supervised learnirgrsdb learning a decision
rule onX from labeled and unlabeled data. However, the related pnoloff transduc-
tive learning, that is, of predicting labels on a set of pfeal patterns, is addressed as
a side issue. Semi-supervised problems occur in many apipls where labeling is
performed by human experts. They have been receiving mtmhtiain during the last
few years, but some important issues are unresolved (Sexfit).

In the probabilistic framework, semi-supervised learrmiag be modeled as a miss-
ing data problem, which can be addressed by generative msdeh as mixture mod-
els thanks to the EM algorithm and extensions thereof (Mblaag 1992). Generative
models apply to the joint density of patterns and cl@sY’). They have appealing fea-
tures, but they also have major drawbacks. Their estimagiomuch more demanding
than discriminative models, since the modeR{fX, Y) is exhaustive, hence necessar-
ily more complex than the model d?(Y'|X). More parameters are to be estimated,
resulting in more uncertainty in the estimation processe ganerative model being
more precise, it is also more likely to be misspecified. Bndhe fitness measure is
not discriminative, so that better models are not necdgdagiter predictors of class
labels. These difficulties have lead to proposals wherebetea data are processed in
supervised classification algorithms (Bennett & Demir@99; Joachims, 1999; Amini
& Gallinari, 2002; Grandvalet, 2002; Szummer & Jaakkola)20 Here, we propose
an estimation principle applicable to any probabilistigsdifier, aiming at making the
most of unlabeled data when they should be beneficial, whitéroling their contribu-
tion to provide robustness to the learning scheme.
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2 Derivation of the Criterion

2.1 Likelihood

The maximum likelihood principle is one of the main estiroatiechnique in super-
vised learning, which is closely related to the more receatgim maximization tech-
niques such as boosting and support vector machines (Faieeinal., 2000). We start
here by looking at the contribution of unlabeled exampleth# (conditional) likeli-

hood.

The learning set is denotel, = {x;,z;}",, wherez; € {0,1}¥ denotes the
dummy variable representing the actually available labelsle y represents the pre-
cise and complete class information)xif is labeledwy, thenz;, = 1 andz;; = 0 for
{ #+ k; if x; is unlabeled, then;;, = 1 for¢ = 1,..., K. More generallyz should be
thought as the index of possible labels. Hence, an imprécisledge, such that;
belongs either to class; or wy” can be encoded by letting; andz;» to be one, and
z;;, = 0 for k > 2.

We assume that labels are missing at random, that is, theéngress mechanism
is independent from the missing information: the label issing because it is not
observed, not because it is deliberately hidden. In thergésetup where can indicate
any subset of?, some information is missing when two or more labels areiptessThe
missing-at-random assumption red@i&|x, Y = wy) = P(z|x,Y = wy) for all (&, ¢)
such that, = z, = 1.

Assuming independent examples, and noting that the eyeibiglongs to the subset
indicated byz;” follows a Bernoulli distribution of paramet@f=1 ziP(Y = wilx;),
the conditional log-likelihood of Z| X') on the observed sample is then

n K
L(6;£,) =) log (Z Zik fi (i 0)) +h(zi) (1)
=1 k=1

whereh(z), which does not depend aR(X,Y), is only affected by the missingness
mechanism, andi. (x; 6) is the model ofP(Y = wy|x) parameterized by.

This criterion is a concave function ¢f.(x;; @), and for simple models such as the
ones provided by logistic regression, the semi-superviggdctive function is also
concave ind, so that the global solution can be obtained by numericahopation.
Maximizing (1) corresponds to maximizing the complete lilkeod if no assumption
whatsoever is made afR(X) (McLachlan, 1992).

Providedf.(x;; 8) sum to one, the likelihood is not affected by unlabeled datg:
labeled data convey no information. In the maximum a pastiefMAP) framework,
Seeger (2002) remarks that unlabeled data are uselessliregdiscrimination when
the priors onP(X) and P(Y' | X) factorize: observing does not inform abouj, un-
less the modeler assumes so. Benefitting from unlabeledegires assumptions of
some sort on the relationship betwe&nandY'. In the MAP framework, this will be
encoded by a prior distribution. As there is no such thing Bkuniversally relevant
prior, we should look for an induction bias allowing to preseinlabeled data when the
latter is known to convey information.
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2.2 When Are Unlabeled Examples Informative?

Theory provides little support to the numerous experimestadences, such as
(Joachims, 1999; Nigam & Ghani, 2000; Nigaal, 2000), showing that unlabeled
examples can help the learning process. Learning theorgétlyrdeveloped at the two
extremes of the statistical paradigm: in parametric stesisvhere examples are known
to be generated from a known class of distribution, and indik&ibution-free Struc-
tural Risk Minimization (SRM) or Probably Approximately @ect (PAC) frameworks.
Semi-supervised learning, in the terminology used heres dot fit the distribution-free
frameworks: no positive statement can be made withoutildigional assumptions, as
for some distributions?(X,Y") unlabeled data are non-informative while supervised
learning is an easy task. In this regard, generalizing fraloelled and unlabeled data
may differ from transductive inference.

In parametric statistics, theory has shown the benefit agthaied examples, either for
specific distributions (O’'Neill, 1978), or for mixtures dfeé formP(x) = pP(x|Y =
w1) + (1 — p)P(x|Y = wy) where the estimation problem is essentially reduced to
the one of estimating the mixture parameidCastelli & Cover, 1996). These studies
conclude that the (asymptotic) information content of belad examples decreases as
classes overlap.Thus, the assumption that classes are well apart, sepdnatedow
density area, is sensible if we expect to take advantagelabated examples.

2.3 A Measure of Class Overlap

The conditional entropyd (Y| X)) is a measure of class overlap, which is invariant to
the parameterization of the model. The entropy may be ebikmtehe usefulness of
unlabeled data only where labeling is indeed ambiguouscéleme propose to measure
the conditional entropy of class labels conditioned on theeoved variables

H(Y|Xa Z) = 7EXYZ[10gP(Y|X7Z)] ’ (2)

whereE'x denotes the expectation with respecffo

In the MAP framework, assumptions are encoded by means abaqnr the model
parameters. Stating that we expect a high conditional pytdmes not uniquely de-
fine the form of the prior distribution, but the latter can texided by resorting to the
maximum entropy principlé.Let (8, ) denote the model parametersPfX,Y, Z);
the maximum entropy prior verifyindlow[H (Y|X, Z)] = ¢, where the constant
quantifies how small the entropy should be on average, thksf®tm

P(avd)) X exp (_)‘H(YlXa Z))) ’ (3)

where) is the positive Lagrange multiplier corresponding to thestantc.

1This statement, given explicitly by O’Neill (1978), is alfarmalized, though not stressed, by Castelli &
Cover (1996), where the Fisher information for unlabelednegles at the estimageis clearly a measure of

the overlap between class conditional densitiesp) = [ = ;g‘ﬂijﬁz(’i (p’;g(;“;f):);) dx.

2Here, maximum entropy refers to the construction principtéch enables to derive distributions from
constraints, not to the content of priors regarding entropy
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ComputingH (Y| X, Z) requires a model oP(X,Y, Z) whereas the choice of su-
pervised classification is motivated by the possibilityitoit modeling to conditional
probabilities. We circumvent the need of additional mautglby applying the plug-
in principle, which consists in replacing the expectatidthwespect tq X, Z) by the
sample average. This substitution, which can be intergieeté¢modeling”P (X, Z) by
its empirical distribution, yields

n K
1
Homp(Y|X, Z; L) = —— 3D P =wilxi, i) log P(Y = wilxi,z:) . (4)

i=1 k=1

This empirical functional is plugged in (3) to define an erwail prior on parameters
0, that is, a prior whose form is partly defined from data (Ber$685).

2.4 Entropy Regularization

As detailed in appendix A, the missing-at-random assumptigplies

2z P(Y = wi|x)
Yool 2eP(Y = wilx)

P(Y = wilx,2) = ()

Recalling thatfy(x; #) denotes the model dP(Y = w|x), the model ofP(Y =
wi|x, z) is defined as follows:

2k fr (%5 0) .
S zefo(x;0)

For labeled datayy (x, z; €) = zx, and for unlabeled datgy (x, z; 0) = fi(x;0).

From now on, we drop the reference to paramétar f, andg to lighten notation.
The MAP estimate is defined as the maximizer of the posterstriloution, that is, the
maximizer of

gr(x,2;6) =

CO, )\ L) = L(6; L) — AHemp(Y|X, Z; L})

n K n K
> log (Z zikfk(xi)> +AY D gr(xi,zi) log gi(xi,2:) , (6)
i=1 k=1

i=1 k=1

where the constant terms in the log-likelihood (1) and loigr3) have been dropped.
While L(0; L,,) is only sensitive to labeled datél.., (Y| X, Z; L,,) is only affected
by the value offy(x) on unlabeled data.

Note that the empirical approximatidte.., (4) of H (2) breaks down for wiggly
functionsfy(-) with abrupt changes between data points (wHe(& ) is bounded from
below). As a result, it is important to constrafia(-) in order to enforce the close-
ness of the two functionals. In the following experimentadtton, we imposed such a
constraint onfx(-) by adding to the criteriod’ (6) a smoothness penalty.
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3 Related Work

3.1 Minimum Entropy in Pattern Recognition

Minimum entropy regularizers have been used in other cositexencode learnability
priors (Brand, 1999). In a sensH..,,,, can be seen as a poor's man way to generalize
this approach to continuous input spaces. This empiricattfanal was also used by
Zhu et al. (2003) as a criterion to learn weight function parameterhecontext of
transduction in manifold learning.

3.2 Input-Dependent and Information Regularization

Input-dependent regularization aims at incorporatingedamowledge about the den-
sity P(X) in the modeling ofP(Y|X). In the framework of Bayesian inference, Seeger
(2002) proposes to encode this knowledge by structuralrpecies in the prior distri-
butions. Information regularization, proposed by Szumé&éaakkola (2003) and later
developped by Corduneanu & Jaakkola (2003), is anotheioapprwhere the density
P(X) is assumed to be known, and where the mutual informationdsiwariablesC
andY is supposed to be low within predefined neighborhoods.

Entropy regularization differs from input-dependent fagi@ation in that it is ex-
pressed only in terms d?(Y'| X, Z) and does not involve a model f( X ). However,
we stress that for unlabeled data, the MAP estimation isistamg with the maximum
(complete) likelihood approach whet( X ) is small near the decision surface. Indeed,
whereas the complete likelihood maximiZeg P(X) on unlabeled data, the regular-
izer minimizes the conditional entropy on the same pointend¢, the two criteria agree
provided the class assignments are confident in high deresifpns, or conversely,
when label switching occurs in a low density area.

3.3 Self-Training

Self-training (Nigam & Ghani, 2000) is an iterative progesbere a learner imputes
the labels of examples which have been classified with caméelen the previous step.
Amini & Gallinari (2002) analyzed this technique and havewsh that it is equivalent to
a version of the classification EM algorithm, which miningzée likelihood deprived
of the entropy of the partition. In the context of conditiblilelihood with labeled and
unlabeled examples, the criterion is

n K K
> log (Z Zikfk(xi)> + ) gr(xi)log gi(xi)
=1 k=1

k=1

which is recognized as an instance of the criterion (6) with 1.

Self-confident logistic regression (Grandvalet, 200 @iroposed by Jin & Ghahra-
mani (2003) as “the EM model”, is another algorithm optimgthe criterion fon\ = 1.
Using smaller) values is expected to have two benefits. First, the influeficmla-
beled examples can be controlled, in the spirit of BNNigamet al., 2000). Second,
slowly increasing\ defines a scheme similar to the increase of(itiggarameter in the
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transductive SVM algorithm of Joachims (1999). These sdseane somewhat similar
to the deterministic annealing procedures, used for examptlustering (Roset al,,
1990). They are expected to help the optimization proceasda poor local minima
of the criterion.

3.4 Maximal Margin Separators

Maximal margin separators are theoretically well foundextlels which have shown
great success in supervised classification. For lineapggrsdble data, they have been
shown to be a limiting case of probabilistic hyperplane sajpais (Tong & Koller,
2000).

In the framework of transductive learning, Vapnik (1998ymosed to broaden the
margin definition to unlabeled examples, by taking the sesalEuclidean distance be-
tween any (labeled and unlabeled) training point to thestfiaation boundary. The fol-
lowing theorem, whose proof is given in Appendix B, geneegiTheorem 5, Corollary
6 of Tong & Koller (2000) to the margin defined in transductigarning when using
the proposed minimum entropy criterion.

Theorem 1

In the two-class linear separable case, the logistic regmesmodel with bounded

weights, fitted by the minimum entropy criterion, convergasards the maximum

margin separator (with maximal distance from labeled arldheied examples) as the
bound goes to infinity.

Hence, the minimum entropy solution can closely mimic seapervised SVM (Ben-
nett & Demiriz, 1999), which partially solves the enumesatproblem of the original
solution proposed by Vapnik (1998).

Note however that our criterion is not concavefipy so that the convergence to-
ward the global maximum cannot be guaranteed. To our kn@elgtlis apparent fault
is shared by all inductive semi-supervised algorithmsr(ligey a decision rule) deal-
ing with a large number of unlabeled data in reasonable tdueh as mixture models
or the transductive SVM of Joachims (1999): explicitly ompiiuitly, inductive semi-
supervised algorithms impute labels which are consistétit & decision rule. The
enumeration of all possible configurations is only avoideshks to an heuristic pro-
cess which may fail. Most transduction algorithms avoid tahumeration problem
because their labeling process is not required to comply avjparameterized decision
rule. This clear computational advantage has however itgteopart: label propaga-
tion is performed via a predefined, hence non-discriminsintjlarity measure. The
experimental section below demonstrates that this may le¢ieus shortcomming in
high dimensional spaces, or whapriori similar patterns should be discriminated.
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4 Experiments

4.1 Artificial Data

In this section, we chose a simple experimental setup inrdodavoid artifacts stem-
ming from optimization problems. This setting enables teakhto what extent super-
vised learning can be improved by unlabeled examples, aminiimum entropy can
compete with generative methods which are usually advdéatihis framework.

The minimum entropy criterion is applied to the logisticmeggion model. It is com-
pared to logistic regression fitted by maximum likelihoagh@ring unlabeled data) and
logistic regression with all labels known. The former shawsat has been gained by
handling unlabeled data, and the latter provides the “ahysll” ultimate performance
obtained by guessing correctly all labels. All hyper-pagtens (weight-decay for all
logistic regression models plus theparameter (6) for minimum entropy) are tuned by
ten-fold cross-validation.

Minimum entropy logistic regression is also compared tacthssic EM algorithm for
Gaussian mixture models (two means and one common covanaatix estimated by
maximum likelihood on labeled and unlabeled examples (Mblan, 1992). Bad local
maxima of the likelihood function are avoided by initialigiEM with the parameters of
the true distribution when the latter is a Gaussian mixtorgyith maximum likelihood
parameters on the (fully labeled) test sample when theildigion departs from the
model. This initialization advantages EM, since it is gumead to pick, among all
local maxima of the likelihood, the one which is in the badiattraction of the optimal
value. Furthermore, this initialization prevents inteefeces that may result from the
“pseudo-labels” given to unlabeled examples at the firstep-sIn particular, “label
switching” (badly labeled clusters) is avoided at this stag

4.1.1 Correctjoint density model

In the first series of experiments, we consider two-clasblpros in a 50-dimensional
input space. Each class is generated with equal probafrdity a normal distribution.
Classw; is normal with meargaa . . . @) and unit covariance matrix. Clasg is normal
with mean—(aa . .. a) and unit covariance matrix. Parametetunes the Bayes error
which varies from 1 % to 20 % (1 %, 2.5 %, 5 %, 10 %, 20 %). The le@yrsets
comprisen; labeled examplesp{ = 50, 100, 200) andn,, unlabeled examplesy( =
n; x (1, 3,10,30,100)). Overall, 75 different setups are evaluated, and for eaeh 10
different training samples are generated. Generalizgigoformances are estimated on
a test set of siz&0 000.

This benchmark provides a comparison for the algorithms situsmtion where un-
labeled data are known to convey information. Besides therédle initialization of
the EM algorithm to the optimal parameters, EM benefits fromcbrrectnesof the
model: data were generated according to the model, thavisGaussian subpopula-
tions with identical covariances. The logistic regressiodel is onlycompatiblewith
the joint distribution, which is a weaker fulfillment thanroectness.

As there is no modeling bias, differences in error rates ahg due to differences in
estimation efficiency. The overall error rates (averagest all settings) are in favor of
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minimum entropy logistic regressiob4.1 + 0.3 %). EM (15.7 &+ 0.3 %) does worse
on average than logistic regressidd.Q + 0.3 %). For reference, the average Bayes
error rate is 7.7 % and logistic regression reacties + 0.1 % when all examples are
labeled.

Figure 1 provides more informative summaries than thesemawbers. The plots
represent the error rates (averaged ov@versus Bayes error rate and thg/n; ra-
tio. The first plot shows that, as asymptotic theory sugg@itseill, 1978; Castelli
& Cover, 1996), unlabeled examples are more beneficial whelBtayes error is low.
This observation supports the relevance of the minimunoegtassumption.

15

40

30 .

20 ¢ ot

Test Error (%)
\
Test Error (%)

10 P

5 10 15 20 R t.10 /
Bayes Error (%) aton/n,

Figure 1. Left: test errovs. Bayes error rate fon,/n; = 10; right: test errows.
ny/ny ratio for 5 % Bayes errora( = 0.23). Test errors of minimum entropy logistic
regressiond) and mixture models+). The errors of logistic regression (dashed), and
logistic regression with all labels known (dash-dotted) strown for reference.

The second plot illustrates that the minimum entropy maalet$ quickly advantage
of unlabeled data when classes are well separated. Myite 3n;, the model consid-
erably improves upon the one discarding unlabeled data Jraph also illustrates the
consequence of the demanding parametrization of genenaitddels. For very large
sample sizes, with 100 times more unlabeled examples thateldexamples, the gen-
erative approach eventually becomes more accurate thaliettpeosis approach. How-
ever, mixture models are outperformed by the simple logiggression model when

the sample size is low, because their number of parametqrsaidratic ¥s. linear) in
the number of input features.

4.1.2 Misspecified joint density model

In a second series of experiments, the setup is slightly fieddby letting the class-
conditional densities be corrupted by outliers. For eaalss;Ithe examples are gen-
erated from a mixture of two Gaussians centered on the sarmaa:nzeunit variance
component gathers 98 % of examples, while the remaining 2e/ganerated from a
large variance component, where each variable has a sthddaiation of 10. The
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mixture model used by EM is now slightly misspecified since whole distribution
is still modeled by a simple two-components Gaussian méxtiihe results, displayed
in the left-hand-side of Figure 2, should be compared withrtght-hand-side of Fig-
ure 1. The generative model dramatically suffers from thespecification and behaves
worse than logistic regression for all sample sizes. Theheled examples have first a
beneficial effect on test error, then have a detrimentateffden they overwhelm the
number of labeled examples. On the other hand, the diagmasisls behave smoothly
as in the previous case, and the minimum entropy criteriofopaance improves.

20 30 ; ]
25//
8\,15 e\,zo
o] o]
= = p————
5 5 15|
2 2
2 10 2 10f~ -
5 S~
0 -]
1 3 10 30 100
Ratio nUI/nI Ratio nu/nI

Figure 2: Test errovs. n, /n; ratio fora = 0.23. Average test errors for minimum
entropy logistic regressior) and mixture models¥). The test error rates of logis-
tic regression (dotted), and logistic regression with aidls known (dash-dotted) are

shown for reference. Left: experiment with outliers; rigéstperiment with uninforma-
tive unlabeled data.

The last series of experiments illustrate the robustnetfsrespect to the cluster as-
sumption, by testing it on distributions where unlabeledregles are not informative,
and where a low densit# (X ) does not indicate a boundary region. The data is drawn
from two Gaussian clusters like in the first series of experimbut the label is now
independent of the clustering: an examgléelongs to class; if 3 > x; and be-
longs to classs, otherwise: the Bayes decision boundary is now separatbsohaster
in its middle. The mixture model is unchanged. It is now fanirthe model used to
generate data. The right-hand-side plot of Figure 1 shoueisthie favorable initializa-
tion of EM does not prevent the model to be fooled by unlabels@: its test error
steadily increases with the amount of unlabeled data. Onttier hand, the diagnosis
models behave well, and the minimum entropy algorithm isdistracted by the two
clusters; its performance is nearly identical to the oneadhing with labeled data only

(cross-validation providelsvalues close to zero), which can be regarded as the ultimate
performance in this situation.
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4.1.3 Comparison with manifold transduction

Although our primary goal is to infer a decision function, &kso provide compar-
isons with a transduction algorithm of the “manifold fariilWe chose the consistency
method of Zhouet al. (2004) for its simplicity. As suggested by the authors, we se
a = 0.99 and the scale parametet was optimized on test results (Zhetial., 2004).
The results are reported in Table 1. The experiments ar¢elihdue to the memory
requirements of the consistency method in our naive MATLARlementation.

Table 1: Error rates (%) of minimum entropy (ME3. consistency method (CM), for
a = 0.23, n; = 50, and a) pure Gaussian clusters b) Gaussian clusters cedrbgt
outliers c) class boundary passing through the Gaussiatectu

Ny 50 150 500 1500

ayME 10.8+1.5 9.84+1.9 8.84+2.0 8.3+2.6

ayCM 214472 255481 296+9.0 26.8+7.2

by ME 8.54+0.9 83+1.5 75£1.5 6.6 1.5

b)CM 220+6.7 25.6+£74 29.84+9.7 27.7+6.8

c)ME 8.7+0.8 8.3+1.1 7.2+1.0 724+1.7

c)CM 51.6+79 5054+40 493+26 502422

The results are extremely poor for the consistency methbdseerror is way above
minimum entropy, and which does not show any sign of impromeinas the sample
of unlabeled data grows. Furthermore, when classes do n@aspmnd to clusters, the
consistency method performs random class assignmentactinour setup, which was
designed for the comparison of global classifiers, is ex¢igmefavorable to manifold
methods, since the data is truly 50-dimensional. In thisasibn, local methods suf-
fer from the “curse of dimensionality”, and many more unlabdesxamples would be
required to get sensible results. Hence, these resultslyrillirstrate that manifold
learning is not the best choice in semi-supervised learfungruly high dimensional
data.

4.2 Facial Expression Recognition

We now consider an image recognition problem, consistimg@ognizing seven (bal-
anced) classes corresponding to the universal emotiogef(aiear, disgust, joy, sad-
ness, surprise and neutral). The patterns are gray levgesnaf frontal faces, with
standardized positions, as displayed in figure 3. The dateoseprises 375 such pic-
tures made of40 x 100 pixels (Abboudet al,, 2003; Kanadet al., 2000)

We tested kernelized logistic regression (Gaussian Kgliteminimum entropy ver-
sion, nearest neigbor and the consistency method. We ezfledi0 times) sampled
1/10 of the dataset for providing the labeled part, and theareder for testing. Al-
though (o, 02) were chosen to minimize the test error, the consistency odegier-
formed poorly with63.8 + 1.3 % test error (compared to 86 % error for random assign-
ments). Nearest-neighbor get similar results wgighl + 1.3 % test error, and Kernel-
ized logistic regression (ignoring unlabeled examplegrowed to reach3.6 £ 1.3 %.
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- -
-
Anger Fear Disgust Joy Sadness  Surprise  Neutral

Figure 3: Examples from the facial expression recognitiatabase.

Minimum entropy kernelized logistic regression regressichieve$2.0 + 1.9 % er-
ror (compared to about 20 % errors for human on this database) scale parameter
chosen for kernelized logistic regression (by ten-foldssrgalidation) amount to use
a global classifier. Again, the local methods fail. This maydxplained by the fact
that the database contains several pictures of each pevibrjifferent facial expres-
sions. Hence, local methods are likely to pick the same itjeimstead of the same
expression, while global methods are able to learn theidigtating directions.

5 Discussion

We propose to tackle the semi-supervised learning prohteting supervised learning
framework, by using a minimum entropy regularizer. Thisulagzer is motivated by

theory, which shows that the information content of unladetxamples is higher for
classes with little overlap. Maximum a posteriori estimatenables to incorporate
minimum entropy regularization in the learning processrof probabilistic classifier.

In this framework, minimum entropy is interpreted as a “usass prior” for unlabeled

examples, whose strength can be controlled.

Minimizing entropy gradually increases the confidence efdlassifier output at unla-
beled examples. Our proposal encompasses self-learnmpasicular case, where, at
the end of the learning process, entropy minimization caye®to a solution assigning
hard labels to unlabeled data. The transductive large matgssifier is another lim-
iting case: minimizing entropy on the training sample is aangeto drive the decision
boundary away from these examples.

Both local and global classifiers can be fitted by the minimurtrapy criterion.
Global classifiers allow to improve over manifold learningem data do not lie on a
low-dimensional manifold, or, as illustrated in the exggien recognition experiment,
when the classification task aims at differentiating exasptansformed along some
global direction of the manifold. Our experiments also sgidhat supervised learning
with minimum entropy regularization may be a serious cotégmo generative models.
It compares favorably to mixture models in three situatiofts small sample sizes,
where the generative model cannot completely benefit frankttowledge of the cor-
rect joint model; when the joint distribution is (even slityh misspecified; when the
unlabeled examples turn out to be non-informative regardiass probabilities.
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A Detailed derivation of P(Y| X, Z)

Bayes’ rule and total probability theorem yields:

P(z|x,Y = wi)P(Y = wg|x)
Ef:l P(z|x,Y = we) P(Y = w|x)

P(Y = wi|x,2z) = (7

From the definition ok, we haveP(z|Y = w;) = 0 whenz, = 0, which implies
P(z|x,Y = wg) = 2z, P(z|x,Y = wy).

2k P(z|x,Y = wi) P(Y = wg|x
P(Y:(,Ukl)(,Z) — Kk ( | k) ( k| ) (8)
Yo 2P (2%, Y = wo) P(Y = wy|x)
2k P(Y = wi|x)

= , 9
S 2eP(Y = wlx) ©

where the last line is derived from the missing-at-randosuamption, P(z|x,Y =

wi) = P(z|x,Y = wy) forall (k, £) such thaty, =z, = 1. -

B Proof of theorem 1

Theorem 1
In the two-class linear separable case, the logistic regi@ms model with bounded
weights, fitted by the minimum entropy criterion, convetge&rds the maximum mar-
gin separator (with maximal distance from labeled and uelad examples) as the
bound goes to infinity.
Proof.
Consider the logistic regression model parameterizel by (w,b): P(Y|x) is mod-
eled byf(x;0) = m for the positive class, and ly- f (x; @) for the negative
class. Lett; € {—1,+1} be a binary variable defined as followsxif is a positive la-
beled examplet; = +1; if x; is a negative labeled examplg, = —1; if x; is an
unlabeled example, = sign(f(x;) — 1/2). Themarginfor the labeled or unlabeled
examplei is defined asn;(8) = t;(w'x; +b).

The costC (6) can then be written as a functiomaf, = m,;(0) as follows

mie—mi

—_— 1
M- a0

ny n
c(0) =— Z log(1+e7) — A Z log(1+e™™) +
i=1

i=n;+1

where the indice$l, ;] and[n; + 1,n] correpond to labeled and unlabeled data, re-
spectively. The bounded weight estimate = (vAvB,EB) is obtained by optimizing”
under the constraintw|| < B. In the sequeln; (8 ) will be denotedi;

We first show that, a$3 goes to infinity, all margingn; go to infinity. Let0* =
(w*,b*) be the parameters of the maximum margin separator jwith|| = 1. Let
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m; bem;(0*). From the definition ob*, m} > 0,7 = 1,...,n. Sincem;(BO*) =
Bm;(0%), limp_,o, m;(BO*) = oo, andC(BO™) goes to zero:

. * o . . _Bm1 i * —Bm
BlgréoC(BH) = Blgréo Ze A Z Bm}e
i=n;+1
= 0.

Suppose now that there is at least one examphich thatn, < M, where M
is a positive constant. Thei; (10) can trivialy be bounded from abové?(@B) <
—log(1 + exp(—M)) if i is labeled and”'(8) < —Alog(l + exp(—M)) if i is
unlabeled. Sinc&0* is an admissible solution wittm s, .. C(B8*) = 0, 53 cannot
maximizeC if M is finite. We thus conclude théing_... m; = c0,i=1,...,n

We now show thafw z|| = B. For this, we write the gradient ¢f (a0) with respect
to a:

oC(aB) i e mi amz i Omy;
= L Oiem)da § ™
da a=1 i=1 (1 t+e ) = nH—l 1 + e 1 804
ny —m; n 2 —m,
m;e K m;e K
— s + A I )
; (1+e=mi) i:%;l (1+e=mi)2

As limpg_,oo m; > 0, each term in the sum is strictly positive fér = @B, and

limp_, o, 244005) _, > 0. The constrainf|w| < B is thus active abp =

(wg,bg), hence|wg|| = B

Finally, we derive that logistic regression asymptotigalchieves maximum margin
separation. Letng = min;c[y,,,)m; andmg = min;epy,,) My denote the minimum
margin among all labeled and unlabeled examples, and thienmin margin achieved
by logistic regression, respectively. We show below thats . . ”V’Zj—gu =mg.

LetI; andI; denote the set of indices of respectively labeled and utddl@xamples
with minimum marginl;* = {i € [1,n]|m} = m§} and} = {i € [n; + 1,n]|m} =
mg}. Accordingly, we denotd;, = {i € [1,n]|m; = Mo} andl, = {i € [n; +

L,n]lm; = mo}. Finally, we definec* = min(2, arg min, s~ m; L) ande =

71’L0

min(Qv arg min'ﬁL,,>'r?Lg mlm;fm)
C(Be*) = - |Il*| - A Z(l -+ Bm:) eiBm;; + O(Bm(*; e*c*BmS)
i€lz
CO5) = — [ILl=AD_(A+iw) | e ™ + O(ing e=™)
iel,

where|I| denote the cardinal number of det
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We now note that for any < 1, limp_.., Bmje~ (¢ ~¢)Fmo = (, hence

li eBmg BO* li | = 14 Bm* —(1—e)Bm
Jim =B C(BO") Jim — ||| A;( +Bmj) | e

= 0

The optimality of6 entailsC(@B) > C(B6"), which implies that for any < 1,

lim e C(0g) = 0
B—o0
li _ T _ ~ eBm} —imo —
Jim — | [7] )\Z(l—i-mz) e=Bmo 0
i€l
Hence, for any < 1, limp_, B(— —emf) = co. As by defmmon < mg, we
conclude thatimpg_, o ’f =limp_ oo “;';0 = mg.

]
Note that besides the linear separable case, this theonernecaasily extended to
kernelized logistic regression using kernels ensuringdinseparability (such as the
Gaussian kernel).
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Résune : Cet article présente une étude en apprentissage automaemi-
supervisé asymeétrique, c'est-a-dire a partir de @esnpositives et non-
étiquetées, ainsi qu'une application a un problemeifiormatique. Nous mon-
trons que sous des hypothéses tres naturelles, le aassiéiif de Bayes peut étre
identifié a partir de données positives et non éticeetBlous en déduisons des al-
gorithmes que nous étudions sur des données artifici&igim, nous présentons
une application de ces travaux sur le probleme de I'extradt affinités locales
dans les protéines pour la prédiction des ponts disudflres résultats permettent
d’étayer une hypothése sur la maniere de formaliserdasé@es biologiques pour
des cas d'interactions physiques locales.

Mots-clés: Apprentissage semi-supervisé, Naive Bayes, E.M.,distilfures.

1 Introduction

De nombreux themes contemporains de recherche en bi@bgiebio-informatique,
lies a I'étude des protéines, sont étroitement enaam@yvec des phénomenes d'interac-
tions physiques locales. Les brins beta ou encore les paniifudes dans les protéines
sont des exemples de phénoménes liés a des interapliysgjues. Pouvoir prédire
avec un maximum de précision et de pertinence ces intersciméliorerait de maniére
significative la prédiction de la structure tridimensietia des protéines, elle-méme
étant liee a sa fonction biologique. Déterminer cetteciure expérimentalement, par
résonance magnétique nucléaire, est une tache lodgftieile, colteuse et de plus,
non applicable a certaines familles de protéines. Or dmpaaailleurs que la structure
d’une protéine est déterminée par sa structure prims@guence d’'acides aminés, et
par son milieu d’occupation. Il est donc naturel de mettr@aint des algorithmes de
prédiction de la structure 3D a partir de la séquence @rim Actuellement, pres de 2
millions de séquences protéiques sont disponibles poimse 20000 structures 3D.

Nous nous sommes intéressés & un élément de la seWiurles ponts disulfures.
Ces ponts sont des liaisons covalentes qui se forment egiipeaystéines suite a leur
oxydation. La cystéine est un des 20 acides aminés quiitwers la séquence primaire

Ces travaux sont en partie financés par I'A.C.1. Masses deBes GENOTO3D

297



CAp 2005

des protéines. Une cystéine peut former un pont avec utre aystéine proche ou
distante sur la séquence, et est contrainte a une udiiiaison.

La prédiction des ponts disulfures peut se décomposeeex etapes : la prédiction
des cystéines oxydées et la prédiction des ponts eumanéDe nombreux travaux ont
permis d’élaborer des méthodes adaptées a la preta@re, mais il y a peu de résultats
pour la deuxieme. C'est donc a la prédiction des ponidfiies, sachant I'état d’oxy-
dation des cystéines, que nous nous sommes intéresseés.

Des acides aminés proches dans I'espace interagisseamieenxt On peut donc ima-
giner que les interactions entre les acides aminés sautesir de deux cystéines contri-
buent & ce que nous appellerons afifnité entre ces cystéines. Il est clair que cette
information seule ne suffit pas a déterminer les pontss maiis cherchons a I'extraire
au mieux dans le but de l'intégrer dans des processus depon des ponts disulfures.

Déterminer si deux segments d’une protéine ont de I'afifnin pour I'autre peut étre
considéré comme un probleme de classification supeyisl les segments appariés
sont vus comme ayant de I'affinité, et les segments non &paomme n’en ayant
pas. On peut également voir le probleme de maniérerdifte, en considérant comme
précédemment que les couples de segments appariés kaftidaé I'un pour I'autre,
mais que des couples de segments non appariés peuvent en agair. En effet, une
cystéine ne pouvant appartenir qu’a un seul pont disailfiernombre de ponts dans une
protéine est donc contraint. Nous modélisons cettetsituan supposant que les paires
de segments appariés appartiennent a la classe des ssgmeant de I'affinité I'un
pour l'autre et que les paires de segments non appariépaorignt pas d’informations
sur la notion d’affinité.

C’est alors un cas d’apprentissage semi-supervisérg@ment rencontré sous le
nomd’apprentissagel partir de donrees positives et noetique€es que nous appe-
lonsasynetrique Ce contexte particulier d’apprentissage nécessite dereroque le
probleme est bien posé (les données permettent-eliielindite d’identifier la cible) et
I'élaboration de nouveaux algorithmes.

Nous donnons dans la section 2 une bréve description dides utilisées lors de
nos travaux ainsi que des résultats de la littératureestini@me de travail. En section 3,
nous exposons notre étude théorique de I'apprentissaaeérique et en section 4 et
5 nous présentons des résultats expérimentaux sur degésartificielles et réelles.

2 Préeliminaires

Cette section présente les méthodes et algorithmesastifians nos travaux, ainsi que
divers résultats sur I'apprentissage a partir de dosipésitives et non étiquetées.

2.1 Laregle de Bayes et le classifieur fide Bayes

Soit X = J] X* un domaine défini pam attributs symboliques. Pour toute X,
=1

on noteraz’ la projection der sur X*. Soit P une loi de distribution suX et soitY’

un ensemble de classes muni des lois de distributions comadiéllesP(.|x) pour tout

x € X. Laregle de décision optimale pour attribuer une clastmut objetr € X est
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la regle de Bayegqui sélectionne la classec Y possédant la plus grande probabilité
sachant:. On peut formuler cette regle de la fagon suivante :

CBayes(¥) = argmaz P(ylx) = argmax P(zly)-P(y) (re€X,yeY)
y y

En regle générale, les quantit®$z|y) ne peuvent pas &tre estimées a partir d'un
echantillon d’apprentissage. En revanche, si les atgitont indépendants deux a deux

m .
conditionnellement a chaque classe, on a akRts|y) = [[ P(z'|y) et dans ce cas,
=1

1=
le nombre de parameétres a estimer devient raisonnabie. d&s classes et attributs
binaires, le nombre de parameétres & estimer paség2ie) a O(m). Que I'hypothése
d’'indépendance soit vérifiee ou non, on appeldessifieur néf de Bayesa regle définie
par:

m

Onp(a) = argmaz P[] P'ly) (@€ Xy ey)

L'hypothése d’indépendance n’est pas vérifiee dandupast des problemes réels.
Néanmoins, le classifieur naif de Bayes est connu pouretata bons résultats pour
des taches de classification (Domingos & Pazzani, 1996).

Les parametres nécessaires a I'évaluatiofn’gle; lorsqueY = {0,1} sont les pro-
babilitésa = P(y = 1), la probabilité d’'observer un exemple de la classe notéae
nous appelons clasgesitiveet I'ensemble des;,; = P(z* = k|y = j), les probabi-
lites d’observer I'attribut dex &gal &k sachant que est de la classg¢ (j € {0,1}).
Une instance de ces parametres sera appedekle et sera notéé.

2.2 Le principe du maximum de vraisemblance et application a
classifieur ndf de Bayes

L'objectif de I'apprentissage automatique est de consruin modele qui rend
compte des données. Le principe du maximum de vraisemb@é&fmit un critere per-
mettant de choisir un tel modele.

2.2.1 Principe du maximum de vraisemblance

Pour un échantillors = {(zs,ys),s € 1,...,1} de données indépendamment et
identiquement distribuées selon la loi joifz, y) = P(x)P(y|z) et un modeld,
on appellevraisemblancéresp.log-vraisemblancede S pour le modeld et on note
L(6,S5) (resp.l(0,S)) les valeurs :

l
L(0,8) = [[ P(zs,ysl0) et 1(6,S) = log L(6,S)

s=1

Le principe du maximum de vraisemblance recommande ded¢raunvmodeéld tel que
L(6, S) - etdonc ausdi(d, S) - soit maximale.
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2.2.2 Application au classifieur naif de Bayes

Sion notery le nombre de données classé#slans I'echantillonS d’apprentissage,
n1 le nombre de données classéBghg +n, = 1), nfj le nombre d’exemples tels que
r' = k ety = j et Dom(2") 'ensemble des valeurs que peut prendre I'attritfiyton
peut écrire la vraisemblance et la log-vraisemblance daS b modelé en fonction
dea etdes\y; :

l m ) k.
£0.5) = 11 Ply) [H P(xuys)] SR O SR
s=1 i=1 1<i<m,0<<1
k€Dom(zt)

1(0,S)=log L(0, S)

=ny - loga+ng - log(l — a) + > nfj -log Aik;j
1<i<m,0<5<1
k€Dom(z?)

Cette fonction trouve son maximum pour le mod&fg, suivant :
— a = —2L— |a proportion d’exemples positifs dans les données d&amssage,

no+ni’

nlfj

- Aikj = s le rapport du nombre de données d’apprentissage de glasse
reDom/(at)

tel quez’ = k par le nombre de données étiquetges

2.2.3 Cas semi-superves

En contexte semi-supervisé, on dispose de deux éclumstile donnéesS;,, =
{(z1,%1), ..., (z1, y) }, un échantillon de données étiquetéess gl = {z},..., 2} },
un échantillon de données non étiquetées. On mod&igerésence de ces deux
echantillons par I'existence d’'un oracle qui, avec und¢aiee probabilité3 fournit un
exemple étiqueté et avec une probabilité 5 procure un exemple non étiqueté. Le
parametre3 compléte le modelé vu précédemment. Dans ce nouveau modele, que
nous notong’, les probabilités d’avoie = (z,y) € Sia et d’avoirz = z € Sy, Se
calculent de la maniére suivante :

Pz = (z,9)|0', 2 € Siap) = B.P(z,yl0)

P(z=x|0,z € Syni) = (1 — 8).P(z])
avecP(z|0) = P(y = 1(0).P(z,yly = 1,0) + P(y = 0[0).P(z,yly = 0,0)

La vraisemblance d§,,;, et S,,; pour le modelé’ s'écrit alors :

4

l
L(elaslabasunl) = 71ﬂp(x87y8|0) H (1 - ﬁ)P(ZL’H@)

s r=1

’ l/
= B'L(6, Sia)(1 — B)" T1 (Oé I[I Mim+(1-0a) )\iko)
r=1 1<i<m 1<i<m
k/wi=k k

Jai=

i
I8
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Cette formule permet de trouver analytiquement la valetim@de des pour maximi-
ser la vraisemblance? = ﬁ soit la proportion d’exemples étiquetés dans I'ensembl
d'apprentissage. En revanche, elle ne permet pas de trimsyearametres et \;; du
modeled’ qui maximisent la vraisemblance, comme dans le cas supeivisnodele

naif de Bayes. La méthode E.M. permet de pallier ce problgf. section 2.3).

2.2.4 Cas semi-supervisasynetrique

Le cas semi-supervisé asymétrique est proche du casssgraivisé classique. L'en-
sembleS;q;, est réduit &S,,s = {(z1,1), ..., (x1,1)}, cela entraine que le paramétte
représente maintenant la probabilité d’observer un gkepositif. Avec les mémes no-
tations que précédemment, la vraisemblanc8,de et S,,,; pour le modeld’ s'écrit :

L(elv Sp037 Sunl)
= ﬁlL(H, SPOS)(l - B)Z/L(ev Sunl)
l I
= pla ] ( 11 /\ik’l)(l -8 11 (04 [[ Ak +(1—0) I /\iko)
i 1<i<m

r=1\1<i<m r=1 < <
k/xl=k k/xl=k k/xl=k

2.3 La méthode E.M. (Expectation, Maximisation)

La méthode E.M. a été élaborée par (Dempsteal, 1977) pour l'inference de
modeles de mélange de densités.

2.3.1 Methode

Cette section décrit la méthode E.M. en suivant (Hastial, 2001). Soient’ un
modele,Z I'ensemble des données observégs,les données manquantesjeten-
semble de données complétes d’un probléme, (Z, Z,,). Si on note :

- 1p(¢',T) la log-vraisemblance d& dans le modelé’,
- (¢, Z,,|Z) la log-vraisemblance d&,, dans le modelé’ sachantZ,
- (¢, Z) la log-vraisemblance d& dans le modelé’,

alorsi(6/,Z) + 11(0', Zn| Z) = 1o(0',T), soit :

[10.2) = 100", T) — 110 20| 2)

En supposant que les données sont généréestsetaue” a été observé, les termes
de I'égalité précédente sont des variables aleaaependantes dé,,, on peut donc
calculer leur espérance :

(B0, 2)2,0) = B(Io(0/, T)|2,0) — B(1i(0), Zn)|Z,0) |

Soit, en posan®(¢’,0) = E(1o(0',T)|Z,0 ) etR(0',0) = E(11(¢', Z,,)|Z,0 ) eten
remarquantqué&( 1(¢', 2)|Z,0 ) =1(0',Z) :

(10, 2)=Q(0,0) - R(¢.0) |
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La méthode du maximum de vraisemblance demande de chamhmodeled’ qui
maximisel(¢’, Z). La méthode E.M. est une heuristique, basée sur le eésutvant
qui énonce que maximis€} ne peut pas faire décroitre la vraisemblance.

Théoreme 1
SiQ(¢',0) > Q(0,0) alorsi(0', Z) > 1(0, Z) (Dempstert al, 1977)

La méthode E.M. peut étre décrite par I'algorithme soiva

Algorithme 1
Entrée :Z

1) Choisir un modélé°
2) CalculerQ (', 6") pour lei courant (phase d’estimation)
3) Trouverdit! tel queQ(§i1,6") > Q(#',6") (phase de maximisation)
4) Itérer a I'étape deux jusqu’a convergence
Sortie : un modéley©

L'algorithme converge vers un maximum local de la vraisembé. (Dempstest al.,,
1977) proposent de répéter I'expérience et de choisirddeled© de plus grande vrai-
semblance.

2.3.2 Application au classifieur naif de Bayes

Pour le classifieur naif de Bayes en contexte semi-su@gis= {Siap, Suni} avec
Siap = {(x1,11); -, (@1, Y1) } €LSunt = {1, .., ], }, les données manquantgs, sont
les étiquettes des données 8g,; etT = (Z, Z,,). Avec les mémes notations que
précédemment, les parametres- P(y = 1) et\;; = P(2? = kly = i) se calculent
de la maniére suivante a chaque itération de I'algorétilmicCallumet al, 1999) :

U . . 4 . .. N
ny + ; Plys = 1|z, 0) nf; + 5; Py, = jlag =k, 0)
= a7 » Nikj =

reDom/(z?) s=1

oll lesP sont estimées en fonction du modéle coutarfMcCallumet al, 1999) pro-
posent I'algorithme suivant :

Algorithme 2 (EM+NB semi-supervis)
Entrée :Siap, Suni
1)6° = N.B.(Sias), le modéle appris sur les données étiquetées
2)Va' € Sy calculerP(y' = j|z',6%), avec le modélé* courantj € {0,1}
3) MaximiserQ(9%+1, %)
4) Itérer a I'étape 2 jusqu’a convergence
Sortie : un modeéle&)°

Les résultats sur un probleme de classification de textmstnent une amélioration
sensible des résultats lors de I'ajout de données nqodites aux données étiquetées.
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2.4 Apprentissagea partir de données positives et notiquetées

Le theme de I'apprentissage a partir de données pasiéveon étiquetées a déja
eté abordé par divers chercheurs (Denis, 1998; Denad., 1999; Liu & Li, 2003).
Dans ce contexte, on trouve également l'utilisation dssifeeur naif de Bayes pour
une application a la classification de textes (Datial,, 2003). Dans ces travaux, les
auteurs partent de I'hypothése que le parametre P(y = 1) est connu, ce parametre
étant indispensable pour calculer le classifiedfirgection 3.1). Or, ce parametre étant
généralementinconnu, I'estimation de celui-ci est doamprobléme latent.

Il a été montré dans (Whiley & Titterington, 2002; Geigsdral., 2001) que, sous
I'hypotheése d’'indépendance des attributs conditiolenatnt a chaque classe, les pa-
ramétres du modele sont identifiables a partir de laibigion P(.) sur X lorsque
le nombre d’attributs est supérieur a deux et a la détextion des classes pres,
c'est-a-dire P(.) détermine I'ensemblda,1 — «}. Des formules analytiques per-
mettant d’estimer les parametres du modele a partichdiatillons d’exemples non
etiquetés sont également fournies. Mais dans le casays imtéresse, nous disposons
aussi d’exemples positifs qui doivent permettre d’'idestifes classes et d’obtenir de
meilleures estimations.

3 Estimation des paranetres d’'un classifieur naf de
Bayes

Aprés avoir exposé quelques propriétés sur le casrgkérde l'apprentissage
asymeétrique (section 3.1), nous établissons une forguilenontre que les parametres
du modele sont identifiables lorsque le nombre d’attrilestssupérieur ou égal a deux
(section 3.2). Cette formule permet de définir un estintabemsistant du parametre
P(y = 1). En section 3.3, nous proposons une adaptation de I'ahgoeit2 au cas
semi-supervisé asymétrique en vue de comparer les dgaxthimes sur des données
artificielles.

3.1 Cas @nreral

Le cadre général de I'apprentissage statistique suppmsgstence de distributions
P(.)surX et P(.|x) surY pourtoutz € X. Dansle cay” = {0, 1}, ces distributions
sont déterminées par la donnéeRle) et P(.|y = 1) surX, et P(y = 1). En effet:

Plrly=1)-Ply=1)

Py = 1z) = P

etP(y=0|z) =1— P(y = 1|z)

Des échantillons de données positives et non étigaetés, et .S,,;, permettent de
déterminer des estimations des distributiét(s) sur X et P(.|y = 1) sur X. Dans le
cas général le parametigy = 1) doit &tre connu.

Propriéte 1
En régle générale, P(y=1) n’est pas déterminé paritmée deP () et P(x|y = 1).
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Soitr = Inf{% | x € X etP(x|y = 1) # 0}. Alors pour touth € ]0, ],
il existe P’ tel que pour toutr € X, P'(z) = P(z), P'(z|ly = 1) = P(z|ly = 1) et
P'(y =1) = A\ En effet, soit\ tel que0 < A < r. Alors, en posant :

P'(z) — P'(z|ly =1).
1-X

A
P(zly=0) = Vre X

on obtientP’(y = 1) = A. L'ensemble des acceptables étant l'intervallg, r], le
parametre®(y = 1) n'est donc pas déterminé.

Remarque

Dans certains cas?(y = 1) est déterminé par les parameti@gr) et P(zly = 1).

Un cas trivial est celui des modeles déterministes : poutrt, P(y = 1jz) = 1 ou

P(y=1lz)=0.Dansceca®(y=1)= > P(z)P(y=1Jx) = > P(ax).
zeX P(z|y=1)7#0

3.2 Determinisme et identification du parametre P(y=1)

Nous montrons dans cette section que les distributinssur X et P(.|y = 1) sur
X déterminent le paraméti®(y = 1) pour les distributions suivant I'hypothése naive
de Bayes et nous donnons un estimateur consistant pouram@@e. L'apprentissage
a partir de données positives et non étiquetées est eiavisageable sans hypothése
supplémentaire.

Théoreme 2

Pour les distributions de probabilité satisfaisant I'bihse naive de Bayes, la donnée
deP(.) surX etdeP(.ly = 1) surX détermine le paramétie(y = 1) sous réserve
qu'il existe au moins deux attributs distincts et x? tels queP(z* = .|y = 1) #
Pxi=.ly=0)etP(z/ = .|ly=1) # P2’ = ]y =0).

Démonstration
Avant le cas général, nous traitons les deux cas limitgsadametreP(y = 1) :

— Remarquons tout d’abord que le d@gy = 1) = 0 est impossible puisque I'on
suppose I'existence de 'ensemisig,,.
— De plus, sous les conditions du théoreme, nous montaB(y = 1) = 1 <=>
P(.) = P(.J]y=1) pour toutz € X, en effet,
— l'implication => est triviale,
— supposons quB(.) = P(.ly=1)etP(y =1) < 1, alors:
Plly=1)-1—-Ply=1))=P(|ly=0)- (1 —P(y=1))etdonc:
P(.ly=1) = P(.ly = 0), ce qui contredit 'hypothése.

Nous considérons maintenant le cas généralP(y = 1) < 1.

Soientp;, = P(z' = kly = 1) etqy, = P(z' = kly = 0) Vi € {1,...,m}. Pour
tout couple(i, j) d'attributs distincts, et pour tout couplel de valeurs respectives des
attributsz® eta’, on peut déduire le systéme d’équations suivant :
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wi = P(a = F) = pi Ply = 1) + g (1 — Py = 1)
aji =P’ =1)=pjy.Ply=1) + ¢u.(1 - Ply=1))
Qi j1 = ]D(l‘z =knNnazl = l) = pik.pﬂ.P(y = 1) + qik.qjl.(l — P(y = 1))

Considérons un coupléi, j) d'attributs distincts et un couplék, /) de valeurs
d'attributs respectives pour etz’ tels quep;, # qir €tpj # qji, avec les égalités
provenant des deux premieres équations du systeme ub@qeére :

ag —pik-Ply=1)  ay—pp.Ply=1)
1-Ply=1 1-Ply=1)

En remplaganty;;, et g; dans la troisieme équation du systeme, on obtient,sapre
simplification, I'équation du premier degré &{y = 1) suivante :

‘P(y = 1)(pirpji — CikDji — QjiPik + ik ji) = ik ji — ik ‘

Pour obtenir une expression analytiqueltig) = 1) a partir de cette équation, il est
nécessaire de montrer qu@p;; — aikPji — 0iPik + ik i 7 0 €t Quenyk i # ok - i
(sans quoP(y = 1) = 0).

- On peut écriregrp;i — ukpji — apik + aak,ji) €n fonction depix, pji, gik, ¢t
etP(y = 1) en remplagant;, o, ik j; par leur définition. On obtient :

‘pikpjl — aipji — apik + ki = (1 — P(y = 1)).(pir — @ir)-(Pj1 — @51) ‘

Donc sous les conditions du théorémerp;; — cikpji — aipik + ik, 7 0.

- ik, i = au - o Signifie que les attributs descriptifs sont indépendadtsnous
travaillons sous I'hypothese d'indépendance des atibonditionnellement a chaque
classe. Les deux conditions réunies ont pour conséquirexge (développement non
précisé faute de placeP(y =1)- (1 — P(y = 1)) - (pix — qix) - (pji — ¢ju) = 0. Sous
les conditions du théoreme, cette égalité n’est jawviigiée.

On peut donc écrire :

(1) Ply=1)= Qik,j1 — QgL
PikPjl — QikPjl — QGiPik + Qik i

Les parametres;y ji, ik, i, Pik, pj1 pouvant étre calculés a partir des distributions
P(.)etP(Jy=1), P(y =1) estbien déterminé pd?(.) et P(.Jly = 1).1

Cette formule conduit a une estimation naturelle du pateerP(y = 1). Soient

Gk ji, Qik, i, Pik, Dy deS estimateurs des parameues i, aix, i, pik, pji r€Spec-
tivement, on considére :
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> b i — dukdv
i kL
> PikDji — Gikbit — GiPik + Gk il
Ry

,5,k,

aveci # j etk etl un couple de valeurs respectives des attribtist27. On en déduit
I'algorithme d’apprentissage suivant :

Algorithme 3 (NB semi-sup. asynétrique)
Entrée :S,os, Suni
1) Calculer les estimateuésy, ji, &k, &1, ik, Pji des parametres
Qik jls Qik, QL Piks Pl SUMSpos €L Suni
2) CalculerP(y = 1) par la formule (2)
3) Calculer les estimateurs des paramétres manquants deienag;s,, ;.
Sortie : un modeélé

En I'absence de résultats théoriques sur la vitesse desogence de 'estimateur (2),
nous avons décidé de comparer les résultats obtenusjgarithme 3 a ceux que I'on
obtient en maximisant la vraisemblance au moyen de la déetBoM.. Pour cela, nous
proposons un algorithme adapté de I'algorithme 2 a la@estivante.

3.3 Algorithme naif de Bayes en contexte semi-supenés
asymétrique

Nous présentons ici un algorithme itératif, adapté digbrithme 2 (McCallunet al,,
1999) qui permet d’estimer le paramefréy = 1) sur le critere du maximum de vrai-
semblance. Nous proposons la solution suivante :

Algorithme 4 (EM+NB asym. + aléa)

Entrée :S,os, Suni

M=0

Estimer les quantitéB(z" = kly = 1) etP(z" = k) avecSpos €t Suni-

Répéter
1) Tirer aléatoirement un paramétréy = 1)
2) Calculer un modelé® a partir des estimations d&¥z* = kly = 1) et

P(x = k) et du paramétr&(y = 1) tiré alatoirement.

3)Vz' € S, calculerP(y = j|o',6%), avec lek courantetoyj € {0,1}
4) MaximiserQ(0*+*, %) (cf section 2.3.2 pour le détail des calculs)
5) Itérer a I'étape 3 jusqu’a convergence
6) Insérer le modéleé final dans M

Choisir un modélé dans M de vraisemblance maximale.

Sortie : un modéle)

On peut également dériver de cet algorithme un cinqui@g@rithme en remplacant
le tirage aléatoire d®(y = 1) ala phase 1 de I'algorithme par I'estimation®gy = 1)
donnée par la formule (2). Dans ce cas, la boucle répateinetile. Nous noterons
Algorithme 5 (EM+NB asym. + (2)) cette variante.
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4 Reésultats exg@rimentaux sur des donrees artificielles

4.1 Exemple

Cette section présente un exemple de déroulement defitdme 4 et expose le pro-
tocole expérimental utilisé dans le cadre des expéeenar des données artificielles.

Le modele cibled, est tiré aléatoirement, il satisfait I'hypothése rele Bayes.
Les données possédent 50 attributs binaires, I'ensei$ifle contient 20 données
(x:,1), © € {1,...,20}, tirées aléatoirement selon les distributioRéz|ly = 1) du
modeéle cible, 'ensemblé&,,,; contient 1000 données], i € {1,...,1000}, tirées
aléatoirement selon les distributiod¥z) et enfin, pour tester la performance des
modeles inférés, un ensembilg;; contenant 1000 données;, y.'),i € {1, ..., 1000},

y € 40,1}, est généré selon les distributioR$y = 1), P(z|y = 1) et P(z]y = 0).

Les trois criteres observés lors du déroulement dedtdgme sont : le parametre
Py = 1), le taux d'erreur sur les données test des differents elesdet la
log-vraisemblance des modeles inférés sur I'ensemhle. Le modeled. généré
aléatoirement prend les valeurs suivantes pour ces garesnP(y = 1) = 0,5798,
Erreur(0., Stest) = 0,045 etl(0., Stest) = —5651, 84.

La phase d'initialisation est numérotéelLe parametré’(y = 1) tiré aléatoirement
a la phase 1 de I'algorithme est indiqué en gras. Chaqmeéatorrespond a une phase
compléte d'itération (indices 3, 4 et 5 de I'algorithme 43 derniére ligne, marquée en
gras, indique la derniéere étape avant convergence.

étapek P(y=1) log-vraisemblan6&(S;..;) Erreur@®,S;cq:)
0 0,7868 -6813,95 0,248
1 0,8286 -5909,26 0,188
2 0,7762 -5804,40 0,124
3 0,7221 -5735,62 0,111
4 0,6744 -5694,87 0,046
5 0,6368 -5673,13 0,046
6 0,6104 -5663,93 0,045
7 0,5934 -5661,03 0,045
8 0,5830 -5660,45 0,044
9 0,5767 -5660,38 0,045
Tableau 1

Une seule itération de la boucle "répéter” est indiquégus avons constaté que
differentsP(y = 1) tirés aléatoirement menaient la plupart du temps au méouele.

4.2 Comparaison de l'algorithme naf de Bayes dans les cas semi-
supervises classique et asy@atrique
Cette section présente les résultats expérimentawnabtsur des données générées
artificiellement selon le protocole exposé section 4. ffeléntes tailles des ensembles

Siap €t Sun et differents nombres d’attributs binaires par donnéet sestés. Ces
résultats permettent de comparer les performances dasthaiges 2, 3, 4 et 5.
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L'algorithme 2 utilise un ensemblg,;, de données étiquetées et un enserh)g de
données dont la classe n’est pas connue, les tailles dasesbles sont signalées dans
le tableau 2. Les algorithmes 3, 4 et 5 utilisent les donpéetives de I'ensemblé,,;,
et le méme ensemblg,,,;. La taille deS,,,s varie en fonction du paramétié(y = 1)
du modele cible et de la taille d&,, et vaut approximativemetit(y = 1) * |.Sjqp)-

Enfin, chaque résultat présenté dans le tableau 2 est apenme calculée sur 200
expériences. La lecture en ligne du tableau permet d’'gbséevolution des perfor-
mances des algorithmes en fonction du nombre d’attributsc&onne, elle permet
d’observer les changements induits par des modificatiorla tiglle des ensembles
Siap €t Syuni, €t permet également de comparer les algorithmes entreEaire pa-
rentheses sont indiqués les écarts-types des tauxedrsret en gras, les moyennes des
vitesses de convergence apparentes pour les algorithitissniia méthode E.M. (2,4
et 5), soit la moyenne du nombre d’itérations avant ststilon.

| | Nb attributsz’ | 20 | 50 |
| Performance Modéle cible | 0.0410 (0.0265) 0.0035 (0.0038)
Algo 2 0.0787 (0.1481) 0.0621 (0.2166
EM+NB semi-supervisé 24.46 8.22
|Stab| = 50 Algo 3 NB semi-sup. asym. 0.1236 (0.0753) 0.1037 (0.0662
|Sunit| = 100 Algo 4 0.0592 (0.0601) 0.0346 (0.1040
|Spos| = EM+NB asym.+aléa 30.70 9.99
a - |Siapl Algo 5 0.0653 (0.0531) 0.0465 (0.1364
EM+NB asym.+(2) 22.64 7.63
Algo 2 0.0536 (0.0978) 0.0140 (0.0936
EM+NB semi-supervisé 23.19 6.53
|Stab| = 100 Algo 3 NB semi-sup. asym| 0.0911 (0.0527) 0.0514 (0.0478
|Sunt| = 1000 Algo 4 0.0460 (0.0425) 0.0221 (0.0962
|Spos| = EM+NB asym.+aléa 30.83 9.03
- |Stap| Algo 5 0.0460 (0.0288) 0.0170 (0.0656
EM+NB asym.+(2) 24.09 6.15
Algo 2 0.0434 (0.0294) 0.0037 (0.0040
EM+NB semi-supervisé 21.61 4.11
|Siab| = 1000 | Algo 3 NB semi-sup. asym| 0.0490 (0.0285) 0.0140 (0.0182
| Suni| = 5000 Algo 4 0.0434 (0.0294) 0.0103 (0.0573
|Spos| = EM+NB asym.+aléa 28.56 7.74
a - |Siapl Algo 5 0.0440 (0.0289) 0.0088 (0.0690
EM+NB asym.+(2) 21.13 5.14
Tableau 2

L'algorithme 2 est celui qui utilise le plus de donnéesstl&algorithme le plus ef-
ficace lorsque le nombre de données est grand. Lestim@@uutilisé pour I'étape
initiale de I'algorithme 5, permet d’augmenter la rapedité convergence par rapport a
un choix aléatoire d®(y = 1) (algorithme 4). On observe également une amélioration
rapide des performances de 'algorithme 3 lorsque le nom&données augmente.
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5 Prédiction de ponts disulfures dans les praines

Les ponts disulfures sont des liaisons covalentes, entreat@des aminés (cystéines)
de la chaine protéique, qui contraignent la structure 8@eatte protéine. Des travaux
préliminaires ont montré que I'information recherchietcouple de cystéines forme-t-
il un pont, est vraisemblablement dispersée et portedgméléments tres divers : envi-
ronnement, propriétés chimiques, etc... Mais il estsamiblable que cette information
soit aussi en partie portée par le voisinage des cysté&@iest cette part de I'informa-
tion que nous cherchons a extraire, sans prétendre po@saiudre le probleme de la
prédiction des ponts disulfures avec cette seule donnée.

Nous pensons qu'il est préférable de considérer un exdgpkystéines non observées
appariées comme un exemple de classe indéterminés glig de le considérer comme
un exemplenégatif c’est-a-dire n'étant pas compatible. En effet, chaqusté&ine est
contrainte a une unicité de liaison et il est pourtant pib qu’elle soit compatible
avec plusieurs autres cystéines de la méme protéinst @airquoi nous cherchons
a montrer qu'il ne faut pas considérer les couples nonrebseappariés comme des
représentants de couples qui ne peuvent pas s'apparier.

5.1 Lesdonrees

Les données sont extraites dé’latein Data BanKPDB) pour les besoins du groupe
de travail de 'ACI GENOTO3D littp ://www.loria.fr/"guermeur/Gd7)!/ Le fichier de
données dont nous disposons contient 227 séquencesques’(mots sur un alphabet
a 20 lettres) qui ont toutes leurs cystéines oxydéesmdrées par un pont disulfure.
La répartition des protéines en fonction de leur tailler(bre d’acides aminés de la
séquence) est indiquée figure 1 et en fonction du nombredes figure 2.

figure 1

Effectifs
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figure 2
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5.2 Protocole exgrimental
5.2.1 Mocklisation des doniées

Nous cherchons a estimer des affinités locales dans leésipes. Dans le cas des
ponts disulfures, ces attractions se font entre les acidésés proches des deux
cystéines appariées. C'est pourquoi nous avons extaihdque séquence protéique
des fragments de taille fixe centrés sur les cystéinessdppelons ces fragments des
ferétreset notonsr_,,, .., x_1, g, x1, ..., £, UNe fenétre de rayon (x, est donc une
cystéine). Nous travaillons sur un alphabet de 231 leftresbre de couples ordonnés
sur un alphabeta 21 lettres : les 20 acides aminés et uctéezgoour les fins de chaine).
Pour représenter 'affinité entre deux segmeghés f/, trois codages sont testés :

— Codage simple{(z;,x})}, i € {—-n,..,n},i #0,x; € f,a} € f'

— Codage doublef(x;, z;)} U{(zs,2",)}, i € {—n,...,n},i#0,z; € f,z} € f'

— Codage croisé{(x;, z})}, i,j € {-n,...,n},z; € f,z; € f’

Une donnée est donc un couple de fenétres represent8pattfibuts n-aires. Cha-
cun de ces attributs représentant le nombre d’occurrehcesuple dans la donnée.

5.2.2 Protocole d’apprentissage

Pour une protéine contenamtponts, on compte(2n — 1) couples de fenétres po-
tentiellement en interaction. Si un couple est observéngerformant un pont, on le
considere comme un exemple positif. Quand aux autres esupbus les considérons
dans un premier temps comme des exemples ne pouvant pas forpent, et dans un
deuxieme temps comme des exemples non étiquetés. Pprarteer cas, nous avons
utilisé I'algorithme naif de Bayes (section 2.1), et pteudeuxieme l'algorithme 4.

L'apprentissage se fait sur des protéines ayant le mémeren de ponts. Nous
avons étudien = 2, 3,4 et5. Le casn = 1 étant trivial, il est pas étudié. Pour> 5,
nous ne disposons pas d’'assez de données pour que l¢ategsoient significatifs.

5.2.3 Protocoles de test

Pour tester la pertinence des estimations d’affinité ssi@s deux algorithmes, nous
proposons un protocole de test ne prennant en compte gedrdetimation et permet-
tant de comparer la qualité des estimations des deux Higoes :

— calculer pour chaque couple de fenétres d’'une protésid affinité entre ces deux

fenétres dans le modele généré par I'algorithme d'aptissage ;

— trouver la configuration la plus vraisemblable. Cela newi@ trouver dans un
graphe complet le couplage parfait de poids maximal, otsteemets sont les
fenétres d'une protéine et les arétes les affinitési &efait en temps polynomial.

Nous avons effectué des validations croisé&g$olds pour chacun des codages pro-
posés. Nous comparons ces résultats avec ceux d’'un élégmire d’'une configuration
de ponts. Pour une protéine contenargonts, I'espérance mathématique du nombre
de ponts correctement prédits par un choix aléatoirg€st. Ce résultat a été utilisé
dans d’autres études sans jamais avoir été démontiés Ravons prouvé mais notre
démonstration est fastidieuse, aussi nous avons choi ges la faire figurer.
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5.3 Résultats exg@rimentaux

Les performances des deux algorithmes sur les donnéeglrjoes sont maximales
pour le codage croisé et trés inférieures pour les aatréages. Nous donnons donc les
résultats pour le codage croisé. Le tableau suivaneptédes moyennes des résultats
obtenus sur des séries de 100 expériences faites selostéeple présenté section 5.3.

Nb de ponts/cystéines par protéine 2/4 3/6 4/8 5/10

Nb de protéines 51 50 28 20
Nb et % de ponts correctement prédits 34 30 16 11
aléatoirement (espérance) 33,33%| 20% | 14,3% | 11,1%
Nb et % de ponts correctement prédits 41 26,25 | 14,22 5,8
Algorithme NB (supervisg) 40,2% | 17,5% | 12,7% | 5,8%

Nb et % de ponts correctement prédits 60 50,1 | 18,26 | 13,2
Algorithme 4 (semi-sup. asymétrique) 58,8% | 33,4% | 16,3% | 13,2%
Résultats expérimentaux sur les données biologiques

Les résultats connus pour ce probleme d'apprentissagte(Bariselli & Casadio,
2001; Fariselliet al, 2002; Vullo & Frasconi, 2004). Les meilleurs de ces résalt
(Fariselliet al,, 2002) sont plus élevés que les notres. Ces résultatt@mibtenus par
des méthodes plus sophistiquées (réseaux de neuemasifs), avec plus de données,
et en intégrant d’autres informations comme l'informaté&volutionnaire, c’est-a-dire
un codage des segments selon des profils. Il est donc diffieitmmparer nos résultats
aux leurs, mais voici un tableau synthétique de leurdtdsia titre indicatif :

Nb de ponts par protéine 2 ponts| 3 ponts| 4 ponts| 5 ponts
Nb de protéines 156 146 99 45
% de ponts correctement prédits 73 56 37 30

Résultats obtenus par (Farisdtial, 2002)

Néanmoins, nos résultats sont suffisants pour conclurgesix points importants :

— l'apprentissage semi-supervisé asymeétrique donnecdettats tout a fait satisfai-
sants (données artificielles et biologiques), ce qui nogs@rage a poursuivre nos
travaux dans cette voie;

— notre hypothése semble vérifiée : il est préféerablealesidérer les couples de
cystéines non appariées comme des exemples non &igpkttdt que négatifs.
Cette hypothése devrait pouvoir étre intégrée a dethades plus sophistiquées
(réseaux de neurones, SVMs) de fagon a exploiter au ntiaformation locale.

6 Conclusion

Nous montrons dans cet article que le probleme de I'apjpsage semi-supervisé
asymeétrique lorsque les attributs descriptifs suivelygothése naive de Bayes est
bien posé. Nous fournissons un estimateur consistantemungt d’identifier a la li-
mite le modele cible. Nous proposons également un alguatitératif de construction
de modeles basé sur le critere du maximum de vraisemlanc
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Les résultats obtenus sur des données biologiquesrétage hypothese biologique
qui se veut originale quant a la fagon de modéliser lesden. Nous cherchons actuel-
lement & appliquer ce procédé a d’'autres donnéess(bgta en particulier) ainsi qu'a
améliorer nos résultats sur les ponts disulfures emgiaté plus d’informations sur ces
ponts. Nous essayons également d'intégrer les estinsati@ffinités locales issues de
notre méthode a d’autres méthodes d’apprentissage edemsVM.
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Résune : Le calcul de concepts formels, et plus généralemeragiasles treillis
de Galois pour I'extraction de connaissances, a motiva&ertombreuses re-
cherches. Grace a des progres algorithmiques réaargsechniques fournissent
des motifs particulierement intéressants pour I'arelge grandes matrices co-
dant I'expression de milliers de genes dans des situab@isgiques variées.
Dans cet article, nous considérons le contexte réafistanment en biologie, ou
les concepts formels refletent des associations tropsfettdonc trés sensibles au
bruit dans les données. Nous étudions I'extraction densembles denses et per-
tinents pour approximer des collections de concepts farheltravail est forma-
lisé dans le cadre de I'extraction de motifs sous contesipar des algorithmes
complets. Plusieurs validations expérimentales confitriee valeur ajoutée de
notre approche.

Mots-clés: Découverte de connaissances, extraction de motifs smisantes,
concepts formels, bioinformatique.

1 Introduction

L'extraction de concepts formels dans des contextes baslet plus généralement
I'usage des treillis de Galois pour I'extraction de congaigees ont motive de nom-
breuses recherches. Les contextes booléens, égalepm@iés données transaction-
nelles, se retrouvent dans de nombreuses applications. Ainss tnavaillons a I'ana-
lyse du transcriptome (étude des mécanismes de réguldés genes chez un orga-
nisme vivant) apres codage de propriétés d’expressiotebnnes pour des (dizaines
de) milliers de genes dans des situations biologiquegesriEn effet, des techniques

1Des données transactionnelles sont un multi-ensemktenti Ce type de données souvent étudié en
“data mining”, correspond a de (grandes) matrices bowiég ou les lignes définissent les transactions et les
colonnes représentent les items : la présence d’un iters aize transaction est codée par la valeur vrai.
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expérimentales comme celles des puces ADN permettentatgitier le niveau d'ex-
pression des genes (voir, e.g., la matrice de gauche daute fij et dont on peut dériver
des données booléennes d’expression (e.g., la matrideoite de la figure 1). Cette
derniere code le fait que les génes ont ou pas un fort nidespression (ici une valeur
>1.5). Dans de tels contextes booléens, un concept formel,darrgle maximal de
valeurs 1 (vrai), représente un motif a priori intéresgemur les biologistes : il informe
sur une association forte entre un ensemble maximal desgguiesont co-exprimés
et un ensemble maximal de situations biologiques donnamtdicette co-expression.
L'extraction de tels motifs fournit alors des collectioressmodules de transcription po-
tentiels permettant d’accélerer la découverte de nées/gbies de régulation (Besson
et al, 2004b), i.e., I'un des objectifs majeurs de I'analyse dascriptome.

Genes Genes
g1 g2 g3 g4 g1 | 92 | 93 | 94
s1 | 1.8 23|16 2.0 st | 1(1]1]1
ss | 2112403 1.1 ss | 11|00
s3 | 1.1]116]0.2|01 s3| 012|010
s4 | 031032111 s4 |00 1|0
s5 | 0.25] 0.5]| 05| 1.0 ss | 0Ol 0] 0|0

FIG. 1 — Matrice d’expression de génes (gauche) et une matigieenner; (droite)

Par définition, les concepts formels sont construits sgrefesembles fermés. En
marge des algorithmes de calcul de concepts formels (vai&Nguifo, 2004) pour
une synthese récente), de nombreux chercheurs ont rojessalgorithmes de calcul
d’ensembles fermés dits frequents qui peuvent désera'@ppliquer a de tres grandes
matrices booléennes (Pasquetial, 1999; Pekt al,, 2000; Zaki & Hsiao, 2002; Goe-
thals & Zaki, 2003). On peut alors calculer des collectioascdncepts fréequents au
sens de (Stummet al,, 2002) : seuls les concepts dont I'un des ensembles estsnifis
ment grand sont extraits. En s'intéressant aux dimensiéaparticulieres des matrices
d’expression booléennes (peu de lignes et de trés nosds@olonnes), (Rioudt al.,
2003) montre qu'’il est possible d'utiliser n’importe quéd@rithme efficace de calcul
d’ensembles fermés frequehtsur la plus petite des deux dimensions et ainsi calcu-
ler tous les concepts formels dans des données d'expneggigues. Pour traiter des
cas plus difficiles, i.e., lorsqu’aucune des deux dimerssioast suffisamment petite
ou lorsque la densité du contexte (nombre de valeurs lyagstimportante pour les
algorithmes existants, nous avons proposé MR, un algorithme complet d’extrac-
tion de concepts formels sous contraintes (Bestai., 2004a). Il permet d’exploiter
efficacement les contraintes monotones sur les deux diovendes concepts formels
(e.g., une taille minimale pour chacun des deux ensembies.surface minimale”, des
contraintes d'inclusion).

Nous avons maintenant des preuves de I'intérét des ctmfmmels pour I'analyse

2|l s’agit d’'un codage naif mais des approches plus reslient &té étudiees (Peretzaal, 2004).
30n utilise ici avec un seuil de frequence nulle.
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du transcriptome et la découverte de connaissances mjalkeg)(Bessort al., 2004b;
Meugnieret al,, 2005).

Cependant, dans un concept formel, on capture une assaodiaits forte entre un en-
semble de génes et un ensemble de situations. Intuitiieoneconcept n’accepte au-
cune exception. Si le concept = ({s1, s2, s3}, {91, 92, g3, g4 } ) €St considéré comme
traduisant une association réelle et si, dans les donpégase vérifie plus la pro-
priété booléenne pous, alors on trouvera les deux concef{s, s2, s3}, {91, 92,94})
et ({s1,s3}, {91, 92,93, 94}) mais pas le concept;. En fait, la présence de valeurs
“indiment” mises a 0 va faire exploser le nombre de corecpinels a extraire. No-
tons également que I'on aura des problemes avec des salediees par 1 alors qu’elles
auraient du prendre la valeur 0. Dans ces contextes braib@sseulement les extrac-
tions peuvent devenir impossibles, mais aussi les intapons des motifs calculés
sont tres difficiles. En d’autres termes, nous sommesesepice d’une trés grande sen-
sibilité au bruit. Or, non seulement les données d’'exgoesnumériques sont bruitées
du fait de la complexité des techniques de mesure, maislaysétraitement de codage
des propriétés booléennes a partir des données mum8peut introduire du bruit.

Dans cet article, nous proposons de travailler avec un raautyge de motif : des
bi-ensembles contenant un nombre borné de 0 par ligne etglanne, et tel que
chaque ligne (resp. colonne) soit suffisamment differeletechaque ligne (resp. co-
lonne) extérieure sur 'ensemble des colonnes (respedipdu bi-ensemble. Nous mon-
trons que ce type de motif, appdleensemble dense et pertingast plus robuste au
bruit et permet en pratique de concentrer davantage dfimdtion pertinente dans des
collections de motifs plus petites.

Dans la section 2 nous présentons quelques travaux caqrnexeection 3 forma-
lise notre probleme dans le cadre de I'extraction sousraomés. Dans la section 4,
nous décrivons succinctement I'algorithme développérpextraction de tous les bi-
ensembles denses et pertinents. La section 5 s'intéregseesultats expérimentaux
obtenus, notamment dans le cas de données biologiquéssrééous montrons que
méme dans le cas ou le calcul de tous les bi-ensemblesdehgertinents est trop
difficile, on peut utiliser I'algorithme proposé pour éter les extensions de certains
concepts. Enfin, nous concluons dans la section 6.

2 Travaux connexes

Les récentes techniques de bi-partitionnement tendéstrair des rectangles plus
robustes au bruit mais au moyen de recherches heuristigpmisations locales) et
surtout sans recouvrement (Dhilleh al, 2003; Robardet, 2002). D’autres approches
ont été proposées dans la communauté de I'extractionatiés sous contraintes. Dans
(Yanget al, 2001), les auteurs étendent la définition des ensemiilgadnt$ a des
ensembles tolérants au bruit. lls proposent un algorithareniveau pour les calculer.
Malheureusement, ces motifs ne peuvent pas étre exiaitehent car les contraintes
qui les définissent ne sont ni anti-monotones ni monotoaksivement a l'inclusion

4Dans notre contexte, un ensemble fréquent correspon@asamble de génes suffisamment co-exprimés
au regard d’'un nombre minimal de situations biologiquesliompes.
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ensembliste, des propriétés essentielles pour rendrexigactions faisables. lls uti-
lisent donc un algorithme glouton calculant une soluticsompléte. Dans (Seppanen
& Mannila, 2004), les auteurs recherchent une contrainienaonotone. lls proposent
un algorithme par niveau pour calculer les ensembles quupetdensité de valeurs
1 supérieure & dans au moing situations. L'anti-monotonicité est obtenue en exi-
geant que tous leurs sous-ensembles vérifient égaleragataontrainte. L'extension
de tels ensembles denses a des bi-ensembles est diffedeotrespondances qui as-
socient les genes aux situations biologiques, et régiprment, ne sont ni croissantes
ni décroissantes. En effet, 'ensemble des situationsdigues associé a un ensemble
de genes n'est pas nécessairement inclus dans celui derseissembles. Dans (Gionis
et al, 2004), les auteurs calculent des motifs (“geometricakt)l qui sont des rec-
tangles denses (ayant une densité de valeurs 1 supé&iieurseuil fixg€). Pour extraire
ces motifs, ils utilisent un algorithme non déterministgptimisation locale qui ne ga-
rantit pas la qualité globale des motifs extraits. Ils exigqu’il existe un ordre sur les
deux dimensions de la matrice : les rectangles ne sont pasdéoés a des permuta-
tions pres des lignes et/ou des colonnes mais doivent ougrcdes €léments contigus
au regard des ordres considérés. Cette hypothése taasincent pas acceptable dans
notre contexte.

Une autre approche importante consiste a étudier denfagstématique la notion
de représentation condensée des collections de corfeepisls ou de bi-ensembles
denses, qu'il s'agisse de représentations exactes onxdppatives. L'objectif est alors
de ne représenter, ou mieux de ne calculer, qu'un sousvdrisales collections tout
en pouvant retrouver, plus ou moins exactement mais a brefeolt, 'ensemble de
la collection. On peut vouloir, par exemple, rechercher colkection dek motifs qui
approxime le mieux des collections complétes (Afettial, 2004). L'approche des
représentations condensées doit aussi intégrer descdms de “zoom” comme, par
exemple, les travaux présentés dans (Veatas. 2004) pour construire des treillis de
Galois a différents niveaux d’abstraction. Cette méthotilise une partition sur les ob-
jets qui permet de réduire le nombre de motifs extraitatilssent une partition sur les
lignes et ne conservent que les concepts qui sont en “acewed’ cette partition : une
situations appartient a I'extension d’un ensemidfesi o% des objets de la méme classe
ques satisfontG et ques satisfait auss(z. Nous souhaitons pour notre part avoir une
approche duale entre les situations et les genes ou ad@sngeux dimensions n’'est
privilegiée au cours de I'extraction.

3 Deéfinitions

Nous notongj I'ensemble des génes &tl'ensemble des situations biologiques. Le
contexte a fouiller est booléen, i.e., la représentatiaine relationr C S x G. Ces
situations peuvent correspondre & des expériences dg@tge ADN (voir figure 1).
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3.1 Bi-ensembles

Un bi-ensemblésS, G) est un couple d’ensembles 2e x 29. Certains bi-ensembles
particuliers peuvent étre extraits dans des matricesseooles comme les 1-rectangles
(tous les éléments dg sont en relation avec tous les élémentg#jeou les concepts
formels qui sont des 1-rectangles maximaux (en faét G sont des ensembles fermés).
Les nombreux travaux sur le calcul d’ensembles d’'itemsi@tygment les ensembles
frequents utilisés pour le calcul de regles d’assama{Becquett al,, 2002)) peuvent
étre considérés comme des calculs de bi-ensembles.d0ci@as un ensemble de génes
toutes les situations qui le “portent” et 'on a donc un ltaegle particulier appelé
"itemset”. D’une maniere duale, on peut définir un motifigaire basé sur un ensemble
de situations appelé "objectset”.

Nous donnons quelques rappels sur les correspondancedas @air notamment
(Wille, 1982)) pour formaliser notre probléme.

Définition 1 (Correspondance de Galois)

Soitp : S — G ety : G — S deux opérateurs entre deux ensembles partiellement
ordonnégS, <s) et(G,<g). Ces opérateurs forment une correspondance de Galois
Si:

1 Yo, w e S, siv <g w alorsg(w) <g ¢(v),
2 Vi,j € G, sii <g j alorsy(j) <s ¥(i),
3 WweSVieg, v<s (o)) eti<g d((i))

ou<gs et<g sont deux relations de spécialisation respectivemers sig.

Définition 2 (Correspondancesy et v)

SiS C SetG C g, ¢ ety peuvent étre définis ainsi¢i(S,r) = {g € G| Vs €

S, (s,g9) € r} ety(G,r) = {s € S| Vg € G, (s,9) € r}. ¢ renvoie 'ensemble
des génes qui satisfont la propriété d'expression daunes$ les situations biologiques
de S. ¢ fournit 'ensemble des situations biologiques pour lesgjoa a la propriété
d’expression de tous les génes@le($, ) forme une correspondance de Galois entre
S etG munis de l'inclusion ensembliste (relation de spécialisation). Nous utilisons les
notations classiqués= ¢ o 1) eth’ = 1) o ¢ pour désigner les opérateurs de fermeture
de Galois. Un ensemble C S (resp.G C G) est dit fermé dans ssiS = h'(S,r)
(resp.G = h(G,r)).

On peut maitenant formaliser les types de motifs précités

Définition 3 (1-rectangles, ensembles et concepts formels)

Un bi-ensembld S, G) est un 1-rectangle dans un contextssiVs € S etVg €
G, (s,g9) € r. Quand un bi-ensemble n'est pas un 1-rectangle, on dit gafitient
des valeurs 0. Un bi-ensemHil§, G) est un concept dansssiS = ¢(G,r) etG =
¢(S,r). Ceci est équivalent & = h'(S,r) etG = ¢(S,r) ou aG = h(G,r) et
S = (G, r). Une propriété importante de la correspondance de Gasigue chague
ensemble fermé sur I'une des deux dimensions est assaci@inique ensemble fermé
de l'autre dimension.
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Exemple 1

({s1},{91,93}) et ({s1,s2},{g2}) sont des 1-rectangles dars mais ne sont pas
des concepts. Un exemple de concept dangst ({s1, s2},{g1,92}). Nous avons
h({g1,92},r1) = {91,092}, h'({s1, 82}, 1) = {s1, 82}, &({s1, 52}, 11) = {91, 92},
ety ({g1, 92}, r1) = {s1,s2}. On peut associer & 'ensemble de géfqigg 'ensemble
des situationg s1,s2} = ¥({g1},r1) et nous pouvons alors parler du 1-rectangle
({s1,s2},{91}) comme d’un itemset. Notons qu’avec nos définitions, le ctamgle
({s1,s2}, {g2}) n'est pas un itemset : il faudrait ajoutey a sa premiére composante.

Nous avons motivé dans l'introduction I'intérét de tadler avec des bi-ensembles
qui soient moins sensibles au bruit que les concepts forehg@lsis pertinents vis-a-vis
des données globales. La faisabilité des extractiopsmiide I'existence de contraintes
monotones et anti-monotones (voir définition 4) perméttendéfinir les motifs re-
cherchés. En fait, monotonicité et anti-monotoniciatsles propriétés duales qui sont
tres bien exploitées pour des extractions compléetes @tédssous contraintes, méme
en présence de grands espaces de recherche.

Définition 4 (Relation de spicialisation et monotonicig)

La relation de spécialisation que nous utilisons sur les bi-ensembleg€e< 29 est
définie par Sy, G1) = (S2,G2) ssi S1 C S; and G1 C G. Une contraint€ est dite
anti-monotone par rapportd ssivX,Y € 25x29 tels queX < Y,C(Y) = C(X).C
est dite monotone par rapporkassivX,Y € 25 x 29 tel queX <Y, C(X) = C(Y).

Définition 5 (Exemple de contraintes monotones sur les bi-eambles)
Contrainte de taille minimale : un bi-ensemblg G) satisfaitC.,,s(r, o1, o2, (S, G))
SsitS > o1 etiG > oo ouf désigne le cardinal d’un ensemble.

Contraintes d’inclusion : un bi-ensemijle, G) satisfaitC,,ciusion(r, X, Y, (S, G)) ssi
X CSandYy CG.

Contrainte de surface minimale : un bi-ensen{§lg) satisfaitC,,..(r, o, (S, G)) ssi
1S x 4G > 0.

Alarecherche de bi-ensembles denses, nous avons propuséRessoet al., 2005)
une premiere approche visant a calculer des bi-ensermydes un nombre borné de va-
leurs 0. La méthode proposée consistait en un postiimaitéde la collection de tous les
concepts formels. L'idée était de proceder a une fudmeertains concepts de telle sorte
que le nombre de valeurs 0 par ligne et par colonne soit b&@ete contrainte étant
anti-monotone suivank, ce procédé peut étre réalisé en adaptant un algaeithiex-
traction d’ensembles maximaux. Malheureusement, ledsraitisi extraits ne sont pas
munis d’une correspondance de Galois : le méme ensembligudéans biologiques
peut étre associé a plusieurs ensembles de generediffé Nous proposons mainte-
nant d’extraire un nouveau type de motif appei&nsemble dense et pertinantini
d’'une telle correspondance. Il s’agit de calculer tous iesnsembles qui satisfont la
conjonction des contraintes introduites ci-dessous.

318



Approximation de concepts formels

3.2 Bi-ensembles denses

Le concept de densité peut étre envisagé sous deux asejtesque I'on mesure le
nombre de 0 par ligne/colonne ou sur I'ensemble du bi-enke(dbnsité forte versus
faible) et selon que I'on considére ce nombre de manieselab ou relativement a la
taille du bi-ensemble (densité absolue versus relative).

La contrainte de “densité forte absolue” impose une litiwtadu nombre de 0 par
ligne et par colonne, mais, relativement a la taille durseamble, elle borne aussi
supérieurementle nombre de 0 total du bi-ensemble. Delphgsjue le seuil de densité
choisi est petit devant la taille minimale du bi-ensembds, lmi-ensembles ne contiennent
pas de lignes et de colonnes presque vides (avec presques|0¢ cbntrairement a ce
qui peut se produire avec la densité faible.

D’autre part, on peut obtenir un résultat similaire sangidegiousser de contrainte
de taille minimale et en utilisant seulement une contrailetédensité forte relative” :
en fixant la proportion de 0 par ligne et par colonne on ne pbtgnir de ligne ou de
colonne pleines de 0.

Ainsi, nous souhaitons extraire des bi-ensembles ayanbmbre maximunmx de
valeurs 0 et contenant au moingois plus de 1 que de 0 par ligne et par colonne. Cette
contrainte est not&@;(r, «, v, (S, G)).

3.3 Bi-ensembles pertinents

Nous voulons extraire des bi-ensembles composés deisitadiiologiques ayant
une densité sur les genes du bi-ensemble supérieutie &geles genes n'appartenant
pas au bi-ensemble. Réciproquement, le bi-ensemble dotegir des génes dont la
densité sur les situations biologiques du bi-ensemblkagsitrieure a celle des situations
biologiques n’appartenant pas au bi-ensemble.

De maniere plus formelle, étant donné deux paramétres bi-ensembl¢S, G) est
dit pertinentssi

max(H{g € G [ (s,9) ¢rh) +0 < min (H{ge G| (s,9) #r})

seS\S
rgneag(ﬁ{s €S| (s,9)gr})+0 < gglgi{lc(ﬁ{s €S| (s,g9) €r})

Par la suite, cette contrainte sera désignée€par, J, (S, G)).

Par construction, plusaugmentent, plus la différence entre la densité du bémibée
et chacune des situations biologiques extérieures andgreble et chacun des genes
extérieurs au bi-ensemble doit étre grande.

3.4 Bi-ensembles denses et pertinents

Les contrainte§, etC, sont complémentaires et peuvent &tre utilisées cotgjiant
pour augmenter la qualité des motifs extraits.

Etant donné les paramétresd et -y, nous voulons donc calculer les bi-ensembles
denses et pertinents, i.e., tous les bi-ensembles sa#infdjA\C; dansr. Nous désignons
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cette collection paS.AT 5. Un bi-ensemblef,G) € SAT s SSi :

(%

max G| (s, r < |G|/ (v +1)
nax(t{g € G| (s,9) €1}) min (3{g € G| (s,9) #1}) —

(%

max(#{s € S| (s, r}) < IS|/(v+1)
e 516089 5 0D gy

Les parameétres, § ety peuvent étre differenciés selon que I'on considereoasraintes
sur les lignes et les colonnes. On notera d'aas parametres sur les colonnes.

Lorsquea = o/ = 0, on retrouve des collections déja bien étudiées :

— SATest la collection des 1-rectangles lorsdue §' = 0.

— SATestla collection des itemsets (au sens défini dans la seztly lorsque = 1

etd’ = 0.

— SATest la collection des objectsets lorsgue 0 eté’ = 1.

— SATest la collection des concepts formels lorsque ¢’ = 1.

Dans le cas ow = o’ = 0, ces collections correspondent aux bi-ensembles les plus
denses et ayant le plus petit seuil de pertinence. Lorsque 0, les collections de
1-rectangles, d’ensembles et de concepts formels sogralésees en introduisant un
certain nombre d’exceptions (valeur 0) dans les motifs.

La figure 2 montre la collectios AT lorsquea = 5, o’ = 4,5 = ¢’ = 1 et
~v =+’ = 0 pourr; ordonnée par la relatiori. Chaque niveau indique le nombre
maximum d’exceptions par ligne et par colonne. Par exensplene seule exception
est autoriseen{ = o’ = 1) et avedd = ¢’ = 1, cing motifs sont extraits.

{s1, s2, s3, s4, s5}, {91, 92, g3, g4} alpha =

{s1, s2, s3, s4}, {gl 92, g3, g4} {s1, s2, s3, s4, s5}, {91, g2, g3} alpha=3

{s1, s2}, {91, 92, g3, g4} {51 s2, 53, s4}, {g1, 92, g3} {s1, s2, s3, s4, s5}, {g2} alpha =2

/ {sl s2, 8}, {91, 92} alpha =1

(51 4}, {03} {s1, 52}, {gl 92} {51 s2,53), (g3 2PMa=0

FiG. 2 — Motifs der; avecd = 1 ety = 0. Les motifs entourés sont ceux dd; 1.

Il peut étre pertinent d’étendre les motifs de base (ittmes concepts) avec des ex-
ceptions de telle sorte qu'ils conservent les proprié&snaximalité associées a ces
motifs au sens de la correspondance de Galois. Cette pte@st trés importante car
elle permet de mieux appréhender la collection extraigst¢e cas en particulier pour
les biologistes. Pour préserver les correspondances ésGaous introduisons une
nouvelle contrainte not&g,,.
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Définition 6 (Contrainte de maximalité C,,,)

Un bi-ensemble (X,Y¥ SAT ,s~ satisfaitC,, dansr ssi:
—d=1letd =0=A(X"Y') € SAT ,5, telqueY =Y’ etX C X’
—d=0etd=1=A(X"Y') € SAT »5, telqueX = X' ety C Y’
—d>letd >1=A(X"Y') € SAT »s, tel que (X,Y)= (X', Y")

La collection des bi-ensembles qui satisfégtA Cs A C,, €St notéeM ;.. Sur la
figure 2, les trois motifs entourés forment la collectibty 1. Deux motifs deSA7 11¢
ont été éliminés.

Le tableau 1 montre quelques collectiahd7 et M en fonction des parametres
etd.

L o=1 |
Lol SAT a5y | Masy |
Hs1h {91,92,93,943} | {{s1}, {91,92, 95, 94}}

o |l tsisa){g}} {{s1,84},{93}}
{{s1,82},{g1,92}} {{s1,52},{91,92}}
{{s1,52,53},{92}} {{s1, 82,83}, {92}}
{{51}7 {91792593594}}

{{s1, 84}, {gs}} {{s1}, {91, 92, 93,94} }

1 {{s1,82}{g1,92}} {{s1,84},{g3}}
{{81752783}a{92}} {{517527’93}7{91792}}
{{81752753};{91;92}}

d=2
0 %%51{7 %91792593594%% {{51}’ {91792793,94}}
S15, 191,925,393, 94
1 {{s1,52,53},{g1,92}} Us1}, {91,92,93,94}}

TAB. 1 — CollectionsS AT s~ €t Mg SUrTy.

La collection.M,;, est muni d’'une correspondance de Galois. En effet, dans nos

applications, les ensembles de situations permettenplitgrer 'association des genes
(la co-expression) et inversement. Ainsi, les biologisexsherchent des associations
bijectives et décroissantes. Les bi-ensembles extrait§ent cette propriété.

Propriétée 1
Poura; < aeta) < o, 4,8,y ety fixés, alors/X € Maassr, 3X1 € Ma, o650
tel queX; < X. De plusy X1 € Ma, 56, 3X € Mawss tel queX; < X.

Propriété 2
Poura, o/, ~ ety fixés, eth < §; ety < o} alorsSAT yos,51 € SAT aarser -

D’apres la propriété 1, plus eto’ augmentent, plus la taille de chaque motif extrait
de M.as5,5, @UgGMente tout en conservant les associations extraitesetacollections
aveca eta’ plus petits. En pratique, une réduction importante ddlle tde la collection
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est observée lorsque les parametres de I'extractionjaditieusement choisis (voir
section 5). Par conséquent, un effet de zoom est obsenduler eta’ varient.

Les parameétres et §’ permettent de sélectionner les motifs les plus perting@moiis
propriété 2).

Mo 0,0,0 €6 Mo 01,1 COrrespondent respectivement aux collections des 1nglets.
et des concepts couvrant toutes les valeurs 1 de la matricsi, A’'apres la propriété
1,Va >0, Yo/ > 0etd,d’ € {0,1}, la collectionM,, o 54 cOuvre tous les 1 de la
matrice.

4 Un algorithme complet

L'algorithme construit un arbre d’énumération binasar les situations biologiques
et les genes, en procédant en profondeur. En s’inspinamqtrithicipe de I'algorithme
DuUAL-MINER (Bucila et al,, 2003), chaque nceud de I'arbre est constitué de trois bi-
ensembles :

— O = (04,04) est composé des éléments qui appartiendront aux motifstiuits

par cette branche,

- N = (N, N,) contient les éléements qui n’appartiendront pas aux si@tif-

gendrés par cette branche,

- P = (P,, P,) contient les éléements qui restent a énumérer.

Chaque élément d& et deG appartient a un et un seul ensemble pafmiP et N.
Les bi-ensemble® et N sont générés d@, #) au bi-ensembléS, G) en exploitant la
relation d’ordre<.

Pour pouvoir utiliser activement les contrainfe®tC,4, on associe a chaque situation
biologiques (resp. chaque géng deux valeurs notéesin, etmax, (resp.min, et
maxg). ming correspond au nombre de valeurs Osdwiur les génes appartenanbg.
maxs correspond au nombre de valeurs Gsdir les genes d@, U P,. ming etmaxs
correspondent respectivement aux bornes inférieurepétrimure du nombre de 0 a un
niveau donné de I'énumération.

4.1 \erification et propagation des contraintes

A tout moment, les éléments des trois ensemliles” et N doivent vérifier les

contraintes suivantes :

— soit une situation telle queming > « alorss doit appartenir a,. Ainsi, si s était
dansO;, on élague la branche. Sinemrst déplacé dans;. En effet, les situations
qui ont plus dex valeurs 0 ne peuvent pas appartenir a un bi-ensembleaoluti

— soit une situation telle que

< ) d
mazxs {Ielzgj{mmt} +

alorss doit appartenir &,. Ainsi, si s appartenait &, le nceud est élagué. Sinon,
s est déplacé dan®,. Dans ce cas, la situation ne contient pas suffisamment de
valeurs 0 pour étre a I'extérieur du bi-ensemble.
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De maniére tout a fait similaire, ces contraintes doirg vérifiees sur les genes.
D’autres contraintes peuvent également étre pousséggleé I'extraction de telle
sorte a élaguer I'espace de recherche ou bien a forggpdidenance d’'un élément a
O ou aN. Par exemple, les contraintes monotones et anti-monogaes peuvent
étre exploitées. Les contraintes monotones vont égédauiO U P et les contraintes
anti-monotones sup. Les définitions 7 et 8 donnent des exemples de contraintes.

Définition 7 (Exemple de contraintes monotones)
— Cps(r, 01,02, (S, Q)) Sit(Os U Ps) > o1 ett(Oy U Py) > 09
- Clnclusi,(m,(r7X7 K (57 G)) siX g Os U Rq ety g Og U Pg
— Carea(r,0,(S,G)) Si4(Os U Ps) x8(0g UPy) > o

Définition 8 (Exemple de contraintes anti-monotones)
- Cmins(r; 01,02, (S’ G)) S’ﬁ(OS) S 01 etﬁ(Og) S 02
= Crne(r, XY, (5,G)) siO; C X etO, C Y

Si un nceud ne vérifie pas une de ces contraintes alors auaas dits ne la vérifiera
et ainsi I'espace de recherche peut étre élagué. Ce tgjgodthme permet d’exploiter
un grand nombre de contraintes, méme des contraintes ggomteni monotones ni
anti-monotones surk commeCy A Cs.

4.2 Optimisation

Pour des raisons d’efficacité, nous utilisons une hegtistimportante pour I'énu-
mération des genes et des situations biologiquesertiélite (géne ou situation biolo-
gique) utilisé pour 'énumération est celui qui possézinombre de valeurs 0 potentiels
(max.) le plus grand. Ce choix tend a réduire la taille du bi-emsie P le plus rapi-
dement possible. Cela diminue I'espace de recherche tqutsservant la complétude
des extractions.

5 Expérimentations

5.1 Evaluation de la robustesse au bruit sur donées syntletiques

Pour montrer la pertinence déd .55+ dans les données bruitées, nous avons tout
d’abord généré des jeux de données synthétiqueseMotrest de montrer que I'extrac-
tion desM /550 permet de retrouver les concepts, introduits dans le jewode&ks
avant qu'il ne soit bruité. Ainsi, les jeux de données ¢ans sont composés de 4
concepts disjoints comportant chacun 10 éléements suquehdimension. Ensuite, un
bruit aléatoire uniforme a été introduit dans les damé@ussi bien sur les concepts
gu'a I'extérieur. Nous avons généré 10 jeux de dosmiir chaque niveau de bruit :
5%, 10%, 15% et 20%. Le tableau 2 indique le nombre moyen deiVecart-type du
nombre de motifs extraits pour chaque niveau de bruit post o’ variant de 0 a 3,

0 = ¢ = 3 et contenant au moins 4 &lements sur chague dimensiorcdbémintes
permettent de ne pas considérer les petits motifs dus audirde ne conserver que
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ceux qui sont trés pertinents. Dans le tableau 2, nous dmn@galement le nombre
moyen de concepts pour chaque niveau de bruit.

o 0 1 2 3

Nb concepts| Moy Moy o Moy o Moy o
5% 228.6 1.3 {082 3.3 | 0.95 4 0
10% 663.8 0.1 ]032| 1.7 | 1.16 3 0.94

15% 1292.5
20% 2191.7

0 0 0.4 | 0.70| 1.3 | 0.95
0 0 0 0 3.1 3

[cNeoNeNe
[eNeNeNaIIS]

TAB. 2 — Moyenne et écart-type du nombre de motifs extraits (€uressais) en
fonction dea = o' et du pourcentage de bruit dans les données-(¢§’ = 3 et
Cims(r,4,4,(S,G))).

Lorsqu’ily a 5% de bruit, on retrouve systématiquemendlesncepts originaux avec
a = o/ = 3. Pour un pourcentage de bruit plus élevé (10% et 15%)es®masit certains
des concepts originaux sont retrouvés. Lorsque le brtiitrep important (20%), le
nombre de motifs extraits est assez variable (I'écant-tygut 3). Sur certains jeux de
données, quelgues concepts parmi les 4 d’'origine somunédss ; sur d’autres jeux de
données, la démultiplication du nombre de conceptgx@ait un peu. En revanche, de
tres nombreux concepts générés par l'introductionrdit bnt été éliminés.

5.2 Impact des paranetres sur les collections extraites
5.2.1 Linfluence des parangtresa eto’

Pour voir I'influence des paramétre®ta’ surM,. 55/, NOUS avons réalisé plusieurs
extractions sur le jeu de donnéesmDA (Bozdechet al, 2003). Ce jeu de données
montre I'évolution des niveaux d’expression de 3719 g&uelonnes) de Plasmodium
falciparum (responsable de la malaria) durant son invagsrglobules rouges. La série
temporelle comporte 46 mesures du niveau d'expressionéfessg

Nous avons fix& = §' = 1 et nous avons fait variet = o’ de 0 a 4. De plus,
les motifs doivent satisfaire la contrairdg, (r, o1, 09, (S, G)) avecos = 3 etoy qui
varie de 19 a 24. Comme la contrainte de fréquence haldtoeht utilisée lors de
I'extraction des ensembles fréquents, la contraipiepermet de rendre les extractions
faisables.

Le nombre de motifs extraits pour = o’ de 0 a 2 diminue globalement. Certains
motifs sont enrichis et deviennent des sur-ensembles désmotra = o’ plus petits.
Ensuite, pourr = o/ > 2, le nombre de motifs extraits tend a augmenter de nouveau.
Ceci peut s’expliquer par deux phénomenes :

— Tout d’abord, la taille de certains motifs, initialemewinncomptabilisés car étant

trop petits, augmentent de telle sorte qu’ils satisfonblatiainte de taille

— Lorsquea > 3, le nombre d’erreurs accepté par ligne est supérieurgall &u

nombre de colonnes minimum du motif, ce qui conduit a aereges concepts
pouvant avoir tres peu de 1 par ligne. Cela induit une auggtien du nombre de
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o 0 1 2 3 4

o1 =24 0 4 4 5 5
o1 =23 9 10 8 9 12
01=221 35| 23 | 22 | 24 | 251
o1=211| 97 | 68 | 66 | 69 -
01 =20 | 241 | 202 | 197 | 213 | -
o1 =19 || 578 | 511 | 513 | 608 | -

TaB. 3 — Nombre de motifs satisfaisant la contraiifg, (r, o1, 02, (S, G)) avecos =
3,01 entre 19 et 249 = ¢’ =1 eta = & qui varie.

motifs. En pratique, il faut imposer une contrainte deeaiflinimale sur les deux
dimensions nettement supérieure ata’.
Lorsquea augmente, I'extraction des motifs denses et pertinentedete plus en
plus difficile. Nous n’avons pas réussi a extraire cesfaptura = o’ = 4 eto; < 21.

5.2.2 Linfluence des parangtress et ¢’

Pour montrer l'influence des paramettest §’ sur M ,o/s5/, NOUS avons réalisé des
extractions sur un jeu de données UCI (Internet Advertes#s) de dimensiod279 x
1555. Il ne 'agit pas d’'une matrice d’expression mais nous avdmesahé un contexte
booléen peu dense pour mieux illustrer les variations dabre de concepts lorsqude
etd’ augmentent.

Pour ces extractionsy et o’ sont fixés a 19 et 4’ varient de 1 a 10 et les motifs
extraits (S,G) doivent satisfaire la contrairitg(r, 01,02, (S,G)) avecos = 0 et
o1 € {31,78,155,330}.

0=20 1 21 3|4|5|6|7|8]9]10
01=31 ||549|56 |16 |7 |5|5|2|2|2]| 2
=78 ||131|17| 3 |2|2|2|1|1]1]| 1
cp=1551| 43 | 7|1 |1|1]1|1|1|1]| 1
o1 = 330 6 1|11 )]1}]1|]1}1]1]1|1

TAB. 4 — Taille des collections extraites sur le jeu de donned4iLl :Internet Adver-
tisements, pousr = o’ = 1 sous la contrainté,,,s(r, o1, 09, (S, G)) avecoy = 0 et
o1 € {31,78,155,330}

Les extractions du tableau 4 montrent une diminution ingrag du nombre de con-
cepts extraits au fur et a mesure de I'augmentatiof ete)’.

5.3 Extension des concepts

La complexité de I'extraction des motifs denses et pentimpeut augmenter tres for-
tement avew eta’ rendant certaines extractions infaisables. Il est néampmssible,
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dans ce cas, d'utiliser I'algorithme présenté pour driricertains concepts formels
intéressant I'utilisateur final. En effet, il suffit poute@dre un concept (S,G) d'ex-
traire les motifs(S’, G') de M.+550 @veca et 3 supérieur & 0 et tel ques, G) est
un sur-ensemble de&s’, G') (il satisfaitCrpciusion(r, S’, G', (S, G))). Pour réduire ef-
ficacement la complexité du calcul, il faut que le concegt pn cherche a étendre ait
suffisamment d’éléments (relativement a la taille ed dénsité du jeu de données uti-
lisé). Dans ce cas, la contrainte d’inclusion devient saffiment sélective pour réduire
I'espace de recherche.

Pour illustrer ce procédé, nous avons utilisé le jeu dendescAMDA qui représente
une série temporelle de 46 mesures correspondant dutevodu niveau d’expression
des 483 genes dont la fonction biologique est connue paria® genes de la matrice
d’origine. On peut distinguer trois phases dans le déysorent de Plasmodium fal-
ciparum au cours de l'infection. Elle sont appelées “rirftfophozoite” et “shizont”.
Tous les concepts formels ont pu étre extraits de cettécaapres discrétisation. Parmi
ces 3800 concepts, on s'est intéressé a un concept eantenit situations relatives a
la phase "ring” et quatre genes dont trois sont connus peair ane fonction cyto-
plasmique. Les genes ayant cette fonction ont tendarte &Ur-exprimés au cours de
cette phase. Nous avons essayé d'étendre ce conceptgruigHir (voir figure 3). Par
exemple en utilisank = o/ = 2 et§ = §’ = 1 on obtient un motif qui contient neuf
genes, onze situations biologiques et 7% de valeurs 0 danetif. Les trois situations
biologiques ajoutées correspondent a la phase "ring'aanples cinq génes ajoutés,
quatre ont une fonction cytoplasmique. Parmi les motiénétis de la figure 3, cing
des sept nouveaux génes sont connus pour avoir une forgtioplasmique et les huit
situations biologiques ajoutées appartiennent a lagoha®y”. La prise en compte des
exceptions dans les données a permis d’augmenter ladailheotif extrait en ajoutant
des éléments cohérents d’un point de vue biologique esex du concept initial.

11-5-11%| 11-10-13% |14-9-15%| |13-8-19% alpha = 3
11-9-7% alpha =2
11-6-5%
alpha =1
8-4-0% alpha =0

FIG. 3 — Extensions d’'un concept : chaque triplet représemnterebre de situations, le
nombre de genes et la densité faible relative de 0.
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6 Conclusion

Pour extraire des connaissances dans de grandes matriégrtes, nous avons
défini un nouveau type de motifs appelé bi-ensembles degtspertinents. Cette re-
cherche a été motivée par des applications en analygarkctiptome ou les concepts
formels dans des matrices d’expression de genes sudgarerbiologistes des mo-
dules de transcription potentiels. Nous nous sommes alt#seissés a la trop grande
sensibilité au bruit des extractions de concepts formels proposer I'extraction de
bi-ensembles qui peuvent étre vus comme des conceptslfoaver un nombre borné
d’exceptions (bi-ensemble dense) mais aussi avec umedqualité sur leurs perti-
nences (singularité des éléments retenus dans le bivéis au regard de I'ensemble
des données).

L'extraction de ce nouveau type de motifs est, dans certaiasplus difficile en pra-
tique que celle de tous les concepts formels. L'applicé&bdie I'algorithme complet
dans des contextes variés nous parait donc peu vraiselefour autant, nous avons
proposé une méthode tres simple pour exploiter I'athare lors de I'extension de cer-
tains concepts déja découverts. Cette direction deereble nous parait tres promet-
teuse dans l'optique d'une assistance a la découver@mumessances dans des données
réelles, que ce soit dans le cadre de la biologie moléeutai plus généralement pour
le traitement de données transactionnelles bruiteesedeet/ou trés corrélées (i.e., de
nombreux domaines d’'application ou les données sonsadionnelles mais pas le
classique contexte de I'analyse du “panier de la ménager lequel les données
sont peu bruitées, peu denses et peu corrélées).
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Abstract : Le nombre de plus en plus grandissant de rEgles assosiativeites—
mime1 partir de contextes de taille raisonnable— a encouragE veldgpement
de mEthodes et/ou techniques pour rEduire la liste des sEaglsociatives ex-
traites. Dans ce contexte, la batterie de rEsultats thEesifpurnie par I'’Analyse
de Concepts Formels (AFC) a permis de dEgager un "noyautictibde” de rE-
gles associative, mieux connu sous le nonbase gEnEriqueA partir de cet en-
semble condensE, de taille rEduite, nous sommes en mesnfierer toutes les
rEgles associatives valides par la biais d’un systEme aiipwe adEquat. Dans
ce papier, nous proposons une nouvelle base gEnEriquepyamvune nou-
velle caractErisation: REgles "Factuelles” et REgles licapives”, sans nEg-
liger linterprEtation sEmantique de ce type de connaissarNous proposons
ainsi un systEme axiomatique valide et complet, permettami=rer toutes les
rEgles associatives valides. Les rEsultats des expEratiens effectuEes sur
des contextes d’extraction rEels ont montrE une importeftiiction en terme
de compacitE de la taille de 'ensemble des rEgles assoesagixtraites.

Mots-clEs: Base gEnErique de rEgles associatives, Connaissancelfacti
implicative, Connexion de Galois, SystEme Axiomatique.

1 Introduction

Extracting "condensed" patterns is grasping the intefdbiedData Mining community.
In fact, avoiding the extraction of an overwhelming knovgeds of primary importance
as it guaranties extra value knowledge usefulness andbiléialn the association rule
extraction topic, rule selection is mainly based on uséindd syntactic templates or on
user-defined statistical interestingness metrics (Oheteddi, 2004). Lossless selection
is mainly based on the determination of a generic subset aéabciation rules, called
generic basisfrom which the remaining (redundant) association rulegg@nerated.
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Compared to the stampede algorithmic effort for extractiegjuent (condensed)
patterns, a few works only focused on extracting generiefasom which only that
defined by Bastidet al is considered as informativee., support and confidence of
inferred rules can be retrieved exactly. However, as a daatsuch generic basis may
be over-sized specially for dense datasets.

In this paper, we introduce a new generic basis of assoniatites calledZG5.
ThroughZG3, we introduce a novel characterization of generic assoaiatiles in-
stead of the traditional onég., exact and approximative. In fact, we distinguish the
"factual' from the 'implicativé' generic association rule. Indeed, a factual generic asso-
ciation rule, fulfilling the premise part emptiness, allawwsighlight item correlations
without any conditionality. However, for an implicativerggric association rule, where
the premise part is not empty, item correlations are comktil by the existence of those
of premise items.

The introduced G B generic basis fulfills the "informativeness properiyg, the sup-
port and the confidence of the derived association rules eartlieved accurately. In
order to derive valid association rules from thé5 basis, we introduce an axiomatic
system, and show that it is valid and complete.

We conducted several experiments on typical benchmarkawgsdts to assess the
ZGB compactness. Reported statistics highlighted Tga8 is more compact than in-
formative generic bases found in the literature. The inioedl generic rule charac-
terization permitted to explain the "atypical" behaviortloé variation of the reported
generic association rule set cardinality versus the variaif theminconfvalue,i.e.,
the number of the reported generic association rules ddesgessarily decrease when
theminconfvalue increases.

The remainder of the paper is organized as follows: Sectiske2ches the basic
mathematical foundations for the derivation of associatide generic bases. We de-
vote section 3 to a review of the literature relating to theaotion of generic bases.
Section 4 introduces a novel informative basis of genesodiation rules and the as-
sociated axiomatic system. Results of the experimentigedaout on real-life databases
are reported in section 5. The conclusion and future worlpegsented in section 6.

2 Mathematical background

In the following, we briefly recall some key results from therial Concept Analysis
(FCA) (Ganter & Wille, 1999) and its connection with genexgsociation rules mining.
Formal context: A formal context (extraction context) is a triplgt = (O,Z,R),

whereQ represents a finite set of objects (or attributgg) a finite set of items an®
is a binary (incidence) relation.¢., R C O x 7). Each coupldo,i) € R expresses
that the transaction € O contains the item € Z.

We define two functions, summarizing links between subdetbjects and subsets
of attributes induced by, that map sets of objects to sets of attributesénd versa
Thus, for a se® C O, we definep(O) = {i | Yo,0 € O(0,i) € R}; and forl C Z,
W(I) = {o | Vi,i € I(o,i) € R}. Both functionsp and¢ form a Galois connection
between the set®(Z) and P(0O) (Barbut & Monjardet, 1970). Consequently, both
compound operators of andt are closure operators, particulatly = ¢ o ¢ is a
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closure operator.
Frequent closed itemset (FCI):An itemset! C 7 is said to beclosedif I = w(I),
and is said to bérequentwith respect to theninsupthreshold if support(E- “Tg‘)‘ >
minsup(Pasquieet al., 1999).
Formal Concept: A formal concept is a paif = (O, I), whereO is calledextent and
I is a closed itemset, calledtent Furthermore, botl® andI are related through the
Galois connection,e., ¢(O) = I andy(I) = O.

Minimal generator: An itemsetg C 7 is said to beminimal generatoof a closed
itemset!, if and only if w(g) = I and there is no such’ gC g such thatw(g¢’) =
I (Bastideet al., 2000).
Equivalence classesThe closure operatay induces an equivalence relation on items
power set,.e., the power set of items is portioned into disjoint subselso(aalled
classed In each distinct class, all elements are equal supparevathe set of minimal
generators is the smallest set of incomparable elementssretjuivalence, while the
closed itemset is the largest one.
Galois lattice: Given a formal context’, the set of formal conceptsc is a complete
lattice L. = (Cx, <), called theGalois (concept) latticewhenCy is considered with
inclusion between closed itemsets (Ganter & Wille, 1999pB&& Monjardet, 1970).
Such structure must verify these two properties:

e A partial order on formal concepts is defined as foll&ing, cs € Cx, ¢1 < ¢ iif
intent(cz) C intent(c1), or equivalentlyextent(ci) C extent(cq). The partial
order is used to generate the lattice graph, callasise diagramin the following
manner: there is an are;(, cz), if ¢; < ¢ where=< is the transitive reduction of
<, i.e.,Veg € Cx, 1 < c3 < ¢o implies eitherc; = ¢3 or c; = c3 (Ganter &
Wille, 1999).

o All subsets ofC. have one greatest lower bound, jbi operator, an one lowest
upper bound, theneetoperator.

Iceberg Galois lattice When only frequent closed itemsets are considered with set
inclusion, the resulting structu(«ﬁ, Q) only preserves thpin operator. This is called
a join semi-lattice or upper semi-lattice. In the remairifithe paper, such structure is
referred to aslteberg Galois Lattice(Stummeet al,, 2002).
Therefore, given an Iceberg Galois lattice in which eaclatbitemset is "decorated”
with its associated list of minimal generators, generiebasf association rules can be
derived in a straightforward manner. Indeed, generic apprative' rules represent
"inter-node" implications, assorted with the confidencasuee, between two compa-
rable equivalence relation claséese., from a sub-closed-itemset to a super-closed-
itemset when starting from a given node in the partially oedestructure. For example,

1

the generic approximative association rulé-8BE is generated from the two equiv-
alence relation classes topped respectively by the cldseasets 'C’ and 'ABCE’.
Whereas, generic exdaissociation rules are "intra-node" implications, with afeo

1with confidence value less than 1.
2The closure operatar induces an equivalence relation on items power set.
Swith confidence value equal to 1.
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dence value equal to 1, extracted from each node in the ihadrdered structured.g,
from the closed itemset "ABCE", we obtain the following ggoexact association
rule: AB=-CE).

Example 1

Let us consider the formal contegtgiven by Figure 1 (Left). Figure 1 (Right) sketches
equivalence classes of the induced equivalence relation fhe extraction context.
The associated Iceberg Galois lattice, for minsu@, gs depicted by Figure 1 (Bot-
tom). Each node in the Iceberg is represented as a couple (cltesadet, support)
and is decorated with its associated minimal generatorHigture 1 (Center) sketches
equivalence classes of the induced equivalence relation fhe extraction conteXt.

A B C D E
1| x X X
2 X X X
3| x x x X
4 X X
5| x x x X

{AE}, {AB}
| (ABCE;2) |

{A} {BC}{CE}
| (AC:3) I | (BCE:3) I
{C} {BY{{E}
| ca | | esa) |

Figure 1: Left: Formal contextC Right: Equivalence classeBottom: Associated Iceberg
Galois lattice forminsup=2.

3 Extraction of generic bases of association rules

Association rule derivation is achieved from a Batf frequent itemsets in an extraction
context/C, for a minimal supporiminsup An association rule® is a relation between

“We use a separator-free form for sets, A stands fo{ A, B}.
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itemsets of the fornk: X = (Y — X), in which X andY are frequent itemsets, and
X CY. ltemsetsX and(Y — X) are called, respectivelpremiseandconclusionof
the ruleR. The valid association rules are those whose strengthenetmfidence(R)=
%, is greater than or equal to the minimal threshold of configéeninconf If
confidence(R)=1 theR is calledexact association ruletherwise it is calleépproxi-
mative association rule

The problem of relevance and usefulness of the associaties is highly important.
This is due to the high number of association rules extrdcted real-life databases and
the presence of a high percentage of redundant rules cangéye same information.
In the literature, we can witness the presence of techniguasine such a set of rules,
mainly based on statistical metrics. In what follows, weu®on the results issued
from the FCA, to retrieve an information lossless reducddo$eules. Indeed, this
reduced set, callebasis is composed of generic rules that have to fulfill the follogi
requirements:

¢ "Informativeness': The generic basis of association rules allows to retrexe
actly the support and confidence of the derived (redundastc@ation rules.

e "Derivability": An inference mechanism should be providedy, an axiomatic
system). The axiomatic system has to be valliel. (should forbid derivation of
non valid rules) and completed., should enable derivation afl valid rules).

A critical review of the dedicated literature allowed mgitd split previous works into
two pools:

1. Non informative generic bases approaches described below are not informa-
tive, i.e., support and confidence of redundant rules can not be detednex-
actly. In (Kryszkiewicz, 1998; Kryszkiewicz, 2002), Krydgewicz introduced a
new syntactic derivation operator, called tieoVer'. Based on the Cover op-
erator, the author defined a minimal basis of rules callegrésentative rulé's
(RR). RR basis was redefined in (Luong, 2001) under the nanieepfesen-
tative basis (RB). However, the premise and the conclusion parts of the gener
rules of RB are not necessarily disjoint. To derive redundant rulesfR3, the
author proposed a sound axiomatic system composééfofaugmentatiomnd
DecompositiorAxioms.

In (Zaki, 2004), Zaki defined a generic basis of associatites; calledVRR.
The N'RR basis is composed of rules having minimal premise and csiuriu
parts. To generate all redundant association rules, th®auses Augmentation
and Transitivity axioms. However, association rules irddrby the application
of the augmentation axiom are not always valid.

2. Informative generic basisBastideet al. (Bastideet al., 2000) characterized what
they called Generic basis for exact association ruleghich is defined as fol-
lows:

Definition 2
Let FCT be the set of frequent closed itemsets extracted from thtexband,
for each frequent closed itemset I, let us derghtéhe set of minimal generators
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ofl.
GBE={R:g=(I—g) |l €FCIAgeG Ng#I}.

The authors also characterized what they calledbtmative basis for approxi-
mative association ruléswvhich is defined as follows:

Definition 3

Let FCT be the set of frequent closed itemsets extracted from thiexband let
us denoté&; the set of minimal generators.

GBA={R:g5> (Y-g),YEc FCINgE G Aw(@)C Y A c = confidence(Ry
minconf}.

As pointed out in (Kryszkiewicz, 2002), by using the Coveergior as axiomatic
system, the couple&BE,GB.A) forms a subset of association rules which is in-
formation lossless. A couple of valid and complete axiomayistems foGBE
andGBA, respectively, was given in (BenYahia & Nguifo, 2004b).

4 A new generic basis

As we have seerR R and N'R'R generic bases are unfortunately not information loss-
less. The coupledBE, GBA) is information lossless. However, as a drawback, the
couple GBE, GBA) is oversized specially for dense datasets. Hence, ouribatibn
consists in introducing a new approach to extract an inftimageneric basis of asso-
ciation rules, which is by far more compact th&Bg,GB.A).

Thus, we introduce the following definition of the new gendrasis called GB:

Definition 4

Let FCT be the set of frequent closed itemsets @ndhe set of minimal generators of
a frequent closed itemset |.

IGB={R:gs= (I-gs) | | € FCZ NI O ANQGs € Gy, I' € FCIT AN I' C | A confi-
dence(R)> minconfA $ g /g’ C g, A confidence(g= I-g’)> minconf }.

Proposition 5
TheZGB generic basis is informativeg., the support and the confidence of all derived
rules can be retrieved exactly frabg 3.

Proof. Our approach consists in finding for each non empty frequieised itemset

I, the smallest minimal generator @f a frequent closed itemset I’ subsumed by |
and fulfilling theminconfconstraint. Thus, generic association rule§G#5 have the
following form: gs=-1-gs. Therefore, we are able to reconstitute all frequent closed
itemset by concatenation of the premise and the conclusiots pf a generic rule.
Since the support of an itemset is equal to the support oftialest closed itemset
containing it, then the support and the confidence of alvéériules can be retrieved
exactly. m
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C2ABE @) ALBCE ©) B2ACE ?)

E':%ABC (2) |0 :%BCE & |0 :%}AC ()

DEBE() | 03c@)
E-B(Y) |BoE(@) | cia®) | BicE@ | ciBEQE)
A=C (2) BC=E (2) EiABC(g) CEABE(g) BéACE(%)
CE=B(}) | AB=CE() AiBCE(g) BCéAE(%) EiBC(g)
AE—BC (2) ced B (2)

Table 1: Up) ZGB generic basisBottom) (GBE, GB.A) generic bases for minsuéz
and minconf= (the support value is indicated between brackets.)

4.1 7GB generic basis construction

In what follows, we propose to present thé 5 construction algorithm, whose pseudo-
code is depicted by Algorithm 1ZGB construction algorithm takes as input the set
of all FCI, FCZ, extracted by using one of the dedicated algorithresy, CLOSE,
CHARM or CLOSET+ algorithms.

Proposition 6
Let | be a non empty frequent closed itemset, if suppgrtft)inconf, then the generic
association rule R) =1 € ZGB.

Proof. Proposition 6 derives straightforwardly from Definition &ince confidence
(R:0 =l)=support(l), then the generic rue=-1 is valid. Hence, R presents the largest
conclusion that can be drawn from the frequent closed itemsice there is no such
anotherrule R:X=Y’ suchthatX’c 0and ICY'. m

TheZGB construction algorithm (see Algorithm 1)is based on Prdjurs6. So, it
considers the set of frequent closed itemsefg. For each non empty closed itemset
I, it checks whether its support is greater than or equaliteconf If it is the case, then
we generate the generic rulefR:1. Otherwise, it has to look for the smallest minimal
generator g, associated to a frequent closed itemset subsumed by Ihandjenerates
the generic rule R:g=-1-g; if the minconfthreshold is reached.

Example 7

Let us consider the extraction context given by Figure 1 tjLefable 1 (Up) shows
theZIGB basis extracted from the formal contétfor minsup £ and minconf =5.
Whereas Table 1(Bottom) shows the couié$€,GB.A) for the same minsup and
minconf settings.

5A critical survey of these algorithms can be found in (Beri¥a Nguifo, 2004a)
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Algorithm 1: ZGB construction

Input: FCZ: set of frequent closed itemsets and their associated ralrjemerators;
minconf
Output:ZGB: Informative generic basis
begin
foreachnon empty frequent closed itemset JFCZ do
if (support(l)> minconf)then
R=0 =1
R.support=support(l)
R.confidence=support(l)
| IGB=IGBUR
else
Lsmallestfgen:{}
foreachI’ Clin increasing order of sizqa% > minconf do
foreachge G- and g | do
if ﬂ gs € Lsmallest—gen | gsCg then
|_ Lsmallestfgen:Lsmallestfgen U g
foreach 0s € Lsmallestfgen do
R=g; =1-0;
R.support=support(l)
R.confidence=tezert).
support(gs)

IGB=IGBUR

re_turn(ZQB)
end

4.2 Generic association rule semantics

In the following, we have to discuss about the semantic lagtd¢o an association rule
R:X=(Y-X). Usually, R expresses that the probability of findingnith a value ¢ de-
pends on the presence of X. Thus, X constitutes a const@iit item correlations.

In the ZGB basis, we can find generic association rules whose premisega be
empty. Such rules were considered in (Kryszkiewicz, 200#yrg, 2001), but no at-
tention was paid to a semantic interpretation attachedsdype of knowledge.

Let us consider the extraction context given by Figure 1 fjLefor minconf=2 and
applying Bastideet als approach, we obtain among the possibly extracted generic
association rules, & ABE, E = ABC, B = ACE, A = BCE. However, does the
probability of finding A, B, C and E together depend on the pneg of A, B, C or E?
Actually, the probability of finding A, B, C and E with a valueegter than or equal to
minconf= % does notdepend on any condition. Thus, we propose to regiseh type
of knowledge by only one generic association ruke, R: ) = ABCE. The generic ba-
sisZGB contains then two types of rules:(ifiplicative rules represented by generic
association rules whose premise part is not empty. factual rule$ represented by
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generic association rules whose premise part is empty.

4.3 Redundant association rule derivation

In order to derive the set of all valid redundant associatidaes, we propose in what
follows an axiomatic system and we prove that it is valid.(should forbid derivation
of non valid rules) and that it is completieg(, should enable derivation of all the valid
rules).

Proposition 8
Let us consider the generic basis denoted Gy and the set of all valid association
rules extracted frontC, denoted byAR . The following axiomatic system is valid.

AO0. Conditional reflexivity: If X =Y € IGB A X # () then X5Y € AR
Al. Augmentation IfX=<Y € TG then XU Z% Y-{Z} € AR ,ZCY.

A2. Decomposition: If XY € AR then X5Z € AR, ZC Y Nw(X Z) = XY.

Proof.

AO. Conditional reflexivity: follows from the proper definition of théG:.

Al. Augmentation Since R: X5Y € ZGB then confidence(R: ¥Y)=c and sup-

port(R: X=Y) > minsup. % = ¢ > minconf. Since XC XZ, then
support(X)> support(Xz) and minconf gjf;’;;fifxy)) < ZZ%Z?%Z; Thus,

R: XU Z%;Y—{Z} is a valid association rule having a confidence value equal to

c'= % and a support value equal to that of R.

A2. Decomposition: Since, R: X>Y € AR then confidence(R: ¥Y) = ¢ > min-
conf, and support(R: ¥Y) = support(XY)> minsup. c% then sup-

port(XY)=c x support(X). Also, we haves(X 7Z) = XY, then support(X2) =

support(XY) consequently, support(XZ) =>c support(X). Thus, R: X%6Z is a

valid association rule having support and confidence vadgesl to that of R .

Support and confidence values of the derived (redundaef auk greater than or equal
to those of the associated generic association rule. Theiproposed axiomatic system
is valid m

Remark 9

The conditional reflexivity is used by compliance with theistraint of non emptiness
of the premise, in respect to an implicit "habit" stipulgtithat the premise part of an
association rule is usually non empty.

Proposition 10
The proposed axiomatic system is complete: the set of adicéetion rules extracted
from K are derivable frorf G5 by using the proposed axiomatic system.

337



CAp 2005

Proof. LetZG B be the generic basis extracted from the extraction coiidat a given
minsup and minconfAR denotes the set of all association rules extracted fkoand
FCT the set of frequent closed itemsets.

Let R:X=Y-X € AR. In the following, we have to show that R can be derived from a
generic association rule @G5 by the application of the proposed axiomatic system.

e IfY € FCT then two cases are possible:

1. thereis no such arule R: X% Y-X' € AR such that XX, then

— if support(Rx minconf, then R:%-Y-X € ZGB. R:X=Y-X € AR by
application of the conditional reflexivity axiom.

— Else there is such a rule R*>Ye ZGB. By application of the aug-
mentation axiom to R", we obtain the rule RY-X).

2. Thereissuch arule R":XY-X" € ZGB such that XX’ A X"CX. By ap-
plication of the augmentation axiom to R":XY-X", we obtain R:X=Y-
X.

e Otherwise, there is such a rule R=XY’-X € AR such that Ye FCZ A Y’ =
w(Y). Then, it exists a rule R":X&Y'-X" € ZGB such that XXX. We apply
firstly, the augmentation axiom to R":X:Y’-X"(if X" CX) in order to obtain
R:X=-Y'-X. Next, we apply the decomposition axiom to R’ to find R:Xv-X.

5 Experimental results

We carried out experimentations on benchmarking datasisse characteristics are
summarized in Table 2, in order to evaluate the number ofrieassociation rules. We
implemented both algorithms in the C language under LinwoFe Core 2. Physical
characteristics of the machine are: a PC pentium 4 with a &tk cate of 3.06 Ghz
and a main memory of 512 Mo. Table 3 reports the number of F@aeted from the
considered datasets. The number of reported generic atisadiules ofZG5 and the
couple GBE, GBA), for different values ofminconf are also given. We denote by
FR the cardinality set of factual generic association rated by IR the cardinality set
of implicative generic association rules. To assess thepeainess of the considered
generic bases, the column labelled AR reports the number of all valid association
rules extracted by the Apriori algorithm (Agrawetlial., 1996).

In the following, we focus on the variation of the reportechgec rule number of
the different generic bases versus the minconf value vaniatExperimental results
only stress on comparirifG B compactness versus that of the only informative generic
basis pointed out by the state of the art review, the couple §BE,GB.A). For the
ZGB, whenminconf=minsup ZGB contains only factual generic association rules. The
number of factual generic association rules is equal to timeber of FCI €.f, the
third column of Table 3). This can be explained by the fact tiaFCl supports are
equal to or greater thaminconf As long asminconfvalue is increasing, the number
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Base Type | |Transactioh | |itemg
T1014D100K | Sparse 100000 1000
Mushrooms | Dense 8124 120
Connect Dense 67557 130
Chess Dense 3196 76

Table 2: Characteristics of datasets.

Dataset minsup | #FCZ | minconf | AR 68 (GBE,GBA)
(IR,FR)
0.5% | 2216 || (0,1074) (0, 2216)
T1014D100K | 0.5% 1074 1% 2216 || (1210, 385) (0, 2216)
10% 2172 || (1188, 0) (0, 2172)
50% 1145 (606, 0) (0, 1145)
100% 0 (0,0) (0, 0)
30% 94894 (0, 427) (557, 7066)
Mushrooms | 30% 427 50% | 79437 | (922,45) | (557,5204)
70% | 58010 | (954,12) | (557, 3963)
90% | 24408 || (794,5) | (557,1602)
100% | 8450 (557, 1) (557, 0)
Connect 95% 809 95% 77816 (0,809) | (682,24654)
96% | 73869 | (2092,48) | (682, 23098)
97% | 60101 || (2154, 284)| (682, 17788)
98% 41138 || (2463, 135)| (682, 11035)
99% | 19967 || (2256,28) | (682, 4568)
100% 2260 (682, 0) (682, 0)
Chess 87% 1194 87% | 42740 (0,1194) | (342, 31196)
89%% 40451 || (1734, 689)| (342, 29362)
91% 36098 || (2293, 362)| (342, 25805)
93% | 29866 || (2573, 193)| (342, 21008)
95% | 20312 || (2681, 73) | (342, 14031)
9% 10830 || (1257,29) | (342, 7353)
100% 418 (342, 0) (342, 0)

Table 3: Variation of generic association rules number vacamf value variation
(dense datasets are indicated in bold).
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Dataset minconf % o8 | (GBE.0BA)
0.5% 0.48 0.48 1
T1014D100K 1% 0.71 0.71 1
10% 0.54 0.54 1
50% 0.52 0.52 1
100% 1 1 1
30% 0.05 0.004 0.08
Mushrooms 50% 0.16 0.01 0.07
70% 0.21 0.01 0.07
90% 0.37 0.03 0.08
100% 1 0.66 0.66
Connect 95% 0.03 0.01 0.32
96% 0.1 0.03 0.32
97% 0.13 0.04 0.3
98% 0.22 0.06 0.28
9% 0.43 0.11 0.26
100% 1 0.3 0.3
Chess 87% 0.03 0.02 0.73
89%% 0.08 0.05 0.73
91% 0.1 0.07 0.72
93% 0.12 0.09 0.71
95% 0.19 0.13 0.7
97% 0.16 0.11 0.71
100% 1 0.81 0.81

Table 4: Comparison of generic basis compactness.
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of factual generic rules decreases until reaching 0 whercont1 (c.f, Figure 2).
Indeed, by varyingninconf each factual generic rule is substituted by a certain numbe
of implicative generic rules. Thus, the higher this cartiyas, the more the number
of ZGB generic association rules increases.

A singularity for the MusHROOM dataset is noteworthy. In fact, the number of fac-
tual generic rules is equal to 1 even fainconf=1 (usually, it is equal to 0). This can
be explained by the fact that the item coded by '85’ appeaadl iataset transactions.
Thus, for any value afminconf the factual generic rulé —85 is always valid.

For the(GBE,GB.A) generic bases, we note that the numbey BE rules is insensi-
tive to the variation ofminconfvalue. However, the momainconfincreases, the more
the number ofGBA rules decreases. Indeed, by increasmgconf the number of
minimal generators satisfying tmeinconfconstraint decreases.

In what follows, we discuss the compactness degree of theidered generic bases.
From the reported statistics in Table 4, we note that the gapdenZG5 and the set
of all valid rules extracted using theP®I0RI algorithm is more important for dense
datasets. Indeed, the compactness degr&¢ Bfranges from 0.% to 80%. However,
for sparse datasets, the compactness degree is limitedalo@warying between 48
and 100%. For sparse dataset$;8€, GB.A) contains as many generic rules as the set
of all valid rules €.g, the two associated curves are merging for the T1014D100K
dataset). This can be explained by the fact that for spartssets, the set of frequent
itemsets is equal to the set of FCI and to the set of minimaéggors. However, for
dense datasets, the compactness degregi2ff (GB.A) varies between@ and 8%%.

T1014D100K Mushroom
. 2500 LI R S o . 100000 T T T LYo s
g - —eo-- S 90000 -y —mo-
o i ksl X
E 2000 (GBE, GBA) 2 E 0000 | . (GBE,GEA) ~= ]
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8 1500 P g - 3 60000 “x B
S . S .
2 o ~ 2 50000 | E
c ~ - c X,
S 1000 - . - S 40000 -
8 RSN S 30000 - NV
g 500 | N A S 20000 [ A
] RN 2 10000 E
< 0 P S S TR T TR TR T R < 0 4 A B &
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 30 40 50 60 70 80 90 100
Minconf(%) Minconf(%)
Connect Chess
_ 80000 T . r— g 48000
@ X - 5 [ s o]
€ 70000 & .._ (GBE, GBA) =& g 40000 - (GBE,GBA) —&
5 60000 | “x. AR —-x--- i §  3s000 | O R
c . = u] S
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Figure 2:Generic association rule set cardinality variation versirsconf variation.
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6 Conclusion

In this paper, we introduced an approach for the extractban informative generic
basis which is more compact thaW{&, GB.A). We also provided a valid and complete
axiomatic system, allowing to infer the set of all valid sil&Ve distinguished two types
of generic rules;factual’ from "implicativé' ones. We also implemented algorithms of
IGBand GBE,GB.A) construction. Experimental results carried out on berarking
datasets showed important profits in terms of compactnetisedhtroduced generic
basis. Of interest to mention that;3 extraction algorithm performances outperform
those of GBE, GB.A) extraction algorithm.

In the near future, we plan to examine the potential benedita fntegrating G ba-
sisin a query expansion system. In this context, we havectasfon assessing the trade-
off between generic basis compactness and complexity afdbeciated axiomatic sys-
tem, in case of association rule derivation. Also, we haveatkle the "pitfall* of
representing factual rules in a generic basis visualinaitvironment.
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Résumé : Frequent and closed patterns are at the core of numerous|&aige
Discovery processes. Their mining is known to be difficulicéuse of the huge
size of the search space, exponentially growing with the bemof attributes.
Unfortunately, most studies about pattern mining do notreskl the difficulty
of the task, and provide their own algorithm. In this papee, pvopose some
new results about theeveragenumber of frequent patterns, by using probabilistic
techniques and we extend these results to the number ofigbegterns. In a first
step, the probabilistic model is simple and far from the fidalsince the attri-
butes and the objects are considered independent. Neesdtreecording to this
model, frequency threshold phenomena observed in praateexplained. We
also prove that, for a fixed threshold, the number of freqpaiterns is asymp-
totically exponential in the number of attributes and polymal in the number of
objects whereas, for a frequency threshold proportiontdésmumber of objects,
the number of frequent and closed patterns is asymptatipalynomial in the
number of attributes without depending on the number ofcibje

Mots-clés: data mining, average analysis, frequent and closed patter

1 Introduction

In Knowledge Discovery in Databases, the goal is to find imi@tion in databases
which describe th@bjectsunder study with theiattributes More precisely, we are
trying to find interesting conjunctions of attributes, edlpatterns These patterns are
more or less present in the database, and are qualified hyftbguency: it is the
number of objects containing the pattern. When this quarities above a user-defined
threshold, the pattern is sdi@quent

Among others, frequent patterns are at the core of many daiagrprocesses. They
give a first piece of information, telling that some conjuois of attributes are signifi-
cantly present in the data. They are very useful, e.g. foaiseciation rules discovery,
which can ground classification methods. Frequent patténmmhas been well stu-
died, because it is the first stage leading to associati@sriinding these patterns is
algorithmically hard, while it is easy to derive associatiales from them. In fact, the
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search space is exponentially large with the number obates, and becomes rapidly
intractable.

In this article, we are also interesteddlosedpatterns. A closed pattern is the maxi-
mal pattern (w.r.t. the inclusion) of the set of patternsihgithe same frequency and
sharing the same attributes. When they are associated lv@tbdrresponding pattern
of objects containing the pattern of attributes and beisg alosed, both constitute a
conceptConceptual learning is a hot topic (Wille, 1992), and ctbgatterns is an easy
way to non redundant association rules (Zaki, 2000). Thaiimg has then been widely
examined (Kuznetsov & Obiedkov, 2002; Fu & Mephu Nguifo, 200

Unfortunately, most studies about pattern mining provitErtown solution for sol-
ving the mining problem, and sometimes give the compleXitheir algorithm, but the
theoretical aspects of the difficulty of mining is rarely aglsbed. The exponential size
of the search space is always recalled but only gives an ugperd on the number of
frequent patterns, furthermore in the worst case.

In this article, we propose new results aboutdleragenumber of frequent patterns,
by using probabilistic techniques. We also give the avernageber of concepts (or clo-
sed patterns, see Section 2) for a frequency threshold giopal to the number of
objects. We will see that these results confirm the intuiibout the difficulty of the
task, by showing that the number of patterns is exponenteije with the number of
attributes, and polynomial with the number of objects. Besj if the frequency thre-
shold is a proportion of the number of objects (10% for exa)phe average number
of frequent patterns is polynomial with the number of atttés, without depending on
the number of objects.

The organization of this paper is as follows : we present itiBe 2 some definitions
and properties about pattern mining in databases, andtygvaain results of our work
in Section 3. We change the model by adding more constrait8edtion 4 and end the
presentation with some open problems (Section 5). Sectisra&hort conclusion and
Appendix A and B gather the proofs of the theorems.

2 Preliminaries

2.1 Notations

A database contains the objects under study, which areibdeddsy their attributes.
It is usually a boolean matrix, where objects are drawn onrtines, and the binary
attributes are the columns. We will not discuss here abaitibthods for obtaining
such a boolean matrix, starting from continuous or multisgd attributes (see (Srikant
& Agrawal, 1996) for an example).

In this article, we will have to distinguish two frameworks :

1. the transactional (consumer bag) framework is the mestsidal : objects are
called transactions and represent a list of purchase. Ehaurght product is an
attribute, and is often called item. It is absent or presetté transaction ;

2. the attribute/value framework is related to the databaseain : every continuous
attribute is discretized and transformed into several nealdan attributes.
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We will yet use the same notation for both frameworks congidethat, at the end,
we only use boolean attributes. We will come back again todifferences between
both frameworks when specifying the probabilistic modek(Section 3.2). The set of
attributes is denotedl = {1..m} and the set of objects & = {1..n}. A patternis a
subset ofA, and the collection of patterns is denotedsy.

A database is a subset of x O and can be represented bynax m matrix
(Xi,j)i=1..n,j=1..m. We can also consider that a database is a set of transactiwrs
we will write that a pattermd is supported by a transactidnif A C T'. Thesupport
of A is the set of all transactions containidg and the frequency od is the size of its
support.A is said to bey-frequent if its frequency is over a user-defined threshald

Definition 1 (frequent pattern)
LetB = (xi,j)i=1..n,j=1..m b€ a binary database with items anch transactions and
~ a strictly positive integer. A-frequentA is a pattern such thigupport(A)| > 7.

During the demonstrations, we will use a matrix vision of sagport : for allj in A
andi in support(A), x; ; = 1, and for alli in O\ support(A), there existg in A such
thatxm- = 0.

We now give, in this framework, the definition ofiaclosed pattern :

Definition 2 (frequent closed pattern)
LetB = (xi,j)i=1..n,j=1..m b€ a binary database with items anch transactions and
~ a strictly positive integer. A patteta is v-closed if :

— A is y-frequent pattern,

— forall j in A\ A, there exists in support(A) such thak ; = 0.

2.2 Pattern mining

The first and most popular algorithm for mining frequent @it isA-PRIORI (Agra-
wal & Srikant, 1994). The key idea is to use the anti-monotmyaroperty of the fre-
quency constraint, which entails that every subset of aueatipattern is frequent as
well, or reciprocally that a superset of an infrequent patie infrequent. Starting from
frequent items, candidate patterns with two items are buitt their frequency is che-
cked in the database. When a candidate is not enough prisesupersets are pruned
and will not ground any further candidate. New candidatepanduced by joining two
frequent patterns having the same prefix, and again chenkbd database, etc.

With this method, patterns are mined with a level-wise stggt computing them by
increasing sizeA-PRIORI requires only one database scan to check all candidates at
each level : there will be as much database scans as the sihe tH#rgest frequent
pattern. If we consider that the bottleneck of such a metlesdih database accesses,
the complexity ofa-PRIORIregarding this criteria is good.

The concept of positive and negative border is very usefidrder to more precisely
analyze the complexity. The positive border gathers theimaix frequent patterns,
with respect to the inclusion order. The negative bordezrsfa dual vision : it brings
together the minimum infrequent patterns. Gunopulos ehale shown that mining
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the frequent patterns requires as many database accesheseasre elements in both
borders (Gunopulost al, 1997a).

Since twenty years, closed pattern mining is well studied,tbe known methods
provide all closed patterns, while we are, in the contextad&dnining, only interested
in the most frequent. Recent works combine both approaelmesthe closed patterns
can also be mined in a level-wise manner, by using the frelelé€a& Goethals, 2003)
or key patterns (Pasquiet al., 1999), because they are the generators of the closed
patterns.

2.3 Related work

We recall in this section some results about the complexityequent pattern mining.
As we will see, we are aware about the difficulty of the miniagkt: Gunopulos et al.
have shown that deciding whether there exists a frequetgrpatith ¢ attributes is
NP-complete (Gunopulost al, 1997b; Purdonet al, 2004). The associate counting
problem is #P-hard. But we are not really aware about the mawffrequent patterns.
In fact, as far as we know, there does not exist such resulkeifiterature.

The reason is that the search space is well known to be expalhelarge with the
number of attributes, and the worst case (e.g. a databage whe= 1 for all  andj,
see Figure 1-a) gives™ — 1 frequent patterns (with the minimum frequency threshold
~ = 1). In the middle matrix wherg; ; = 0 (see Figure 1-b), there ap& — 2 closed
patterns (withy = 1). Finally, in the matrix of the Figure 1-c (Borat al, 2002),
there arek maximal frequent patterng s such that, = k), 2¢ — 2 closed patterns,
and more thar2®*(~1) frequent patternsl (is such thatm = kI). Of course, it is a
pathological example, but we have here a situation whereuh#er of closed patterns
is exponentially larger than the number of maximal patteaind the number of frequent
patterns is again exponentially larger than the numberasfed patterns.

m m |

@ (b) ©

FIG. 1 — Three worst cases for pattern mining (when it is filleth&ans that there are
1 in the matrix, otherwise there are 0).

Average analysis considerations might then provide isterg results. We found one
such study (Purdorat al,, 2004), but it is related to the failure rate #fPRIORI. It is
useful for predicting the number of candidates that theritlym will have to check.
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This work confirms the results of (Geedsal,, 2001), who used an upper bound. On
other hand, in the seminal paper (Agrawéalal, 1996), the authors of the-PRIORI
algorithm have explained that there are very few long pasgtén a random database,
and we will reuse the same probabilistic model.

We end this section with quoting (Dexters & Calders, 2004)icl gives bounds on
the size of the set df-free patterns (Calders & Goethals, 2003). The authorsigeov
a link between the number of free patterns and the maximugtheosf such a pattern.
Even if this work is hard to relate to ours, we will have to istrgate it further.

3 Results with the transactional framework

3.1 Hypothesis

In the following, we are interested in computing the avenagber of frequent and
closed patterns, with respect to a certain minimum fregquémesholdy. All the pro-
vided results are asymptotic (i.e. farand m large) so that the way the frequency
threshold is growing wit is important. In practice, two cases are generally disiingu
shed:

Hypothesis 1 (fixed case)
~ is fixed and small when compared to the numbeir objects.

For example; can be fixed to ten transactions, when there are 100 000 ttéonss
in the database.

Hypothesis 2 (proportional case)
~ is a ratio ofn. In this case, we will say that there exists]0, 1| such thaty = rn.

Since we do not havinfinite databases, the percentagewust not be too small in
practice. Nevertheless in our theoretical frameweréan be taken as small as we want
but the speed of convergence of our asymptotics deceleftesdistinction between
both hypothesis will be useful during the proof of our resulif v is fixed and small,
some approximation can be performed which could not be nfadis & percentage of
n. When+ is a ratio ofn, some threshold phenomena appears in an integral, which can
be exploited by a Laplace’s method.

Figure 2 shows the difference between a fixednd a variable one. The whole set
of (closed) patterns is a lattice where all the patterns wWith same cardinality are
present on the same horizontal line. Besides, the most algoegiterns which have the
lowest cardinality, are in the top of the lattice. Thus, thigi¢e may be represented by a
rhombus and frequent (closed) patterns correspond to dyesgperior part. This figure
emphasizes the fact that a variableuts the lattice with preserving the same proportion
between both parts. With a fixed this proportion is no longer preserved.

We also have to safely define the ratio between the numbejjetistand the number
of attributes. We therefore require framandm that they are polynomially linked, i.e.
there exists a constantsuch thaog m ~ clogn. Let us note that this assumption is
only useful for the asymptotic provided in the Theorem 1.
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FiG. 2 — Difference between a fixegdand a variable one (the empty set is at the top
of the lattice, and the complete set of attributes is at th®obu In the case whergis
fixed, the white parts of the lattices, which gather the igifrent patterns, seem to have
an equal size, but it is false in practice)

3.2 Probabilistic model

We assume in this section that we are in the transactiomakfnark. The probabilis-
tic model we now describe is very simple. Since we can notexpatein advancehe
correlations existing in real databases,we will suppoat:th
The databaséy; ;)i=1..n,j=1.m forms an independent family of random variables
which follows the same Bernoulli law of paramegen 10, 1].

Figure 3 provides an example of such a transactional degaivathe left chart : there
is no constraint w.r.t. the columns on the number of 1 in e&eh [This model is far
from the reality. Indeed, an equivalent in Information Theis to modelize the French
language with a memoryless source that respects the piibpalbieach letter. The
result is not very good but theoretical analysis can be yad.lén the Section 4, this
model is improved in order to handle items coming from camtims or multi-valued
attributes. Nevertheless, we will again suppose that tiectdare independent.

3.3 Results

This probabilistic model leads to a simple analysis of therage number of-closed
and~v-frequent patterns. The next theorem sums up our first resudtfixed frequency
threshold.

Theorem 1

If the positive integety is fixed (hypothesis 1, Section 3.1) and if there exist a eortst
¢ such thatogm ~ clogn, then for largex andm, the average number gtfrequent
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FiG. 3 — Transactional and attribute modelizations of databésgrey square corres-
ponding to a 1 in the matrix)

patterngt,, ,, ~ satisfies
n
Fm,n,’y ~ (fy) (1 + p’y)m

This theorem states that the average numberfoéquent patterns is asymptotically
exponential in the number of attributes and polynomial ethmber of objects. This is
not really surprising, because we already had this intuitvben we studied the search
space (which is exponentially large with the number of ladtiés). Remark nonetheless
that the average behavior is far from the worst case, whigtt idn addition, the denser
the matrix is, the more frequent patterns there are : thiatisral. Let us notice that the
corresponding proof (see Appendix A) provides the exaatgsgtic :

1 v+ ™
oo (oo oo o (257))]

The following theorem gives a link between the average nurobe-closed patterns
and the number of-frequent patterns :

Theorem 2
If v satisfiesy > [(1 + ¢)logm/|logpl|| for ane strictly positive, then the average
number ofy-frequent patterns and the average number-olosed pattern€,, , -, are
equivalent,

Cm,n,w ~ Fm,n.hw

We now detail the result of this theorem with the help of theatdaser101 4D100K,
which hasn = 100000 objects,m = 1000 attributes, and its density js= 0.01. This
dataset is generated by Srikant’s synthetic data gendpagmawal & Srikant, 1994),
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and is available on the FIMI websiteWe used this dataset to illustrate our aim since it
has a large number of objects and attributes.

The threshold|logm/|logp|| for ~ involved in the theorem 2 is in practice very
low w.r.t. the number of objects. For instance, the theorpplias onT10l 4D100K
wheny > 1.5. We mined the frequent and the closed patterns in this datétbeUno’s
implementations for the FIMI (Uno & Satoh, 2003) and plottadthe Figure 4 the
number of patterns, w.r.t. the thresheldWhen~ is greater than 20, we can see that
the number of frequent patterns and the number of closedrpaite almost the same.

average number

1le+10 T R
frequent patterns——
1e+09} closed patterns----- 4

1e+08f g
1le+071 B
le+06- N .
100000F 4
10000} g

1000} g

100F g

10F b

1 n Lol n Lol n ol n N
1 10 100 1000 1000

minimum support threshold

FIG. 4 — Average number of frequent/closed patterng dal 4D100K

It is hard to give an intuition of this surprising result, bese it is justified by an
approximation which can be realized on the asymptotic (specthstration on Appen-
dix A). This phenomena can be explained by the poorness ofimlrabilistic model,
which does not handle correlations. Closed patterns amalbyr useful, because they
can summarize correlations. In the conditions of the thmpmost all the frequent
patterns are also closed amePRIORI has a better behavior than those algorithms based
on the closed patterns.

Now, we consider the average number of patterns with thensklogpothesis :

Theorem 3
If ~ satisfiesy = |rn] with r €]0, 1] (hypothesis 2, Section 3.1), then the average
number ofy-closed patterns angfrequent patterns satisfies for langeandn

logr
logp ]~

m .
Cm,n,'y ~ Frn,n,'y ~ (] )7 where Jo = \\
0

In other words;j, is such thapiot! < r < plo,

1Frequent ltemset Mining Implementations is a workshop eflEEEE International Conference on Data
Mining (ICDM) http ://fimi.cs.helsinki.fi/
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This theorem is very important, because it states that teage number of frequent
patterns (and closed patternsyiglynomial with the number m of attributes for a
frequency threshold proportional to the number of objettds is again surprising,
because the search space is theoretically exponentiailyiigg with m. Besides, this
average number of frequent patterns does not depend ontthigemu of objects. In the
future, we will reuse this result to justify applicationssafmpling techniques.

4 Results with the attribute/value framework

The preceding results show that our model can be improvech&¥etry to handle
correlations in the data.

In practice, items often come from continuous attributieat aire split. For instance,
the attributesize of the patientan be split into three item@mall, medium, tallThe
previous modelization allowed a patient to be small anchtathe same time, while it is
impossible. The new modelization considers these kindewétations. Nevertheless,
we restrict ourselves to the case where all multi-valuedbatinuous attributes lead to
the same number of boolean attributes 1. On the right chart, Figure 3 proposes an
example of dataset whete= 3 : there can be only one 1 in each triple of columns.

Since all the original attributes have the same gjzbere exists one positive integer
my such that the numben of boolean attributes satisfies = m,t. The new probabi-
listic model is based on the following hypothesis :

The databaséA; ; = (Xi,tj+1, Xi,tj+25 - - > Xistj+t))i=1..n,j=0..m; —1 fOrms an in-
dependent family of random variables with the same unifasndn the set composed
with the sequences of sizwith only oneoneand (¢t — 1) zeros (the density of the matrix
is 1).

t

Once more, this model is far from the reality but its equinélene in Information
Theory would be to modelize the French language by a menssgeurce that emits
trigrams (if¢t = 3) according to their probability. The result is then bettert our first
modelization.

Using this model, our results are similar to the previousisecThe proofs are also
similar (see Appendix B).

Theorem 4

If the positive integet is fixed, then the average numbenefrequent patterns,, ,,
satisfies for largen andn

o= () Q)7 oo (25 )

Theorem 5
If v satisfiesy > [(1 + €)logmy/logt| for ane strictly positive, then the average
number ofy-frequent patterns and the average number-olosed pattern€y, , , are
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equivalent,
Cmmw ~ mew-

Theorem 6
If v satisfiesy = |rn| withr €]0, 1] which is not a power as, then the average number
of ~-closed patterns angfrequent patterns satisfies

Jo logt

Theorems 4, 5 and 6 show that the behavior of the asymptatoseay close to those
proposed with the former modelization. Nevertheless, threlver ofy-frequent patterns
with the new model is exponentially lower for fixed Indeed, the factor between the
two modelizations is given by

(L+ (/e HYAN™ -
( T+ (1) > =4 withd < 1

It let us think that correlations entail axponential decayon the number of frequent
patterns (even i is near 1). Thus, this new model really refines the previosisite

Finally with v = |rn], the asymptotic is the same than in the first modelization and
then, still polynomial.

my\ s . —logr
Cm,,n,’y ~ Fm,,n,'y ~ ( . )tjov where Jo = \‘ J .

5 Open problems

We now focus our intention on problems that we did not treae e manage to
solve :

1. What is the average numberspftlosed patterns for fixegd ? Our feeling is that
this number is asymptotically equivalent to the number o$etl patterns of size
aroundog n/| log p| and frequency arounidg m/|log p|.

2. What is the average number gfclosed/frequent patterns for other function
such thaty = \/n ? The proof of Theorerd might be adapted to this context. In
particular, the integef, was chosen suchio ™! < (y —1)/(n — 1) = r < plo.
By extension, fixingjo = log,(y — 1)/(n — 1) we suppose that the number of
frequent patterns |$j"0b)

3. What is the average size of the biggest frequent pattero@riesponds to the
number of steps that-PRIORI Algorithm performs.

4. The positive border is the set gffrequent patterns (or equivalentiyclosed
ones) whose all supersets are infrequent. What is the avegadinal of the po-
sitive border ? This average is given by

()5 (o (8 (rnn)

u=0

Forr > p, it tends to zero but for < p, the term(}")™ 7 goes from0 to 1
around; = pn. We did not manage to find the asymptotic.
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5. The negative border is the set of patterns which areyAioéquent, and whose
all subsets are-frequent patterns. What is the average cardinal of thetivega
border ?

Of course, this list is not exhaustive.

6 Conclusion

In this paper, we gave the average number of frequent orclpatterns in a data-
base, according to the frequency threshold, the numbettrifiges, objects, and the
density of the database. We first used a simple model for ttabdse, consisting in an
independent family of Bernouilli random variables. We gisovided the results with
an improved modelization handling correlations in thelaftes.

Our asymptotic results are useful in order to better undedsthe complexity of
the frequent or closed pattern mining task. They explaireffieiency of the frequent
pattern mining compared to the closed pattern one on daal@sse to our models.
Furthermore, we emphasized the gap between two choiceBdaninimal frequency
threshold (fixed or not) when the size of pattern lattice grolm the first case, the
average number of patterns is exponential with the numbattigtbutes and polynomial
with the number of objects. In the second case, it only palyiadly depends on the
number of attributes.

In further work, we want to take into account the correlagibetween objects in order
to study the frequent and closed pattern mining on corredipgrdatabases. Besides,
we would like to propose a sampling method to estimate thebanof patterns starting
from a database and a minimum frequency threshold.

A Proofs with the transactional framework

We now prove the theorems. Let us recall thaandm are polynomially linked,
i.e. there exist a constamtsuch thatlogm ~ clogn. Thus in the following, both
parameters tend to infinity. The first lemma gives simple idea directly deduced
from the definitions for the average numbenefrequent patterns angiconcepts. This
lemma is sufficient to show the resaltThe second lemma is an integral reformulation
of a part of the previous formulae. The third lemma gives gspiics for the integral
part. Finally, we prove the theorem.

Lemma 1
The average number gtfrequent patterns satisfies

F’m,n;y = Zl (T) Z (TZ)sz(l _ pj)n—i_
j=

=y
The average number gfconcepts satisfies

Conny = Z (m) Z (?)p”’ (1—p")" (1 —p/)" "

= N
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Proof 1 (Lemma 1)
Fix (A, O) a~-frequent pattern. The cardinal of a detis noted|E|. SinceO is the
support ofA, for all index in A x O, there is a one in the matrix. But the probability
o0 having a one ip so that the probability of having a one at each indexiok O
is plAll9l, In addition,O is the greatest set containing all the itemsApfso that for
all transactions ifO\ O, there is at least one zero at an indexofThe probability of
satisfying this last condition igl — p!4h»—101,

If (A,0) is a concept, the probability that is the greatest set containiiy is by
symmetry(1 — p!®hym=141, Now, summing over all the possible cardinalities foand
O, we get both formulae.

Proof 2 (Theorem?2)
Both formulae are sufficient to prove Theor@mindeed, ify satisfiesy > [(1 +
€)logm/|logpl|| for ane strictly positive, then

(1 _pi)m—j < (1 _p(l—i-e) logm/|logp|—1)m—j

:(1_1

—)m—j
pm1+e
— 1.

Theoren? follows from this equivalence.

The next lemma expresses the sum owMer F,,, ,, , with an integral. This is the key
point of all the proofs, since the way we approximate thegrakleads to two different
asymptotics fory fixed or linear.

Lemma 2
One has the integral equality :

n

> (7;) p'(1—2)"" = 7(2) /01 #1711 — )",

i=y
Proof 3 (Lemma 2)
Expanding1 — z)"~ leads to

n n—i

z": (T;) F(l-a)" =) (?) > (n; Z) (—1)uait,

=y ="y u=0

Now, the change of variabke = v + i and the inversion of both signs sum gives the
new equality

3 (1) -3 (D)o ()

1= v="y =

A simple induction shows that the second sum simplifies into

(7).
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Hence, the previous inequality becomes

(£ 00

1=y v=y

Now, the binomials simplify("") (i;j)
v — -y gives the new expression

(e =) £ (D)

=" w=0

%(:) (Z:j/) and the change of variable =

To conclude, remark that the second sum is zero when 0 and that the derivative
according tav is exactlyz?=1(1 — x)"~7. The lemma follows.

We can now prove Theorein

Proof 4 (Theorem1)
Let f be the functiorf (x) = (1 — x)"~". The sign of the derivatives gfalternates so
that, the Taylor expansion gfentails the bounds,

2k+1 2k

l! - l!
1=0 1=0

for all positive integek.. Now the derivatives satisff") (0) = (=1)!(n —7)...(n —
v — 1+ 1)z"~7~L. A bound of the integral formula is then

x z 2k+1 (1)
/tV*l(l—t)”*th ~ / Zf—(())tlﬂ*ldt
0 0

I
1=0

Qkf ne)
l I+~

=0

Applying Lemma2 with F,, , ., using the previous bounds and summing oj/ém
Frn~ finally gives

2k+1 I+v\m

n n—vy (A +pHm -1

Frn,n,'y ~ 7( ) Z ( )(_1) - 4,
V) = ! I+~

In particular fork = 0, one has

<Z) (14p")™ 1)~ <:> (" ; v) (1“’111# < Frmny < (:) (14p7)™—1.

To conclude, the conditiolwg m ~ clogn entails that the binomials are polynomial
in m and it is negligible compared to the exponential part. Thishies the proof of
Theoreml.
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The last lemma describes the asymptotic of the integral whisnarge.

Lemma 3
Suppose that satisfiesy = |rn| with r a non-power op.
Forx > r,

/ P11 = )"t = — (14 en(a)),
0

7(3)
with (e,,),, @ sequence of decreasing functions that converges unjféorakro.
Forx < r,

"1 gy = SR @)
/0 t (1 t) dt = ng;l(x) (1+ n( ))7

with (€,,),, a sequence of increasing functions that converges unifatordero and

-1 —
L 1ogx+n 7

gu(x) = log(1 — ).

Proof 5 (Lemma 3)
This lemma is the well known Laplace Method. The proof is tle¢ro the reader.

We finally prove Theorers.

Proof 6 (Theorem3)
Integerj, is (asymptotically) the lowest integgrsuch thap’ > r. By Lemmal and
Lemma2, the average number of frequent patterns satisfies

" /m n\ [*
Frony =Y < )7( > / 1711 — 1) dt.
= \J v/ Jo

The sum is then split into two su sgil + 7L, 11 and the use of lemntaprovides
the equivalence

e $ ) 5, O ()

The first sum is equivalent t@’;) sincejy is constant. A simple upper bound gives the
inequality for the second sum,

i <m> exp(ngn(p?)) < 1 — i (7;7>pw'(1 _

1 (i —1—npi
j=jo+1 N ngn (1) volep J=jo+1

Now, an equivalent of the right sum is

Z (ﬂ?)pw'(l ,pj)nfv+1 - ( m )pw(jo+1)(1 7pj0+1)n,7+1. 1
J

Jj=jo+1 Jo+1

358



Indeed, letw; = (Z’,”) p (1 — p?)"~ 71 The ratiow;. /w; is decreasing with and
the ratiow;, 42/ w;j,+1 Satisfies
Wjo+2 M —Jo — 2

= - €Xp nd » 1, Dy .0
. A (nB(v,n,p, jo))

1
noy+l log(

. . n — —
with G(W,p,Jo)zglongr - Py,

jo+1
1 +p 1 —pj()"rl

Using thaty/n tends tor asn tends to infinity and thgt’o*! < r, the functiord is
shown to converge to a strictly negative constant. Heneeatiow;, +2/w;,+1 tends

to zero as tends to infinity what is sufficient to prove the equivalenEofmula (1).
The Stirling formula applied with the binomié;f) entails the equivalent

j Y 1 n—-y
n p(jO-H)’Y(l _pj0+1)n—’)’ N 1 pJO'Hn 1— pJo-i-l
Y 27r(1 —r)n v 1— (v/n)

= exp(ne(’y, nap)jo))’

) 5y pjo+1n 1 _pjo+1
where  0(v,n,p, jo) = - log

Finally, since for all positiver, logz < = — 1 andlog1 + = < =, the functiond is
proved to converge to a strictly negative number. It folldtest

(2) 55 (7)o

Jj=jo+1

which finishes the proof of Theoredn

B Proofs with the attribute/value framework

The proofs are exactly identical. The only change is thefiinshula for the average
number of frequent patterns or concepts.

Lemma 4
The average number gffrequent patterns satisfies

mi my n n 1 i (1)3"_4
Fm.n = t/ . . — 1—1( = n—t
=2 (12 () G) =)
The average number gfclosed patterns satisfies
X (ma = () (1)” N IR
m,n,y — . . — 1— (= mi—Jj(1 - = n—i
=2 ()2 () () 0= (B - (B

All the previous proofs extend to these formulae.
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Résumé : Nous présentons deux études de fouille de données, I’une s’appuyant
sur les arbres de décision et I’autre sur les motifs fréquents et les régles
d’association. Les résultats obtenus sont encourageants car nous réussissons a
extraire des connaissances utiles et nouvelles pour I’expert. De plus, ces
travaux nous ont conduit a proposer les premiers éléments d’une méthodologie
globale de fouille de régles en bioinformatique. Au cceur de ces réflexions,
nous soulignons le r6le majeur de I’expert dans le processus de fouille de
données.

Mots-clés : Arbre de décision, Motif fréquent, Regle d’association, Syndrome
métabolique.

Dans I’équipe 4 de I'unité INSERM 525, nous disposons d’une base de données
contribuant a la compréhension des mécanismes entrainant I’athérosclérose : la
cohorte STANISLAS (Siest et al., 1998). C’est une étude familiale sur dix ans dont
I’objectif principal est d’étudier le réle et la contribution de facteurs génétiques et
environnementaux sur la fonction cardiovasculaire. Des familles de la Meurthe-et-
Moselle et des Vosges ont été invitées a venir passer un examen de santé tous les cing
ans. Lors du recrutement initial (1993-1995, t,), les critéres d’inclusion étaient les
suivants : familles supposées saines, exemptes de maladies aigués et/ou chroniques,
composées de deux parents et de deux enfants de plus de six ans. 1006 familles (4295
sujets) ont ainsi pu étre recrutées. Les données recueillies peuvent se diviser en trois
catégories : (1) cliniques et environnementales, (2) biologiques et (3) génétiques.

Un des thémes auxquels nous nous intéressons plus particulierement est le
syndrome métabolique (SM), une affection regroupant des facteurs de risque
cardiovasculaire. Notre objectif est d’expérimenter sur les données de la cohorte
différentes techniques de fouille afin d’étudier les mécanismes impliqués dans le SM.

Pour nos expérimentations, nous avons utilisé d’une part I’algorithme C4.5
proposé dans le syst(%!e Weka (Witten & Frank, 2002) qui permet la construction
d’arbres de décision. D’autre part, nous avons test¢é CORON, une plate-forme
développée dans I’équipe Orpailleur qui extrait les motifs fréquents (Szathmary &
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Napoli, 2005). Un autre module intégré dans CORON, ASSRULEX (Association Rule
eXtractor), permet la génération de régles d’association a la fois a partir des motifs
fréquents et des motifs fermés fréquents.

Les expérimentations avec C4.5 ont été menées sur deux sous-populations de la
cohorte STANISLAS. Nous avons créé une nouvelle variable nominale, « SM », qui
décrit pour chaque individu s’il est atteint ou non par le syndrome métabolique. Pour
cela, nous avons utilisé une définition standard ou un individu est atteint par le SM
s’il a au moins trois des cing critéres suivants : hyperglycémie, hypertriglycéridémie,
HDL-cholestérol bas (“bon” cholestérol), hypertension, obésité. Ainsi, SM est la
classe cible sur laquelle nous cherchons a classifier les individus. Le role de I’expert
est ici tres important pour le choix des parametres et I’interprétation de résultats.

Pour I’extraction de motifs et de régles, I'implication de I’expert dans le processus
de fouille de données est également trés importante et s’étend du pré-traitement au
post-traitement des données. Nous proposons une méthodologie globale pour la
fouille de régles en cing étapes : (1) Etapes de pré-traitement, (2) Utilisation d’un
logiciel de fouille, (3) Etapes de post-traitement : fouille de régles, (4) Visualisation
des résultats, (5) Interprétation et validation des résultats. Ce schéma global a été
appliqué a des données discrétes de la cohorte STANISLAS. La conclusion finale de
cette étude aprés validation statistique a apporté une connaissance nouvelle a I’expert
ayant une réelle valeur en biologie.

En conclusion, nos expérimentations soulignent le réle primordial de I’expert dans
le processus de fouille de données. Les arbres de décision permettent de déterminer
les parameétres qui discriminent au mieux les individus selon la classe SM. Quant aux
motifs et aux régles, en suivant une méthodologie globale, ils permettent de mettre en
évidence des profils et de générer de nouvelles hypothéses en biologie qui peuvent
ensuite étre validées, par les statistiques par exemple. Alors que ces deux méthodes
de fouille ont ici été évaluées séparément, pour la suite de notre travail, nous
souhaitons réaliser leur combinaison et étudier I’intérét des résultats qui seront
générés.
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